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ΑΣΚΗΣΗ  11. Δίνεται οµογενής ράβδος
ΑΒ µάζας m και µήκους l. Τα
άκρα Α και Β της ράβδου
δύναται να ολισθαίνουν χωρίς
τριβή επί του οριζοντίου
άξονα Οx και επί του
κατακόρυφου άξονα Oy
αντίστοιχα. Ζητείται να
καθορισθεί η απαιτούµενη
δύναµη στο σηµείο Α ώστε η
ράβδος να ισορροπεί.
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ΑΣΚΗΣΗ  1 (συνέχεια)
1.
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ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΗ ΕΞΙΣΩΣΗ ΤΗΣ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ

!
!"

( #$
#%&̇
) 	− #$

#%&
= 𝑄,

όπου :

και   j=1,2,…., k

𝑄,= Γενικευµένες Δυνάµεις 

Τ= Κινητική Ενέργεια 

𝑞,= Γενικευµένες συντεταγµένες 

𝑞𝑖̇ = Γενικευµένες 
ταχύτητες 
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𝑄, = − #/
#%&



Εξισώσεις LAGRANGE
Στην περίπτωση κατά την οποία οι εξωτερικές δυνάµεις απορρέουν από δυναµική συνάρτηση, 
δηλαδή:

𝑄, = − #/
#%&

όπου: V=V( r1 , r2 ,…., rN )

και ri = ri (q1 , q2 ,…., qk )

οι εξισώσεις 

!
!"

( #$
#%&̇
) 	− #$

#%&
= 𝑄,

γίνονται:
!
!"

( #$
#%&̇
) 	− #$

#%&
=− #/

#%&
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Εξισώσεις LAGRANGE

Εποµένως εισάγοντας µια καινούργια συνάρτηση L που ορίζεται ως L :

!
!"

( #$
#%&̇
) 	− #$

#%&
=	− #/

#%&

!
!"

(#($12)
#%&̇

) 	− #($1/)
#%&

= −#(/1/)
#%&

!
!"

(#($12)
#%&̇

) 	− #($1/)
#%&

= 0

Εφόσον η V δεν εξαρτάται από τις γενικευµένες ταχύτητες 𝑞,̇

V=V( r1 , r2 ,…., rN )

L = Τ – V 
θα έχουµε : 
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Εξισώσεις LAGRANGE

L = Τ – V 

Η εξίσωση αυτή ονοµάζεται εξίσωση Lagrange  

!
!"

(#($12)
#%&̇

) 	− #($1/)
#%&

= 0

!
!"

( #4
#%&̇
) 	− #4

#%&
= 0
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