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Γενικευμένες συντεταγμένες
Οι ολόνοµοι σύνδεσµοι σαν συνάρτηση των καρτεσιανών συντεταγµένων 
περιγράφονται από την σχέση:

f j(xi, yi, zi, t) = 0

όπου  i=1,2,…., N και  j=1,2,…., n

γεγονός που σηµαίνει ότι µόνο 3Ν-η = k µεταβλητές είναι ανεξάρτητες από τις 
3Ν φυσικές συντεταγµένες. 
Εισάγοντας γενικευµένες µεταβλητές qk έτσι ώστε οι παραπάνω σύνδεσµοι να 
ικανοποιούνται, έχουµε αυτόµατα τις εκφράσεις : 

xi = xi (q1 , q2 ,…., qk ,t)

yi = yi (q1 , q2 ,…., qk ,t)

zi = zi (q1 , q2 ,…., qk ,t)
Οι παραπάνω εξισώσεις είναι πολύ σηµαντικές γιατί συνδέουν τις φυσικές 
συντεταγµένες µε τις γενικευµένες συντεταγµένες. Επίσης µπορεί κανείς να
Θεωρήσει τις παραπάνω εξισώσεις σαν τις παραµετρικές εξισώσεις των 
φυσικών συντεταγµένων

Κ. ΠΑΠΑΓΕΩΡΓΙΟΥ 14 -04 - 2021



Γενικευμένες συντεταγμένες
Αξιοσηµείωτο είναι επίσης το γεγονός ότι οι εξισώσεις  

xi = xi (q1 , q2 ,…., qk ,t)

yi = yi (q1 , q2 ,…., qk ,t)

zi = zi (q1 , q2 ,…., qk ,t)

Ικανοποιούν αυτόµατα τις εξισώσεις συνδέσµων. Με άλλα λόγια  ο σύνδεσµος 
έχει συµπεριληφθεί στην εκλογή των συντεταγµένων qk. 

Ένα επίσης πολύ σηµαντικό συµπέρασµα που προκύπτει είναι ότι οι παραπάνω 
εξισώσεις µας επιτρέπουν την έκφραση διαφόρων απεικονιστικών µεγεθών της 
Μηχανικής µε την βοήθεια των συντεταγµένων qk και επιτρέπουν ενιαία αντιµετώπιση 
όλων των προβληµάτων που περιέχουν ολόνοµους συνδέσµους.
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Παράδειγμα : ΔΙΠΛΟ ΕΚΚΡΕΜΕΣ
Έστω το διπλό εκκρεµές του παρακάτω σχήµατος.  

Αν θεωρήσουµε σαν γενικευµένες συντεταγµένες τις γωνίες θ και φ τότε οι εξισώσεις 

x1 = l1 sin θ
x2 = l1 sin θ + l2 sin φ

y1 = - l1 cos θ
y2 = - l1 cos θ – l2 cos φ

θ

φ

l1

l2

Ο(0,0)

xi = xi (q1 , q2 ,…., qk ,t)

yi = yi (q1 , q2 ,…., qk ,t)

zi = zi (q1 , q2 ,…., qk ,t)

για το συγκεκριµένο παράδειγµα, γράφονται :
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Παράδειγμα : ΔΙΠΛΟ ΕΚΚΡΕΜΕΣ

x1 = l1 sin θ
x2 = l1 sin θ + l2 sin φ

θ

φ

l1

l2

Ο(0,0)

γράφονται :

xi = xi (q1 , q2 ,…., qk ,t)

yi = yi (q1 , q2 ,…., qk ,t)

zi = zi (q1 , q2 ,…., qk ,t)

y1 = - l1 cos θ
y2 = - l1 cos θ – l2 cos φ

x1 x2

y1

y2
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ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΗ ΕΞΙΣΩΣΗ ΤΗΣ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ

!
!"

( #$
#%&̇
) 	− #$

#%&
= 𝑄,

𝑄, =∑(𝐹0
12.. #45

#%&
)�

�όπου :

και   j=1,2,…., k

𝑄,= Γενικευµένες Δυνάµεις 

Τ= Κινητική Ενέργεια 

𝑞,= Γενικευµένες συντεταγµένες 

𝑞𝑖̇ = Γενικευµένες 
ταχύτητες 
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ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΗ ΕΞΙΣΩΣΗ ΤΗΣ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ

Ας δούµε λεπτοµερώς τι σηµαίνει η σχέση !
!"

( #$
#%&̇
) 	− #$

#%&
= 𝑄,

Για ένα δεδοµένο µηχανικό σύστηµα επιλέγουµε τις γενικευµένες συντεταγµένες qj που 
προσδιορίζουν πλήρως την κινητική κατάσταση του συστήµατος µέσω των σχέσεων

Στη συνέχεια εκφράζουµε τα µεγέθη  Τ = Κινητική Ενέργεια και Qj = Γενικευµένες Δυνάµεις 
µε την βοήθεια των γενικευµένων συντεταγµένων και γράφουµε τις αντίστοιχες µε τις (1) 
εξισώσεις για την συγκεκριµένη περίπτωση. 

Οι εξισώσεις (1) είναι διαφορικές εξισώσεις δεύτερης τάξης, οι λύσεις των οποίων 
µε κατάλληλες αρχικές συνθήκες qi=qi(t) προσδιορίζουν πλήρως την απάντηση 
του προβλήµατος

ri = ri (q1 , q2 ,…., qk ,t)

!
!"

( #$
#%&̇
) 	− #$

#%&
= 𝑄,

(1) 

όπου   j=1,2,…., k
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ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΗ ΕΞΙΣΩΣΗ ΤΗΣ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ
Εποµένως µπορούµε τώρα να διατυπώσουµε το εξής συµπέρασµα: 

Για κάθε µηχανικό σύστηµα µε ολόνοµους συνδέσµους που είναι συµβιβαστό µε την 
αρχή  D’ Alembert οι εξισώσεις 

!
!"

( #$
#%&̇
) 	− #$

#%&
= 𝑄,

δίνουν άµεση απάντηση  

Αξιοσηµείωτο είναι επίσης το γεγονός ότι οι παραπάνω εξισώσεις δίνουν απάντηση στο 
πρόβληµα περιγραφής του µηχανικού συστήµατος, αλλά δεν δίνουν τις δυνάµεις των 
συνδέσµων

Αυτό είναι φυσική συνέπεια της αρχής των δυνατών έργων µέσω της οποίας αποµονώθηκαν
οι  δυνάµεις συνδέσµων από τι πρόβληµα. 
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ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΗ ΕΞΙΣΩΣΗ ΤΗΣ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ
Για να πεισθούµε ότι οι εξισώσεις 

!
!"

( #$
#%&̇
) 	− #$

#%&
= 𝑄,

είναι πράγµατι η απάντηση που ζητάµε, πρέπει να δείξουµε την ισοδυναµία τους 
µε τον θεµελιώδη νόµο του Νεύτωνα σε όλες τις περιπτώσεις που οι σύνδεσµοι είναι 
ολόνοµοι και δεν υπάρχουν τριβές. 

Ας θεωρήσουµε την κίνηση υλικών σηµείων υπό την επίδραση µιας τυχαίας δύναµης F.

q1=x

q2=y

q3=z

Στην συγκεκριµένη περίπτωση δεν υπάρχουν σύνδεσµοι και έτσι οι γενικευµένες 
συντεταγµένες συµπίπτουν µε τις φυσικές. Εποµένως :
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ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΗ ΕΞΙΣΩΣΗ ΤΗΣ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ
Τότε οι συνιστώσες της γενικευµένης δύναµης θα συµπίπτουν µε τις καρτεσιανές συνιστώσες 
της δύναµης  F = (Fx,Fy,Fz)

Τ = 9
:

m (�̇�: +  �̇�: + �̇�: ) 

Εποµένως:

#$
#>

= #$
#?

= #$
#@

= 0

Έτσι οι εξισώσεις 
!
!"

( #$
#%&̇
) 	− #$

#%&
= 𝑄,

γράφονται :

Οπότε:

και

#$
#?̇
= 𝑚�̇�#$

#>̇
= 𝑚�̇�

#$
#@̇
= 𝑚�̇�
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ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΗ ΕΞΙΣΩΣΗ ΤΗΣ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ

Τ = 9
:

m (�̇�: +  �̇�: + �̇�: ) 

#$
#>

= #$
#?

= #$
#@

= 0

𝜕𝑇
𝜕�̇� = 𝑚�̇� 𝜕𝑇

𝜕�̇� = 𝑚�̇�
𝜕𝑇
𝜕�̇� = 𝑚�̇�

!
!"

#$
#>̇

= !
!"

𝑚�̇� = 𝑚�̈� = 𝐹>

!
!"

( #$
#%&̇
) 	− #$

#%&
= 𝑄,

Οµοίως: !
!"

𝑚�̇� = 𝑚�̈� = 𝐹?
!
!"

𝑚�̇� = 𝑚�̈� = 𝐹@

ο νόµος του Νεύτωνα
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Εξισώσεις LAGRANGE
Στην περίπτωση κατά την οποία οι εξωτερικές δυνάµεις απορρέουν από δυναµική συνάρτηση, 
δηλαδή:

𝑄, = − #F
#%&

όπου: V=V( r1 , r2 ,…., rN )

και ri = ri (q1 , q2 ,…., qk )

οι εξισώσεις 

!
!"

( #$
#%&̇
) 	− #$

#%&
= 𝑄,

γίνονται:
!
!"

( #$
#%&̇
) 	− #$

#%&
=− #F

#%&
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Εξισώσεις LAGRANGE

Εποµένως εισάγοντας µια καινούργια συνάρτηση L που ορίζεται ως L :

!
!"

( #$
#%&̇
) 	− #$

#%&
=	− #F

#%&

!
!"

(#($GH)
#%&̇

) 	− #($GF)
#%&

= −#(FGF)
#%&

!
!"

(#($GH)
#%&̇

) 	− #($GF)
#%&

= 0

Εφόσον η V δεν εξαρτάται από τις γενικευµένες ταχύτητες 𝑞,̇

V=V( r1 , r2 ,…., rN )

L = Τ – V 
θα έχουµε : 
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Εξισώσεις LAGRANGE

L = Τ – V 

Η εξίσωση αυτή ονοµάζεται εξίσωση Lagrange  

!
!"

(#($GH)
#%&̇

) 	− #($GF)
#%&

= 0

!
!"

( #J
#%&̇
) 	− #J

#%&
= 0
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Εξισώσεις LAGRANGE

Συνεπώς :

ΕΦΑΡΜΟΓΗ
Ας θεωρήσουµε την κίνηση ενός υλικού σηµείου (χωρίς τριβές) πάνω στην επιφάνεια µιας 
σφαίρας.  Τότε: 

x=r sinθ cos φ 

y=r sinθ sin φ 

z=r cos θ

Εποµένως: 
�̇�=r cosθ cosφ �̇� - r sinθ sinφ �̇�

�̇�=r cosθ sinφ �̇� - r sinθ cosφ �̇�
�̇�= - r sinθ �̇�

Τ = 9
:

m (�̇�: +  �̇�: + �̇�: ) 
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Εξισώσεις LAGRANGE

Συνεπώς :

ΕΦΑΡΜΟΓΗ

�̇�=r cosθ cosφ �̇� - r sinθ sinφ �̇�

�̇�=r cosθ sinφ �̇� + r sinθ cosφ �̇�
�̇�= - r sinθ �̇�

Τ = 9
:

m (�̇�: +  �̇�: + �̇�: ) 

�̇�:=r2 cos2θ cos2φ 𝜃2̇ + r2 sin2θ sin2φ 𝜑2̇ -2r2sinθ cosθ sinφ cosφ 𝜃	̇ �̇�

�̇�:=r2 cos2θ sin2φ 𝜃2̇ + r2 sin2θ cos2φ 𝜑2̇ + 2r2sinθ cosθ sinφ cosφ 𝜃	̇ �̇�

�̇�:= r2 sin2θ 𝜃2̇

Τ = 9
:

m (r2 cos2θ cos2φ 𝜃2̇ + r2 sin2θ sin2φ 𝜑2̇ -2r2sinθ cosθ sinφ cosφ 𝜃	̇ 𝜑	̇ + 
r2 cos2θ sin2φ 𝜃2̇ + r2 sin2θ cos2φ 𝜑2̇ + 2r2sinθ cosθ sinφ cosφ 𝜃	̇ �̇�+
r2 sin2θ 𝜃2̇ ) 
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Εξισώσεις LAGRANGE
ΕΦΑΡΜΟΓΗ

Τ = 9
:

m (r2 cos2θ cos2φ 𝜃2̇ + r2 sin2θ sin2φ 𝜑2̇ -2r2sinθ cosθ sinφ cosφ 𝜃	̇ 𝜑	̇ + 
r2 cos2θ sin2φ 𝜃2̇ + r2 sin2θ cos2φ 𝜑2̇ + 2r2sinθ cosθ sinφ cosφ 𝜃	̇ �̇�+
r2 sin2θ 𝜃2̇ ) 

Τ = 9
:

m (r2 cos2θ cos2φ 𝜃2̇ + r2 sin2θ sin2φ 𝜑2̇ + 
r2 cos2θ sin2φ 𝜃2̇ + r2 sin2θ cos2φ 𝜑2̇ +
r2 sin2θ 𝜃2̇ ) 

Τ = 9
:

m [ r2 cos2θ 𝜃2̇ + r2 sin2θ 𝜑2̇ + r2 sin2θ 𝜃2̇ ] 

Τ = 9
:

m [ r2 cos2θ 𝜃2̇ (cos2φ + sin2φ ) + 
r2 sin2θ 𝜑2̇ (cos2φ + sin2φ ) +
r2 sin2θ 𝜃2̇ ] 

1

1

Τ = 9
:

m [ r2 𝜃2̇ (cos2θ + sin2θ )+ r2 sin2θ 𝜑2̇ ] 
1
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Εξισώσεις LAGRANGE
ΕΦΑΡΜΟΓΗ

Τ = 9
:

m [ r2 𝜃2̇ (cos2θ + sin2θ )+ r2 sin2θ 𝜑2̇ ] 

1

Τ = 9
:

m [ r2 𝜃2̇ + r2 sin2θ 𝜑2̇ ] 

Τ = 9
:

m r2 [ 𝜃2̇ + sin2θ 𝜑2̇ ] 

Επίσης θεωρώντας ότι το δυναµικό V στην επιφάνεια της σφαίρας είναι µηδέν, έχουµε ότι :

V = 0 

Συνεπώς η συνάρτηση Lagrange γράφεται:

L = Τ – V L = 9
:

m r2 [ 𝜃2̇ + sin2θ 𝜑2̇ ] 

Συνάρτηση Lagrange 
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Εξισώσεις LAGRANGE
ΕΦΑΡΜΟΓΗ

Εποµένως η εξίσωση Lagrange για την γενικευµένη συντεταγµένη φ γράφεται:

!
!"

(#J
#Ṅ
) 	− #J

#N
= 0

L = 9
:

m r2 [ 𝜃2̇ + sin2θ 𝜑2̇ ] 

Όµως:

Συνεπώς:

#J
#Ṅ
	 = 	9

:
m r2 sin2θ 2𝜑	̇ #J

#Ṅ
	= m r2 sin2θ𝜑	̇

!
!"

#J
#Ṅ

= !
!"
(m r2 sin2θ𝜑	)̇ !

!"
#J
#Ṅ

=	m r2 sin2θ �̈�
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Εξισώσεις LAGRANGE
ΕΦΑΡΜΟΓΗ

Εποµένως η εξίσωση Lagrange για την γενικευµένη συντεταγµένη φ γράφεται:

!
!"

(#J
#Ṅ
) 	− #J

#N
= 0

L = 9
:

m r2 [ 𝜃2̇ + sin2θ 𝜑2̇ ] Επειδή :

βρίσκουµε:
#J
#N

= 0

Επίσης προηγουµένως είχαµε βρει ότι:

!
!"

#J
#Ṅ

=	m r2 sin2θ �̈�
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Εξισώσεις LAGRANGE
ΕΦΑΡΜΟΓΗ

m r2 sin2θ �̈� = 0

!
!"

(#J
#Ṅ
) 	− #J

#N
= 0

!
!"

#J
#Ṅ

=	m r2 sin2θ �̈�

#J
#N

= 0
m r2 sin2θ �̇� = c

Η εξίσωση αυτή εκφράζει την διατήρηση της
z- συνιστώσας της στροφορµής
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Εξισώσεις LAGRANGE
ΕΦΑΡΜΟΓΗ

Οµοίως η εξίσωση Lagrange για την γενικευµένη συντεταγµένη θ γράφεται:

!
!"

(#J
#Ȯ
) 	− #J

#O
= 0

L = 9
:

m r2 [ 𝜃2̇ + sin2θ 𝜑2̇ ] 

Όµως:

Συνεπώς:
#J
#Ȯ
	 = 	9

:
m r22𝜃	̇

!
!"

#J
#Ȯ

= !
!"
(m r2𝜃	̇ ) !

!"
#J
#Ȯ

=m r2�̈�	

#J
#Ȯ
	 = m r2𝜃	̇
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Εξισώσεις LAGRANGE
ΕΦΑΡΜΟΓΗ

Αντικαθιστώντας η εξίσωση Lagrange για την γενικευµένη συντεταγµένη θ γράφεται:

!
!"

(#J
#Ȯ
) 	− #J

#O
= 0

#J
#O

= 9
:

m r2 𝜑2̇ 2 sinθ cosθ �̇�

Επίσης προηγουµένως είχαµε βρει ότι:

L = 9
:

m r2 [ 𝜃2̇ + sin2θ 𝜑2̇ ] 

!
!"

#J
#Ȯ

=m r2�̈�	

m r2�̈�			−	m r2 𝜑2̇  sinθ cosθ	�̇� = 0
m r2 (	�̈�	−		𝜑2̇  sinθ cosθ) = 0
	�̈�	−		𝜑2̇  sinθ cosθ = 0

#J
#O

= m r2 𝜑2̇ sinθ cosθ �̇�

1
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