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Σημείωση: Η εργασία να γίνει σε latex.

1. Θεωρήστε τη τετραγωνική μορφή q(y1, y2, y3) = 9y21 + 7y22 + 3y23 − 2y1y2 + 4y1y3 − 6y2y3

(αʹ) Γράψτε τη q(y1, y2, y3) ως y
TAy, με A να είναι συμμετρικός πίνακας.

(βʹ) Χρησιμοποιώντας την απάντησή σας στο προηγούμενο ερώτημα δείξτε πως q(y1, y2, y3) > 0 , εκτός αν
y1 = y2 = y3 = 0.

(γʹ) ΄Εστω πως Y ∼ N(µ,A), όπου µT = (3, 2, 1) και A ο πίνακας που βρήκατε παραπάνω.

i. Γράψτε τη κατανομή της (Y1|Y2 = y2, Y3 = y3).

ii. Υπολογίσετε την τιμή της σ.π.π. fY1|Y2=1,Y3=2(2). Επιβεβαιώσετε την απάντηση με την R.

iii. Γράψτε τη κατανομή της ((Y1, Y2)|Y3 = y3) .

iv. Υπολογίσετε την τιμή της σ.π.π. fY1,Y2|Y3=2(1, 2). Επιβεβαιώσετε την απάντηση με την R.

2. Θεωρήστε το κανονικό γραμμικό μοντέλο Y ∼ N(Xβ, σ2V ), όπου X είναι ένας n × p πίνακας συμμετα-
βλητών με rank(X) = p και ο πίνακας V είναι γνωστός p.d. πίνακας.

(αʹ) Γράψτε τη πιθανοφάνεια που προκύπτει από το μοντέλο.

(βʹ) Βρείτε τους εκτιμητές μεγίστης πιθανοφάνειας των β και σ2. (Μπορείτε να κάνετε χρήση αποτελεσμάτων
του Θεωρήματος 8 στις σημειώσεις μου)

(γʹ) Βρείτε τη μέγιστη τιμή που παίρνει ο λογάριθμος της πιθανοφάνειας.

(δʹ) Βρείτε τον πίνακα cov(β̂LS , β̂MLE).

3. Θεωρήστε το κανονικό γραμμικό μοντέλο Y ∼ N(Xβ,Σ), όπουX είναι ένας n×p πίνακας συμμεταβλητών
με rank(X) = p. ΄Εστω πως υπάρχει αντιστρέψιμος συμμετρικός πίνακας F για τον οποίο ΣX =XF .

(αʹ) Δείξτε πως κάτω από αυτή την συνθήκη ισχύει β̂LS = β̂MLE .

(βʹ) Βρείτε την σ.π.π. του β̂MLE . Η σ.π.π. να γραφεί σα συνάρτηση του F .



4. Θεωρήστε ένα πείραμα σε ποντίκια εργαστηρίου που αφορά στην εξεύρεση ΄κατάλληλης΄ δοσολογίας ενός

ποντικοφάρμακου. Η βιολόγος κάνει ένεση ποντικοφάρμακου σε επίπεδο δόσης xi1, στο τυχαία επιλεγμένο
ποντίκι i (i = 1, . . . , 18) που είναι υπέρβαρο ή όχι ( xi2 = 1, αν είναι υπέρβαρο) και παρατηρεί αν το ποντίκι
πέθανε σε χρονικό διάστημα 10 λεπτών. Η απόκριση, Yi, παίρνει τη τιμή 1 αν το ποντίκι πεθάνει, αλλιώς
παίρνει τη τιμή 0.

(αʹ) Γράψτε ένα γενικευμένο γραμμικό μοντέλο για τα δεδομένα σας.

(βʹ) Γράψτε την πιθανοφάνεια του μοντέλου.

(γʹ) Γράψτε τις εκτιμητικές εξισώσεις για τηνML εκτίμηση των παραμέτρων, χρησιμοποιώντας τα ύπόλοιπα΄.

(δʹ) Στο αρχείο ’data for logistic regression.docx’ θα βρείτε τα βασικά αποτελέσματα της ανάλυσης του
πειράματος.

i. Επιβεβαιώσετε πως οι εκτιμήσεις των παραμέτρων είναι όντως ML εκτιμήσεις.

ii. Δώστε εκτίμηση του λόγου των odds θανάτου δύο ποντικιών που παίρνουν την ίδια δόση και όπου
το ένα ποντίκι είναι υπέρβαρο (το άλλο όχι).

5. Βρείτε τις εκτιμητικές εξισώσεις μεγίστης πιθανοφάνειας για τη Poisson παλινδρόμηση με 2 συμμεταβλητές
x1, x2 (να υπάρχει και σταθερός όρος). (Π.χ., στο παράδειγμα με το ΑΧΕΠΑ να λαμβάνεται υπόψη και η
θερμοκρασία κατά την ημέρα της μέτρησης στο εργαστήριο).
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