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Ενότητα 7: Ανάλυση ∆ιασποράς µε έναν παράγοντα (One way Analysis of Variance) 

 Σε αυτή την ενότητα θα εξετάσουµε ένα ειδικό πρόβληµα γραµµικής παλινδρόµησης το ο-
ποίο εµφανίζεται αρκετά συχνά στις εφαρµογές. Συγκεκριµένα, θέλουµε να διερευνήσουµε πώς ε-
πηρεάζεται µία (scaled) µεταβλητή Υ από µία κατηγορική µεταβλητή X (ordinal ή nominal) η οποία 
λαµβάνει k τιµές. Η µεταβλητή Χ καλείται και παράγοντας (factor) µε k στάθµες. Για το σκοπό αυτό 
λαµβάνουµε k τυχαία δείγµατα της µεταβλητής Y: 

1,11211 ,...,, nYYY  όταν ο παράγοντας X βρίσκεται στην 1η στάθµη, 

2,22221 ,...,, nYYY  όταν ο παράγοντας X βρίσκεται στην 2η στάθµη, 
… 

knkkk YYY ,21 ,...,,  όταν ο παράγοντας X βρίσκεται στην k-οστή στάθµη, 

Θεωρούµε το µοντέλο 

1111 ,...,2,1, njY jj =+= εµ ,    (X στην 1η στάθµη) 

2222 ,...,2,1, njY jj =+= εµ    (X στην 2η στάθµη) 
… 
kkjkkj njY ,...,2,1, =+= εµ     (X στην k-οστή στάθµη) 

όπου τα «σφάλµατα» εij, j=1,2,…,ni, i=1,2,…,k είναι ανεξάρτητες τ.µ. που ακολουθούν N(0,σ2). 
Ουσιαστικά θεωρούµε ότι η µεταβλητή Υ ~ Ν(µi,σ2) όταν ο παράγοντας X βρίσκεται στην i-στάθµη. 
Μας ενδιαφέρει να εκτιµήσουµε τα µ1, µ2, …,µk (και το σ2) και να ελέγξουµε αν είναι ίσα ή υπάρχει 
διαφορά µεταξύ τους. Με άλλα λόγια θέλουµε να ελέγξουµε αν η µεταβλητή Υ έχει διαφορετική 
«συµπεριφορά» στις διαφορετικές στάθµες της X. Το συγκεκριµένο πρόβληµα µπορεί να θεωρηθεί 
και ως µία επέκταση του t-τεστ που χρησιµοποιείται για τον έλεγχο της ισότητας των µέσων µ1, µ2 
δύο (ανεξάρτητων, κανονικών) πληθυσµών. 
 Όπως έχει ήδη αναφερθεί, το παραπάνω µοντέλο µπορεί να θεωρηθεί και ως µια ειδική πε-
ρίπτωση ενός πολλαπλού γραµµικού µοντέλου. Πράγµατι, όλες οι παραπάνω σχέσεις γράφονται σε 
µία σχέση ως εξής:  

εXµY +=  
όπου 
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όπου ε ~ Ν(0,σ2Ιn), n = n1 + n2 + … + nk, και εποµένως έχουµε ένα πολλαπλό γραµµικό µοντέλο µε 
ειδικής µορφής πίνακα σχεδιασµού Χ.  
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7.1. Εκτίµηση των παραµέτρων µ1, µ2, …,µk και σ2 
Για την εκτίµηση των παραµέτρων του µοντέλου µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τους γε-

νικούς τύπους που ισχύουν για το γενικό πολλαπλό γραµµικό µοντέλο (βλ. Ενότητα 6) ή να εργα-
στούµε εξαρχής αναζητώντας τις ε.µ.π. (ή ισοδύναµα τις εκτιµήτριες ελαχίστων τετραγώνων). Σε 
κάθε περίπτωση είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι οι εκτιµήτριες των παραµέτρων έχουν την α-
κόλουθη απλή µορφή 

kiYY
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Όλες οι ποσότητες που χρησιµοποιήθηκαν στο πολλαπλό γραµµικό µοντέλο µπορούν να χρησιµο-
ποιηθούν και εδώ. Για παράδειγµα, οι προσαρµοσµένες τιµές των Υij και τα κατάλοιπα θα είναι 

∧∧

= µXY ,   
∧∧

−= YYε , 

και συγκεκριµένα, •

∧

= iij YY , •

∧
−= iijij YYε . Ως εκτιµήτρια της διασποράς σ2 των σφαλµάτων, µπο-

ρούµε να θεωρήσουµε (όπως και στο πολλαπλό γραµµικό µοντέλο) την 
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7.2. Έλεγχοι υποθέσεων και δ.ε. για τις παραµέτρους του µοντέλου. 

Είναι εύκολο να διαπιστωθεί ότι =
∧
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από όπου προκύπτει ότι το 
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είναι ένα δ.ε. για το µi συντελεστού 1−a. Το συγκεκριµένο δ.ε. χρησιµοποιεί ως εκτίµηση του σ2 
την S2 η οποία βασίζεται στις παρατηρήσεις από όλες τις στάθµες του παράγοντα (pooled estimate). 
Η εκτιµήτρια αυτή είναι η καλύτερη που µπορούµε να πάρουµε, αρκεί η διασπορά των σφαλµάτων 
να είναι σταθερή (και ίση µε σ2) σε όλες τις στάθµες του παράγοντα Χ. Εάν δεν είµαστε σίγουροι 
ότι κάτι τέτοιο συµβαίνει µπορούµε να εκτιµήσουµε την διασπορά των σφαλµάτων ξεχωριστά σε 
κάθε στάθµη (internal estimate), 
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και να πάρουµε το δ.ε για το µi συντελεστού 1−a, 
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Σε αυτό το µοντέλο µας ενδιαφέρει ο έλεγχος Η0: µi = µj για i ≠ j. Επειδή,  
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προκύπτει το δ.ε. συντελεστού 1−a για το µi − µj  
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ενώ θα απορρίπτεται η Η0: µi = µj έναντι της Η1: µi ≠ µj όταν  
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µε αντίστοιχο p-value (για δείγµα που έδωσε Tij = tij) 

|))(|1(2|)||(| ijtijij tFtTPvaluep
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7.3. Ερµηνεύοντας τη συνολική µεταβλητότητα του µοντέλου  
 Το µοντέλο που εξετάζουµε αποτελεί υποπερίπτωση του πολλαπλού γραµµικού µοντέλου 
και εποµένως µπορούµε απευθείας και εδώ να πούµε ότι η διασπορά των παρατηρήσεων Yij  χωρί-
ζεται σε δύο αθροίσµατα (θα µπορούσε εύκολα να αποδειχθεί και ανεξάρτητα) 
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τα οποία συµβολίζονται και πάλι µε SST, SSE και SSR (ή SSTr) αντίστοιχα (το Y  συµβολίζεται και 
µε ••Y ). Αν θεωρήσουµε ότι οι n παρατηρήσεις χωρίζονται σε k οµάδες (µία για κάθε στάθµη του 
παράγοντα), τότε το SSE µπορεί να θεωρηθεί ως η µεταβλητότητα «εντός των οµάδων» (Sum of 
Squares Within Groups) ενώ το SSR η µεταβλητότητα «µεταξύ των οµάδων» (Sum of Squares Be-
tween Groups). Αποδεικνύεται (εδώ εύκολα) ότι  
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ενώ όταν µ1 = µ2 = … = µk τότε αποδεικνύεται ότι 

2
12

2
12 ~,~ −− nk

SSTSSTr χ
σ

χ
σ

. 

(διαφορετικά ακολουθούν κάποιες µη-κεντρικές κατανοµές χι-τετράγωνο). Εποµένως, αν µ1 = µ2 = 
… = µk, το πηλίκο 
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(SSTr και SSE είναι ανεξάρτητες). Αντίστοιχα µε το πολλαπλό γραµµικό µοντέλο, µπορούµε να κα-
τασκευάσουµε έναν έλεγχο για την υπόθεση1 Η0: µ1 = µ2 = … = µk  (δηλ. ότι η Υ συµπεριφέρεται το 
ίδιο σε όλες της στάθµες του παράγοντα, άρα είναι ανεξάρτητη του παράγοντα). Θα απορρίπτεται η 
Η0 όταν (ε.σ. α) 

)(
)/(
)1/(

,1 aF
knSSE

kSSTrF knk −−>
−
−

= : άνω a-σηµείο της κατανοµής F µε k − 1 και n − k β.ε. 

                                                 
1 Στο πολλαπλό γραµµικό µοντέλο ο ίδιος έλεγχος χρησιµοποιείται για την υπόθεση b1 = b2 = … = bp-1 = 0 ενώ εδώ για 
την µ1 = µ2= … = µκ (όχι = 0). Η διαφορά έδω είναι το έχουµε ένα µοντέλο χωρίς σταθερά (ο πίνακας σχεδιασµού X 
δεν έχει στην πρώτη στήλη µονάδες) διότι 

Υij = µi + εij,   j = 1, 2, …, ni,   i = 1, 2, …, k. 
Εάν όµως θέσουµε µi = µ + ti (Σniti = 0) τότε το παραπάνω γράφεται ισοδύναµα ως µοντέλο µε σταθερά, ως εξής,  

Υij = µ + ti + εij,   j = 1, 2, …, ni,   i = 1, 2, …, k. 
στο οποίο το F-τεστ ελέγχει αν t1 = t2 = … = tκ = 0 δηλαδή µ1 = µ2 = … = µk = µ. 
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µε αντίστοιχο p-value: 
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Όλες οι παραπάνω ποσότητες συνοψίζονται στον πίνακα ανάλυσης διασποράς (ANOVA):  

Model Sum of Squares df Mean Square F-Ratio Sig. (p-value) 
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7.4. Πολλαπλές συγκρίσεις  

Μία από τις κύριες επιδιώξεις µας στο µοντέλο αυτό είναι να ελέγξουµε αν η Υ παρουσιάζει 
διαφορετική συµπεριφορά στις διάφορες στάθµες του παράγοντα Χ. Μπορούµε µε βάση το F-τεστ 
που είδαµε παραπάνω να εξετάσουµε την Η0: µ1 = µ2 = … = µk . Εάν απορριφθεί η συγκεκριµένη 
υπόθεση µας ενδιαφέρει να εξετάσουµε ποια µi διαφέρουν από τα υπόλοιπα. Για το σκοπό αυτό 
µπορούµε να κάνουµε όλες τις ανά δύο συγκρίσεις των µέσων µi = µj, i ≠ j (πολλαπλές συγκρίσεις).  

Εάν έχουµε k στάθµες τότε θα πρέπει να ελέγξουµε l = k(k−1)/2 υποθέσεις ισότητας µέσων 
(k ανά δύο). Π.χ. αν k = 3 µπορούµε να κάνουµε όλους τους ελέγχους 

Η0: µ1 = µ2,  Η0: µ2 = µ3, Η0:  µ1 = µ3, 

(µε εναλλακτικές τις αµφίπλευρες µi ≠ µj). Μπορούµε να ελέγξουµε κάθε µία από τις παραπάνω υ-
ποθέσεις ξεχωριστά µε t-tests σε ε.σ. a (µε τον τρόπο που είδαµε στην Παράγραφο 7.2.) και στη 
συνέχεια να δούµε ποιοι µέσοι διαφέρουν και να τους κατατάξουµε (οµαδοποιήσουµε).  

Π.χ. αν απορρίψουµε τις υποθέσεις Η0: µ1 = µ2 και Η0:  µ1 = µ3 (ενώ δεν απορρίψουµε ότι 
Η0: µ2 = µ3) τότε µπορούµε να πούµε ότι ο µέσος µ1 διαφέρει από τους άλλους δύο οι οποίοι µπορεί 
να είναι ίσοι («πιθανές» οµάδες από ίσους µέσους: {µ1}, {µ2, µ3}). Εάν σε άλλη περίπτωση απορ-
ρίψουµε µόνο την  Η0:  µ1 = µ3  (ενώ ••• ≤≤ 321 YYY ) τότε ο µ1 διαφέρει από τον µ3 ενώ ο µ2 µπορεί 
να είναι ίσος είτε µε τον µ1 είτε µε τον µ3 («πιθανές» οµάδες από ίσους µέσους: {µ1, µ2}, {µ2, µ3}). 

Η παραπάνω διαδικασία κατά την οποία συγκρίνουµε όλους τους µέσους ανά δυο (έλεγχος l 
τo πλήθος υποθέσεων µέσω t-test), κάθε φορά σε στάθµη a, καλείται µέθοδος LSD (Least Signifi-
cant Difference). Η µέθοδος αυτή έχει ένα µειονέκτηµα: η πιθανότητα λανθασµένης απόρριψης κά-
ποιας από τις l αυτές υποθέσεις δεν είναι a αλλά αρκετά µεγαλύτερη. Πράγµατι, αν Ai είναι το εν-
δεχόµενο να απορρίψουµε την i-υπόθεση, i = 1,2,…, l, τότε η πιθανότητα λανθασµένης απόρριψης 
κάποιας από τις l υποθέσεις µi = µj, i ≠ j (ενώ µ1 = µ2 = … = µk ) θα είναι 

)(1)( 2121
C
l

CC
l AAAPAAAP ILIIULUU −= lC

l
CC aAPAPAP )1(1)()()(1 21 −−=−≈ L  

(θα ίσχυε ισότητα αν οι απορρίψεις είναι ανεξάρτητες, που εδώ δεν είναι), δηλαδή αρκετά µεγαλύ-
τερη του a (ειδικά για µεγάλο l).  

Μας ενδιαφέρει να γίνει η πολλαπλή σύγκριση έτσι ώστε µε πιθανότητα το πολύ a να κά-
νουµε τουλάχιστον µια λανθασµένη απόρριψη στους l ελέγχους (δηλ. συνολική P(σφάλµα τύπου Ι) 
≤ a). Για το σκοπό αυτό έχουν  προταθεί διάφορες µέθοδοι. Στη συνέχεια θα εξετάσουµε µόνο δύο 
από αυτές: τη µέθοδο Bonferroni και την µέθοδο Tukey 
 
a. Η µέθοδος Bonferroni. Ένας απλός αλλά όχι τόσο αποτελεσµατικός τρόπος για να παραµείνει η 
P(σφάλµα τύπου Ι) ≤ a στην πολλαπλή σύγκριση είναι να κάνουµε κάθε έναν από l τους ελέγχους 
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Η0: µi = µj όχι σε ε.σ. α (όπως στην µέθοδο LSD) αλλά σε ε.σ. a/l ώστε η πιθανότητα λανθασµένης 
απόρριψης τουλάχιστον µιας υπόθεσης να είναι  

a
l
a

l
aAPAPAPAAAP ll =++=+++≤ LLULUU )()()()( 2121 . 

Η παραπάνω µέθοδος συνήθως προτιµάται όταν το k είναι µικρό. Ισοδύναµα, µπορούµε να διατη-
ρήσουµε το ίδιο ε.σ. a σε κάθε έναν από τους ελέγχους αλλά να πολλαπλασιάσουµε τα αρχικά p-
value (που προκύπτουν από την µέθοδο LSD) µε l. Έτσι, αν ένας έλεγχος δίνει p-value = p0 (µε την 
µέθοδο LSD), θεωρούµε ότι (µε την µέθοδο Bonferroni) θα έχει p-value = l⋅p0 (ή καλύτερα 
min{l⋅p0,1}). 
 
b. Η µέθοδος Tukey. Η µέθοδος αυτή βασίζεται στην κατανοµή του τυποποιηµένου εύρους από 
ανεξάρτητες κανονικές. Συγκεκριµένα, έστω Ζ1, Ζ2, ..., Ζr ανεξάρτητες τ.µ. από την Ν(0,d2) και έ-
στω D2 µία εκτιµήτρια του d2 τ.µ. ανεξάρτητη των Ζi τέτοια ώστε 222 ~/ vdvD χ , για κάποια παρά-
µετρο v. Η κατανοµή FR(r,v) του τυποποιηµένου εύρους,  

D
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έχει µελετηθεί, και έστω q(r,v,a) τα άνω a-σηµεία της. 

 Η µέθοδος Tukey για ισοµεγέθη δείγµατα. Αν n1 = n2 = … = nk = m (ισοµεγέθη δείγµατα στις 
k στάθµες του παράγοντα) τότε οι τ.µ.  
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είναι ανεξάρτητες τ.µ. και ακολουθούν Ν(0, d2 = σ2/m). Επίσης, αν επιλέξουµε mSD /=  τότε 
222 ~/)( kndDkn −− χ  (και D ανεξ. των Zi) και εποµένως, σύµφωνα και µε τα παραπάνω, το τυπο-

ποιηµένο εύρος 
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θα έχει γνωστή κατανοµή, την FR(k,n-k), και άνω a-σηµεία τα q(k, n − k, a). Εποµένως 
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Είναι εύκολο τώρα να επαληθεύσουµε ότι το ενδεχόµενο στην παραπάνω πιθανότητα είναι ίσο µε 
το ενδεχόµενο 
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και άρα τελικά, 

ajiaknkq
mS

YY
P jiji −=














−≤

−−− •• 1 ,  κάθε για),,(
/

)( µµ
 

ή ισοδύναµα 

ajiaknkq
m
SYYaknkq

m
SYYP jijiji −=








−+−≤−≤−−− •••• 1 ,  κάθε για),,()(),,()( µµ  

από όπου προκύπτει ένα πολλαπλό δ.ε. (ή ένα σύνολο από ταυτόχρονα δ.ε.) για τις διαφορές µi – µj 
µε συνολικό σ.ε. 1 − a. Επίσης αν απορρίψουµε την υπόθεση µi = µj όταν 
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YY
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για i, j = 1, 2, …, k, η πιθανότητα να κάνουµε τουλάχιστον µια λάθος απόρριψη (στους k(k−1)/2 
ελέγχους) ίση µε a. Το p-value του ελέγχου θα είναι (για δείγµα που έδωσε ijij tT ′=′ ) 

|))(|1(2|)||(| ),( ijknkRijij tFtTPvaluep ′−=′>′=− − . 
 

Η µέθοδος Tukey για ανισοµεγέθη δείγµατα. Η µέθοδος Tukey µπορεί να τροποποιηθεί ώστε 
να εφαρµόζεται και στην περίπτωση που έχουµε ανισοµεγέθη δείγµατα n1, n2, …, nk στις διάφορες 
στάθµες του παράγοντα. Παρατηρούµε ότι τώρα, η τ.µ. •• − ji YY  δεν έχει διασπορά 2/m αλλά 1/ni + 
1/nj. Εφαρµόζουµε λοιπόν ακριβώς τα ίδια µε παραπάνω µόνο που στη θέση του 1/m στα δ.ε. για το 
µi − µj και στον αντίστοιχο έλεγχο µi = µj χρησιµοποιούµε το (1/ni + 1/nj)/2. ∆ηλαδή αντί του m 
χρησιµοποιούµε τον αρµονικό µέσο των ni, nj. Το πολλαπλό δ.ε. που προκύπτει θα έχει (προσεγγι-
στικά) συντελεστή εµπιστοσύνης a.   

7.5. Έλεγχος οµοσκεδαστικότητας των παρατηρήσεων 
 Για να είναι αξιόπιστα όλα τα παραπάνω θα πρέπει τα σφάλµατα (ή ισοδύναµα τα Yij) να 
έχουν την ίδια διασπορά σ2. Εποµένως θα πρέπει στα πλαίσια ελέγχου ορθότητας του µοντέλου να 
εξετάσουµε αν κάτι τέτοιο πράγµατι ισχύει. Μπορούµε και πάλι να χρησιµοποιήσουµε το Levene’s 
τεστ οµοσκεδαστικότητας που έχουµε χρησιµοποιήσει για τον ίδιο σκοπό σε προηγούµενη ενότητα 
(κατά τον έλεγχο των µέσων δύο ανεξάρτητων πληθυσµών). Το τεστ αυτό βασίζεται στην ανάλυση 
διασποράς και εποµένως τώρα είµαστε σε θέση να το περιγράψουµε. Βασίζεται στις τυχαίες µετα-
βλητές  

|| •−= iijij YYW , j = 1, 2, ..., ni, i=1,2,...,k. 

Αν τα Υij έχουν την ίδια διασπορά σε όλες τις στάθµες, τότε τα Wij θα έχουν την ίδια µέση τιµή σε 
όλες τις στάθµες του παράγοντα Χ. Εποµένως αρκεί να ελέγξουµε αν οι τ.µ. Wij έχουν την ίδια µέση 
τιµή σε όλες τις στάθµες του παράγοντα Χ. Αυτό µπορεί εύκολα να γίνει µε την µεθοδολογία που 
αναπτύχθηκε στην συγκεκριµένη ενότητα (ανάλυση διασποράς).  

Το Levene τεστ ουσιαστικά είναι το F-ratio τεστ του πίνακα ANOVA που αντιστοιχεί στο 
µοντέλο ανάλυσης διασποράς της W ως προς τον παράγοντα X, δηλ. βασίζεται στην στατιστική συ-
νάρτηση 
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Αν, µε βάση αυτό το F-ratio τεστ, απορρίπτεται ότι ο (θεωρητικός) µέσος της W είναι σταθερός σε 
όλες τις στάθµες της Χ τότε απορρίπτεται ότι και η (θεωρητική) διασπορά της Y είναι σταθερή σε 
όλες τις στάθµες της Χ. Ο έλεγχος αυτός είναι περισσότερο ευσταθής από άλλα παρόµοια τεστ 
(Bartlett, Cochran, Hartley) στην περίπτωση µη-κανονικότητας των παρατηρήσεων. 
 

Άσκηση 1. Σε µια έρευνα που έγινε στο πανεπιστήµιο Μελβούρνης επελέγη τυχαία ένα δείγµα α-
ντρών και γυναικών διαφόρων ηλικιών το οποίο και υποβλήθηκε σε ένα τεστ αντοχής στον (σωµα-
τικό) πόνο. Στον ακόλουθο πίνακα δίνεται για κάθε ένα άτοµο του δείγµατος ο δείκτης αντοχής 
στον πόνο ο οποίος εξήχθη µε βάση το τεστ αυτό (µεγαλύτερος δείκτης σηµαίνει µεγαλύτερη αντο-
χή). Σε κάθε άτοµο του δείγµατος καταγράφεται επίσης και το (φυσικό) χρώµα των µαλλιών: ανοι-
χτό ξανθό (1), σκούρο ξανθό (2), ανοιχτό µελαχρινό (3), σκούρο µελαχρινό (4). 

Έχει ενδιαφέρον να εξετάσουµε αν υπάρχουν διαφορές στην µέσο δείκτη αντοχής στον πό-
νο µεταξύ των ατόµων µε διαφορετικό χρώµα µαλλιού.  
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Χρώµα 
µαλλιών 

∆είκτης  
αντοχής 

 Χρώµα 
µαλλιών 

∆είκτης  
αντοχής 

 Χρώµα 
µαλλιών

∆είκτης  
αντοχής 

 Χρώµα 
µαλλιών 

∆είκτης  
αντοχής 

1 62  2 63  3 42  4 32 
1 60  2 57  3 50  4 39 
1 71  2 52  3 41  4 51 
1 55  2 41  3 37  4 30 
1 48  2 43     4 35 

McClave, J. T., and Dietrich II, F. H. (1991). Statistics. Dellen Publishing, San Francisco, Exercise 10.20. 

1) Για να ληφθεί µία πρώτη εικόνα, κατασκευάστε ένα scatterplot και ένα Boxplot του δείκτη αντο-
χής για κάθε στάθµη του παράγοντα «χρώµα µαλλιών». Ο δείκτης φαίνεται να επηρεάζεται από το 
χρώµα των µαλλιών; 

2) Αν Υij είναι δείκτης αντοχής στον πόνο του j-ατόµου µε i-χρώµα µαλλιών, εφαρµόστε το µοντέλο  

)5(5,4,3,2,1, 1111 ==+= njY jj εµ ,    (παράγοντας «χρώµα» στην 1η στάθµη) 
)5(5,4,3,2,1, 2222 ==+= njY jj εµ    (παράγοντας «χρώµα» στην 2η στάθµη) 

)4(4,3,2,1, 3333 ==+= njY jj εµ ,    (παράγοντας «χρώµα» στην 3η στάθµη) 
)5(5,4,3,2,1, 4444 ==+= njY jj εµ    (παράγοντας «χρώµα» στην 4η στάθµη) 

(ή συνοπτικά Yij = µi + εij, i = 1, 2, 3, 4,  j = 1,2,…,ni) όπου µi είναι ο µέσος δείκτης αντοχής ατόµου 
µε i χρώµα µαλλιού, και τα «σφάλµατα» εij είναι ανεξάρτητες τ.µ. που ακολουθούν N(0,σ2). Εκτι-
µήστε τα µ1, µ2, µ3, µ4 σηµειακά και µε δ.ε. (συντελεστού 95% το καθένα). Εκτιµήστε την διασπορά 
των σφαλµάτων. Ελέγξτε την υπόθεση Η0: µ1 = µ2 = µ3 = µ4 σε ε.σ. a = 1%. Ο παράγοντας «χρώµα 
µαλλιών» επιδρά στο δείκτη αντοχής στον πόνο; 

3) Να κατασκευάσετε τα γραφήµατα των δ.ε. 95% των µ1, µ2, µ3, µ4. 

4) Βρείτε 95% δ.ε. για τη διαφορά µ1− µ4 και 95% δ.ε. για τη διαφορά µ3 − µ4. Το µ4 διαφέρει από 
το µ1; (ε.σ. 5%). Το µ3 διαφέρει από το µ4; (ε.σ. 5%). 

5) Να δοθούν ταυτόχρονα δ.ε. (µε συνολικό σ.ε. 95%) για τις διαφορές των µi ανά δύο µε τις µεθό-
δους (a) Bonferroni και (b) Tukey. Να γίνει οµαδοποίηση των µέσων µ1, µ2, µ3 , µ4 µε τη  µέθοδο 
Tukey (ώστε η συνολική πιθανότητα σφάλµατος να είναι 5%). 

6) Να ελέγξετε αν ο δείκτης αντοχής στον πόνο έχει πράγµατι την ίδια διασπορά σ2 σε όλες τις 
στάθµες του παράγοντα «χρώµα µαλλιών». 

7) Θα µπορούσαµε σε αυτά τα δεδοµένα να εφαρµόσουµε ένα απλό γραµµικό µοντέλο; 

 
Λύση. Εισάγουµε τις 19 περιπτώσεις στο SPSS σε δύο µεταβλητές – στήλες: HCOLOR, SCORE 
(1) Για το scatterplot επιλέγουµε : Graphs/Scatterplot/simple, Y axis: SCORE, X axis: HCOLOR. 
Για Boxplot: Graphs/Boxplot/Simple: Variable: SCORE,  Category Axis: HCOLOR. 
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Και από τα δύο γραφήµατα φαίνεται να υπάρχει µία µείωση του µέσου δείκτη όσο πηγαίνουµε από 
ξανθά σε µελαχρινά άτοµα. ∆εν µπορούµε όµως άµεσα να πούµε ότι αυτή η µείωση είναι στατιστι-
κά σηµαντική (µπορεί π.χ. να οφείλεται στο ότι το τυχαίο δείγµα είναι µικρό). 
 
(2) Επιλέγουµε Analyze/compare means/one-way ANOVA, Dependent list: SCORE Factor: 
HCOLOR, Options: Check Descriptive λαµβάνεται ο πίνακας µε τα Descriptives: 

Descriptives

SCORE

5 59,20 8,53 3,81 48,61 69,79 48 71
5 51,20 9,28 4,15 39,67 62,73 41 63
4 42,50 5,45 2,72 33,83 51,17 37 50
5 37,40 8,32 3,72 27,06 47,74 30 51

19 47,84 11,46 2,63 42,32 53,36 30 71

1
2
3
4
Total

N Mean Std. Deviation Std. Error Lower Bound Upper Bound

95% Confidence Interval for
Mean

Minimum Maximum

 
Ο οποίος περιέχει τις εκτιµήσεις των µ1, µ2, µ3, µ4 (59.2, 51.2, 42.5 37.4) καθώς και τα αντίστοιχα 
δ.ε. (το καθένα συντελεστού 95% µε βάση τα interal estimates του σ2). Ειδικότερα περιέχει τις πο-
σότητες 
 

 N Mean Std. Dev. Std. Error Lower/Upper Bound 
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Ενώ η τελευταία γραµµή περιέχει τις ποσότητες 
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(όπου a = 0.05) 
Επίσης από την ανάλυση αυτή δίνεται και ο πίνακας ANOVA που περιγράψαµε παραπάνω. 

ANOVA

SCORE

1360,726 3 453,575 6,791 ,004
1001,800 15 66,787
2362,526 18

Between Groups
Within Groups
Total

Sum of
Squares df Mean Square F Sig.

 
Η διασπορά των σφαλµάτων ως γνωστό εκτιµάται από το SSE/(n−k) που δίνεται στον πίνακα 
ANOVA και είναι 66.787. Αυτό είναι και το pooled estimate της διασποράς σ2.  

Ο έλεγχος της υπόθεσης Η0: µ1 = µ2 = µ3 = µ4 έναντι της Η1: διαφορετικά, γίνεται χρησιµο-
ποιώντας το F - test του πίνακα ANOVA. Εάν ίσχυε η Η0, η τιµή F = 6.791 θα έπρεπε να προέρχε-
ται από την κατανοµή F3,15 (Snedecor µε 3 και 15 β.ε.). Το αντίστοιχο p-value είναι µόλις 0.004 
(χοντρικά, µόλις στο 0.004 των περιπτώσεων λαµβάνουµε ένα τόσο «ακραίο» δείγµα υπό την Η0) 
και εποµένως απορρίπτουµε την Η0 (ε.σ. 1%). Οι µέσες τιµές του δείκτη αντοχής στον πόνο δεν 
είναι ίσες σε όλες τις στάθµες του παράγοντα «χρώµα µαλλιών» 
 
(3) Επιλέγουµε Graphs/error bars/simple, variable: SCORE, Category Axis: HCOLOR  (c.i. for 
mean, level: 95%) από όπου λαµβάνουµε το γράφηµα µε τα δ.ε. για τα µi (το καθένα συντελεστού 
95% µε βάση τα individual variance estimates). 
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Από το γράφηµα φαίνεται και πάλι µια τάση µείωσης του µέσου δείκτη αντοχής όσο πάµε προς µε-
λαχρινότερα άτοµα. Θα µπορούσε όµως π.χ. ο µέσος δείκτης να είναι ίσος µεταξύ των ξανθών 
(στάθµη 1,2) και ίσος µεταξύ των µελαχρινών ατόµων (στάθµη 3,4) ενώ να υπάρχει διαφορά µετα-
ξύ των ξανθών (1,2) και µελαχρινών (3,4). Για να µπορέσουµε να κάνουµε µια τέτοια «οµαδοποίη-
ση» των µέσων θα πρέπει να προχωρήσουµε σε κάποια µέθοδο πολλαπλών συγκρίσεων. 
 
(4) Επιλέγουµε Analyze/compare means/one-way ANOVA, Dependent list: SCORE Factor: 
HCOLOR, : Post Hoc: LSD απ’ όπου λαµβάνουµε τις συγκρίσεις όλων των µέσων ανά δύο (κάθε 
δ.ε. για τη διαφορά των µέσων είναι συντελεστού 95%): 

Multiple Comparisons

Dependent Variable: SCORE
LSD

8,00 5,17 ,143 -3,02 19,02
16,70* 5,48 ,008 5,02 28,38
21,80* 5,17 ,001 10,78 32,82
-8,00 5,17 ,143 -19,02 3,02
8,70 5,48 ,133 -2,98 20,38

13,80* 5,17 ,017 2,78 24,82
-16,70* 5,48 ,008 -28,38 -5,02

-8,70 5,48 ,133 -20,38 2,98
5,10 5,48 ,367 -6,58 16,78

-21,80* 5,17 ,001 -32,82 -10,78
-13,80* 5,17 ,017 -24,82 -2,78

-5,10 5,48 ,367 -16,78 6,58

(J) HCOLOR
2
3
4
1
3
4
1
2
4
1
2
3

(I) HCOLOR
1

2

3

4

Mean
Difference

(I-J) Std. Error Sig. Lower Bound Upper Bound
95% Confidence Interval

The mean difference is significant at the .05 level.*. 

 
Ο παραπάνω πίνακας περιέχει σε κάθε γραµµή τις ποσότητες 

Mean Difference s.e. Sig. LB, UB 
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Ένα 95% δ.ε. για τη διαφορά µ1− µ4 είναι το (10.78, 32.82) ενώ ένα 95% δ.ε. για τη διαφορά µ3 − µ4 
είναι το (−6.58, 16.78). Το µ4 διαφέρει από το µ1 σε ε.σ. 5% (διότι το αντίστοιχο p-value είναι 
0.001) ενώ δεν έχουµε αρκετά στοιχεία για να πούµε ότι το µ3 διαφέρει από το µ4 (p-value = 0.367). 
(οι έλεγχοι µπορούν να γίνουν σε ε.σ. 5% µε βάση και τα δ.ε. συντ. 95%). 

(5) Επιλέγουµε Analyze/compare means/one-way ANOVA, Dependent list: SCORE Factor: 
HCOLOR, : Post Hoc: Bonferroni, Tukey απ’ όπου λαµβάνουµε τις συγκρίσεις όλων των µέσων 
ανά δύο µε την µέθοδο Bonferroni (ένα σύνολο από ταυτόχρονα δ.ε. για τις διαφορές µi – µj µε συ-
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νολικό συντελεστή εµπιστοσύνης τουλάχιστον 1 − a) και τη µέθοδο Tukey (ταυτόχρονα δ.ε. µε συ-
νολικό συντελεστή εµπιστοσύνης περίπου 1 − a για ανισοµεγέθη δείγµατα).  

Multiple Comparisons

Dependent Variable: SCORE

8,00 5,17 ,436 -6,90 22,90
16,70* 5,48 ,037 ,90 32,50
21,80* 5,17 ,004 6,90 36,70
-8,00 5,17 ,436 -22,90 6,90
8,70 5,48 ,415 -7,10 24,50

13,80 5,17 ,074 -1,10 28,70
-16,70* 5,48 ,037 -32,50 -,90
-8,70 5,48 ,415 -24,50 7,10
5,10 5,48 ,789 -10,70 20,90

-21,80* 5,17 ,004 -36,70 -6,90
-13,80 5,17 ,074 -28,70 1,10
-5,10 5,48 ,789 -20,90 10,70
8,00 5,17 ,855 -7,69 23,69

16,70* 5,48 ,049 5,46E-02 33,35
21,80* 5,17 ,004 6,11 37,49
-8,00 5,17 ,855 -23,69 7,69
8,70 5,48 ,800 -7,95 25,35

13,80 5,17 ,105 -1,89 29,49
-16,70* 5,48 ,049 -33,35 -5,46E-02
-8,70 5,48 ,800 -25,35 7,95
5,10 5,48 1,000 -11,55 21,75

-21,80* 5,17 ,004 -37,49 -6,11
-13,80 5,17 ,105 -29,49 1,89
-5,10 5,48 1,000 -21,75 11,55

(J) HCOLOR
2
3
4
1
3
4
1
2
4
1
2
3
2
3
4
1
3
4
1
2
4
1
2
3

(I) HCOLOR
1

2

3

4

1

2

3

4

Tukey HSD

Bonferroni

Mean
Difference

(I-J) Std. Error Sig. Lower Bound Upper Bound
95% Confidence Interval

The mean difference is significant at the .05 level.*. 

 
Ο παραπάνω πίνακας περιέχει σε κάθε γραµµή που αφορά τη µέθοδο Tukey τις ποσότητες 
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ενώ σε κάθε γραµµή που αφορά τη µέθοδο Bonferroni περιέχει τις ποσότητες (l = k(k−1)/2) 
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Παρατηρούµε ότι, σύµφωνα µε την µέθοδο Tukey, υπάρχει στατιστικά σηµαντική διαφορά (ε.σ. 
5%) µεταξύ των µέσων µ1 και µ3, και µεταξύ των µέσων µ1 και µ4. Για όλες τις υπόλοιπες συγκρί-
σεις δεν έχουµε αρκετά στοιχεία ώστε να απορρίψουµε την ισότητα. 

Εποµένως ο µέσος µ1 διαφέρει από τους  µ3, µ4 (που µπορεί να είναι ίσοι) ενώ ο µ2 µπορεί 
να είναι ίσος είτε µε τον µ1 είτε µε τους µ3, µ4 ( •••• ≥≥≥ 4321 YYYY ). Άρα τα άτοµα µε ανοιχτό ξανθό 
χρώµα µαλλιών (στάθµη 1) έχουν µεγαλύτερη αντοχή στον πόνο από ότι άτοµα µε µελαχρινό (α-
νοιχτό ή σκούρο) χρώµα µαλλιών (στάθµες 3,4). Για τις υπόλοιπες συγκρίσεις δεν µπορούµε να 
αποφανθούµε. 

Με βάση τα παραπάνω προκύπτουν δύο «πιθανές» οµογενείς οµάδες µέσων: η οµάδα {µ1, 
µ2} και η οµάδα {µ2, µ3, µ4} οι οποίες δίνονται και από το SPSS: 
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Homogeneous Subsets 
SCORE

5 37,40
4 42,50
5 51,20 51,20
5 59,20

,086 ,461

HCOLOR
4
3
2
1
Sig.

Tukey HSDa,b
N 1 2

Subset for alpha = .05

Means for groups in homogeneous subsets are displayed.
Uses Harmonic Mean Sample Size = 4,706.a. 

The group sizes are unequal. The harmonic mean of
the group sizes is used. Type I error levels are not
guaranteed.

b. 

 
Το πρώτο p-value που δίνεται στον πίνακα (0.086) αφορά την οµογένεια της πρώτης οµάδας των 
µέσων µ2, µ3, µ4. Αντιστοιχεί στον έλεγχο της υπόθεσης Η0: µ2 = µ4 (και επειδή το µ3 εκτιµάται µε-
ταξύ των µ1, µ2 η υπόθεση αυτή είναι ισοδύναµη µε την  µ2 = µ3 = µ4) µέσω της µεθόδου Tukey θε-
ωρώντας ως πλήθος παρατηρήσεων m σε κάθε στάθµη ίσο µε τον αρµονικό µέσο του πλήθους των 
παρατηρήσεων σε όλες τις κλάσεις (δηλ m = ((1/5+1/4+1/5+1/5)/4)-1 = 4.706) δηλ. 
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Το δεύτερο p-value (0.461) αφορά αντίστοιχα την οµογένεια της δεύτερης οµάδας των µέσων µ1, 
µ2. Αντιστοιχεί στον έλεγχο της υπόθεσης Η0: µ1 = µ2 µέσω της µεθόδου Tukey και πάλι µε βάση 
τον αρµονικό µέσο m. 
 
(6) Για να ελέγξουµε αν οι διασπορές των παρατηρήσεων είναι ίδιες σε όλες τις στάθµες του παρά-
γοντα χρησιµοποιούµε το τεστ Levene. Επιλέγουµε Analyze/compare means/one-way ANOVA, 
Dependent list: SCORE Factor: HCOLOR, Options: check Homogeneity of variance από όπου 
παίρνουµε (βλ. παρ. 7.5.)  

Test of Homogeneity of Variances

SCORE

,493 3 15 ,692

Levene
Statistic df1 df2 Sig.

 
∆εν µπορούµε να απορρίψουµε ότι οι διασπορές των παρατηρήσεων είναι ίσες σε όλες τις στάθµες 
(p-value=0.692)  
(7) Για να εφαρµόσουµε ένα γραµµικό µοντέλο της µορφής 

ε+⋅+= HCOLORbbSCORE 10  

θα πρέπει η HCOLOR να είναι scaled. Σε αυτή την περίπτωση η HCOLOR είναι απλώς ordinal 
(µπορούµε να διατάξουµε τις 4 στάθµες της). Θα µπορούσαµε να την θεωρήσουµε scaled µε τιµές 
1,2,3,4 αλλά προφανώς οι τιµές αυτές είναι εντελώς αυθαίρετες και η σχέση που έχουν µεταξύ τους 
δεν συµφωνεί απαραίτητα µε την σχέση που έχουν οι 4 κλάσεις του χρώµατος µαλλιών µε συνέπεια 
να οδηγηθούµε σε αµφίβολα αποτελέσµατα.  
 


