
 1 

 

 

ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΑ ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ 

ΜΕΡΟΣ Α 

 

 

 

 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

ΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γ. ΤΖΑΒΕΛΑΣ 

 

 

 



 2 

 

1.      Εισαγωγή 

 

1.1. Σκοπός 

Ο σκοπός  του Μαθήµατος αυτού είναι να εισάγει τον  αναγνώστη  σε µία τάξη 

στατιστικών µοντέλων που είναι φυσική γενίκευση των κλασσικών γραµµικών 

µοντέλων. Τα Γενικευµένα Γραµµικά Μοντέλα ( Generalized Linear Models)  

περιλαµβάνουν σαν ειδική περίπτωση, την γραµµική παλινδρόµηση, την 

ανάλυση διασποράς, τα logit και probit µοντέλα, τα λογαριθµογραµµικά και τα 

πολυωνιµικά µοντέλα, καθώς και κάποια µοντέλα της ανάλυσης επιβίωσης.        

Αποδεικνύεται ότι αυτά τα µοντέλα µοιράζονται κάποιες κοινές ιδιότητες, καθώς 

και ότι έχουν κοινή µέθοδο εκτίµησης παραµέτρων. Αυτές οι  κοινές ιδιότητες µας 

επιτρέπουν  να µελετήσουµε µέσω των Γενικευµένων Γραµµικών Μοντέλων 

(Γ.Γ.Μ.) µία ευρεία οµάδα στατιστικών µοντέλων παρά το καθένα από αυτά 

χωριστά,  Βασική προϋπόθεση είναι ο αναγνώστης να είναι εξοικειωµένος µε τις 

βασικές στατιστικές έννοιες και µεθοδολογίες  όπως,  κατανοµές δειγµατοληψίας, 

έλεγχος υποθέσεων και απλή γραµµική παλινδρόµηση. Επιπλέον κάποιες 

γνώσεις γραµµικής άλγεβρας και απειροστικού λογισµού  θεωρούνται 

απαραίτητες.        

 

1.2  Ορολογία 

Οι στατιστικές µέθοδοι που αναπτύσσονται στο Μάθηµα αυτό  έχουν  σκοπό  την 

ανίχνευση και µελέτη σχέσεων µεταξύ  µετρήσεων που έγιναν σε διάφορες 

οµάδες ανθρώπων ή αντικειµένων.  Για παράδειγµα οι µετρήσεις  µπορεί να είναι 

το  ύψος  ή το  βάρος  αγοριών και κοριτσιών, ή το ύψος της σοδιάς   κάποιων 

καλλιεργειών κάτω από  διάφορες συνθήκες  καλλιέργειας.  Χρησιµοποιούµε τον 

όρο  εξαρτηµένη  µεταβλητή  για τις µετρήσεις που θεωρούµε σαν τυχαίες 

µεταβλητές. Οι  µεταβλητές αυτές θεωρούνται ότι µεταβάλλονται  ελεύθερα  εν 

αντιθέσει µε τις ανεξάρτητες µεταβλητές  οι οποίες θεωρούνται  σαν µη τυχαίες 
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µεταβλητές (δηλαδή παίρνουν συγκεκριµένες τιµές ανάλογα µε τον σχεδιασµό 

του  πειράµατος). 

Οι µεταβλητές   µπορεί να  ταξινοµηθούν σαν  

� κατηγορικές ή ποιοτικές π.χ. χρώµα µατιών, φύλο,  τύπος αίµατος, 

κ.λ.π. 

ειδικότερα για τις δυαδικές µεταβλητές υπάρχουν µόνο δυο κατηγορίες. 

� διάταξης  για τις οποίες υπάρχει κάποια φυσική διάταξη µεταξύ των 

κατηγοριών : π.χ. όταν η ηλικία καταγράφεται σαν νέος, µεσήλικας, γέρος; 

η όταν η αρτηριακή πίεση καταγράφεται σαν   ≤70, 71-90, 91-110,  ≥111 

mm Hg.  

� Συνεχής µεταβλητές  όπου οι παρατηρήσεις µπορούν να πάρουν  

οποιαδήποτε τιµή σε κάποιο διάστηµα. 

 

Μια ποιοτική ανεξάρτητη µεταβλητή καλείται παράγοντας (factor)  και οι 

κατηγορίες λέγονται επίπεδα (level)   του παράγοντα. Οι συνεχείς ανεξάρτητες 

µεταβλητές λέγονται covariates. 

 

1.3 Το γραµµικό µοντέλο 

Το γραµµικό µοντέλο  

eXby +=  

περιγράφεται µε τη βοήθεια πινάκων ως εξής 
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όπου  
T

nyyyy ),...,,( 21=  είναι η στήλη των παρατηρήσεων της εξαρτηµένης 

µεταβλητής,  ο πίνακας  Χ διάστασης  n×p  είναι ο πίνακας των τιµών των 

ανεξάρτητων µεταβλητών pXXX ,...., 21 . Κάθε γραµµή αναφέρεται σε µια 

διαφορετική στατιστική µονάδα ή παρατήρηση και κάθε στήλη σε διαφορετική 
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ανεξάρτητη µεταβλητή.  Η στήλη των παραµέτρων  
T

pbbbb ),...,,( 21=   

περιλαµβάνει τους συντελεστές των ανεξάρτητων µεταβλητών οι οποίοι 

θεωρούνται άγνωστοι και πρέπει να εκτιµηθούν. Η στήλη των υπολοίπων 

(residuals)  
T

neeee ),...,,( 21=  είναι η στήλη των τυχαίων σφαλµάτων (random 

error terms).  

Η υπόθεση που υιοθετούµε στο παραπάνω γραµµικό µοντέλο είναι ότι τα 

neee ,....,, 21    είναι ανεξάρτητα µε την ίδια κατανοµή Ν(0,σ2).  

 

Το µοντέλο αυτό µπορεί να γενικευθεί  µε πολλούς τρόπους.  Θα ασχοληθούµε 

µε τις εξής δύο: 

� Οι ανεξάρτητες παρατηρήσεις ακολουθούν κατανοµή διαφορετική της 

κανονικής. Θα µπορούσε να είναι ακόµα και διακριτή.  

� Η σχέση µεταξύ εξαρτηµένων και ανεξάρτητων µεταβλητών να µην είναι 

γραµµική. 

 

 Η πρώτη γενίκευση βασίζεται στο γεγονός ότι πολλές από τις ``καλές`` ιδιότητες 

της κανονικής κατανοµής απαντώνται σε µια  µεγαλύτερη κλάση κατανοµών την  

Εκθετική Οικογένεια κατανοµών. 

Η δεύτερη γενίκευση αναφέρεται στη σχέση βµ Χ=ΕΥ=  η οποία µπορεί να 

αντικατασταθεί από την σχέση  )(Xbg=µ .  Να σηµειωθεί εδώ ότι η γραµµική  

έκφραση δεν εξαλείφεται  πλήρως αλλά    βρίσκεται µέσα σε κάποια άλλη 

συνάρτηση. 

 

Ορισµός 1.1:Λέµε ότι  η κατανοµή µιας τ.µ. Υ ανήκει  στην Εκθετική Οικογένεια 

κατανοµών όταν µπορεί να γραφτεί στη µορφή  

)]()()()(exp[);( yhcybyf ii ++Τ∑= θθθ                                             (1.1) 

όπου hcTb ii ,,,   θεωρούνται γνωστές συναρτήσεις.                                                           
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 Η  b(θ) λέγεται φυσική παράµετρος. Στη συνέχεια θα γίνει  φανερό ότι  η 

παραµετρικοποίηση της (1.1) µε τη βοήθεια  της φυσικής παραµέτρου είναι πολύ 

βολική.  

Τις περισσότερες φορές η µορφή η οποία θα µας απασχολήσει  εδώ είναι η 

απλούστερη µορφή  

                        )]()()()(exp[);( yhcyabyf ++= θθθ  .                    (1.2) 

Η µορφή    

)]()()(exp[);( yhcybyf ++= θθθ  

  λέγεται κανονική µορφή . 

Αν επιπλέον  η (1.2) µπορεί να γραφεί  στη µορφή   

)()(exp);( ydkyyf ++= θθθ  τότε λέµε ότι η Υ είναι γραµµένη  στην 

τυπική  της µορφή. 

Το σύνολο ∫ ∞<=Θ });(:{ dyyf θθ   λέγεται παραµετρικός χώρος της  f. 

Πολλές γνωστές κατανοµές ανήκουν στην εκθετική οικογένεια κατανοµών.  Για 

παράδειγµα η Poisson η ∆υωνυµική, η Κανονική κατανοµή µπορούν να 

γραφτούν στην κανονική της µορφή.  Πράγµατι 

Για την Poisson   
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όπου  !)(,)(,ln)(,)( yyhcbyya =−=== λλλλ  

Προφανώς η παραπάνω κατανοµή είναι στην κανονική  της µορφή. Αν θα την 

παραµετρικοποιήσουµε σε σχέση µε τη φυσική παράµετρο  

λθ ln= , η  Posson κατανοµή µπορεί να γραφτεί στη τυπική µορφή 

]!log)exp(exp[);( yyyf −−= θθλ  

µε παραµετρικό χώρο  Θ=ℜ 

Για την  κανονική κατανοµή  

2
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σπσ
µ −−= yyf  
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� Αν η µ είναι άγνωστη και η διακύµανση σ2  θεωρείται γνωστή, τότε η 

κανονική κατανοµή µπορεί να γραφτεί στη µορφή 

)]2log(
2

1

22
exp[);(

2

2

2

22

2

πσ
σ
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µ −−+−=
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yf . 

            Αυτή είναι η κανονική της µορφή µε φυσική παράµετρο   
2

)(
σ

µ
µ =b  .  

            Επιπλέον  )2log(
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2
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πσ

σ
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µ −−=c   και 

2
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σ

y
yh −= . 

 Παραµετρικοποιώντας την, σε σχέση µε την φυσική παράµετρο έχουµε      

την τυπική της µορφή       
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Επιπλέον   Θ=ℜ. 

 

� Για την περίπτωση   όπου  και τo µ και το σ είναι άγνωστα τότε  
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        Στην περίπτωση αυτή   
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Για την ∆ιωνυµική κατανοµή 
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Εχουµε  







=

−
==

y

n
ydcyya ln)(,

1
ln)(,)(

π
π

π . 

Παραµετρικοποιώντας  την παραπάνω κατανοµή µε τη φυσική  παράµετρο  

π
π

θ
−

=
1

ln   έχουµε την µορφή 

]ln)1ln(exp[);( 
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∆εν είναι όλες οι κατανοµές εκθετικής µορφής. Για παράδειγµα η οµοιόµορφη 

κατανοµή µε διάστηµα (θ, 2)  µε θ<2  δεν µπορεί να γραφεί στη µορφή (*).  Ένα 

άλλο παράδειγµα µη εκθετικής οικογένειας κατανοµής είναι η Cauchy  κατανοµή. 

 

Ασκηση 1 Να συµπληρωθεί ο ακόλουθος πίνακας 

 

Κατανοµή b(.) T(.) c(.) h(.) Θ 

ΝΒ(r,θ), 

r=γνωστό 

     

G(α,θ) 

α=γνωστό 

     

G(α,θ) 

θ=γνωστό 

     

IG(µ,1)      

 

Στη συνέχεια για να παράγουµε κάποιες ιδιότητες της εκθετικής οικογένειας 

κατανοµών θα  χρειαστούµε την ακόλουθη πρόταση. 

 

Πρόταση 1.1. Αν  f(x,θ)  είναι µία οικογένεια κατανοµών (όχι κατ’ ανάγκη 

εκθετικής µορφής ) για την οποία επιτρέπεται η παραγώγηση  ως προς θ κάτω  

από το ολοκλήρωµα ως προς x  τότε ισχύουν τα ακόλουθα. 
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Εδώ η παραγώγιση λαµβάνεται  ως προς την µεταβλητή θ. 

Απόδειξη 

0)]'(),([)(),('
);(

),('
))]',(([log.1 ∫∫ ==== xdvxfxdvxf

xf

xf
ExfE θθ

θ
θ

θ  

2. Παραγωγίζοντας την  τελευταία σχέση  ακόµα µια φορά ως προς θ, έχουµε  

      0),()
);(
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);(
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θ
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θ

. 

Τελικά έχουµε  

0))]',(([log)')]',(([log 2 =+ θθ xfExfE  

Από την (1.2) τελικά έχουµε  

')]',([log)))',(var((log θθ xfExf −=  

 

Πρόταση 1.2 

Αν  κατανοµή τ.µ. Υ  είναι εκθετικής µορφής  (1)  τότε  ισχύουν τα εξής 

3)]('[
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Απόδειξη  

1. Αν η f(y,θ)  είναι εκθετικής µορφής τότε  

  )()()()(),(log yhcbyayf ++= θθθ  

και παραγωγίζοντας έχουµε  

)(')(')()]',([log θθθ cbyaxf +=  .                                                                      (1.7)                                                           

Μπορεί να αποδειχθεί ότι µια οικογένεια κατανοµών  ικανοποιεί τις συνθήκες της 

Πρότασης 1.1.  Ετσι από (1.3)  έχουµε  

0)(')]([)(')]',([log =+= θθθ cyaEbxfE . 

Λύνοντας ως προς )]([ yaE  

Έχουµε   

)('

)('
)]([

θ
θ

α
b

c
−=ΥΕ . 
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2. Παροµοίως   

)('')('')(')]',([log θθθ cbyaxf +=  .                                                                              

Από την (1.7)  έχουµε    

  2)]('))[(var())]',([logvar( θθ byaxf = , 

και από την (1.5)   
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Από την  (1.6) έχουµε 

)('')(''
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)]('))[(var( 2 θθ

θ
θ

θ cb
b

c
bya −= . 

Λύνοντας ως προς  var(a(y))  τελικά πέρνουµε 

.
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Όταν  η εκθετική οικογένεια είναι στην τυπική της µορφή τότε οι 

παραπάνω δυο σχέσεις  γράφονται ως  

)('']var[.2

)('][1

θ
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(Ασκηση 2) 

Μπορεί επιπλέον να αποδεχθεί  ότι για κάθε τάξης  cumulant  κr της τ.µ.  Υ   

έχουµε ότι  

)()( θr

r ck −= . 

Αν nYYY ,...,, 21  είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές  που ακολουθούν την 

ίδια κατανοµή (1.1)  τότε η από κοινού κατανοµή  είναι  
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Ο όρος  ∑
=

n

i

iya
1

)(  είναι η επαρκής στατιστική συνάρτηση για την ποσότητα b(θ).  

Αυτό σηµαίνει  ότι  το άθροισµα  ∑
=

n

i

iya
1

)(  συγκεντρώνει όλη την πληροφορία για 

την παράµετρο θ.  

Σηµαντικές ιδιότητες των κατανοµών εκθετικής µορφής. 

 1) Ο παραµετρικός χώρος   Θ για τις  κατανοµές τυπικής εκθετικής µορφής είναι    

κυρτό.  

(Ασκηση 3) 

2) Για τις ροπές    ∫ ∑ )()](exp[)( xdxTxf jj µθ    η παράγωγος ως προς jθ   

µπορεί να περάσει κάτω από το σύµβολο της ολοκλήρωσης. 

3)   Για τις κατανοµές της µορφής  (1.2) παραµετρικοποιηµένη µε τη φυσική 

παράµετρο,  ισχύει ότι  

ji

ji

c
xTxTCov

θθ
θ

∂∂

∂
−=

)(
))(),((

2

 

(άσκηση 4) 

4) Για τις κατανοµές τυπικής εκθετικής µορφής η διακύµανση είναι µια αυστηρώς 

µονότονη συνάρτηση της µέσης τιµής.  

(άσκηση 5) 

 Μπορούν να γίνουν διάφοροι χαρακτηρισµοί µε βάση τη συνάρτηση 

διακύµανσης, όπως για παράδειγµα ότι η µόνη τυπική εκθετική οικογένεια 

κατανοµών µε σταθερά συνάρτηση διακύµανσης είναι η κανονική κατανοµή. 

5) Ο εκτιµητής µέγιστης πιθανοφάνειας για την φυσική παράµετρο θ  υπάρχει 

πάντα και είναι µεροληπτικός εκτός από την κανονική κατανοµή. 

6) Η κανονική οικογένεια κατανοµών  έχει την ιδιότητα του µονότονου λόγου 

πιθανοφάνειας, µια ιδιότητα πολύ σηµαντική για τον έλεγχο υποθέσεων. 

     

1.4  Τα  στοιχεία  του Γενικευµένου γραµµικού µοντέλου. 

Το Γ.Γ.Μ ορίζεται σε σχέση  µε  ένα σύνολο από ανεξάρτητες  τυχαίες µεταβλητές   
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nYYY ...,, 21   όπου  κάθε µία  από αυτές ακολουθεί κατανοµή εκθετικής µορφής µε 

τις εξής ιδιότητες:      

1. Η κατανοµή κάθε µιας από τις   iY   είναι κανονικής µορφής και 

εξαρτάται από µια µόνο παράµετρο  ιθ  , έτσι  

)]()()(exp[)( ii ydcybyf ++= ιιι θθ  

 

Η από κοινού πυκνότητα πιθανότητας  είναι 

∑ ∑∑
= ==

++=
n

i

n

i

i

n

i

iiiinn ydcbyyyyf
1 11

11 ])()()(exp[),....,;,...,,(
2

θθθθ . 

Οι παράµετροι που µας ενδιαφέρουν δεν είναι  οι ιθ   αφού µπορεί να είναι  ένα θ 

για κάθε  παρατήρηση. Για τα  Γ.Γ.Μ. θεωρούµε ένα µικρότερο σύνολο 

παραµέτρων   ),...,( 1 pβββ =Τ
   όπου φυσικά    p<n.  

Ενώ στο κλασσικό γραµµικό µοντέλο   θεωρούµε ότι ισχύει η σχέση  

βµ ιι
T

ix=ΥΕ= )(   όπου ),...,( 21 ipiii xxxx =   το διάνυσµα των ανεξάρτητων 

µεταβλητών, στο   Γ.Γ.Μ.  θεωρούµε ότι υπάρχει µια  µονότονη  και διαφορίσηµη 

συνάρτηση  g,  τέτοια ώστε   

                                                βµι
T
ixg =)(                                                          (1.8) 

Η συνάρτηση αυτή λέγεται συνάρτηση σύνδεσης  (link function).  

 

1.5 Λίγα περισσότερα για την  συνάρτηση σύνδεσης 

Όπως έχουµε πει  η link συνάρτηση  σχετίζει το γραµµικό κοµµάτι   

βT
ix   µε τη µαθηµατική ελπίδα  )( ιιµ ΥΕ=   µέσω της σχέσης    (1.8). 

Αυτός  ο µετασχηµατισµός είναι µία αναγκαιότητα γιατί σε πολλές εφαρµογές  οι 

δυο αυτές συναρτήσεις δεν έχουν το ίδιο πεδίο τιµών. 

Για παράδειγµα όταν ασχολούµαστε µε απαριθµήσεις (counts)  η yι ακολουθεί 

την κατανοµή Poisson  και στην περίπτωση αυτή 0)( >ΥΕ= ιιµ  . Ετσι δεν 

µπορούµε να έχουµε   βµι
T

ix=  αφού στο αριστερό µέρος έχουµε τον 

περιορισµό  0>ιµ  και στο δεξί ο περιορισµός αυτός δεν υπάρχει.  Στην 
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περίπτωση αυτή η g πρέπει να απεικονίζει  το διάστηµα  ℜ+   σε όλο την ευθεία 

ℜ. Μία τέτοια συνάρτηση είναι η  )ln()( µµ =g . 

Το  κλασσικό  γραµµικό µοντέλο   eXby +=  είναι προφανώς µια απλή 

περίπτωση του Γ.Γ.Μ. αφού όλα τα  iy   του διανύσµατος  y  ακολουθούν την 

κατανοµή Ν(µι,σ
2)και 

Τ= βµι ix     Προφανώς  ιι µµ =)(g . 

Για   την ∆υωνυµική  κατανοµή, προφανώς δεν µπορούµε να γράψουµε   

Τ= βι ixp . Χρειαζόµαστε µια συνάρτηση  g από το   ℜ  στο (0,1).  (Ποια;) 

1.5 . Εκτιµητική 

∆υο από τις συνηθέστερες µεθόδους  εκτίµησης είναι η εκτίµηση µε τη µέθοδο 

της µέγιστης πιθανοφάνειας (ΕΜΠ) και η µέθοδο των ελαχίστων 

τετραγώνων.(Μ.Ε.Τ.) 

 

Μέθοδος µέγιστης πιθανοφάνειας 

Σύµφωνα µε τη µέθοδο αυτή, ο εκτιµητής µέγιστης πιθανοφάνειας (ΕΜΠ) θ
)
 της 

παραµέτρου θ είναι εκείνες οι τιµές οι οποίες µεγιστοποιούν την συνάρτηση 

πιθανοφάνειας   

);(),...,;( 2,1 θθ in yfyyyL ∏=   ή ισοδύναµα την λογαριθµική συνάρτηση 

πιθανοφάνειας  

. ∑
=

=
n

i

in yfyyyl
1

2,1 );(ln),...,;( θθ  

Συνήθως ο εκτιµητής θ
)
 βρίσκεται  παραγωγίζοντας την συνάρτηση 

),...,;( 2,1 nyyyl θ   σε σχέση µε κάθε  στοιχείο ιθ  του θ και λύνοντας το σύστηµα  

εξισώσεων 

pj
yl

j

,...,2,10
);(

==
∂

∂
για

θ
θ

 

Είναι πάντα αναγκαίο να ελέγξουµε ότι ο Hessian πίνακας των δευτέρων 

παραγώγων της  ),...,;( 2,1 nyyyl θ  είναι αρνητικά ορισµένος.  
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Ο εκτιµητής αυτός έχει ιδιότητες που τον κάνουν να υπερέχει έναντι των άλλων 

εκτιµητών. Μερικές από αυτές .είναι οι εξής 

1. Αν )(θg  είναι µία συνάρτηση του θ  τότε ο εκτιµητής µέγιστης 

πιθανοφάνειας του  )(θg  είναι )ˆ(θg .  

2. Συνέπεια (consistency) 

3. Επάρκεια (Sufficiency)  

4. Ασυµπτωτική αποτελεσµατικότητα (Asymptotic efficiency) 

 

Μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων  

Εστω nYYY ,..., 21  είναι τυχαίες µεταβλητές τέτοιες ώστε  iiYE µ=)(   για 

ι=1,2,…n, και τα iµ   είναι συναρτήσεις των παραµέτρων   

),...,( 1 pβββ =Τ
.  Τότε για το γραµµικό µοντέλο  

iii eY += µ   i=1,2,…n, η µέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων ορίζεται σαν την 

τεχνική µε την οποία επιχειρείται  να εκτιµηθεί η  παράµετρος  β 

ελαχιστοποιώντας την ποσότητα   

                                         ∑ ∑ −== 22 ))(( βµ iii YeS .                              (1.9) 

  Με τη βοήθεια των πινάκων η παραπάνω σχέση γράφεται    

στη µορφή    

)()( µµ −−−−−−−−==== yyS
Τ

 

όπου  

















=
















=

n

11

µ

µ

µκαι MM

ny

y

y . 

Συνήθως ο εκτιµητής  β
)

 βρίσκεται  παραγωγίζοντας τη συνάρτηση S σε σχέση 

µε κάθε στοιχείο  βj  και στη συνέχεια λύνοντας το σύστηµα των εξισώσεων  

pj
S

j

,....,10 ==
∂
∂
β

. 

Φυσικά πρέπει να ελέγξουµε ότι η λύση αντιστοιχεί σε ελάχιστο (∆ηλαδή ότι ο 

Hessian πίνακας των δευτέρων παραγώγων είναι θετικά ορισµένος). Στην πράξη 
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µπορεί να υπάρχει επιπλέον πληροφορία για τις τιµές του Υι  για παράδειγµα ότι 

κάποιες  παρατηρήσεις είναι λιγότερο αξιόπιστες από κάποιες άλλες. Στην 

περίπτωση αυτή ίσως να χρειασθεί να σταθµίσουµε τους όρους στο άθροισµα 

(1.9) και αντί αυτού του αθροίσµατος να ελαχιστοποιήσουµε το άθροισµα 

∑ −= 2))(( βµ iiiW YwS  

όπου τα  wi
  αποτελούν βάρη. Θα µπορούσαν  για παράδειγµα να είναι 

1
)](Var[

−= ii Yw  

Στη γενικότερη περίπτωση τα  Υι µπορεί  να είναι συσχετισµένα.  Αν V είναι ο 

πίνακας συνδιακύµανσης των Yi ,  τότε ο εκτιµητής σταθµισµένων ελαχίστων 

τετραγώνων (ΣΤΕΕΤ) είναι το διάνυσµα β το οποίο ελαχιστοποιεί  τη συνάρτηση  

)()( 1 µµ −−= −Τ
yVySW . 

 Αν βµ Χ=   για κάποιον πίνακα Χ διαστάσεων Νxp  τότε    

)()( 1 ββ Χ−−= −Τ
yVXySW  

Το διάνυσµα των παραγώγων της Sw  ως προς το διάνυσµα β είναι το  

)(2 1 β
β

Χ−−=
∂

∂ −Τ
yVX

SW
 

(Ασκηση 6) 

Ετσι ο ΣTΕΕΤ b είναι η λύση της κανονικής εξίσωσης 

yVXVX
11 −Τ−Τ =Χβ  

Μπορεί εύκολα να αποδειχθεί ότι ο Hessian  πίνακας είναι θετικά ορισµένος 

(Ασκηση 7 ). Το πλεονέκτηµα του ΣΤΕΕΤ  είναι ότι υπάρχει πάντα και  αντιστοιχεί 

σε τοπικό ελάχιστο. Επιπλέον η εύρεσή του απαιτεί τη γνώση µόνο των δυο 

πρώτων ροπών του διανύσµατος Υ, και καµιά άλλη υπόθεση για την κατανοµή 

του. Τουναντίον ο ΕΜΠ απαιτεί τη γνώση της κατανοµής της  Υ και µερικές φορές 

η εύρεσή του είναι αδύνατη γιατί απαιτεί τη λύση ενός  πολύπλοκου µη 

γραµµικού συστήµατος εξισώσεων. Ο ΕΜΠ πλεονεκτεί έναντι του ΣΤΕΕΤ στο ότι 

είναι ασυµπτωτικά αποτελεσµατικός.   

Στη συνέχεια αποδεικνύοµε ότι για τα ΓΓΜ οι δυο αυτοί εκτιµητές ταυτίζονται. 

Θα χρησιµοποιήσουµε τους εξής συµβολισµούς 
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


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
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


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


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pNpjp

jNjij

Ni

xxx

xxx

xxx

X

LL

LLLLL

LL

LLLLL

LL

1

1

1111
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





















−

−

−

=−

)(

)(

)(11

θµ

θµ

θµ

µ

NN

jj

y

y

y

Y

M

M

, 

  

 

 

 























=

)(00

0)(0

00)( 1

N

k

YVar

YVar

YVar

V

LL

LLLLL

LL

LLLLL

LL

   και 





























∂

∂

∂

∂

∂

∂

=

Ni

N

i

i
D

η
µ

η
µ

η
µ

LL

LLLLL

LL

LLLLL

LL

00

00

00
1

1

 

 

Επιπλέον αν ∑
=

∂

∂
=

∂

∂
=

N

i j

i

j

j

lyl
U

1

);(

ββ
θ

 τότε   η score συνάρτηση  γράφεται σαν 























=

p

j

U

U

U

U

M

M

1

 

 

Λήµµα 1. 

1) Η  score  για την εκτίµηση των παραµέτρων    T

p ),....,( 21 ββββ =  είναι η  

)( µ−= YXVDU  

2) Ο πληροφοριακός  πίνακας του Fisher  )(θI   είναι 
T

VXVDI
2

)( Χ=θ  

 
Απόδειξη 
1)Αν NYYY ,..., 21   είναι παρατηρήσεις των ανεξαρτήτων µεταβλητών τότε η  

λογαριθµική συνάρτηση πιθανοφάνειας    είναι  
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∑ ∑ ∑++= )()()();( iiii ydcbyyl θθθ  

όπου  από την Πρόταση 1.2  έχουµε ότι  

)('/)(')( iiii bcYE θθµ −== . 

επίσης από την υπόθεση του µοντέλου  

                                                  i

p

j

jij
T
ii xxg ηββµ === ∑)(                                         (1.10) 

όπου g είναι  µία µονότονη και διαφορήσιµη  συνάρτηση. 

Η score συνάρτηση  σε σχέση µε το  jβ  ορίζεται σαν   

∑
=

∂

∂
=

∂

∂
=

N

i j

i

j

j

lyl
U

1

);(

ββ
θ

 

όπου  

)()()( iiiii ydcbyl ++= θθ . 

Για την εύρεση  της jU   χρησιµοποιούµε τη σχέση   

                                               
j

i

i

i

i

i

j

i ll

β
µ

µ
θ

θβ ∂

∂

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂
                                         (1.11) 

Στη συνέχεια θα βρούµε κάθε έναν από τους τρεις όρους του γινοµένου στο δεξί 

µέλος.   

Παραγωγίζοντας την  il  συνάρτηση  ως προς  θι  , βρίσκουµε  

))((')(')(' iiiii

i

i ybcby
l

µθθθ
θ

−=+=
∂

∂
. 

Στη συνέχεια  για την παράγωγο   
i

i

µ
θ

∂

∂
 

αρκεί να παραγωγίσουµε την συνάρτηση µι  ως προς θι . Ετσι  

)var()('
)]('[

)('')('

)('

)(''

2 ii
ii

i

i

i

i
Yb

b

bc

b

c
θ

θ

θθ
θ
θ

θ
µ

ι

=+−=
∂

∂
. 

Παραγωγίζοντας την συνάρτηση (1.10) έχουµε  

i

i
ij

j

i

i

i

j

i
x

η
µ

β
η

η
µ

β
µ

∂

∂
=

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂
 

Αντικαθιστώντας στο δεξί µέλος  της    (1.11)  τις αντίστοιχες παραγώγους  

έχουµε 
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  )(
)var(

)(
)/(

i

i

i

ijii

i

i

j

i

i

i

j

i

Y

xyll

η
µµ

θ
µ

β
µ

θβ ∂

∂−
=

∂

∂

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂
                                                                  

και τελικά  

∑
= ∂

∂−
=

N

i i

i

i

ijii

j
Y

xy
U

1

)(
)var(

)(

η
µµ

                     j=1,2,…..p.                                      

Τελικά το σύστηµα των εκτιµητριών συναρτήσεων  γράφεται υπό µορφή πίνακα  

                                                  )(1 µ−= −
YXDVU         

(2) Για την εύρεση του Πληροφοριακού  πίνακα του Fisher  

χρησιµοποιούµε την σχέση 

 
TT

TTT

XXDVD

XVDYEXDVUUEI

=

−Υ−== Τ− ))(()( 1 µµ
. 

Οι εξισώσεις  jU  =0  είναι µη γραµµικές και γι’ αυτό το λόγο  επιλύονται µε 

αριθµητικές µεθόδους. Η συνηθέστερη µέθοδος είναι η Newton-Rapshon της 

οποίας το επαναληπτικό σχήµα  είναι το εξής΅ 

)1(

1
2

)1()(

)1(

−
−

=

−

−











∂∂

∂
−= m

bki

mm U
l

bb
mβ

ββ
 

όπου     
)1(

2

−=











∂∂

∂

mbki

l

β
ββ

 

είναι ο πίνακας των δευτέρων παραγώγων της l    στην τιµή  )1( −= mbβ   και  

)1( −mU  είναι το διάνυσµα  των πρώτων παραγώγων  T
pUUU ),...,,( 21  υπολογισµένο 

στην τιµή  )1( −= mbβ  

Μια έκδοση της παραπάνω µεθόδου µερικές φορές απλούστερη είναι η µέθοδος 

scoring  στην οποία ο Hessian πίνακας των δευτέρων παραγώγων  

αντικαθίσταται από τον πληροφοριακό πίνακα του Fisher  

 

][ TUUEI =  

µε στοιχεία  ][][][
2

jkk

kjkj
bb

l
E

bj

l

b

l
EUEI

∂∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

==  

δηλαδή ο αλγόριθµος της µεθόδου scoring είναι  
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[ ] )1(1)1()1()( −−−− += mmmm
UIbb  

 

Αν πολλαπλασιάσουµε και τις δυο πλευρές της τελευταίας εξίσωσης µε  )1( −mI    

Έχουµε   

)1()1()1()()1( −−−− += mmmmm
UbIbI . 

Για τα γενικευµένα γραµµικά µοντέλα ισχύει ότι    

 

 

 

Ετσι ο πίνακας Ι µπορεί να γραφεί στη µορφή   

 

Ι=Χ΅ΤWX 

Όπου W είναι ο ΝxN διαγώνιος πίνακας  µε στοιχεία  

2)(
)var(

1

ιη
µ

∂

∂ i

iY
 

Ετσι η εξίσωση της score συνάρτησης  γίνεται  

WzXWXbX
TmT =)(  

Όπου z είναι  στήλη  µε στοιχεία  

ιη
µ

µ
∂

∂
−+= ∑ − i

k

ii

m

kiki ybxz )()1(
 

Η τελευταία µορφή είναι   των σταθµισµένων ελαχίστων τετραγώνων.  

 

ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΤΟΥ ΕΜΠ 

Υποθέτουµε ότι η λογαριθµική συνάρτηση πιθανοφάνειας έχει µοναδικό µέγιστο 

το b και ότι  αυτός ο εκτιµητής  είναι κοντά στην παράµετρο β. To ανάπτυγµα 

Taylor  πρώτης τάξης   του διανύσµατος  U(β) στο σηµείο β=b  είναι   

 

))(()()( bbHbUU −+= ββ  
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Όπου Η(b) είναι ο πίνακας των δευτέρων παραγώγων της λογαριθµικής 

συνάρτησης πιθανοφάνειας στο σηµείο β= b. Ασυµπτωτικά ο πίνακας Η ισούται 

µε τον πληροφοριακό πίνακα  

][][ HEUUEI T −==  

Για τον λόγο αυτό για µεγάλα δείγµατα  έχουµε 

)()()( bIbUU −−≅ ββ  

Αλλά U(b)=0 γιατί b µεγιστοποιεί την λογαριθµική συνάρτηση πιθανοφάνειας άρα 

µηδενίζει την παράγωγό της.  Προσεγγιστικά λοιπόν  

Ub 1)( −Ι≅− β  

 Υπό την προυπόθεση ότι ο πίνακας Ι είναι µη-µηδενικός, συµπεραίνουµε ότι 

ασυµπτωτικά  

0)()( 1 =ΕΙ=− − UbE β  ,   

καθώς και  

111 )())(( −−− =ΕΙ≅−− IIUUbbE TTββ  

Ετσι για µεγάλα n   

),0()( 1−Ι≅− Nb β  

Καθώς και  

2
)()( p

T
bIb χββ ≅−−   

Η στατιστική   TbIb )()( ββ −−  καλείται στατιστική του Wald. 

 

Η επάρκεια του µοντέλου 

Ας υποθέσουµε ότι θέλουµε να ελέγξουµε την επάρκεια της προσαρµογής  ενός 

µοντέλου σε ένα σύνολο δεδοµένων. Αυτό µπορεί να γίνει  συγκρίνοντας την 

συνάρτηση πιθανοφάνειας αυτού του µοντέλου αυτού µε τη συνάρτηση 

πιθανοφάνειας του µέγιστου µοντέλου το οποίο περιγράφεται ως εξής 

1. Το µέγιστο µοντέλο είναι  ένα γενικευµένο γραµµικό  µοντέλο µε την ίδια 

κατανοµή όπως το µοντέλο που µας ενδιαφέρει. 

2. Το µέγιστο µοντέλο έχει την ίδια συνάρτηση σύνδεσης µε το µοντέλο  

που µας ενδιαφέρει. 
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3. Ο αριθµός των παραµέτρων στο µέγιστο µοντέλο ισούται µε τον αριθµό 

των παρατηρήσεων.  

Λόγω της 3 µπορεί να θεωρηθεί ότι   το µέγιστο µοντέλο περιγράφει 

πλήρως τα δεδοµένα.  

Οι συναρτήσεις πιθανοφάνειας υπολογίζονται  στον εκτιµητή µέγιστης 

πιθανοφάνειας  maxb   και b αντίστοιχα και λαµβάνουµε  );( max ybL   και );( ybL  

αντίστοιχα. Αν το µοντέλο που µας ενδιαφέρει περιγράφει τα δεδοµένα 

ικανοποιητικά, τότε  );( ybL  πρέπει να είναι κοντά στο );( max ybL .  

Τουναντίον αν το µοντέλο δεν είναι ικανοποιητικό τότε το );( ybL  πρέπει να 

είναι  µικρότερο από το  );( max ybL .  Αυτό µας οδηγεί στην χρήση  του 

Γενικευµένου λόγου πιθανοφάνειας  

);(

);( max

ybL

ybL
=λ    

ή ισοδύναµα τον λογάριθµο αυτής 

);();());(log();(log(log maxmaxmaxmax yblyblybLybL −=−=λ  

σαν ένα µέτρο καλής προσαρµογής του µοντέλου. 

Μεγάλες τιµές του  logλ  είναι ένδειξη µη καλής προσαρµογής του µοντέλου.  Για 

να βρούµε την κριτική περιοχή του logλ πρέπει να βρούµε τη δειγµατική 

κατανοµή του. 

∆ειγµατική κατανοµή της λογαριθµικής συνάρτησης πιθανοφάνειας 

Η λογαριθµική συνάρτηση πιθανοφάνειας ορίζεται ως 

);();([2 max yblyblD −=  

Οι Nelder και Wedderburn (1972) κάλεσαν την συνάρτηση αυτή deviance.  

Η συνάρτηση αυτή µπορεί να γραφτεί στη µορφή  

)]};();([

)];();([

)];();({[2

max

maxmax

ylyl

ylybl

ylyblD

ββ
β

β

−+

−−

−=

 

  Ο πρώτος όρος στις αγκύλες   ακολουθεί την  2
NX   και ο δεύτερος την 2

pX  

κατανοµή. Ο τρίτος όρος είναι µία θετική σταθερά που είναι κοντά στο µηδέν όταν 
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το µοντέλο µε p παραµέτρους  περιγράφει το µοντέλο όπως το    µέγιστο 

µοντέλο.  Σε γενικές γραµµές µπορούµε να πούµε ότι όταν οι δυο πρώτοι όροι 

είναι ανεξάρτητοι και ο τρίτος όρος είναι  κοντά στο µηδέν τότε  

2~ pNXD − . 

Όταν το µοντέλο δεν είναι ικανοποιητικό τότε η Deviance ακολουθεί 

προσεγγιστικά τη µη κεντρική  Χ2 κατανοµή.  

 

Παράδειγµα 1 

Υποθέτουµε ότι οι  µεταβλητές  NYYY ,...,, 21   είναι ανεξάρτητες και  ακολουθούν  

την κανονική κατανοµή µε µέσο  µι και κοινή  τυπική απόκλιση σ.   H  λογαριθµική 

συνάρτηση πιθανοφάνειας  είναι  

∑
Ν

=

Ν−−−=
1

22

2
)2log(

2

1
)(

2

1
);(

ι
ι σπµ

σ
β iyyl  

Για το µέγιστο µοντέλο  Ε(Υι)= µι   όπου i=1,2,…Ν.  Παραγωγίζοντας  και 

ακολουθώντας την συνήθη διαδικασία  βρίσκουµε ότι  .ii y=µ)  

Για το λόγο αυτό  

).2log(
2

1
);(

2
max σπNybl −=  

Θεωρούµε τώρα το  µοντέλο στο οποίο όλα τα  iY    έχουν τον ίδιο  µέσο µ. Τότε  

y=µ)   και   

).2log(
2

1
)(

2

1
);(

2

1

2

2
σπ

σ
Nyyybl

N

i

i −−−= ∑
=

 

Τελικά      

∑
=

−=−=
N

i

i yyyblyblD

1

2

2max )(
1

);();([2
σ

 

Η στατιστική συνάρτηση D  σχετίζεται µε τη δειγµατική διασπορά   

∑
=

−
−

=
N

i

i yy
N

S

1

22
)(

1

1
.   Αν το µοντέλο στο οποίο τα Υi ακολουθούν την Ν(µ,σ2 ) 

είναι το σωστό τότε   η    2

2

)1(
S

N
D

σ

−
=  ακολουθεί την  2

1−NX  κατανοµή.  
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Παράδειγµα 2. Αν   NYYY ,...,, 21   είναι ανεξάρτητες και  ακολουθούν  την κατανοµή 

Poisson µε παράµετρο   λι.   

Η Deviance για το µονοπαραµετρικό µοντέλο είναι  

∑= )/log(2 yyyD ii   

(Ασκηση  8) 

Ελεγχος υποθέσεων 

Ο έλεγχος υποθέσεων για την παράµετρο β µπορεί να γίνει µε την βοήθεια της 

ασυµπτωτικής δειγµατικής κατανοµής των εκτιµητών b για την οποία έχουµε δει 

ότι  b ~N(β,Ι-1) η ισοδυνάµως µε τη στατιστική συνάρτηση του Wald   

)()( ββ −Ι− bb   η οποία έχει την 2

pX  κατανοµή.  Μια διαφορετική προσέγγιση του 

προβλήµατος είναι  µε τη βοήθεια της συνάρτησης Deviance.  Εστω ότι η 

µηδενική υπόθεση Η0 και Εναλλακτική  Ηα  είναι οι  

 

















==

q

H

β

β

ββ M

1

00 :    και   

















==

p

aaH

β

β

ββ M

1

:  όπου q<p<N. 

Μπορούµε να ελέγξουµε την Η0 έναντι της Ηα χρησιµοποιώντας την διαφορά στις 

στατιστικές Deviance.   ∆ηλαδή 

)];();([2

)];();([2)];();([2D-D∆D

01

1max0maxα0

yblybl

yblyblyblybl

−=

−−−==
 

Αν και τα δυο µοντέλα περιγράφουν τα δεδοµένα καλά τότε  2

q-Ν0 χ~D  και 

2

p-Ν0 χ~D  Ετσι ώστε κάτω από κάποιες συνθήκες ανεξαρτησίας  2

q-pχ~D∆   Αν η 

τιµή της ∆D είναι συνεπής µε την 2

q-pχ  κατανοµή επιλέγουµε το µοντέλο Η0  γιατί 

είναι το απλούστερο (µε τις λιγότερες µεταβλητές). 
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2. ∆ΥΑ∆ΙΚΕΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ ΚΑΙ ΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗ   

 

Στο κεφάλαιο αυτό µελετάµε ΓΓΜ στα οποία τα αποτελέσµατα µετρώνται σε 

δυαδική κλίµακα. Τέτοια δεδοµένα εµφανίζονται σε ιατρικά πειράµατα όπου στο 

τέλος κάθε πειράµατος  ο ασθενής  είτε ανένηψε (Υ=1) είτε  κατέληξε (Υ=0). 

Μπορούµε  λοιπόν να γράψουµε   

iiii YPYP ππ ==−== )1(;1)0(  

για τις πιθανότητες της ‘Αποτυχίας ‘ και ‘Επιτυχίας ‘ αντίστοιχα. 

Για παράδειγµα τα αποτελέσµατα που µας ενδιαφέρουν  µπορεί να είναι 

``ζωντανός ή νεκρός `` και γενικότερα επιτυχία ή αποτυχία. 

Στην περίπτωση αυτή  για να συσχετίσουµε την πιθανότητα  πi µε τη γραµµική 

έκφραση  

∑
=

=
p

j

jiji x
1

βη  

Πρέπει να χρησιµοποιήσουµε ένα γραµµικό µετασχηµατισµό  g(π) ο οποίος 

απεικονίζει το διάστηµα (0,1) σε όλη την  ευθεία (-∞, ∞).  Υπάρχει µια µεγάλη 

ποικιλία από τέτοιες  συναρτήσεις  σύνδεσης. Τρεις όµως είναι αυτές που  

χρησιµοποιούνται στην πράξη.  

Η λογιστική συνάρτηση   

π
π

π
−

=
1

log)(1g , 
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η probit  ή αντίστροφη κανονική συνάρτηση   

)()( 1

2 ππ −Φ=g , 

και η συµπληρωµατική log-log συνάρτηση 

)}1log(log{)(3 ππ −−=g . 

Η συνάρτηση  

)}log(log{)(4 ππ −−=g  

∆εν χρησιµοποιείται συχνά γιατί δεν συµπεριφέρεται καλά για  π<1/2 . 

Και οι τέσσερεις συναρτήσεις είναι αντίστροφες συναρτήσεις γνωστών 

αθροιστικών συναρτήσεων κατανοµών (ποιών;). 

 

Σχήµα 1 

 

 

 

Από το παραπάνω σχήµα παρατηρούµε τα εξής 

• Η logit και η Probit   σχετίζονται σχεδόν γραµµικά για τιµές του π στο 

διάστηµα  0,1≤π≤0,9. Για τον λόγο αυτό  είναι δύσκολη η διάκριση µεταξύ 

των δυο αυτών συναρτήσεων όταν πρόκειται για ζητήµατα καλής 

προσαρµογής.  

• Για µικρές τιµές του π, η συµπληρωµατική log-log συνάρτηση είναι κοντά 

στην λογιστική συνάρτηση.  
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• Όταν π τείνει στο 1 τότε η συµπληρωµατική  log-log συνάρτηση  τείνει στο 

άπειρο πολύ πιο αργά σε σύγκριση µε τις  άλλες τρεις συναρτήσεις.  

• Παροµοίως   η πιο αργή συνάρτηση στην περιοχή του 0 είναι η  log-log.  

Όλα τα ασυµπτωτικά αποτελέσµατα  που θα παρουσιαστούν εδώ  ισχύουν 

ανεξαρτήτως της επιλογής της συνάρτησης σύνδεσης.  Θα επικεντρωθούµε 

κυρίως στη λογιστική συνάρτηση για δυο κυρίως λόγους. 

• Τα αποτελέσµατα της ανάλυσης ερµηνεύονται εύκολα. 

• Μπορούµε να ενσωµατώσουµε στην ανάλυσή µας  και στοιχεία που 

επιλέγονται retrospectively. 

 

2.1. Παραµετρική εκτίµηση 

Υιοθετώντας το λογιστικό µοντέλο µε δυο covariates έχουµε τη σχέση 

                                                    22110)
1

log( xx βββ
π

π
++=

−
                  (2.1) 

Ο λόγος των πιθανοτήτων της επιτυχίας π προς την πιθανότητα της αποτυχίας 

 1-π, δηλαδή ο   
π

π
−1

  είναι σηµαντικός στην  λογιστική ανάλυση  και λέγεται 

odds.  

Αν  π είναι η πιθανότητα επιτυχίας τότε ο λόγος  
π

π
−1

 είναι ο λόγος των 

πιθανοτήτων επιτυχίας προς αποτυχίας. ∆ηλαδή όταν   λέµε ότι  τα odds είναι 2  

εννοούµε ότι η πιθανότητα επιτυχίας είναι διπλάσια της πιθανότητας αποτυχίας. 

Επιπλέον ο λόγος  αυτός παίζει σηµαντικό ρόλο στην ερµηνεία των συντελεστών 

της λογιστικής παλινδρόµησης.   

Η ερµηνεία των  συντελεστών είναι η εξής : 

Κρατώντας τη µεταβλητή x1 σταθερή  τότε µία µεταβολή  της x2  κατά µία µονάδα  

αυξάνει τον λογάριθµο του odd κατά µια ποσότητα  β2 .  

Πράγµατι αν στην παραπάνω εξίσωση (2.1)  

αυξηθεί η µεταβλητή  x2 κατά µία µονάδα έχουµε  

)1()
1

log( 22110 +++=
′−

′
xx βββ

π
π

. 

Αφαιρώντας την (2.2) από την (2.2)  έχουµε ότι  
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)
1

'1
log()

1
log()

1
log(

'

2 ππ
ππ

π
π

π
π

β
−
−

=
−

−
′−

′
=  

∆ηλαδή  κρατώντας τις υπόλοιπες µεταβλητές σταθερές και αυξάνοντας την  x2  κατά µία 

µονάδα ο λογάριθµος των odds  αυξάνει κατά β2  

Όταν η µεταβλητή x2 είναι ψευδοµεταβλητή τότε η ερµηνεία του συντελεστή   β2 είναι 

παρεµφερής µε αυτή για τα γραµµικά µοντέλα.  ∆ηλαδή η µετάβαση από την κατάσταση  

x2 =0 στην κατάσταση x2 =1   µε   όλες οι άλλες µεταβλητές  σταθερές, αυξάνει τον 

λογάριθµο των odds κατά     β2  µονάδες.  

 

 Η  ερµηνεία  σε σχέση µε την πιθανότητα  π  δεν είναι εξίσου εύκολη. Λύνοντας  ως 

προς π έχουµε  

)exp(1

)exp(

22110

22110

xx

xx

βββ
βββ

π
+++

++
=   

Παρατηρούµε ότι  τα αποτελέσµατα στο π µιας µοναδιαίας µεταβολής του  x2  

εξαρτάται τόσο από το x2  όσο και από το x1. Η παράγωγος όµως της π ως προς x2  

δίνει  

2

2

)1( βππ
π

−=
∂
∂
x

. Από εδώ βλέπουµε ότι µια µικρή µεταβολή στη x2  έχει τη µεγαλύτερη 

µεταβολή στη π  για τιµές της  π κοντά στο  0.5 και τη µικρότερη µεταβολή κοντά στα 

άκρα 0 και 1.  

Ειδικές περιπτώσεις 

Όταν  υπάρχει µία ανεξάρτητη  dummy µεταβλητή  τότε το µοντέλο µπορεί να περιγραφεί 

µε τον επόµενο πίνακα συνάφειας 

 X=1 X=0 

Y=1 

10

10

1
)1( ββ

ββ

π
+

+

+
=

e

e
 

0

0

1
)0( β

β

π
e

e

+
=  

Y=0 

101

1
)1(1 ββπ

++
=−

e
 

01

1
)0(1 βπ

e+
=−  

Σύνολο 1.0 1.0 

 

Ο λόγος των odds  είναι  

)]}1(1/[)1(log{)1( ππ −=g  
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και   

)]}0(1/[)0(log{)0( ππ −=g  

Ο λόγος   των odds ορίζεται ως  

)]0(1/[)0(

)]1(1/[)1(

ππ
ππ

ψ
−
−

=  

Και ο λογάριθµος αυτών είναι  

)]0(1/[)0(

)]1(1/[)1(
log[)log(

ππ
ππ

ψ
−
−

=  

Χρησιµοποιώντας τις εκφράσεις του πίνακα συνάφειας έχουµε  

1

0

10

100

0

010

10

)
1

1
)(

1
(

)
1

1
)(

1
(

β
β

ββ

βββ

β

βββ

ββ

ψ

e
e

e

ee

e

ee

e

==

++

++=

+

+

+

+

 

 

Ετσι για τη λογιστική παλινδρόµιση µε µια διχότοµη ανεξάρτητη µεταβλητή έχουµε  

1βψ e=  

Ή ισοδύναµα 

1)log( βψ =  

Με άλλα λόγια όταν η ανάλυση παλινδρόµησης έχει σαν ανεξάρτητη µεταβλητή µία µόνο 

κατηγορική µεταβλητή, τότε η λογιστική παλινδρόµηση στην ουσία ισοδυναµεί µε 

ανάλυση πίνακα κατηγοριών.   

Η σπουδαιότητα της παράστασης ψ είναι εµφανής. Αν  η τιµή του Ψ είναι κοντά στο 1 (ή 

ισοδύναµα η τιµή  λογΨ κοντά στο 0 τότε η µεταβλητή Χ δεν έχει µεγάλη προβλεπτική 

ικανότητα  αφού στις δυο οµάδες Χ=0 και Χ=1  η  λόγος πιθανότητας επιτυχίας προς 

αποτυχία είναι ο ίδιος. 

Τα βασικά αποτελέσµατα τα οποία παράγονται από όλα τα στατιστικά πακέτα 

παρουσιάζονται στο επόµενο παράδειγµα.  

 

Για τη µελέτη της  επίδρασης της ηλικίας (Χ) στην αρτηριακή πίεση Υ  µελετώνται 100 

άτοµα. Ο πίνακας συνάφειας είναι ο εξής 
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 Ηλικία (έτη)  

Πίεση 55>= 55< Σύνολο 

Y=1(παρουσία) 21 22 43 

Y=0(απουσία) 6 51 57 

Σύνολο 27 73 100 

  

Τα αποτελέσµατα της προσαρµογής της Λογιστικής παλινδρόµισης  στα δεδοµένα είναι 

τα εξής 

 

 

Μεταβλητές Εκτιµητές 

συντελεστών 

Τυπική 

απόκλιση 

Εκτιµητές /τυπική 

απόκλιση 

Ψ
)

 

Ηλικία 2.094 0.529 3.96 8.1 

Σταθερά -0.841 0.255 -3.30  

 

Η ποσότητα  στη στήλη Ψ
)

 είναι το εκτιµητής µέγιστης πιθανοφάνειας  του  

Λόγου odd Ψ
)

=e2.094=8.1.  

O   λόγος  Ψ είναι  ένας  σηµαντικός παράγοντας στη λογιστική παλινδρόµιση.  Η 

δειγµατική  κατανοµή της  Ψ
)

  όµως   είναι  λοξή επειδή είναι φραγµένη µακριά από το 0.  

Από θεωρητικής πλευράς, για µεγάλα  n  η κατανοµή της  Ψ
)

 προσεγγίζει την κανονική 

κατανοµή. ∆υστυχώς όµως  το δείγµα που απαιτείται για µια τέτοια προσέγγιση είναι 

πολύ µεγάλο.  Για τον λόγο αυτό οτιδήποτε συµπεράσµατα εξάγονται  για την Ψ
)

 είναι 

µέσω της  1ln β
))

=Ψ     η οποία είναι κοντά στη κανονική κατανοµή  για πολύ µικρότερα 

δείγµατα.  Για το 95% διάστηµα εµπιστοσύνης  της Ψ
)

  βρίσκουµε πρώτα το διάστηµα 

εµπιστοσύνης     )( 12/11 ββ
)))

ESz a ×± −    της β1 από το οποίο παίρνουµε το διάστηµα 

εµπιστοσύνης    )](exp[ 12/11 ββ
)))

ESz a ×± −    της   )exp( 1β
))

=Ψ .  Ετσι   για το παράδειγµα  το 

95% διάστηµα εµπιστοσύνης    της Ψ
)

  είναι  ]529,096,1094,2exp[ ×± =(2,9 ,  22,9). 

Ο έλεγχος της υπόθεσης   0:0: 1110 ≠=Η ββ Hvs    είναι ισοδύναµος µε το αν το 

διάστηµα εµπιστοσύνης  περιέχει το 0.     Αναφορικά µε το  Ψ
)

  µας ενδιαφέρει η 

υπόθεση  1:1: 10 ≠Ψ=ΨΗ
))

Hvs    ο οποίος είναι ισοδύναµος µε το αν    το διάστηµα 

εµπιστοσύνης   περιέχει το  1. 
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2.3. Μέθοδοι καλής προσαρµογής για την λογιστική παλινδρόµηση 
Όπως έχουµε πει και στο γενικό µέρος ένα µέτρο καλής προσαρµογής  για το µοντέλο 

είναι η Deviance    

)];();([2 max ylylD ππ
))

−=  

όπου  maxπ)  ο ΕΜΠ για το µέγιστο µοντέλο και π
)

 ο ΕΜΠ για το µοντέλο που µας 

ενδιαφέρει. 

Στην περίπτωση αυτή µπορεί να αποδειχθεί ότι  

∑
=

−

−
−+=

N

i iii

ii
ii

i

i
i

nn

yn
yn

n

y
yD

1

)]log()()log([2
ππ ι
))     

(Ασκηση 10) 

Ετσι η D γράφεται  

∑=
e

o
oD log2  

όπου ο είναι οι παρατηρούµενες συχνότητες  yi  και (ni-yi)  οι αναµενόµενες συχνότητες  
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Αντί να χρησιµοποιήσουµε  τον ΕΜΠ  µπορούµε να εκτιµήσουµε τις παραµέτρους 

ελαχιστοποιώντας  το σταθµισµένο  άθροισµα  τετραγώνων  
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Αυτό είναι ισοδύναµο µε την ελαχιστοποίηση της  Χ2 στατιστικής του Pearson 
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η οποία είναι ασυµπτωτικά ισοδύναµα µε την  στατιστική D. 

Πράγµατι  χρησιµοποιώντας την ταυτότητα  
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∆ηλαδή η ασυµπτωτική κατανοµή της D  κάτω από την υπόθεση ότι το µοντέλο είναι 

σωστό είναι   D~
2

pNx −   δηλαδή προσεγγιστικά  
2

pNX − . 

Υπάρχουν ενδείξεις ότι η   
2

X  είναι συχνά  καλύτερη από την από την D  γιατί η D 

εξαρτάται από    µικρές συχνότητες.  Και οι δυο προσεγγίσεις δεν  θεωρούνται 

ικανοποιητικές όταν οι αναµενόµενες συχνότητες είναι πολύ µικρές (π.χ. µικρότερες 

της µονάδας).  

2.4 Ο χειρισµός των κατηγορικών µεταβλητών σαν ανεξάρτητες µεταβλητές  

 Στην περίπτωση κατά την οποία πρέπει να χρησιµοποιηθεί  µια κατηγορική 

µεταβλητή Χ  µε ν επίπεδα  (Χ=0,1,2,…,ν)  σαν ανεξάρτητη µεταβλητή τότε πρέπει 

πρέπει αντί αυτής να εισάγουµε στο µοντέλο της λογιστικής παλινδρόµισης   ν-1 το 

πλήθος δυωνυµικές µεταβλητές.  

Παράδειγµα   

Εστω ότι θέλουµε να εισάγουµε τη µεταβλητή  Χ= Οικογενειακή κατάσταση,η οποία 

µπορεί να πάρει  τις τιµές 











=

Χήρος/α3

ος/η∆ιαζευγµέν2

ς/ηΠαντρεµένο1

Αγαµος/η0

X   

Αντί της παραπάνω µεταβλητής υπεισέρχονται στο µοντέλο οι τρεις µεταβλητές  

 




=
Αλλο0

ςΠαντρεµένο1
1X  
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



=
Αλλο0

ος∆ιαζευγµέν1
2X  





=
Αλλο0

Χήρος1
3X  

Προφανώς µια τέταρτη µεταβλητή µε τιµή 1 για την επιλογή Αγαµος και 0 αλλού  δεν 

µπορεί να µπεί στο µοντέλο γιατί θα είχαµε πολυσυγραµµικότητα .  

Το σύνολο το οποίο ‘’αγνοείται ‘’ λαµβάνεται  σαν βάση αναφοράς.   Για το 

παραπάνω παράδειγµα, ο λογάριθµος του λόγου των odds  των παντρεµένων, των 

διαζευγµένων, και των χήρων λαµβάνεται ως προς την οµάδα Αγαµος που είναι η 

βάση αναφοράς.  

Στην πράξη αυτή η µετατροπή πολύτοµων κατηγορικών ανεξάρτητων µεταβλητών 

σε ένα σύνολο δυαδικών γίνεται αυτόµατα από όλα τα στατιστικά πακέτα.      

2.5 Κατασκευή του µοντέλου 

Εως τώρα έχουµε ασχοληθεί µε τη εκτίµηση, τον έλεγχο και την ερµηνεία των  

συντελεστών  των µοντέλων.  Σε πολλές περιπτώσεις, από ένα µεγάλο σύνολο 

ανεξάρτητων µεταβλητών  επιθυµούµε να επιλέξουµε εκείνες τις µεταβλητές οι 

οποίες οδηγούν  σε ένα βέλτιστο (µε κάποια έννοια µοντέλο).  Για να πετύχουµε 

αυτόν τον στόχο, πρέπει να έχουµε  α)  µια  βασική µέθοδο επιλογής των 

µεταβλητών και β)  ένα σύνολο µεθόδων για να ελέγχουµε την επάρκεια των 

µεθόδων. 

Η απλούστερη και συνηθέστερη  διαδικασία είναι η enter όπου όλες οι µεταβλητές 

εισέρχονται σαν µία οµάδα.   

Άλλες διαδικασίες είναι οι  

Forward :  όπου η διαδικασία ξεκινά µε την ‘’καλύτερη ‘’ µεταβλητή , στη συνέχεια 

προσθέτει  την καλύτερη από τις υπόλοιπες κ.λ.π. µέχρις ότου  προσθέτοντας µία 

νέα µεταβλητή η αύξηση της λογαριθµικής συνάρτησης πιθανοφάνειας δεν είναι 

στατιστικώς σηµαντική.  

Backwards: Ξεκινά  µε όλο το σύνολο των µεταβλητών και απορρίπτει διαδοχικά τη  

χειρότερη   από τις εναποµείναντες.  

Stepwise: Είναι ανάλογη της Forward  µε τη διαφορά ότι κάθε φορά που µια 

µεταβλητή εισέρχεται στο µοντέλο, ελέγχει αν  στο νέο σύνολο όλες οι µεταβλητές 

είναι στατιστικώς σηµαντικές. 

Η stepwise δεν είναι διαθέσιµη στο SPSS. 

2.5 Η λογιστική παλινδρόµηση στο SPSS 
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Θα αναλύσουµε το αρχείο logistic.sav  στο οποίο καταγράφονται  παρατηρήσεις 

420 παιδιών λυκείου . Ο σκοπός της µελέτης είναι να βρεθούν οι παράγοντες 

που επηρεάζουν την εµφάνιση άσθµατος.   

Οι µεταβλητές που κατεγράφησαν είναι  

asdiagn95 =1 για παρουσία άσθµατος , 0 για µη παρουσία άσθµατος 

fvc95= χωρητικότητα των πνευµόνων. 

mef5095=πίεση εξόδου του αέρα από τα πνευµόνια 

whz1295=αν υπάρχει συριγµός κατά την έξοδο του αέρα. 

couev95=αν υπάρχει βήχας 

heyfev95= παρουσία εαρινής  ρινοεπιπεφυκίτιδας. 

areagroup=1 για αστική περιοχή, 0 για επαρχία 

smoking=αν καπνίζει το ίδιο το παιδί 

mosmpreg=αν κάπνιζε η µητέρα του κατά την διάρκεια της εγκυµοσύνης 

pets=ύπαρξη κατοικίδιων 

catpets=επαφή µε γάτες 

outbask=εξωτερικές αθλητικές δραστηριότητες. 

  

Για να χρησιµοποιήσουµε  το SPSS   στη λογιστική παλινδρόµιση κάνουµε τα 

εξής βήµατα. 

Analyze-�Regression-�Binary Logistic 
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Στη συνέχεια στην επιλογή Binary Logistic  θέτουµε  στη θέση dependent    την 

εξαρτηµένη µεταβλητή  asdiag95. 

Στη θέση covariates θέτουµε τις ανεξάρτητες µεταβλητές. 

Σαν µέθοδο επιλέγουµε την enter. 
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Στη συνέχεια πρέπει να ορίσουµε τις κατηγορικές µεταβλητές. Επιλέγουµε  λοιπόν 

την θέση categorical  και σύρουµε µέσα τις κατηγορικές µεταβλητές. Η επιλογή 

reference category  έχει νόηµα κυρίως όταν κατηγορική µεταβλητή έχει πάνω από 

δύο επίπεδα όπου όλα τα άλλα επίπεδα συγκρίνονται ως προς την reference 

category που επιλέγουµε. 

 

 

 

    Στη συνέχεια,  στην επιλογή option  οι πιο σηµαντικές επιλογές είναι το Hosmer 

and Lemeshov goodness-of-fit test, το διάστηµα εµπιστοσύνης του exp(β)  Η επιλογή  

probability for stepwise  αναφέρεται στην περίπτωση όπου  η µέθοδος δεν είναι η 



 35 

enter αλλά  κάποια από τις  forward ή backward  όπου οι µεταβλητές εισέρχονται ή 

εξέρχονται στο µοντέλο µε κάποιες προκαθορισµένες πιθανότητες. 

∆εν πρέπει να ξεχνάµε ότι η εξαρτηµένη µεταβλητή  είναι δυαδική µε τιµές 0  ή 1. Η 

αντίστοιχη πρόβλεψη είναι  η  π=P(Υ=1). Με  το classification cutoff=0.5 ορίζουµε ότι 

για π<0.05 η προβλεπόµενη τιµή του µοντέλου είναι 0 και για π≥0.5  είναι 1.  

  

 

 

Τα αποτελέσµατα είναι τα εξής 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Logistic Regression 
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Case Processing Summary

820 100,0

0 ,0

820 100,0

0 ,0

820 100,0

Unweighted Cases
a

Included in Analysis

Missing Cases

Total

Selected Cases

Unselected Cases

Total

N Percent

If weight is in effect, see classification table for the total

number of cases.

a. 

 
Στον παραπάνω πίνακα έχουµε τον αριθµό των παρατηρήσεων καθώς και των 
περιπτώσεων µε missing values 

Dependent Variable Encoding

0

1

Original Value
,00

1,00

Internal Value

        
   Ο παραπάνω πίνακας µας ενηµερώνει το πως αντιλαµβάνεται το SPSS  κωδικοποίηση 
της εξαρτηµένης µεταβλητής. 
 

Categorical Variables Codings

673 1,000

147 ,000

765 1,000

55 ,000

717 1,000

103 ,000

478 1,000

342 ,000

330 1,000

490 ,000

717 1,000

103 ,000

497 1,000

323 ,000

375 1,000

445 ,000

762 1,000

58 ,000

,00

1,00

outbaske

,00

1,00

couev95

,00

1,00

hayfev95

,00

1,00

areagrou

,00

1,00

smoking

,00

1,00

mosmpreg

,00

1,00

catpet95

,00

1,00

pets95

,00

1,00

whz1295

Frequency (1)

Paramete

r coding

 

 
Ο παραπάνω πίνακας είναι πληροφοριακός στο πως κωδικοποιεί το SPPP τις  
κατηγορικές µεταβλητές 
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Στη συνέχεια στο Block  0 µελετάται  το τετριµµένο µοντέλο  

0)
1

log( β
π

π
=

−
. 

Block 0: Beginning Block 
 

Classification Tablea,b

724 0 100,0

96 0 ,0

88,3

Observed
,00

1,00

asdiag95

Overall Percentage

Step 0
,00 1,00

asdiag95 Percentage

Correct

Predicted

Constant is included in the model.a. 

The cut value is ,500b. 

 

Variables in the Equation

-2,020 ,109 346,010 1 ,000 ,133ConstantStep 0
B S.E. Wald df Sig. Exp(B)

 
Ο παραπάνω πίνακας δείχνει ο σταθερός όρος δεν είναι 0. 
Ο επόµενος πίνακας δείχνει ποία από τις µεταβλητές είναι η πιο σηµαντική και η οποία θα 
µπει πρώτη  στο µοντέλο. Είναι χρήσιµος όταν έχουµε επιλέξει κάποιας µορφής stepwise 
διαδικασία. 

Variables not in the Equation

,384 1 ,535

1,616 1 ,204

275,954 1 ,000

34,673 1 ,000

267,916 1 ,000

1,232 1 ,267

,556 1 ,456

1,005 1 ,316

,172 1 ,678

,163 1 ,687

1,840 1 ,175

378,140 11 ,000

fvc95

mef5095

whz1295(1)

couev95(1)

hayfev95(1)

areagrou(1)

smoking(1)

mosmpreg(1)

pets95(1)

catpet95(1)

outbaske(1)

Variables

Overall Statistics

Step

0

Score df Sig.
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Στη συνέχεια λόγω της µεθόδου που έχουµε επιλέξει εισάγει όλες τις µεταβλητές σαν ένα 
σύνολο (block) 
 

Block 1: Method = Enter 
Στον παρακάτω πίνακα ελέγχεται η υπόθεση ότι το µοντέλο µε όλες τις µεταβλητές είναι 
το ίδιο µε το τετριµµένο µοντέλο. Η υπόθεση αυτή απορρίπτεται.  

Omnibus Tests of Model Coefficients

256.920 11 .000

256.920 11 .000

256.920 11 .000

Step

Block

Model

Step 1
Chi-square df Sig.

 
 
Στον παρακάτω πίνακα δίνονται κάποια στατιστικά χαρακτηριστικά του µοντέλου. 

Model Summary

335.207a .269 .523

Step
1

-2 Log

likelihood

Cox & Snell

R Square

Nagelkerke

R Square

Estimation terminated at iteration number 6 because

parameter estimates changed by less than .001.

a. 

 
 

Classification Tablea

712 12 98.3

50 46 47.9

92.4

Observed
.00

1.00

asdiag95

Overall Percentage

Step 1
.00 1.00

asdiag95 Percentage

Correct

Predicted

The cut value is .500a. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Στον παρακάτω πίνακα δίνει ποιες µεταβλητές είναι στατιστικώς σηµαντικές για το 
µοντέλο.   
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Variables in the Equation

.005 .022 .052 1 .820 1.005

.004 .016 .063 1 .801 1.004

-3.070 .421 53.226 1 .000 .046

-1.259 .450 7.819 1 .005 .284

-2.939 .331 79.066 1 .000 .053

-.393 .377 1.083 1 .298 .675

.037 .311 .014 1 .906 1.037

-.371 .463 .642 1 .423 .690

-.585 .453 1.664 1 .197 .557

.305 .426 .513 1 .474 1.357

-.178 .409 .189 1 .664 .837

3.771 2.082 3.282 1 .070 43.429

fvc95

mef5095

whz1295(1)

couev95(1)

hayfev95(1)

areagrou(1)

smoking(1)

mosmpreg(1)

pets95(1)

catpet95(1)

outbaske(1)

Constant

Step

1
a

B S.E. Wald df Sig. Exp(B)

Variable(s) entered on step 1: fvc95, mef5095, whz1295, couev95, hayfev95, areagrou,

smoking, mosmpreg, pets95, catpet95, outbaske.

a. 

 
Σαν αποτέλεσµα έχουµε ότι οι παράγοντες που  σχετίζονται µε την εµφάνιση άσθµατος 
είναι  η παρουσία βήχα, το σύριγµα κατά την εκπνοή, και η παρουία εαρινής  
ρινοεπιπεφυκίτιδας.  
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