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1 Arijm sima sÔnola

Sto Dhmotikì m�jame na metr�me to pl joc twn antikeimènwn enìc sunìlou A (portokali¸n,
m lwn, k.a.) me ta d�qtula mac, me xul�kia   kai me Arijmht rio (oi pio proqwrhmènoi). Me
prosoq  antistoiqoÔsame k�je èna d�qtulo mac me akrib¸c èna antikeÐmeno tou A ¸ste na mhn
perissèyei kanèna antikeÐmeno.

Sta Majhmatik� qrhsimopoioÔme aut  thn apl  mèjodo, o G. Cantor èqei k�nei shmantik 
doulei� sthn prosp�jeia na metr sei �peira sÔnola, gia na sugkrÐnoume-metr soume dÔo o-
poiad pote sÔnola A kai B. Pio austhr�, gia na deÐxoume ìti |A| = |B| arkeÐ na broÔme mia
sun�rthsh f : A → B pou na eÐnai ��1-1�� (na antistoiqeÐ me monadikì trìpo k�je x ∈ A se èna
mìno y ∈ B) kai ��epÐ�� (k�je y ∈ B na eÐnai eikìna k�poiou x ∈ A, dhlad  kanèna stoiqeÐo tou
B na mhn meÐnei azeug�rwto me k�poio stoiqeÐo tou A).

H mèjodoc aut , par� thn aplìthta thc, od ghse se meg�la probl mata ton Cantor kai ta
par�xena sumper�smata tou proxènhsan to mènoc isqur¸n Majhmatik¸n proswpikot twn thc e-
poq c tou (Kronecker). Gia na p�roume mia idèa twn problhm�twn pou enèkuyan, ac fantastoÔme
èna sÔnolo A apoteloÔmeno apì �peira zeug�ria papoutsi¸n. Dhlad  to sÔnolo

A = {Z1, Z2, . . . , },

ìpou Zi eÐnai to i-ostì zeÔgoc tou A. DhmiourgoÔme èna nèo sÔnolo papoutsi¸n B wc ex c.
Apì k�je zeÔgoc papoutsi¸n Zi ∈ A, antigr�foume to aristerì papoÔtsi Pa

i ∈ Zi = {Pa
i ,Pd

i }
kai to eis�goume sto sÔnolo B, dhmiourg¸ntac to nèo sÔnolo arister¸n papoutsi¸n

B = {Pa
1 ,Pa

2 , . . . , },

ìpou Pa
i eÐnai to i-ostì aristerì papoÔtsi tou i-ostoÔ zeÔgouc papoutsi¸n Zi, i = 1, . . . ,∞.

• 'Ena èmpeiro m�ti antilamb�netai ìti to sÔnolo B èqei ligìtera papoÔtsia apì to A, diìti
tou leÐpoun ìla ta dexi� papoÔtsia tou A. 'Ara |B| < |A|.

• To par�doxo eÐnai ìti èna èmpeiro mualì antilamb�netai thn profan  sun�rthsh f : A → B
pou eÐnai ��1−1�� kai ��epÐ�� tou B. Me apl� lìgia, h f antistoiqeÐ to i-ostì stoiqeÐo Zi tou
sunìlou A sto i-ostì stoiqeÐo Pa

i tou B me monadikì trìpo kai kanèna stoiqeÐo (aristerì
papoÔtsi) tou B den mènei azeug�rwto. 'Ara |B| = |A|.

M pwc to parap�nw par�doxo |B| = |A| ofeÐlete se k�poio l�joc wc proc ton orismì thc
sunart sewc f pou antistoiqeÐ stoiqeÐa tou A me tou B; M pwc kai an akìmh all�xoume thn f
to par�doxo |B| = |A| paramènei;
Orismìs 1 'Ena sÔnolo A onom�zetai arijm simo an up�rqei ��1-1�� kai ��epÐ�� sun�rthsh f :
N → A, ìpou N eÐnai to sÔnolo twn Fusik¸n Arijm¸n.

2 Oi mhqanèc Turing eÐnai arijm simec

Gia thn apìdeixh tou zhtoumènou mac bohj�ei na apodeÐxoume pr¸ta to parak�tw:



Oi peperasmènec lèxeic eÐnai arijmÐshmec: An S eÐnai èna alf�bhto, tìte to sÔnolo ìlwn
twn peperasmènwn lèxewn pou mporoÔme na sqhmatÐsoume apì to S eÐnai arijm simo (dhlad 
mporoÔn na mpoun sthn seir� ìpwc oi fusikoÐ arijmoÐ). Gia par�deigma, an S= {0, 1} tìte
mporoÔme na diat�xoume lexikografik�1 (eÐnai o trìpoc pou kajorÐzei th seir� pou emfanÐzontai
oi lèxeic se èna lexikì) ìlec tic peperasmènec lèxeic

ε, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111, 0000, . . .

ìpou me autì ton trìpo eÔkola prokÔptei h ��1-1�� kai ��epÐ�� antistoÐqhsh me touc FusikoÔc
arijmoÔc

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, . . .

Oi mhqanèc Turing perigr�fontai wc lèxeic peperasmènou m kouc: Mia mhqan  Turing
M apoteleÐtai apì peperasmèna sÔnola sumbìlwn pou dhl¸noun tic katast�seic, thn sun�r-
thsh met�bashc, k.a. Sunep¸c, mporoÔme na kwdikopoi soume th M wc mia peperasmènh lèxh
wM ∈S∗. Apì thn prohgoÔmenh enìthta eÐdame ìti to sÔnolo ìlwn twn peperasmènwn lèxewn
pou mporoÔn na sqhmatistoÔn apì èna alf�bhto S eÐnai arijm simo. Dhlad  mporoÔn na mpoun
se lexikografik  seir�

w1, w2, w3, w4, . . . (1)

Profan¸c h i-ost  lèxh wi aut c thc seir�c mporeÐ na mhn kwdikopoieÐ kamÐa mhqan  Turing.
'Omwc, diatrèqontac tic lèxeic thc lexikografik c diat�xewc (1) apì arister� proc ta dexi�,
sunantoÔme thn 1h lèxh wM1 pou kwdikopoieÐ mia mhqan  Turing M1, met� thn 2h lèxh wM2

pou kwdikopoieÐ mia mhqan  Turing M2, k.t.l. Me autì ton trìpo prokÔptei h lexikografik�
diatetagmènh upakoloujÐa thc (1)

wM1 , wM2 , wM3 , wM4 , . . . (2)

apoteloÔmenh mìno apì tic lèxeic pou kwdikopoioÔn mhqanèc Turing. Autì shmaÐnei ìti kai
to sÔnolo ìlwn twn mhqan¸n Turing eÐnai arijm simo, diìti h (2) eÐnai se antistoiqÐa me touc
fusikoÔc arijmoÔc.

3 Oi gl¸ssec eÐnai mh arijm simec

JumÐzoume pwc orÐzoume mia Gl¸ssa se èna peperasmèno alf�bhto S.

Orismìs 2 'Estw S∗ to sÔnolo ìlwn twn lèxewn (peperasmènou m kouc kai mh) pou mporoÔn
na sqhmatistoÔn apì to alf�bhto S. Mia gl¸ssa L eÐnai èna uposÔnolo tou S∗, dhlad  L ⊆
S∗.

Gia thn kalÔterh katanìhsh tou sunìlou ìlwn twn glwss¸n pou mporoÔme na kataskeu�soume
apì èna dosmèno alf�bhto S, arqik� deÐqnoume thn parak�tw eÔkolh idiìthta.

1ProqwroÔme se aÔxousa seir� apì ìlec tic lèxeic m kouc 0, met� m kouc 1, m kouc 2, . . . k.t.l. MetaxÔ dÔo
lèxewn Ðsou m kouc mikrìterh eÐnai aut  me to mikrìtero shmantikì yhfÐo. Prosèxte ìti gia na gr�youme se
aut  thn seir� thn mikrìterh lèxh m kouc n0 +1 prèpei na èqoume diat�xei prohgoumènoc ìlec tic lèxeic m kouc
≤ n0.



To sÔnolo ìlwn twn anagnwrÐsimwn glwss¸n eÐnai arijm simo. 'Estw mia mhqan 
Turing M . H gl¸ssa L(M) thc mhqan c M apoteleÐtai apì ìlec tic lèxeic w ∈ S∗ gia tic
opoÐec M(w) = NAI. K�je anagnwrÐsimh gl¸ssa L ⊆ S∗ èqei toul�qiston mia mhqan  Turing
ML ¸ste gia k�je lèxh w ∈ L h mhqan  ML termatÐzei se kat�stash NAI. Antilambanìmaste
loipìn ìti gia k�je anagnwrÐsimh gl¸ssa L ⊆ S∗, an eÐnai h mhqan  Turing ML pou thn
anagnwrÐzei, tìte isqÔei

L(ML) ≡ L.

Me autì ton trìpo, to sÔnolo ACCEPT ìlwn twn anagnwrÐsimwn glwss¸n mporeÐ na grafeÐ
austhr� wc

ACCEPT = {L ⊆ S∗ | ∃ M ¸ste L(M) = L}.
ParathroÔme ìti apì thn arÐjmhsh (2) ìlwn twn mhqan¸n Turing prokÔptei h arÐjmhsh ìlwn
twn anagnwrÐsimwn glwss¸n

L(M1), L(M2), L(M3), L(M4), . . . = LM1 , LM2 , LM3 , LM4 , . . . (3)

To sÔnolo ìlwn twn glwss¸n eÐnai mh arijm simo. EÐdame ìti ìlec oi peperasmènou
m kouc lèxeic pou mporoÔn na sqhmatistoÔn apì èna peperasmèno alf�bhto S eÐnai arijmÐshmec,
diìti mporoÔn na mpoun sthn seir� ìpwc oi lèxeic enìc lexikoÔ, deÐte (1).

Sthn sunèqeia, eÐdame ìti mia upakoloujÐa lèxewn thc (1) mporeÐ na b�lei sthn seir� ìlec
tic mhqanèc Turing, dhlad  eÐdame ìti kai to sÔnolo ìlwn twn mhqan¸n Turing eÐnai arijm simo,
deÐte (2).

Tèloc, epeid  k�je mÐa mhqan  Turing M orÐzei monos manta kai thn gl¸ssa LM pou ana-
gnwrÐzei (prosoq , k�je mia anagnwrÐsimh gl¸ssa L den orÐzei monos manta akrib¸c mia mhqan 
ML pou anagnwrÐzei thn L, diìti dÔo   perissìterec diaforetikèc mhqanèc mporeÐ na anagnwrÐ-
zoun thn Ðdia gl¸ssa), katal xame ìti kai to sÔnolo ìlwn twn anagnwrÐsimwn glwss¸n eÐnai
arijm simo, deÐte (3).

Dustuq¸c, to sÔnolo ìlwn twn glwss¸n eÐnai mh arijm simo. Autì shmaÐnei ìti up�rqoun
kai �llec gl¸ssec, ektìc apì tic anagnwrÐsimec (jumhjeÐte ìti oi anagnwrÐsimec gl¸ssec empe-
rièqoun tic apofasÐsimec gl¸ssec), oi opoÐec emploutÐzoun to sÔnolo ìlwn twn glwss¸n tou
S∗, kai to kajistoÔn mh arijm simo. O emploutismìc autìc ofeÐlete se pio perÐplokec gl¸ssec,
p.q. gl¸ssec mh anagnwrÐsimec (deÐte Par�deigma 1).

Ja apodeÐxoume ìti to sÔnolo ìlwn twn glwss¸n eÐnai mh arijm simo me thn mèjodo thc
DiagwnopoÐhshc. 'Estw h arÐjmhsh (1) ìlwn twn peperasmènwn lèxewn pou mporoÔn na sqhma-
tistoÔn apì to alf�bhto S. Prosèxte ìti h arÐjmhsh (1) èqei arister  arq  ma den èqei dexiì
peperasmèno tèloc. 'Estw opoiad pote gl¸ssa L ⊆ S∗. H gl¸ssa L eÐnai èna peperasmèno  
�peiro sÔnolo lèxewn tou S∗. Oi lèxeic thc L mporoÔn na parastajoÔn wc mia apeÐrou m kouc
duadik  akoloujÐa sumbìlwn 0, 1. Dhlad 

L → 00101110 . . . , (4)

ìpou sthn i-jèsh up�rqei to yhfÐo 1 an h i-sth lèxh pou emfanÐzetai sth lexikografik  seir�
(1) eÐnai lèxh thc gl¸ssac L, alli¸c emfanÐzetai to yhfÐo 0. Sthn ousÐa, k�je gl¸ssa L thn
kwdikopoioÔme me monadikì trìpo me thn morf  miac apeÐrou m kouc duadik c lèxewc.

An deÐxoume ìti to sÔnolo ìlwn twn apeÐrwn duadik¸n akolouji¸n eÐnai arijm simo tìte ja
èqoume deÐxei ìti to sÔnolo ìlwn twn glwss¸n eÐnai arijm simo. Gia na katal xoume se Atopo,



ac upojèsoume ìti to sÔnolo twn apeÐrwn duadik¸n akolouji¸n thc morf c (4) eÐnai arijm simo,
dhlad  èstw mia antistoÐqhsh tou me touc fusikoÔc arijmoÔc thc morf c

b1, b2, b3, b4, . . . , (5)

ìpou k�je bi eÐnai mia duadik  akoloujÐa thc morf c (4). Tìte mporoÔme na kataskeu�soume
mia nèa duadik  akoloujÐa pou den emfanÐzetai sthn seir� (5), thc morf c

D = d1d2d3 . . . di . . . , ìpou k�je di ∈ {0, 1} (6)

kai to di eÐnai to antÐjeto yhfÐo tou i-ostoÔ yhfÐou thc duadik c akoloujÐac bi pou emfanÐzetai
sthn seir� (5). Profan¸c h D den tautÐzetai me kamÐa duadik  akoloujÐa thc antistoÐqhshc
me touc fusikoÔc arijmoÔc (5) (pou upojèsame ìti up�rqei), diìti ek kataskeu c diafèrei apì
k�je bi toul�qiston sto i-ostì yhfÐo. Katal xame se �topo, diìti h upìjesh mac  tan ìti h
(5) perièqei ìlec tic duadikèc lèxeic.

Par�deigma 1 GnwrÐzoume ìti h gl¸ssa

ACCEPT = {〈M ;w〉| M(w) = NAI},

eÐnai anagnwrÐsimh (prosoq  sthn apìdeixh thc anagnwrisimìthtac thc) qwrÐc na eÐnai apofasÐ-
simh. Mia mh anagnwrÐsimh gl¸ssa eÐnai h

ACCEPT = {〈M ; w〉 | M(w) 6= NAI }.

H ACCEPT eÐnai mh anagnwrÐsimh, diìti an  tan anagnwrÐsimh tìte oi gl¸ssec ACCEPT,ACCEPT
ja  tan apofasÐsimec (giatÐ;), to opoÐo eÐnai �topo.

A. Kapìrhc
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