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Κρυσταλλικές δοµές 
 

(1) Η µέγιστης πυκνότητας εξαγωνική (µπε – hcp) έχει 
συντελεστή ατοµικής πλήρωσης (το ποσοστό του όγκου της µοναδιαίας 
κυψελίδας που καλύπτουν τα άτοµα – σκληρές σφαίρες) 0.74. Ποια θα 
πρέπει να είναι η τιµή του λόγου c/a στο αριστερό σχήµα (όπου τα άτοµα 
απεικονίζονται ως σφαίρες µειωµένων διαστάσεων για λόγους ευκρίνειας
ώστε να επιτυγχάνεται ο παραπάνω συντελεστής; Κάνετε µία υπόθεση για 
την απόκλιση από αυτήν την τιµή που παρουσιάζουν τα πραγµατικά 
υλικά. (Υπόδειξη: στο τετράεδρο που σκιαγραφείται τα τέσσερα άτοµ
είναι σε επαφή.) 
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Απάντηση: 
 

 Σύµφωνα µε το παραπάνω σχήµα, το ύψος του τετραέδρου θα 
είναι ίσο µε c/2. Εφόσον τα τέσσερα άτοµα στις κορυφές του 
τετραέδρου εφάπτονται (αν δεν συνέβαινε αυτό ο συντελεστής 
ατοµικής πλήρωσης θα ήταν µικρότερος από 0.74) το πρόβληµα 
ανάγεται στον υπολογισµό του ύψους ενός κανονικού 
τετραέδρου µε ακµή a = 2r, όπου r η ατοµική ακτίνα. Η 
γεωµετρία ενός κανονικού τετραέδρου δίνεται στο σχήµα 
αριστερά. Το ύψος του, ΓΚ, τέµνει το ύψος του τριγώνου ΑΒ∆ 
της βάσης, ΑΜ, στα 2/3, ΑΚ = ⅔ ΑΜ. Το ύψος του ΑΒ∆, ΑΜ, 
είναι και διάµεσος, ΒΜ = ½ Β∆. Όµως, Β∆ = ΑΒ = 2r (τα άτοµα 
της βάσης εφάπτονται. Άρα: 
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2 2 2 2: (2 )r r rΑΒΜ ΑΜ = ΑΒ −ΒΜ = − = 3  

 
Επίσης, τα άτοµα πάνω στην ΑΓ είναι σε επαφή, ΑΓ = 2r. Άρα: 
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∆ηλαδή, ΓΚ/r = ΓΚ/(½ΑΒ) = (2ΓΚ)/ΑΒ = c/a = 1.633 
 
 
(2) Σχεδιάστε την ατοµική διάταξη του επιπέδου (100) για την εδροκεντρωµένη κυβική (εκκ – fcc) και 
του (111) για την χωροκεντρωµένη κυβική (χκκ – bcc). 
 
Απάντηση: 
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(3) Στο σχήµα δεξιά δίνονται οι διατάξεις των ατόµων για διάφορες 
κρυσταλλογραφικές διευθύνσεις για ένα υποθετικό µέταλλο. Για κάθε 
διεύθυνση οι κύκλοι αναπαριστούν µόνο τα άτοµα που περιέχονται στην 
µοναδιαία κυψελίδα και είναι µειωµένων διαστάσεων (δεν φαίνεται αν 
εφάπτονται ή όχι). Σε ποιο από τα εφτά κρυσταλλικά συστήµατα ανήκει η 
µοναδιαία κυψελίδα; Πως θα ονοµαζόταν η δοµή αυτή; (Υπόδειξη: προφανώς 
δεν είναι κυβικό γιατί οι διευθύνσεις [100], [010] δεν είναι ισοδύναµες µε την 
[001], δηλ., δεν έχουν την ίδια ατοµική πυκνότητα.) 
 
 
Απάντηση: 
 
Παρατηρούµε τα εξής: 
Στις διευθύνσεις της βάσης (α), [100] και [010], οι αποστάσεις των ατόµων είναι ίσες, a = b. 
Η διαγώνιος της βάσης (β), [110], είναι 0.566 nm = 21/2·0.40 nm = 21/2·a, δηλ., η βάση είναι 
τετραγωνική, α = 90°, και στο κέντρο περιέχει ένα άτοµο. 
Οι διαγώνιες των όρθιων εδρών, [011] και [101], είναι 0.64 nm = (0.52 + 0.42) 1/2 nm = (c2 + a2) ½, 
δηλ., οι όρθιες έδρες είναι ορθογώνιες, β = γ = 90°, και στο κέντρο περιέχουν ένα άτοµο. 
Σύµφωνα µε τα παραπάνω η δοµή ανήκει στο τετραγωνικό σύστηµα και το προφανές όνοµα θα ήταν 
εδροκεντρωµένη τετραγωνική. 
 
 
 (4) Όπως η άσκηση (3) µε τα ατοµικά επίπεδα που φαίνονται στο παρακάτω σχήµα. 
 

 
 
Παρατηρούµε τα εξής: 
Οι ακµές της βάσης είναι διαφορετικές, a = 0.3 nm, b = 0.4 nm. 
Στο (110) η µια πλευρά είναι 0.50 nm = (0.32 + 0.42) 1/2 nm = (a2 + b2) 1/2, άρα c = 0.35 nm και στο 
κέντρο περιέχει ένα άτοµο. 
Στο (101) η µια πλευρά είναι 0.46 nm = (0.32 + 0.352) 1/2 nm = (a2 + c2) 1/2 και στο κέντρο περιέχει ένα 
άτοµο. 
Άρα η δοµή ανήκει στο ορθοροµβικό σύστηµα και το προφανές όνοµα θα ήταν χωροκεντρωµένη 
ορθοροµβική. 
 



 
Μέτρα ελαστικότητας 
 
 (5) Αποδείξτε την σχέση ανάµεσα στα µέτρα ελαστικότητας Ε, Κ, ν, Ε = 3(1-2ν)Κ. (Υπόδειξη: 
θεωρήστε την υδροστατική πίεση ως τριαξονική εντατική κατάσταση και χρησιµοποιείστε την αρχή 
της επαλληλίας· θεωρήστε ότι τα γινόµενα των παραµορφώσεων, π.χ., εxεy, είναι αµελητέα.) 
 
Απάντηση: 
 
Ξεκινάµε από την εντατική κατάσταση της υδροστατικής πίεσης (θλιπτική, -p) σε κυβικό στοιχείο 
µοναδιαίας ακµής: 

Η µεταβολή στον όγκο ∆V είναι: 
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όπου θεωρούµε ότι οι δεύτερης τάξης παραµορφώσεις (π.χ., εz
2) είναι 

αµελητέες. Οι παραµορφώσεις δίνονται από σχέσεις: 
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Αντικαθιστώντας στην (1) τις σχέσεις για τις παραµορφώσεις: 
3(2 1) pV

E
ν −

∆ = −  (3). 

Όµως K = -p/(∆V/V), και από την (3), Ε = 3(1-2ν)Κ. 
 
 
 (6) Αποδείξτε την σχέση ανάµεσα στα µέτρα ελαστικότητας Ε, G, ν, Ε = 2(1+ν)G. (Υπόδειξη: 
θεωρήστε ράβδο σε εφελκυσµό και αναλύστε την παραµόρφωση ενός τετραγωνικού στοιχείου 
µοναδιαίας πλευράς και µιας διαγωνίου του: 

· θεωρήστε ότι η παραµόρφωση είναι πολύ 
µικρότερη της µονάδας.) 
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Απάντηση: 
 
Το τετράγωνο θα παραµορφωθεί σε ορθογώνιο παραλληλόγραµµο, όπου β = π/4 – γm/2. 
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όπου υποθέτουµε ότι οι παραµορφώσεις είναι πολύ µικρές σε 
σχέση µε τα αρχικά µεγέθη. Όµως, η µέγιστη διατµητική τάση 

εµφανίζεται σε κλίση 45° σε σχέση µε τον άξονα εφελκυσµού, τm = ½ σx. Άρα η (1) είναι, E = 
2(1+ν)G. 
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