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YYNAPTHXEIX

MAPIA-EAENH IIOYAOY

TMHMA MHXANIKQN IXEAIAZHZ [TPOIONTQN KAI ZYSTHMATQN



BAXIKEX IATOTHTEX AIIEIKONIXEQN

Optopdc: Mia omeikovion f: A — Bovopdleton 1—1 6tav 600 onoadinote diapopeTika
ototeio, E6T® X, X, TOV AVKOLY GTO A €YOUV SLOPOPETIKEG EIKOVEG, ONANST| AVTIGTOLLOVV
o€ 000 dlopopetikd onpeia Tov B,

X, X, €A pe X, =X, = F(x,)=f(X,),
N OLPOPETIKA UTOPOVIE VO TOVUE OTL €0V dVO EIKOVES €ivar 10EG TOTE VTO GUVETAYETOL OTL
B avtioTo oV ot 1010 onpeia oo medio opiopol, dnAadn

X, X, €A pe f(x,)=F(X,)=X%, =X,.

Opiopog: Mia anewkovion f:A — B ovopdletan i dtav kabe otoryeio tov B avtictoyel o
KOO0V otoyeiov Tov A.

Optoude: Mia ameikévion 1A — B ovopdleton ap@ipovosiipavtn otov sivar 1-1 xou .

MMapadeiypato

1. 10 mapdaderypo avtd PAEmovpe 0Tl To. otorkEia B,y,0 aviiotoyoby oty idwo ekdva,
dniadn oto Sotoyeio tov B, emopévog dev eivon 1-1. Agv eivar dpmg ovte emi kabmdg
VIAPYOLY GTOLYELN TOL GLVOLOL B oL dev avtioToyovv Tovbevd oo A, 6mwg To 1,3,4.
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2. Z10 mopdderypo. avtd PAémovue OTL TO. OTOXEID TOL GULVOAOL A AVTIGTOWOLV GE
dlopopeTikég e1kdveG Tov GuVOAOL B ko emopévag etvan 1-1. Agv givar emti kabmg vrapyovv
otolyeiat 610 cuvoro B mov dev avtictoryovv g Kavéva ototyeia Tov A.

3. 210 mopadeypo avtd PAETOLUE OTL OA TO. SIPOPETIKA GTOLYEID TOV A AVTIGTOLOVV GE
dwpopetikd otoeio Tov B kot avtiotpopa. Emopéveg eivor 1-1 ko emi, dmiadn

CLLLLLOVOOTLLOLVTT).
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Hapatpnon

Oupifovue 611 £dv oyxedidcovpe TV Ypapikn mapdotacn pog cvvdptnong f tote avtn Ha
givan 1-1 gdv kabe TapdiAnin gvbeia Tpog tov d&ova 0X TéUVEL TV GLVAPTNOT TO TOAD GE
éva ompeio.

BAXIKEX IAIOTHTEX XYNAPTHXEQN

Opopdg: Mia cvvapmnon f ovopdletor avéovea (ovt. @Bivovoa) dtav Yo kébe X, X, OV
VKoLV GTO TEGI0 OPIGLOD TNG LoYVEL OTL

X, <X, =F(x,)<f(%,) (avt. f(x,)=f(x,)).
evd ovopdletor yvnoiog advgoveo (avt. yvijore @Oivovsa) Otov oxdEL M avLOTPN
avicotTa, dNAadn

X, <X, =F(x,)<f(x,) (avt. f(x)>F(x,)).
Opyds: Mo cuvdptnon f ovopdletor povétovn (avt. yvijera povotovn) otav givar abEovca
N eBivovca (avt. yviola advéovsa 1 yviowa edivovca).

Hepatiipnon

1. "Evog €0Kolog TPOTOG MEAETNG TNG HOVOTOVIOG UG GUVEPTNONG Kol TOPAKOUYNG TOV
TOPOTAVE® OPIGUMV EIVOL 0 VTTOAOYIGHOG TOV KAAGLOTOC,

x:f(xz)_f(xl)
X, =X
omov X, X, etvar dOo otoryeio Tov mediov opiopov g f. To kKhdopa avtd ovoudletor Abéyog
petoforng. Miag kot X; <X, T0 TPOGNUO TOL AdYoL pog divetor and tov apdunt. Eav y
nopaderypa f(x,)=f(x,), dnhadn A>0 n cvvaptnon eivar av&ovoa.
2. Mia ovvaptnon eival yviaclo povotovn av kot Uovo ov 0 A0Yog UETABoANG Tng £xet
otafepd TpdoNLLO.
3. Mmopel po. GuvapTnomn vo. OTACEL G EMUEPOVS LOVOTOVEG GUVOPTNGELS VD 1) O val
unv etvor povéotov. ‘Eva anhd mopaderypo givol to nuitovo. AKOUO Kot oV KOTOUPEPOVLLE
VO GTAGOLLE [0, GUVAPTNOT OE EMUEPOVG POVOTOVES GUVOPTIOELS TOV VAL EXOVV TO 1010
€ldog povotoviog avtd dev pog eEacearilel 611 n cvvaptnon pag Ba ivorl povotovn.
4. Kabe yviolo HovoTtovn cuvaptnon OVIIGTPEPETOL KOl 1] OVTIGTPOPT TNS €XEL TO 1010 €id0g
povotoviag.
5. X0vBeorn Ov0 yviolo povotovev cuvaptioemv gival yviow avEovoa (ovi. yviow
eBivovca) av £xovv to 1010 (avT. SLPOPETIKO) 100G LOVOTOVIOG.

Opopds: Mia cuvdptnon f ovopdleton ave @paypévny Otav LIapyel £vag TPOYUOTIKOG
apOpds M tétolog dwote F(X)<M, ya k6Be X tov mediov opiopod mc. O apOudg M
ovoudletar dve epaypa g f. Ta mtapddetypo to nuitovo ivorl Gve epayuévo omod to 1.



Opiopdc: M coviptnon ovoudleTor KAT® @Paypév) OTOV LIOPYEL EVOC TPOYOUTIKOC
aplOuoc mtétorog dote F(X)>m, ya kdbe Xtov 7mEediov opiopod g O apOpéc M
ovoudaletar kaTm @paypo g f. T tapddetypo o nuitovo givor kéto epoyuévo amod to -1.

Optopog: Mo cuvdptnon ovopdletor @paypévn, 6tov eival dve Kot KAt epaypévn. And ta
TOPOTAVE® TOPASEYILOTO UTOPOVUE VO CUUTEPAVOVUE OTL TO MUITOVO €lval o Qpaypévn
cuvéptnon.

‘Exyovpe ovvnbicel dtav piddaue yuoo to akpOTOTO HIOG GUVAPTNONG TO HVOAO LG VO
TYOiveEL 6TV TOPAy®YO TG Lag Kot gtvat £vag moAd e0KOA0G TPOTOG E0PEGNS TOVG.
Edd 6pmg Ba mpocmabncovie va kotta&ovpe ta akpdtata yopic tnv fondeia tng.

Opopdg: ‘Eoto wo cvvaptnon f kot onueio X, tov mediov opiopov g tote Aépe 6Tt T0
onueio autd eivon enpeio olkod peyicTov (avt. olkod ghayisTov) otav f(x)<f(X,)

(avt. f(x)=f(X,)) v 6o tar X Tov TESIOV OPIGHOD TNG.

Hapatpnon

Mio. cuvaptnon pmopel va peretn el Eexoplotd o€ d1dpopa. dSUCTHUATO TOL TESIOV OPIGUOD
mG. Z€ aVTN TNV TEPIMTMOON TA AKPOTOTA OV TPOKVTTOLY ovoudlovtal onueia TomKov
pneyiotov (avt. Tomkob hayiotov) otav wyvel f(x)<f(x,) (avt. F(x)=f(x,)) v kabe

X OV GVIKEL GTNV TEPLOYN MEAETNG.

Opiopodc: Mia cuvdptnon f ovoudletar kopti (ovt. Koikn) oe éva didotnue Otov yio kaoe
X, X, €l xon te(0,1) woydet 611
f((L-t)x, +1x,) <@-F (x,)+ 1 (x,),
(avt. F(A-)x, +1x,)>1-F (x,)+tF(X,)).
Opiopdc: M cvvaptnon ovopdleton yviore KupTi] (avt. yvijowa Koiln) og €va ddotnuo
otav Yo k6 X,, X, €l xar te(0,1) wyver 6Tt
FA-)x, +1x,) <@-F (x,)+tF(X,),
(avt. F(A-1)x, +1x,)>@A-0F (x,)+tF(x,)).

Mo, KupT GUVAPTNOT £XEL TNV YOPON OV EVAOVEL dVO oNUElR TG TAVEO amd TNV YPUPIKN
TapdoTacn TS, EVO po KoiAn cuvéptnon £xet v yopor mov eved dvo onpeia TG KATm amd
TNV YPOPIKN NG TAPAcTUCT).

Hopatpnon
Emedn o1 mapamdve opiopoi gival apketd teyvikol atnv amodeén tovg, cuvnbilovue otov

0élovpe Vo PEAETAGOLE TNV KLPTOTNTO LOG GLVAPTNONG va vroloyifovpe v dgvTepn
TOPAYWYO TNG.

Opiopog: M ovvaptnon f ovopdleton aptia (avt. weprren) Otov yio kGbs X tov nediov
OPIGHOD TN LIIAPYEL TO GTOLKEl0 —X 670 Tedio opiopod ¢ kot wyvet f(—x)=F(x) (avt.

f(—x) =—f (x)).

Hepatiipnon



H ypoewn mapdotacn ke aptiog (avt. TEPITTAS) GLVAPTNONG EIVOL GUUUETPIKT MG TPOG TOV
a&ova , Yo mapadetypo Y = X* (avt. g mpog ™V apyf ToV afovev, yia mopddstypa y = X
).

Opiopdc: Mia cuvaptnon f ovopdleton Teproduciy otav vidpyst Te R 161010 OOTE Y100 KGOS
X TOV TESIOV OPIGHOY TNG 10YVEL OTL X + T aviiksl 610 1edio optopod g kar f (X +1) =1 (x)

Hepatiipnon

Kabe apbuoc T mov woavomoiei v mponyovpevn oyéon eivar kou o mwepiodog g f. H
eldyotn Betikn mepiodog (av vmdpyel) ovoudleTor TPMTEHOVGA TEPTIOSOG TNG GLVAPTNONG,
Yo TopAdElyHo OTmG O doVpE Kol TOPUKAT® TO MUITOVO KOl GUVIUITOVO €Ival TEPLOOTKEC
GUVOPTNOELS LE TPOTEVOVGA TEPI0S0 TO 27T

Opiopdg: ‘Eoto dvo anewovioeig f, g tote av 10 medio optopol g g £yl Kowd onpeio pe to
obvoro TV g f pumopodue va opicovpe o Kowvodpyl amelkovion mov ovopdaleTon
oovOeon ¢ g ue v T, ko cupPoriletan ue geof, g eéngc:

D(g-f)={xeD(f):f(x)eD(g)},
(gof)(x)=g(f(x)).

Opoimg, eav Olape va opicovpe v ovvleon g f pe v g tote Oa Empene T0 GHVOLO TIUDOV
™G g va £xet kowd onpeto pe to nedio opopod g f yo va eiyape my (fog)(x) =f (g (X)) .

Opiopdg: T kaOe mTpaypatikd apdud X opiloviol to 0£TiKO TOL puépog X, T0 APVNTIKO
Tov pépog X~ katm ambrvry TN x| og e&qg:

X, >0
X" =max{x,0}, X" =max{-x,0} xa |x| :{ X

X, ovx<0.
IowoTnTEg
1. x=x"—x xa [xl=x"+x".
2. |x-y|=Ixl-ly|.
3. ||X| —|y|| < |X + y| <Ix] +|y| (Tpryoviki W66t Ta).
4. IxI<0, av ko povo ov —0<x <0, émov 0>0.

ANTIZXTPO®H AIIEIKONIXH

Optoudc: Av T:A— B eivor pio ap@ipovosuavn omeikovion T0Te VIAPYEL 1| OVTICTPOPY
ameucévion g mov cvpPoriletor pe T, Aady woydet 611
f ' Bo>A pe fl(y)=xof(x)=y.

Eme1dn o optopdg TG AU@ULOVOST|LOVING OTTEIKOVIGNC EIVOL OPKETE VGTNPMG LE ATOTELEGLA
OPKETEG CLUVOPTNOELS VO LEVOVVE EKTOG UTOPEl Kaveig vo emkevipmbel apywd otig 1-1 ot
OTNV GUVEYELDL VO ONUOVPYNOCELS TIS KOTAAANAES TpoimoBécelg Yo Tig Kavel kot ent. [a
TOPASEIY IO VO, TEPLOPICEL TOV EAVTOV TOV LOVO GTO GUVOAO TIUMV TG €V AOY® GUVAPTNONG
Kot Oyl 6€ 6A0 TO0 GVUVOAO B 1OV TTEPIEYEL KOl EIKOVES TTOV OEV OVTIGTOLYOVV GE KAVEVO GTUEID
Tov A.



H ypoapwn moapdotaon g avtioTpo@ng HIOG OUELLOVOCHHOVING GLVAPTNONG  HOG
petapintig f oto kaptestavd eninedo sivol GUUUETPIKN TG YPAPLKNG Ttapdotacns ™ T og
7Tpog TV evbeia y=X.

Hepatiipnon

Oupifovue 6TL 10 MESi0 Opropod o cvvaptnong f eivar to civoro TdV ¢ avtioTpoeng
g ! omog poiveton mopomdve omd TV opIopd Kot EMTAEOY To cVvoro Tipdv Tng  etvan To
nedio opiopov g 1. Téhog av 1 f eivar povotovn toTE N avtioTpoen g Oa eivar kat oty
povotovn kot piieta Bo Exovv 1o 1010 €100¢ povoTtoviag.

BAXIKEX XYNAPTHXEIX

Zekwvape pe ™y ekbetikn ocvuvdpmon. Eoto O<a=1.H ekBetuc ovvaprnon f(x)=ao*
éxer medio opiopod 0 R kar chvoro tindv 1o (0,+w0). Av a>1&ivar yvicio avéovoa, v
av O<a<1 givalyvnola pbivovoa.

Emedn n exBetikn cvvdptnon eivor yviclo povotovn Kot Gpo oUGIUOVOCTILOVTY UTOPOVLE

Vo 0piGovUE TNV OVTIGTPOPN TNG 1 o7oia dev eivar GAAN amd TV AoyaplOuiki] covapTnon

Kot cupPoriCeton pe log, X.

Aoy Aomdv 1 AoyaplOpKn cuvaptnon eival 1 avtictpoen g eKBETIKNG avTd onuaivel 0T

to medio opropov ¢ ekbetikig Ba elvar To cUVOLO TH®V TG AOYaPOUIKNG Kol TO GOVOAO

TIUOV NG ekBeTIKNG O givart To TEGI0 OPIGHOV TNG AOYOPIOIKIG. ZVYKEKPIUEVE, EXOVUE OTL
log, :(0,+0) >R pe log, y=x<y=a".

Téhog, Ba £xovv to 1610 €idog povotoviag. ‘Etot, n cuvéptnon log, X eivor yvnow av&ovca

av o>1 kot yviola eBivovoa av O<a<1.

O apBudc a ovoupdleton Paon g exBetikng (avt. AoyoaplBuikng) cvuvaptnons. Zvvibwg
xpnowomroovpe ¢ Pdorn tovg aplBuodc a=e N a=10, ondte £yovpe avVTIGTOLLO TOLG
VEREPLOVG Kal HEKAUSIKOVG Aoyd-ptOpovg ot omoiot cupPolriovrar pe INX o logx .

o a=e 01 GUVOPTAGELS AVTES TKAVOTOLOVV TLG TOPAKATM TOAD OTLOVTIKES AVIGOTITES:
(i) e*>x+1,yiakabe xeR .
(if) Inx<x-1, yio. xG6e X >0.

[Ipoywpdpe GTIG TPIYOVOUETPIKES GLVOPTHOELG.
1. H evvaptnon nuitovoe, f(x)=sinx, éyet nedio opiopod 10 R kot 6Ovoro TGV TO

dibompa [-1,1]. Eivar yviicia adéovsa (avt. yvicia bivovsa) oe kdbe Sidotmua
™G LOPONG ‘:KTE —g,Kﬂ: +g} ue x aptio (ovt. meptrtd). Etvan opoyuévn, mepirt kot

TEPLOOIKN LE TPOTEVOVGO TEPI0O0 TO 2.



TS ]

2. H evvaptnen svvnpitovo, f(x)=cosx, &xel tedio opiopod 10 R kot 6OVOAO TIUdV
10 dtdotnua [-1,1] . Eivar yvicia adéovsa (avt. yvioia edivovoa) og kébs Siéotnua
™me popeng [km,km+x], pe k meprrtd (avt. dpto). Eivar epaypévn, Gpria kot
TEPLOOIKN UE TPOTEVOVGA TEPIOSO 2T,

T xy=cosix)

3. H ovvapmnon cpamtopévy, f(x)=tgx W tanx, éyet nedio opiopod 0 GHVOAO

T , , ; , ,
R\{xeR:X=xn+—=,x€ } ka1 obvoro tudv to R. Eivor yvicwa avgovca ce

p . , T T , , p
KGOe SoTNHO NG HOPONG (KR—E,KT[+EJ, o6mov keZ. Eivar meprr) won

TEPLOOIKN pe TPOTEHOLGO nepiodo .



f(x)=tan(x)

=

“~————

Mo 11g cvvapTAeEC MUITOVO KOl EPATTOUEVT] IGYVLOLY Ol TOUPOUKATO TOAD POCIKEG
avicOTNTES:

(i) sinx<x<tgX, ywo kébe Xe(O,g).

(i) Isinx| <x y10 k60 X eR .

4. H ovvaptnon cvvepamtopévy, f(x) =ctgx 1 cotx, éyel nedio opiopod 10 GHVOLO
R\{xeR:x=xmxe } kot cbvoro Tiudv 10 R . Eivar yvicwa @bivovca ce kabde

dibotnua g popeng (km,xn+m), 6mov keZ . Eivar mepirtq kor meplodikhy pe

TPWOTEVOVGO, TEPT0O0 T
f(x)=cotan(x)




Téhog éxovpe kou TIc vaepPoiikég cuvaptnoelg ol omoieg opilovtor pe tn Ponbelo g
ekbetikng ocuvaptnong:

g —e*

1. To vrmepPoikd muitovo mov pag divetar amd tov oMo Sinhx = . H

ouvaptTnom avtn &yl Tig e&Ng W10 TES: lvar yvnoimg avéovoa Kot TEPLTT pe medio
opiopod 6ho to R Kot svvoro tipnm@v R(sinh) =R

'\Ij.lll'lf.\]

X

e +e€

—X

2. To vmepPolikd cvvnuitovo mov pog oivetar amd tov Tomo Coshx = . H

ouvaptnon avty el TG €ENg WdtNTeg: givor yvnoing @Bivovca oto Sidotnua
(—oo,O] Kol YVNolo a0EOVGO GTO SLAGTILLOL [O,+oo) eved glvol ko aptio pe medio

optopod 6ro o R kot ovvoro tipdv R(cosh) =[1,+x).

coshi )

sinhx e*—e™
coshx e*+e™
H ovuvéptnon avt €gel tig e&ng idtrteg: eivar yvnoing avéovca kol TePITT UE

3. H vrepPorikn gpamtopévn mov pog divetat and tov tomo tghx =



1edio opiopod 6ho to R kot ohvoro Tindv R(tgh)=(-11).

tanhi(x)
.

4. H vnepPolkn ovvepomtopévn 7mov  pog  oivetar amd tov  TOmMO  ctghX
_coshx e‘+e”
~sinhx e —e
ebivovoo kot mepitty pe medio opopod 6ko 10 R kol GUVOAO TGOV
R(ctgh) =(—0,1) U(1,+x)

. H ovvépmmon avt éxet tig €&ng wwotteg: elvar yvnoimg

Yneppoikég TavtdTNnTES

1. cosh®?x—sinh?x =1.
2. cosh? X +sinh? x =cosh 2x .

ANTIEXTPO®EX KYKAIKEX XYNAPTHXEIX

"Eyxovtag o mponyovpeva GTo VOU HOG [0, EPATNGCT OV TPOKVTTEL gival TL GAAOL €00VG
«HoyEPEROTO UTOPOVLE VO KAVOLUE £TCL OOTE VO OPIGOVE OVIIGTPOPEG CLUVOPTHOELS KoL
GAA®V 1N CUOLOVOCTLOVIMV GUVOPTHOEMV.

Amd 115 Pooikég TMOPOTAV® GULVOPTAGES OTO HVOAO Hag £pYoviol OAEG Ol KUKAIKES
ouvapTnoel;. Avtég Oumg oev eivar ovte 1-1. Iwg Ba pmopécovpe va opicovue TNV
avtiotpoen tovg; ‘Eva amd ypnoyoTepo GLUTEPACLOTO TOV HOVOTOVAOV GUVAPTICE®MY Eival
o0TL O)leg elvar apgpuovoonuavtes. Emopévag apkel vo meplopliotode o€ SAGTHHOTO GTO
omoin 01 KUKMKEG GUVAPTAGELG EIVOL LOVOTOVEG.



, . , ; , T ; ,

Etot Aowdv, Ba peretioovpe to nuitovo oto ddotnua {—E,E} GTO Omoio 1 GUVEPTNHON
glvar yvnoiog avovoa kor dpo  auguovoonpovtn. Emopuévog umopei vo opiobel m
avTioTpo@n TG cuvdptnon N omoia Ba ovoudletal TOEO NUITOVOL. ZVYKEKPLULEVA, EXOVIE

arcsin:[—l,l]e[—ﬂ,z} ue arcsiny=xc>x{—£,£} Kon sinx=y.
22 22

sin(x) and asin(x)

Opoimg pmopodpe vo LEAETACOVUE KOl TO GUVNUiTOVO. Eekivaue pe n 10€a TG LovoToviog
Kot TEpropriopacte oto oo [0,7] oto omoio N cuvapon sivar yvnoing Bivovsa kat
adpo avTioTpEYIUN ¢ apeovosipovtn. H avtiotpoen g ovopdleton 1650 cvvuitévov
KOl GNUELDVETAL LLE AFCCOS. ZUYKEKPLUEVQ, £XOVLLE

arccos:[-1,1] —[0, 7] pe arccosy =x <> x €[0,n] xar cosx =Y.

cox(x) and acos(x)

-




Epoton: Kot ot dvo cuvvaptiocelg éxovv kot GAAQ OwwothiuoTe povotoviag mov o
umopovcope vo dwAéEovpe yoo va kdvoope v aviietpon. [ailer kavéva poro moilo
SloAEyovpE;

2N CLVEKELD TPOYWPALE 6TO emduevo didvpo. H gpantopévn sivon yvnoing avovoa 6to
P T T . , , . , . .
avoLyTo (_EE) -unv Egxvape o6t amepiletal oTo AKPA TOL SLUGTHLATOS AVTOV- ETOUEVES

opilovpe v avtiotpoen ¢ T6E0 @amTOopévng KOl onpeudveTol pe arctg 1 arctan.
Yuykekpluéva, £XOvUE

arctg'IRi—{—E Ej € arctgy—x<:>Xe(—E Ej Kol igx =y
' 22" 2'2 '

tan(x) and atan(x)

Télog, Bewpodpe TOV TEPOPIGUO TNG GLVEPOmTOUEVNG 6T0 dtdotnuo (0,m) Kot avtioTpoen
¢ 10 TOE0 GUVEQPUMTOREVIIC TOL G UEIDVETOL L arcctg 1 arccot. Zvykekpiuéva, Exovpe
arctg: R —(0,m) pe arcctgy =x <> x €(0,7) ko ctgx =Yy



