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Ενότητα 5: Ανάλυση μεταβατικής απόκρισης 

Βασίλειος Μουλιανίτης 

Τμήμα Μηχανικών Σχεδίασης 

Προϊόντων και Συστημάτων



Άδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες 
χρήσης Creative Commons. 

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται 
σε άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης 
αναφέρεται ρητώς. 
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Χρηματοδότηση
• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια 

του εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Πανεπιστήμιο 
Αιγαίου» έχει χρηματοδοτήσει μόνο τη αναδιαμόρφωση του 
εκπαιδευτικού υλικού. 

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους.
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Μθχανοτρονικι 

5θ Ενότθτα: Ανάλυςθ Μεταβατικισ 

Απόκριςθσ. 

Βαςίλειοσ Μουλιανίτθσ 

 



ιματα δοκιμισ ειςόδου 

υνάρτθςθ παλμοφ: 𝑓𝜀 𝑡 =  
1

𝜀
, 0 ≤ 𝑡 ≤ 휀

0, 𝑡 > 휀
 

Εάν 휀 → 0 τότε θ 𝑓𝜀 𝑡  τείνει ςτθν κρουςτικι 
ςυνάρτθςθ 𝛿 𝑡  θ οποία ζχει τισ ιδιότθτεσ: 

 𝛿 𝑡 𝑑𝑡
∞

0

= 1, 𝛿 𝑡 − 𝑎 𝑔 𝑡 𝑑𝑡
∞

0

= 𝑔 𝑎  

το πεδίο Laplace: R 𝑠 = 1 



ιματα δοκιμισ ειςόδου 

υνάρτθςθ Βακμίδασ: r 𝑡 =  
𝐴, 𝑡 > 0
0, 𝑡 < 휀

, 𝑅 𝑠 =
𝐴

𝑠
 

υνάρτθςθ Αναρρίχθςθσ: r 𝑡 =  
𝐴𝑡, 𝑡 > 0
0, 𝑡 < 휀

, 𝑅 𝑠 =
𝐴

𝑠2
 

υνάρτθςθ Παραβολισ: r 𝑡 =  
𝐴𝑡2, 𝑡 > 0
0, 𝑡 < 휀

, 𝑅 𝑠 =
𝐴

𝑠3
 

Όταν Α=1 τότε τα ςιματα ονομάηονται 
μοναδιαία. 



Γραφικζσ παραςτάςεισ ςθμάτων 
δοκιμισ 
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Χρονικι απόκριςθ ςυςτιματοσ 

• Η χρονικι απόκριςθ ενόσ ςυςτιματοσ μπορεί 
να γραφεί ωσ εξισ: 

𝑦 𝑡 = 𝑦𝑡 𝑡 + 𝑦𝑠𝑠 𝑡  

Όπου, 𝑦𝑡 𝑡 : μεταβατικι απόκριςθ, με 
lim
𝑡→∞

𝑦𝑡 𝑡 = 0. 

𝑦𝑠𝑠 𝑡 : απόκριςθ μόνιμθσ κατάςταςθσ. 

 

 

 



υςτιματα πρϊτθσ τάξθσ 

• Ζςτω το παρακάτω ςφςτθμα πρϊτθσ τάξθσ: 

 

 

 

Η ςυνολικι ςυνάρτθςθ μεταφοράσ είναι: 
Υ

𝑅
=

1

1 + Τs
 

 

+ 
+ 

− 

𝑅 1

Τs
 

𝑌 𝐸 



υςτιματα πρϊτθσ τάξθσ 

• Απόκριςθ κρουςτικισ ςυνάρτθςθσ (R=1): 

𝑌 =
1

1 + Τs
=

1/𝑇

1/𝑇 + s

ℒ−1

𝑦 𝑡 =
1

𝑇
𝑒−

𝑡
𝑇 

T: χρονικι ςτακερά ςυςτιματοσ 
 

(Η γραφικι παράςταςθ  

υλοποιικθκε για Σ=1) 
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υςτιματα πρϊτθσ τάξθσ 

• Απόκριςθ μοναδιαίασ βακμίδασ 𝑅 𝑠 =
1

𝑠
: 

𝑌 =
1/Τ

1/Τ + s

1

𝑠

ℒ−1

𝑦 𝑡 = 1 − 𝑒−
𝑡
𝑇 

Σο ςφάλμα ορίηεται από τθ ςχζςθ: 

𝑒 𝑡 = 𝑟 𝑡 − 𝑦 𝑡 = 𝑒−
𝑡
𝑇 

Όταν 𝑡 → ∞ τότε 𝑒 𝑡 → 0. 

 



υςτιματα πρϊτθσ τάξθσ 

• Μακθματικά: Μόνιμθ κατάςταςθ όταν 𝑡 → ∞ 

• Πρακτικά: Μόνιμθ κατάςταςθ όταν 𝑡 = 4𝜏. (Με 
ςφάλμα μόνιμθσ κατάςταςθσ 2%). 
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υςτιματα πρϊτθσ τάξθσ 

• Απόκριςθ μοναδιαίασ βακμίδασ 𝑅 𝑠 =
1

𝑠2
: 

𝑌 =
1/Τ

1/Τ + s

1

𝑠2
ℒ−1

𝑦 𝑡 = 𝑡 − 𝑇 + 𝑒−
𝑡
𝑇 

και: 

𝑒 𝑡 = Τ − 𝑒−
𝑡
𝑇 

Όταν 𝑡 → ∞ τότε 𝑒 𝑡 → Τ. 

 



υςτιματα πρϊτθσ τάξθσ 
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υςτιματα δεφτερθσ τάξθσ 

• Ζςτω το παρακάτω ςφςτθμα δεφτερθσ τάξθσ: 
 
 
 

 
 
 
Όπου ζ𝜔𝑛 = 𝜎𝛼: σταθερά εξασθένησης. 
휁: λόγοσ απόςβεςθσ. 
𝜔𝑛: φυςικι ςυχνότθτα χωρίσ απόςβεςθ 

𝜔𝑑 = 𝜔𝑛 1 − 휁2: φυςικι ςυχνότθτα με απόςβεςθ. 
Η ςυνολικι ςυνάρτθςθ μεταφοράσ είναι: 

Υ

𝑅
=

𝜔𝑛
2

𝑠2 + 2휁𝜔𝑛𝑠 + 𝜔𝑛
2

 

 

+ 
+ 

− 

𝑅 𝜔𝑛
2

s 𝑠 + 2휁𝜔𝑛
 
𝑌 𝐸 



υςτιματα δεφτερθσ τάξθσ 

• Σο ςφςτθμα ζχει χαρακτθριςτικι εξίςωςθ: 
𝑠2 + 2휁𝜔𝑛𝑠 + 𝜔𝑛

2 = 0 

Οι ρίηεσ τθσ χαρακτθριςτικισ εξίςωςθσ ονομάηονται 
πόλοι. 

Οι ρίηεσ του αρικμθτι ονομάηονται μθδενιςτζσ. 

• Σο ςφνολο ςτο οποίο ανικουν οι ρίηεσ 
και ιςοδφναμα το είδοσ τθσ απόκριςθσ 
κακορίηεται αποκλειςτικά από το 휁. 



υςτιματα δεφτερθσ τάξθσ 

• Όταν 0 < 휁 < 1: Οι πόλοι είναι ςυηυγείσ μιγαδικοί με 
αρνθτικό πραγματικό μζροσ. Σο ςφςτθμα ζχει 
υποαπόςβεςθ, θ απόκριςθ καταςτζλλεται με διαρκϊσ 
μειοφμενεσ ταλαντϊςεισ. 

• Όταν 휁 = 0: Οι πόλοι είναι ςυηυγείσ φανταςτικοί. Η 
απόκριςθ δεν καταςτζλλεται αλλά ταλαντϊνεται επ’ 
άπειρον. 

• Όταν 휁 = 1: Οι πόλοι είναι αρνθτικοί πραγματικοί και ίςοι 
μεταξφ τουσ. Σο ςφςτθμα ζχει κρίςιμθ απόςβεςθ, και δεν 
υπάρχει ταλάντωςθ. 

• Όταν 휁 > 1: Οι πόλοι είναι αρνθτικοί πραγματικοί. Σο 
ςφςτθμα ζχει υπεραπόςβεςθ, και δεν υπάρχει ταλάντωςθ. 



υςτιματα δεφτερθσ τάξθσ 

• Ρίηεσ ςυςτιματοσ: 

Τποαπόςβεςθ: 0 < 휁 < 1, 𝑠1,2 = −ζω𝑛 ± 𝑖ω𝑛 1 − ζ2 

Κρίςιμθ απόςβεςθ: 휁 = 1, 𝑠1,2 = −ω𝑛. 

Τπεραπόςβεςθ: 휁 > 1, 𝑠1,2 = −ζω𝑛 ±ω𝑛 ζ2 − 1. 

Μθδενικι απόςβεςθ: 휁 = 0, 𝑠1,2 = −𝑖ω𝑛. 

Αρνθτικι απόςβεςθ: −1 < 휁 < 0, 𝑠1,2 = −ζω𝑛 ± 𝑖ω𝑛 1 − ζ2,  

휁 < −1, 𝑠1,2 = −ζω𝑛 ±ω𝑛 ζ2 − 1 (Δεν κα μασ 
απαςχολιςει θ περίπτωςθ αυτι). 

 



υςτιματα δεφτερθσ τάξθσ 

• Απόκριςθ ςε μοναδιαία βακμίδα: 

Τποαπόςβεςθ: y 𝑡 = 1 −
𝑒−ζω𝑛𝑡

1−ζ2
𝑠𝑖𝑛 ω𝑑𝑡 + 𝜃  με 

𝜃 = 𝑐𝑜𝑠−1ζ 
Κρίςιμθ απόςβεςθ: y 𝑡 = 1 − 𝑒−ζω𝑛𝑡 1 + ω𝑛𝑡  

Τπεραπόςβεςθ: y 𝑡 = 1 +
ω𝑛

2 ζ2−1

𝑒−𝑝1𝑡

𝑝1
+

𝑒−𝑝2𝑡

𝑝2
 με 

𝑝1 = 휁 + ζ2 − 1 ω𝑛 =
1

𝜏1
, 𝑝2 = 휁 − ζ2 − 1 ω𝑛 =

1

𝜏2
 

Μθδενικι απόςβεςθ: y 𝑡 = 1 − 𝑐𝑜𝑠 ω𝑛𝑡  
Μθδενικό ςφάλμα μόνιμθσ κατάςταςθσ εκτόσ από 
τελευταία περίπτωςθ. 

 
 



Γεωμετρικι ερμθνεία πόλων ςτο 
μιγαδικό επίπεδο  

Χ 

Χ 

ω𝑛 

𝜃 = 𝑐𝑜𝑠−1ζ 

𝜃 

𝜔𝑑 = 𝜔𝑛 1 − 휁2 

𝜔𝑑 
𝜎𝛼 = ζ𝜔𝑛 =

1

𝜏
 

𝜎𝛼 𝑅𝑒 

𝐼𝑚 



φγκριςθ αποκρίςεων  
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φγκριςθ αποκρίςεων  
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φγκριςθ αποκρίςεων  
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Προδιαγραφζσ απόκριςθσ μοναδιαίασ 
βακμίδασ (0 < 휁 < 1) 

𝑀𝑃 

𝑡𝑑 

𝑡𝑟 

𝑡𝑝 
𝑡𝑠 

2% ι 5% 



Προδιαγραφζσ απόκριςθσ μοναδιαίασ 
βακμίδασ (0 < 휁 < 1) 

• Χρόνοσ κακυςτζρθςθσ 𝑡𝑑: Ο χρόνοσ που 
απαιτείται για να ανζλκει θ απόκριςθ για πρϊτθ 
φορά, το μιςό τθσ τελικισ τθσ τιμισ. 

• Χρόνοσ ανφψωςθσ 𝑡𝑟: Ο χρόνοσ που απαιτείται 
για να ανζλκει θ απόκριςθ από το 10% ςτο 90% 

τθσ τελικισ τιμισ (5%-95% ι 0%-100%): t𝑟 =
𝜋−𝜃

𝜔𝑑
 

• Χρόνοσ κορυφισ 𝑡𝑝: Ο χρόνοσ που απαιτείται για 
να ανζλκει θ απόκριςθ ςτθν πρϊτθ κορυφι τθσ 
απόκριςθσ: t𝑝 =

𝜋

𝜔𝑑
 



Προδιαγραφζσ απόκριςθσ μοναδιαίασ 
βακμίδασ (0 < 휁 < 1) 

• Μζγιςτθ (ποςοςτιαία) υπερακόντιςθ Μ𝑝: Η τιμι 
τθσ μζγιςτθσ κορυφισ τθσ καμπφλθσ απόκριςθσ, 
μετροφμενθ από τθν μονάδα: 

Μ𝑝 =
𝑦 𝑡𝑝 −𝑦 ∞

𝑦 ∞
100% = 𝑒

−
𝜁

1−𝜁2
𝜋

100%, 

• Χρόνοσ αποκατάςταςθσ 𝑡𝑠: Ο χρόνοσ που 
απαιτείται μζχρι να φτάςει και να παραμείνει θ 
απόκριςθ μζςα ςε οριςμζνα όρια  (±2% ι 
± 5%) γφρω από τθν τελικι τιμι: t𝑠 =

4

𝜁𝜔𝑛
 (2%), 

t𝑠 =
3

𝜁𝜔𝑛
 (5%) 

 



Προδιαγραφζσ απόκριςθσ μοναδιαίασ 
βακμίδασ (휁 ≥ 1) 

• Σα ςυςτιματα αναφοράσ με υπεραπόςβεςθ 
μποροφν να περιγραφοφν μόνο με τισ 
χρονικζσ ςτακερζσ. 


