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Άδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες 
χρήσης Creative Commons. 

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται 
σε άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης 
αναφέρεται ρητώς. 
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Χρηματοδότηση
• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια 

του εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Πανεπιστήμιο 
Αιγαίου» έχει χρηματοδοτήσει μόνο τη αναδιαμόρφωση του 
εκπαιδευτικού υλικού. 

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους.
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Μθχανοτρονικι 
3θ Ενότθτα: Μακθματικι 
επεξεργαςία μοντζλων. 

 
Βαςίλειοσ Μουλιανίτθσ 



Διαφορετικι τρόποι μακθματικισ 
επεξεργαςίασ 

• Επίλυςθ γραμμικών μθ-ομογενών ςτάςιμων 
διαφορικών εξιςώςεων. 

• Παράςταςθ ςτο χώρο κατάςταςθσ 

• Μεταςχθματιςμόσ Laplace – Αντίςτροφοσ 
Μεταςχθματιςμόσ Laplace. 



Επίλυςθ διαφορικών εξιςώςεων (ΔΕ). 

• Ζςτω ΔΕ τθσ μορφισ: 
𝑑𝑛𝑥

𝑑𝑡𝑛
+ ⋯+ 𝑎0𝑥 = 𝑓 𝑡  

με n-1 αρχικζσ ςυνκικεσ: 

𝑥 0 = 𝑏0,….,
𝑑𝑛−1𝑥 0

𝑑𝑡𝑛−1 = b𝑛−1 

Η ςυνολικι απόκριςθ τθσ παραπάνω ΔΕ είναι: 
𝑥 𝑡 = 𝑥𝜊𝜇 𝑡 + 𝑥𝜀𝜉 𝑡  

 

 



Λφςθ ομογενοφσ 𝑥𝜊𝜇 𝑡  

Η απόκριςθ λόγω αρχικών ςυνκθκών βρίςκεται 
από τθ λφςθ τθσ ομογενοφσ ΔΕ με δεδομζνεσ τισ 
αρχικζσ ςυνκικεσ. Δθλαδι: 

𝑑𝑛𝑥

𝑑𝑡𝑛
+ ⋯+ 𝑎0𝑥 = 0, 

𝑥 0 = 𝑏0,….,
𝑑𝑛−1𝑥 0

𝑑𝑡𝑛−1
= b𝑛−1 

Θεωροφμε λφςθ τθσ μορφισ 𝑥 = 𝑒𝑠𝑡 και 
αντικακιςτώντασ ζχουμε τθν χαρακτθριςτικι 
εξίςωςθ: 

 



Λφςθ ομογενοφσ 𝑥𝜊𝜇 𝑡  

𝑠𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑠
𝑛−1 …+ 𝑎0 = 0 

Εάν υποκζςουμε ότι το χαρακτθριςτικό 
πολυώνυμο ζχει n μοναδικζσ λφςεισ τότε: 

𝑥(𝑡) =  𝐶𝑖𝑒
𝑝𝑖𝑡

𝑛

𝑖=1

 

Όπου 𝑝𝑖 οι λφςεισ τθσ χαρακτθριςτικισ εξίςωςθσ 
και 𝐶𝑖 ςτακερζσ οι οποίεσ προςδιορίηονται πλιρωσ 
από τισ αρχικζσ ςυνκικεσ. 



Λφςθ ομογενοφσ 𝑥𝜊𝜇 𝑡  

Ενώ εάν υπάρχει μια r πολλαπλότθτα λφςεων 
ςτθν ρίηα 𝑝𝑟  τότε: 

𝑥 𝑡 =  𝐶𝑖𝑒
𝑝𝑖𝑡

𝑛−𝑟

𝑖=1

+  
𝐷𝑖𝑡

𝑟−𝑖

𝑟 − 𝑖 !

𝑟

𝑖=1

𝑒𝑝𝑟𝑡 

Όπου 𝑝𝑖 οι λφςεισ τθσ χαρακτθριςτικισ 
εξίςωςθσ και 𝐶𝑖, 𝐷𝑖 ςτακερζσ οι οποίεσ 
προςδιορίηονται πλιρωσ από τισ αρχικζσ 
ςυνκικεσ. 

 

 



Λφςθ εξαναγκαςμζνθσ 𝑥𝜀𝜉 𝑡  

Η εξαναγκαςμζνθ απόκριςθ προκφπτει από το 
ολοκλιρωμα τθσ ςυνζλιξθσ: 

𝑥𝜀𝜉 𝑡 =  ℎ 𝑡 − 𝜏 𝑓 𝜏 𝑑𝜏

𝑡

0

 

Όπου ℎ 𝑡  θ βαρυτικι ςυνάρτθςθ ι οποία 
βρίςκεται από τθ λφςθ τθσ ομογενοφσ με αρχικζσ 
ςυνκικεσ: 

ℎ 0 = ⋯ =
𝑑𝑛−2ℎ 0

𝑑𝑡𝑛−2
= 0,  

𝑑𝑛−1ℎ 0

𝑑𝑡𝑛−1
= 1 

 



Παράςταςθ ςυςτθμάτων ςτο χώρο 
κατάςταςθσ 

• Χώροσ κατάςταςθσ:Ν-διάςτατοσ χώροσ ςτον 
οποίο το ςφςτθμα ςυντεταγμζνων ορίηεται από 
τουσ άξονεσ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛. 

• Κατάςταςθ: Το μικρότερο δυνατό ςφνολο 
μεταβλθτών το οποίο κακορίηει πλιρωσ 
(ςυμπεριλαμβανομζνου των αρχικών ςυνκθκών 
και των ειςόδων) τθ ςυμπεριφορά του 
ςυςτιματοσ. 

• Μεταβλθτζσ κατάςταςθσ: Το μικρότερο δυνατό 
ςφνολο των μεταβλθτών που κακορίηουν τθν 
κατάςταςθ ενόσ ςυςτιματοσ. 



Παράςταςθ ςυςτθμάτων ςτο χώρο 
κατάςταςθσ 

Οι μεταβλθτζσ κατάςταςθσ πρζπει να είναι 
γραμμικά ανεξάρτθτεσ δλδ: 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + ⋯+ 𝛼𝑛𝑥𝑛 = 0 

Όταν 𝛼1=𝛼2=…=𝛼𝑛 = 0. 

Το ςφςτθμα τότε μπορεί να περιγραφεί από τθ 
μορφι: 

𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢 



Παράςταςθ ςυςτθμάτων ςτο χώρο 
κατάςταςθσ 

• Η Δ.Ε. n τάξεωσ  περιγράφεται με n ΔΕ 1θσ 
τάξεωσ. 

• Απλοποίθςθ ςφνκετων ςυςτθμάτων με 
πολλοφσ ειςόδουσ-εξόδουσ. 

• Υπολογιςτικά πιο φιλικό.  



Μεταςχθματιςμόσ Laplace 

Οριςμόσ: 

ℒ 𝑓 𝑡 = 𝐹 𝑠 =  𝑓 𝑡 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

0

 

Βαςικζσ ιδιότθτεσ: 

Προςεταιριςμόσ: ℒ 𝛼𝑓 𝑡 = 𝛼ℒ 𝑓 𝑡 , 𝛼: ςτακερά. 

Άκροιςθ:  ℒ 𝑓1 𝑡 + 𝑓2 𝑡 = ℒ 𝑓1 𝑡 + ℒ 𝑓2 𝑡  

Μετάκεςθ ςυνάρτθςθσ: ℒ 𝑓 𝑡 − 𝛼 = 𝑒−𝛼𝑠𝐹 𝑠  



Μεταςχθματιςμόσ Laplace 

Βαςικζσ ιδιότθτεσ: 

Παραγώγιςθ: ℒ
𝑑𝑓 𝑡

𝑑𝑡
= 𝑠ℒ 𝑓 𝑡 − 𝑓 0 , 

ℒ
𝑑2𝑓 𝑡

𝑑𝑡2 = 𝑠2ℒ 𝑓 𝑡 − 𝑠𝑓 0 −
𝑑𝑓 0

𝑑𝑡
, 

ℒ
𝑑𝑛𝑓 𝑡

𝑑𝑡𝑛
= 𝑠𝑛ℒ 𝑓 𝑡 −  𝑠𝑛−𝑖

𝑑𝑖−1𝑓 0

𝑑𝑡𝑖−1

𝑛

𝑖=1

 

Ολοκλιρωςθ:   ℒ  𝑓 𝑡 𝑑𝑡 =
ℒ 𝑓 𝑡

𝑠
+

 𝑓 𝑡 𝑑𝑡
0
−∞

𝑠
   

 



Μεταςχθματιςμόσ Laplace 

Βαςικζσ ιδιότθτεσ: 

Θεώρθμα τελικισ τιμισ: lim
𝑡→∞

𝑓 𝑡 = lim
𝑠→0

𝑠𝐹 𝑠  

Θεώρθμα αρχικισ τιμισ: 𝑓 0+ = lim
𝑠→∞

𝑠𝐹 𝑠  

Βαςικοί μεταςχθματιςμοί: 

 

 
𝑓 𝑡                         𝐹 𝑠  

Μοναδιαία κροφςθ  𝛿 𝑡                         1 

Μοναδιαία βαθμίδα 𝑢 𝑡                         
1

𝑠
 

                           t                        
1

𝑠2   



Μεταςχθματιςμόσ Laplace 

Βαςικοί μεταςχθματιςμοί: 

 𝑓 𝑡                         𝐹 𝑠  

𝑡𝑛                        
𝑛!

𝑠𝑛+1  

𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑡                         
𝜔

𝑠2+𝜔2 

                           cos 𝜔𝑡  
 

                       
𝑠

𝑠2+𝜔2   



Αντίςτροφοσ μεταςχθματιςμόσ 
Laplace. 

Οριςμόσ: 

ℒ−1 𝐹 𝑠 = 𝑓 𝑡 =
1

2𝜋𝑖
 𝐹 𝑠 𝑒𝑠𝑡𝑑𝑠

𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞

 

Όπου c: ςτακερά. 
Συχνά το ςφςτθμα περιγράφεται ςαν ζνα πθλίκο δφο 
πολυωνφμων ωσ εξισ: 

𝐹 𝑠 =
Β 𝑠

Α 𝑠
 

Όπου ο βακμόσ του Β 𝑠  είναι μικρότεροσ από τον 
βακμό του Α 𝑠 . 
 



Αντίςτροφοσ μεταςχθματιςμόσ 
Laplace. 

Ζςτω ότι δφναται τα δφο πολυώνυμα να 
παραγοντοποιθκοφν. Τότε: 

𝐹 𝑠 =
Β 𝑠

Α 𝑠
=

𝑘 𝑠 + 𝑧1 𝑠 + 𝑧2 … 𝑠 + 𝑧𝑚

𝑠 + 𝑝1 𝑠 + 𝑝2 … 𝑠 + 𝑝𝑛
 

Με n>m. Οι λφςεισ του αρικμθτι ονομάηονται 
μθδενιςτζσ ενώ του παρανομαςτι πόλοι. 

Η αντίςτροφθ ςυνάρτθςθ βρίςκεται από τθν 
εξισ διαδικαςία: 



Αντίςτροφοσ μεταςχθματιςμόσ 
Laplace. 

(α) Περίπτωςθ Διακεκριμζνων πόλων. 

Γράφουμε το πθλίκο των πολυωνφμων ωσ εξισ: 

𝐹 𝑠 =
Β 𝑠

Α 𝑠

=
𝛼1

𝑠 + 𝑝1
+

𝛼2

𝑠 + 𝑝2
+ ⋯+

𝛼𝑛

𝑠 + 𝑝𝑛
 

Όπου: 𝛼𝜅 = lim
𝑠→−𝑝𝑘

Β 𝑠

Α 𝑠
𝑠 + 𝑝𝑘  για k=1,…,n. 

Και f(𝑡) =  𝑎𝑖𝑒
−𝑝𝑖𝑡𝑛

𝑖=1  

 

 

 



Αντίςτροφοσ μεταςχθματιςμόσ 
Laplace. 

(β) Περίπτωςθ πολλαπλών πόλων. 

Ζςτω πόλοσ 𝑝𝑟  με πολλαπλότθτα r. Τότε το 
πολυώνυμο γράφεται: 

𝐹 𝑠 =
Β 𝑠

Α 𝑠

=
𝑏𝑟

𝑠 + 𝑝𝑟
𝑟
+

𝑏𝑟−1

𝑠 + 𝑝𝑟
𝑟−1

+ ⋯+
𝑏1

𝑠 + 𝑝𝑟

+
𝛼𝑟+1

𝑠 + 𝑝𝑟+1
+

𝛼𝑟+2

𝑠 + 𝑝𝑟+2
+ ⋯+

𝛼𝑛

𝑠 + 𝑝𝑛
 

 

 



Αντίςτροφοσ μεταςχθματιςμόσ 
Laplace. 

Οι ςυντελεςτζσ 𝛼𝑟+1, … , 𝛼𝑛 υπολογίηονται όπωσ και 
πριν. 

Οι ςυντελεςτζσ b υπολογίηονται ωσ εξισ: 

𝑏𝑟 = lim
𝑠→−𝑝𝑟

Β 𝑠

Α 𝑠
𝑠 + 𝑝𝑟 , 

𝑏𝑟−1 = lim
𝑠→−𝑝𝑟

𝑑

𝑑𝑠

Β 𝑠

Α 𝑠
𝑠 + 𝑝𝑟 , … , 

𝑏1 = lim
𝑠→−𝑝𝑟

𝑑𝑟−1

𝑑𝑠𝑟−1

Β 𝑠

Α 𝑠
𝑠 + 𝑝𝑟  

 

 

 

 

 



Αντίςτροφοσ μεταςχθματιςμόσ 
Laplace. 

Και, 

 

𝑓 𝑡 =  
𝑏𝑟𝑡

𝑟−1

𝑟 − 1 !
+

𝑏𝑟−1𝑡
𝑟−2

𝑟 − 2 !
+ ⋯+ 𝑏2𝑡

+ 𝑏1 𝑒
−𝑝𝑟𝑡 + 𝑎𝑟+1𝑒

−𝑝𝑟+1𝑡 + ⋯

+ 𝑎𝑛𝑒
−𝑝𝑛𝑡 

 


