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Περιεχόμενα

⚫ Αόριστο Ολοκλήρωμα

⚫ Ολοκληρώματα Στοιχειωδών Συναρτήσεων

⚫ Ορισμένο Ολοκλήρωμα

⚫ Μέθοδοι Ολοκλήρωσης



Ορισμός Αόριστου Ολοκληρώματος

F(x) = f(x)dx, x Δ

Έστω f: Δ→, Δ διάστημα. Αν F : Δ→ είναι μια συνάρτηση, τέτοια ώστε 
F’(x)=f(x), 
 x  Δ, τότε η F λέγεται αρχική ή παράγουσα της f στο Δ και συμβολίζεται:

Αν η G είναι μια άλλη αρχική της f , τότε G’(x)=f(x).

Άρα (F-G)’(x)=F’(x)-G’(x)=f(x)-f(x)=0

Κατά συνέπεια υπάρχει c σταθερή τέτοια ώστε:

F(x)=G(x)+c

Συνεπώς η δεν ορίζεται μονοσήμαντα f(x)dx



Παραγώγιση και Ολοκλήρωση είναι αντίστροφοι τελεστές

( ) '  = =
  



Παραγωγιση αντιστροφο ολοκληρωσης

d
f(x)dx f(x)dx f(x)

dx

Ολοκληρωση αντιστροφο παραγωγισης

f'(x)dx = f(x)+ c



Ολοκληρώματα Στοιχειωδών Συναρτήσεων
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Ολοκληρώματα -παραδείγματα
Παράδειγμα 1:
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Παράδειγμα 2:
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Παράδειγμα 3:



Ορισμός ορισμένου ολοκληρώματος
Ορισμός: Έστω f: [α,β]→, μια συνεχής μη αρνητική συνάρτηση. 
Διαιρούμε το [α,β] σε ν ίσα τμήματα. Το εμβαδόν του χωρίου που 
περικλείεται από την f από το α μέχρι το β ορίζεται να είναι 

lim
n→

 
 
 


n

κ=1

β - α β - α
A = f α + κ

n n

Παρατήρηση: Θεωρούμε ότι f(x)0,  x  [α,β]. Για τυχαία συνεχή
συνάρτηση f το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από το γράφημα 
της f, τις ευθείες x=α, x=β και τον  άξονα Οχ δίνεται από τον τύπο  


β

α
E(x) = f(x)dx



Ορισμός ορισμένου ολοκληρώματος

Ορισμός: Έστω f: [α,β]→, μια συνεχής μη αρνητική συνάρτηση. Αν το

lim
n→

 
 
 


n

κ=1

β - α β - α
f α + κ

n n

όριο υπάρχει, τότε το συμβολίζουμε με  και το ονομάζουμε 
ορισμένο ολοκλήρωμα της f.


β

α
f(x)dx

Ισχύει   
α β α

α α β
f(x)dx = 0,     f(x)dx = - f(x)dx



Ιδιότητες ολοκληρώματος

Θεώρημα:(Θεμελιώδες Θεώρημα Απειροστικού Λογισμού) Έστω f:
[α,β]→, μια συνεχής συνάρτηση. Τότε

όπου F τυχούσα συνάρτηση τέτοια ώστε : F’(x)= f(x),  x  [α,β].   

Θεώρημα: Έστω f,g : [α,β]→, δύο συνεχής ε συναρτήσεις. Τότε


β

α
f(x)dx = F(β) - F(α)
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λf(x)+ μg(x) dx = λ f(x)dx + μ g(x)dx 

f(x)dx = f(x)dx + f(x)dx

3.Αν f(x) 0, f(x)dx 0

4.Aνf(x) g(x) f(x)dx g(x)dx

f(x)dx f(x)dx

6.Aν m f(x) M, x α,β m β - α f(x)dx M β - α

ξ α,β ( )
β

α
f(x)dx = β - α f(ξ)



Ολοκληρώματα Στοιχειωδών Συναρτήσεων

Παράδειγμα 4:
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Παράδειγμα 5:
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Ορισμός του γενικευμένου ολοκληρώματος

Θεώρημα Έστω f: [α,β]→, μια συνεχής συνάρτηση. Αυτό σημαίνει ότι 
για κάθε c με α<c<β, η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστημα c x β. 
Έστω F μια αρχική συνάρτηση της f με F’(x)=f(x). 
Από το ΘΘΑΛ 

β

c
f(x)dx = F(β) - F(c)

Ορισμός: Αν το όριο υπάρχει τότε λέμε ότι το γενικευμένο 
ολοκλήρωμα υπάρχει και ορίζουμε:

lim
x c→

F(c)
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1

c

f(x)dx = f(x)dx = F(β) - F(c)

Παρόμοια ορίζουμε το γενικευμένο ολοκλήρωμα της f : α,β

f(x)dx = f(x)dx = F(c) - F(α)

Παράδειγμα 6

dx = dx = log1 - logc = -
x x

  logc = +



Περιεχόμενα

⚫ Μέθοδοι Ολοκλήρωσης

⚫ Μέθοδος αντικατάστασης

⚫ Παραγοντική Ολοκλήρωση

⚫ Oλοκλήρωση Ρητών Συναρτήσεων

⚫ Τριγωνομετρικές Συναρτήσεις

⚫ Ειδικές Περιπτώσεις

⚫ Αναγωγικοί Τύποι



Ι. Μέθοδος αντικατάστασης
Για να υπολογίσουμε το κάνουμε την αντικατάσταση 

x=φ(t)

dx=φ’(t)dt

 f(x)dx

Παράδειγμα 1:
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2xdx = 2udu

1 1
x x + 1dx = u du = u = x + 1 + c

3 3
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Αν θεωρήσουμε το  με 0 , τότε
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Παράδειγμα 3:
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ΙΙ. Παραγοντική Ολοκλήρωση

Αν f και g είναι συναρτήσεις παραγωγ’ισιμες

( )
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d d d
f(x)g(x) = f(x) g(x)+g(x) f(x)

dx dx dx

d d d
f(x) g(x) = f(x)g(x) g(x) f(x)

dx dx dx

Παιρνοντας τα ολοκληρωματα

f(x)g'(x)dx = f(x)g(x) - f'(x)g(x)dx

Παράδειγμα 4:
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Παράδειγμα 6:
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ΙΙΙ. Ολοκλήρωση ρητών συναρτήσεων

Παράδειγμα 9:
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6 - x A B
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6 - x = 2A +B x + 5A - 3B 2A +B = 6,  5A - 3B = -1

6 - x 3 1 17 1
dx = dx - dx =

x - 3 2x + 5 11 x - 3 11 2x + 5

ln 2x + 53 17
ln x - 3 - + c

11 11 2

P(x)=R(x) / Q(x)

•Aν deg R(x) ≥ degQ(x) τότε P(x)=P1(x)Q(x)+P2(x)
(διαίρεση πολυωνύμων/Σχήμα Horner)

• Aν deg R(x)<degQ(x) για να υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα της πρέπει    
να κάνω ανάλυση  σε απλά κλάσματα



Παράδειγμα 10:
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IV.Τριγωνομετρικές Συναρτήσεις 

1. Αρχικά πρέπει να γίνει έλεγχος για την συνάρτηση που βρίσκεται μέσα στο 
ολοκλήρωμα αν είναι άρτια ή περιττή στο cosx ή sinx

2. H αντικατάσταση που γίνετια είναι η ακόλουθή

R(-sinx, cosx)=-R(sinx, cosx) περιττή στο sinx,  cosx=t

R(sinx, -cosx)=-R(sinx, cosx) περιττή στο cosx, sinx=t

R(-sinx,-cosx)=R(sinx, cosx) άρτια sin & cosx στο tgx=t



Παράδειγμα 18 (To παράδειγμα έχει λυθεί αναλυτικά στην τάξη):
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Παραγοντική Ολοκλήρωση με τη χρήση των Τριγωνομετρικών Εξισώσεων

2sinasinb=cos(a-b) - cos(a+b)
2sinacosb=sin(a+b) + sin(a-b)
2cosacosb=cos(a+b) + cos(a-b)

Παράδειγμα 19:
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Περίπτωση 1:

Αν το ολοκλήρωμα περιέχει παράσταση της μορφής

=

=

2 2

2 2

2 2

α - x  τοτε θετουμε x = αsinθ η x = αcosθ

1. x = αsinθ, dx = αcosθdθ, α - x αcosθ

2.x = αcosθ, dx = -αsinθdθ, α - x αsinθ

V.Ειδικές Περιπτώσεις

Περίπτωση 2:

Αν το ολοκλήρωμα περιέχει παράσταση της μορφής
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α + x  τοτε θετουμε x = αtgθ η x = αctgθ 

α α
 x = αtgθ, dx = dθ, α + x

cos θ cosθ



Περίπτωση 3:

Αν το ολοκλήρωμα περιέχει παράσταση της μορφής

Οι παραπάνω περιπτώσεις είναι απαραίτητες για ολοκληρώματα της μορφής
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Περίπτωση 4:

Αν το ολοκλήρωμα περιέχει ριζικό της μορφής

αx +β τοτε θετουμε t = αx +β 

Παράδειγμα 20:
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Παράδειγμα 21:
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VI. Αναγωγικοί τύποι 

Παράδειγμα 23: Να υπολογίσετε τον αναγωγικό τύπο για το ολοκλήρωμα
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