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Περιεχόμενα Μαθήματος

• Θεωρητικές Κατανομές

– Διωνυμική Κατανομή

– Poisson Κατανομή

– Κανονική Κατανομή

– Χ2-test

– Κατανομή Student

– Κατανομή F



Τυχαία Μεταβλητή & Κατανομή

• Η έννοια της τυχαίας μεταβλητής 

χρησιμοποιείται για να περιγράψει τα 

αποτελέσματα ενός τυχαίου πειράματος

• Η έννοια της κατανομής 

χρησιμοποιείται για τον υπολογισμό 

των πιθανοτήτων των αποτελεσμάτων 

αυτών.

Τυχαία Μεταβλητή Κατανομή

Και οι δύο έννοιες αποτελούν την βάση για την δημιουργία μοντέλων που περιγράφουν τυχαία 
πειράματα χωρίς να είμαστε αναγκασμένοι να ανατρέχουμε στην θεωρία πιθανοτήτων.



Θεωρητικές Κατανομές

Κάθε τυχαία μεταβλητή έχει τη δική της κατανομή πιθανότητας αλλά σε
πολλές περιπτώσεις οι κατανομές αυτές έχουν μεγάλες ομοιότητες.
Μπορούμε λοιπόν να δημιουργήσουμε κάποιες βασικές μορφές κατανομών
τις οποίες θα χρησιμοποιούμε αντί των πραγματικών κατανομών.



Διωνυμική Κατανομή [1]

Ας θεωρήσουμε ένα πείραμα που τα αποτελέσματα του μπορεί να είναι μόνο δύο ενδεχόμενα: 
επιτυχία (Ε) και αποτυχία (Α).

Το πείραμα επαναλαμβάνεται πολλές φορές

Σε τέτοια προβλήματα ενδιαφερόμαστε πιο πολύ για τον αριθμό επιτυχιών στο σύνολο των δοκιμών 
του πειράματος παρά για το ακριβές αποτέλεσμα κάθε δοκιμής

Συμβολίζουμε n τον αριθμό των δοκιμών και με Χ το συνολικό αριθμό των επιτυχιών. 

Σκοπός να βρούμε την κατανομή (το μοντέλο) της διακριτής τ.μ. Χ της οποίας οι δυνατές τιμές είναι 
0,1,2,…,n.

Παραδοχές:

(α) Η πιθανότητα επιτυχίας ή αποτυχίας παραμένει σταθερή σε όλες τις δοκιμές του πειράματος

(β) Οι δοκιμές του πειράματος είναι στοχαστικά ανεξάρτητες.

Η πιθανότητα επιτυχίας είναι p, η πιθανότητα αποτυχίας είναι q, P(E)=p, P(A)=q, p+q=1



Ένα πείραμα το οποίο αποτελείται από δοκιμές η κάθε μια από τις οποίες έχει μόνο δύο δυνατά αποτελέσματα 
Ε ή Α και για το οποίο ισχύουν οι παραπάνω παραδοχές (α) και (β) λέγεται διωνυμικό πείραμα. (To διωνυμικό
πείραμα λέγεται επίσης και πείραμα επαναληπτικών δοκιμών)

Δοκιμή: Κάθε επιμέρους δοκιμή λέγεται και δοκιμή Bernoulli. 

Δειγματικός Χώρος: Ο δ.χ. με n δοκιμές περιλαμβάνει 2n σημεία. Τα σημεία αυτά είναι σειρές από n σύμβολα 
Ε και Α.

Η Κατανομή τ.μ. Χ σε ένα διωνυμικό πείραμα, δηλαδή η συνάρτηση p(x)=P(X=x) είναι

p(x)=P(X=x)=

η οποία λέγεται διωνυμική κατανομή

Τυχαία Μεταβλητή: Μια τ.μ. η οποία έχει την παραπάνω κατανομή λέγεται διωνυμική τ.μ.

και συμβολίζεται Χ~B(n,p). 

Τα n,p λέγονται παράμετροι της διωνυμικής κατανομής

Μέση τιμή διωνυμικής κατανομής μ=Ε(x)=np

Διακύμανση διωνυμικής κατανομής σ2=Var(x)=npq

n0,1,2,...,x,qp
x

n
xnx =







 −

Διωνυμική Κατανομή [2]



Έστω ότι οι απλές γεννήσεις παιδιών έχουν πιθανότητα 0.5 να φέρουν αγόρι. Υποθέτοντας ότι 
οι διάφορες γεννήσεις είναι ανεξάρτητες ως προς το φύλο να βρεθεί η πιθανότητα μια 
οικογένεια 6 παιδιών να έχει (1) ακριβώς 4 αγόρια, (2) τουλάχιστον 1 αγόρι και (3) το πολύ ένα 
αγόρι.

Λύση: Κάθε γέννηση θεωρείται ένα διωνυμικό πείραμα, με πιθανότητα επιτυχίας (αγόρι) p=0.5
και πιθανότητα αποτυχίας (κορίτσι) q=1-0.5=0.5

Έστω Χ τ.μ. που παριστάνει συμβατικά τον αριθμό των επιτυχιών (αγόρια)

(1)Η πιθανότητα να έχει η οικογένεια 4 αγόρια είναι

P(X=4)= ( ) ( )

( ) ( )
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Παράδειγμα 1

Ή χρησιμοποιώντας 
τους Στατιστικούς 
Πίνακες, σελ 3 ->



Παράδειγμα 1



Παράδειγμα 1

(2) H πιθανότητα να έχει τουλάχιστον ένα αγόρι

P (τουλάχιστον 1 αγόρι) = Ρ (1 αγόρι και 5 κορίτσια)= 

= Ρ (2 αγόρια και 4 κορίτσια)=…= Ρ(6γόρια)

= 1- Ρ (κανένα αγόρι)=

= 1-Ρ(X=0)

= 1-0,0156=0.9844

(3) H πιθανότητα να έχει το πολύ ένα αγόρι
P (το πολύ 1 αγόρι) = Ρ (1 αγόρι ή κανένα αγόρι) =

= Ρ (1 αγόρι)+Ρ(κανένα αγόρι)= 0,0938+0,0156=0,1094



Παράδειγμα 2

Έρευνες έδειξαν ότι το 40% των επισκεπτών μουσείων αγοράζουν και κάποιο 

αναμνηστικό αντικείμενο. Να υπολογιστεί η πιθανότητα ότι σε 12 τυχαία 

επιλεγμένους επισκέπτες ενός μουσείου

1.το πολύ 2 αγόρασαν κάποιο αναμνηστικό

2.τουλάχιστον 3 αγόρασαν κάποιο αναμνηστικό.



Κατανομή Poisson[1]

Έστω  μια ραδιενεργός ουσία η οποία με την πάροδο του χρόνου εκπέμπει σωματίδια ενός 
ορισμένου τύπου. Παρακολουθούμε την ουσία αυτή για ένα χρονικό διάστημα π.χ. μια ώρα ή ένα 
λεπτό και αναζητούμε τον αριθμό Χ των σωματιδίων που εκπέμπονται σ΄ αυτό το χρονικό 
διάστημα.

Χ: #των σωματιδίων είναι μια τ.μ. και ενδιαφερόμαστε να βρούμε την κατανομή της.

Χ=0,1,2,3,…,

Παραδοχές

(α) Οι συνθήκες του πειράματος παραμένουν σταθερές με την πάροδο του χρόνου

(β) Υποδιαιρούμε το χρονικό διάστημα σε μεγάλο αριθμό ίσων n υποδιαστημάτων, έτσι ώστε σε 
κάθε υποδιάστημα να εκπέμπεται το πολύ ένα σωματίδιο με θετική πιθανότητα, p.

(γ) Μπορούμε να πούμε ότι η εκπομπή των σωματιδίων μοιάζει με μια σειρά διωνυμικών 
κατανομών με επιτυχία Ε την εκπομπή ενός σωματιδίου και σταθερό p.

Άρα για μια κατά προσέγγιση τιμή της P(X=x) =
 
 
 

x n-x
n

p q
x



Κατανομή Poisson

Έστω τώρα ότι ο αριθμός n→, p →0 και np=λ και σταθερή.

Η συνάρτηση

είναι κατανομή και ονομάζεται κατανομή Poisson με παράμετρο λ.

Η μέση τιμή της κατανομής Poisson είναι μ=Ε(X)=λ

Η διακύμανση της κατανομής Poisson Var(X)=λ

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ

1. Συχνά η κατανομή Poisson αποτελεί προσέγγιση της διωνυμικής όταν n  20 και p 0.05, 
όταν n  100 και p 0.01 όταν ΔΗΛΑΔΗ λ=10. 

2. Η κατανομή poisson χρησιμοποιείται σε περίπτωση ραδιενεργών διασπάσεων, τροχαίων 
ατυχημάτων, τηλεφωνικών κλήσεων που φτάνουν σε ένα κέντρο.

→

 
 
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λ
p (x) =P(X = x) = e ,x = 0,1,2,...,λ > 0

x!



Παράδειγμα 3

Το τηλεφωνικό κέντρο ενός σταθμού πρώτων βοηθειών δέχεται τηλεφωνήματα έκτακτης 
ανάγκης που ακολουθούν την κατανομή Poisson με ρυθμό αφίξεων 2 τηλεφωνήματα ανά 
30 λεπτά. Να βρεθεί η πιθανότητα το τηλεφωνικό κέντρο να δεχθεί τουλάχιστον 3 τέτοια 
τηλεφωνήματα από τις 12 το μεσημέρι μέχρι τις 2 μ.μ.

Έστω Χ ο αριθμός των τηλεφωνημάτων και ακολουθεί την κατανομή Poisson

Ως μονάδα χρόνου λαμβάνουνε την ώρα  και εξετάζουμε το χρονικό διάστημα 12-2 μ.μ.άρα 
λ=4*2=8.

Η πιθανότητα που ζητάμε είναι Ρ(Χ3) =1-Ρ(Χ<3)

=1-{Ρ(Χ=0)+Ρ(Χ=1)+Ρ(Χ=2)}

( )


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-8 -8 -8

-8

-8

8 8 8
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e

e

=1- - -

=1 - 1+ 8+32

=1- 41 0.9863

Ή χρησιμοποιώντας 
τους Στατιστικούς 
Πίνακες, σελ 14 ->



Παράδειγμα 3



Παράδειγμα 4

Μία νέα γραμμή παραγωγής παρουσιάζει μέσο όρο 7 βλαβών ανά βδομάδα (5 εργασίμων  

ημερών). Να   υπολογιστεί   η   πιθανότητα:

i) Σε μια τυχαία επιλεγμένη εβδομάδα να παρουσιαστούν το πολύ τρεις βλάβες

ii) Ότι  σε   ένα   τυχαία   επιλεγμένο   διήμερο θα παρουσιαστούν τουλάχιστον 2 βλάβες



Κανονική Κατανομή [1]

x−   +

2
x

e-
2

Χ
(x) =

1
f ,

2π

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις κανονικής κατανομής

• Τυπική (ή τυποποιημένη) κανονική κατανομή με πυκνότητα

– Μέση τιμή Ε(Χ)=0

– Διακύμανση Var(X)=1

• Γενική κανονική κατανομή με πυκνότητα

– Μέση τιμή Ε(Χ)=μ

– Διακύμανση Var(X)=σ2

( ) x

μ

σ > 0


−   +

−   +

2
x-μ

e-
22σ

Χ
(x) =

1
f ,

2π

Χ~Ν(0,1) και συμβολίζεται με Ζ

Χ~Ν(μ, σ2)
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Μέση τιμή

Kανονική κατανομή [2]

Oσο μεγαλύτερο το σ 
τόσο πιο απλωμένη
είναι η f(x)



Kανονική κατανομή [3]

( )
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1
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Χ~Ν(0,1)

Χ~Ν(μ,σ2)

α β

P(αΧβ)

όταν η κατανομή δεν είναι τυπική
την μετατρέπουμε

Η πιθανότητα υπολογίζεται από τους πίνακες της τυπικής κατανομής



Kανονική κατανομή [4]
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~Ν(0,1)Αν Χ~Ν(μ,σ2) τότε 

Έτσι αν έχω να υπολογίσω την πιθανότητα στο διάστημα α  Χ  β όπου Χ~Ν(μ,σ2) 

~Ν(0,1)

Και η πιθανότητα υπολογίζεται πάλι από τους πίνακες. 
Οι πίνακες δίνουν εμβαδόν

αριθμός ςπραγματικο z    dz,
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Λόγω της συμμετρίας 
θα χρησιμοποιήσουμε τους 

πίνακες που μας δίνουν εμβαδόν 
από 0 μέχρι z0.



Παράδειγμα 5

Η κατανομή των μετρήσεων χοληστερίνης σε ένα πληθυσμό ακολουθούν την κανονική κατανομή
με μέση τιμή 225 και τυπική απόκλιση 75. Να υπολογιστεί 
(α) το ποσοστό των ατόμων με μετρήσεις χοληστερίνης μεταξύ 160 και 310

P(160 < Χ < 310) = Ρ  
160-225

75
≤

X − μ

σ
≤

310-225

75
 = 

= P(-0.87 < Ζ < 1.13) 
= P Ζ < 1.13 − P(-0.87) 
=  0,8708 − 0.1922 = 0.6786 

Χρησιμοποιώντας τους Στατιστικούς Πίνακες, σελ 15, 16 ->



Παράδειγμα 5



Παράδειγμα 5
(β) την τιμή της χοληστερίνης x0 τέτοια ώστε το 80% του πληθυσμού να έχει μικρότερη μέτρηση



Παράδειγμα 6

( )

( )

 
 

 

4.000-3.400

400

X-3.400
Ρ(Χ > 4.000) = Ρ =

400

Ρ Ζ>1.5 =1- Φ(1.5) =1- 0.9332 = 0.0668

Το βάρος των νεογέννητων παιδιών στη χώρα μας ακολουθεί την κανονική  κατανομή με μέσο όρο 3 
κιλά και 400 γραμμάρια για τα αγόρια και 3 κιλά και 350 γραμμάρια για τα κορίτσια και τυπική απόκλιση 
0.4 κιλά για τα αγόρια και 0.350 για τα κορίτσια. Να υπολογισθούν οι πιθανότητες 
(α) ένα νεογέννητο αγόρι να έχει βάρος μεγαλύτερο από 4 κιλά και 
(β) ένα νεογέννητο κορίτσι να έχει βάρος μεγαλύτερο από 3 κιλά και

μικρότερο από 3 κιλά και 700 γραμμάρια

ΛΥΣΗ:
Έστω Χ το βάρος του νεογέννητου αγοριού και Υ το βάρος του νεογέννητου  κοριτσιού. Τότε 

( )

 
 
 

3.000-3.350 Y-3.350 3.700-3.350
Ρ(3.000 < Y < 3700) = Ρ < < =

350 350 350

Ρ -1<Ζ< 1 = Φ(1) - Φ(-1) = 2Φ(1) -1= 0.6826



Κατανομή Γάμμα

Έστω Χ συνεχής τυχαία μεταβλητή. Λέμε ότι η Χ ακολουθεί την κατανομή γάμμα με 

παραμέτρους α και β (α, β  > 0) αν η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας δίνεται 

από τον τύπο :

α 1 x /β

α

1
x e x 0

β Γ(α)f (x)

0 x 0

− −
 

= 
  

όπου Γ(α) είναι η συνάρτηση γάμμα που εκφράζεται από το ολοκλήρωμα:

α 1 x

0

Γ(α) x e  dx.

+

− −= 

2

E(X) αβ

V(X) αβ

=

=

Ισχύουν:



Χ2-Κατανομή [1]

Έστω Χ μία συνεχής τυχαία μεταβλητή ή οποία ακολουθεί την κατανομή Γάμα με 
παραμέτρους  α = ν/2,  ν = 1,2,….. και β = 2. 

Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι η τυχαία μεταβλητή Χ ακολουθεί την κατανομή x2 με ν 
βαθμούς ελευθερίας, συμβολίζεται δε Χ~ x2

ν. 

Το ν, δηλαδή οι βαθμοί ελευθερίας, είναι η μοναδική παράμετρος τής κατανομής.

Για την κατανομή x2 αποδεικνύεται ότι ισχύουν οι σχέσεις:

Ε(Χ) = ν και V(X) = 2ν

◼Η γραφική παράσταση είναι λοξή και όσο οι 

◼βαθμοί ελευθερίας αυξάνονται (→) η x2ν
◼κατανομή προσεγγίζει την κανονική

◼Για τιμές του ν>30 η x2
ν προσεγγίζεται 

◼από την κανονική κατανομή



Χ2-Κατανομή [2]

Λόγω της σπουδαιότητας που έχει η κατανομή x2 στις εφαρμογές υπάρχουν έτοιμοι 
Πίνακες οι οποίοι για δοσμένη πιθανότητα δίνουν τα 

(1-α) ποσοστιαία σημεία της κατανομής x2 με ν βαθμούς ελευθερίας, δηλαδή τις 
τιμές  για τις οποίες  Ρ(χν

2  χα,ν
2 )=1-α



Κατανομή Student (t) [1]

H τυχαία κατανομή όπου Ζ και Υ  είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές  

με κατανομές την τυποποιημένη κανονική Ν(0,1) και την  αντίστοιχα λέμε ότι 

ακολουθεί την κατανομή  t του Student με ν βαθμούς ελευθερίας συμβολίζεται δε Χ 

~    .

Το ν είναι η μοναδική παράμετρος της κατανομής.

Για την κατανομή t του Student αποδεικνύεται  ότι ισχύουν:

Ε(Χ) = 0

και

V(X) = 

Z
X

Y / ν
=

2

νX

νt

ν

ν 2−

Όσο οι βαθμοί ελευθερίας αυξάνονται η tν κατανομή 
προσεγγίζει την τυπική κανονική



• Τα αντίστροφα (από πάνω) εκατοστιαία σημεία tα,ν της κατανομής tν δίνονται από 

τους στατιστικούς πίνακες για τις διάφορες τιμές των βαθμών ελευθερίας ν.

Τα οποία ορίζονται από τη σχέση

Ρ(tν  tα,ν )=α

Λόγω συμμετρίας έχουμε

Ρ(tν - tα,ν )=Ρ(tν  tα,ν )=α

t1-α,ν - tα,ν

Κατανομή Student (t) [2]



Κατανομή F [1]

( )
( ) ν2v1,F~

νX

νX
Z
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11=

• Ορισμός: Έστω Χ1~ χν1
2 , Χ2~ χν2

2 Χ1, X2 είναι ανεξάρτητες τ.μ. Η κατανομή 
της τ.μ.  

είναι η Fν1,ν2 (F με ν1, ν2 βαθμούς ελευθερίας)

• Η κατανομή F είναι ασύμμετρη 

• Η μέση τιμή και η διακύμανση της F δίνονται από τον τύπο 

( )

( ) ( )
( ) ( )

4ν
4ν2νν

2νν2ν
FVar

2ν
2ν

ν
FE

2

2

2
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ν2v1,

1

1

2
ν2v1,


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−+
=


−

=

,

,



• Λόγω της σπουδαιότητας που έχει η κατανομή F στη στατιστική 
συμπερασματολογία υπάρχουν έτοιμοι Πίνακες οι οποίοι δίνουν για δοσμένη 
πιθανότητα τα (1-α) ποσοστιαία σημεία της κατανομής F με ν1  και ν2  βαθμούς 
ελευθερίας, 

Ρ(FF1-α ν1,ν2 )=1-α

• Είναι προφανές ότι από τον Πίνακα προκύπτουν μόνο τα ανώτερα σημεία της 
κατανομής F. Τα κατώτερα ποσοστιαία σημεία προσδιορίζονται από τη σχέση

ν2v1,α,

ν2v1,α,-1
F

F
1

=

Κατανομή F [2]


