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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 1 

Διζαγυγή ζηο γπαμμικψ ππογπαμμαηιζμψ  

 

Σκοπψρ  

 

Σθνπφο ηνπ εηζαγσγηθνχ απηνχ θεθαιαίνπ είλαη ε παξνπζίαζε ησλ βαζηθψλ ελλνηψλ 

θαη ησλ πεδίσλ εθαξκνγήο ηεο κεζνδνινγίαο ηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ, ησλ 

θχξησλ ζηνηρείσλ ελφο κνληέινπ πξνγξακκαηηζκνχ θαη ησλ πξνυπνζέζεσλ πνπ πξέπεη 

λα πιεξνχληαη ψζηε έλα πξφβιεκα λα κπνξεί λα δηαηππσζεί σο κνληέιν γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ. Σηε ζπλέρεηα, φζα παξνπζηάδνληαη ζεσξεηηθά ηίζεληαη ζε εθαξκνγή 

ζε δχν ζπγθεθξηκέλα πξνβιήκαηα, ηα νπνία δηαηππψλνληαη σο κνληέια γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ. 

Δνψηηηα 1.1  

Ιζηοπικά ζηοισεία 

 

Οη επηρεηξήζεηο θαη νη νξγαληζκνί αληηκεησπίδνπλ ζπρλά ην πξφβιεκα ηεο λήτηρ 

μιαρ απψθαζηρ (decision making) θαη εηδηθφηεξα ην πξφβιεκα ιήςεο ηεο βέιηηζηεο 

επηρεηξεκαηηθήο απφθαζεο γηα ηελ επίηεπμε ελφο ζηφρνπ, κε πεξηνξηζκνχο, ελδνγελείο ή 

εμσγελείο. Σηνπο ελδνγελείο πεξηνξηζκνχο εληάζζνληαη απηνί πνπ αθνξνχλ, αθελφο, ηνπο 

δηαζέζηκνπο πφξνπο ηεο επηρείξεζεο, φπσο ην εξγαηηθφ δπλακηθφ, ηηο πξψηεο χιεο θαη ηα 

θεθάιαηα θαη, αθεηέξνπ, ηελ πνιηηηθή θαη ηνλ θαλνληζκφ ιεηηνπξγίαο ηεο. Αληίζηνηρα, 

ζηνπο εμσγελείο πεξηνξηζκνχο πεξηιακβάλνληαη απηνί πνπ αθνξνχλ ηε δήηεζε ησλ 

πξντφλησλ ή ησλ ππεξεζηψλ ηεο επηρείξεζεο, ηνλ αληαγσληζκφ θαη ην ζεζκηθφ πιαίζην 

ιεηηνπξγίαο ηεο.  

Η λήτη αποθάζευν ςπψ ζςνθήκερ αβεβαιψηηηαρ (decision making under 

uncertainty) δηεπθνιχλεηαη θαη ε πνηφηεηα ησλ απνθάζεσλ βειηηψλεηαη κε ηε ρξήζε 

πνζνηηθψλ ηερληθψλ ην ζχλνιν ησλ νπνίσλ αλαθέξεηαη σο ποζοηική ανάλςζη 

(quantitative analysis), κέξνο ηεο νπνίαο απνηειεί ε επισειπηζιακή έπεςνα 

(operations/operational research). Οη ηερληθέο απηέο ρξεζηκνπνηνχλ ζπλήζσο 

μαθημαηικά μονηέλα (mathematical models) γηα λα πεξηγξάςνπλ θαη ζηε ζπλέρεηα λα 



βειηηψζνπλ ηε ιεηηνπξγία ελφο ζπζηήκαηνο. Με ηνλ φξν ζωζηημα (system) ελλννχκε 

έλα ζχλνιν αιιειεπηδξψλησλ ζηνηρείσλ πνπ ζπλεξγάδνληαη κεηαμχ ηνπο γηα ηελ 

επίηεπμε ελφο θνηλνχ ζθνπνχ. Οη αιιειεπηδξάζεηο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη 

νη θαλφλεο πνπ δηέπνπλ ηε ιεηηνπξγία ηνπ. Κάζε επηρείξεζε ή νξγαληζκφο κπνξεί λα 

ζεσξεζεί έλα ηέηνην ζχζηεκα.  

Ο γπαμμικψρ ππογπαμμαηιζμψρ (linear programming) είλαη κία απφ ηηο πην 

δηαδεδνκέλεο θαη επξέσο ρξεζηκνπνηνχκελεο ηερληθέο ηεο επισειπηζιακήρ έπεςναρ, νη 

νπνίεο έρνπλ αλαπηπρζεί γηα λα βνεζνχλ ηα ζηειέρε ησλ επηρεηξήζεσλ θαη ησλ 

νξγαληζκψλ ζηε ιήςε ηέηνησλ επηρεηξεκαηηθψλ απνθάζεσλ. 

Η κεζνδνινγία ηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ έρεη ηηο ξίδεο ηεο ζηε ζεσξία ησλ 

γξακκηθψλ αληζψζεσλ, ε κειέηε ησλ νπνίσλ είρε μεθηλήζεη ην 1826 απφ ηνλ Fourier, 

αιιά ηε βάζε ηεο απνηέιεζαλ ηα ζεσξεηηθά κνληέια νηθνλνκηθήο ηζνξξνπίαο θαη 

βέιηηζηεο θαηαλνκήο πφξσλ, φπσο απηά ηνπ Von-Neumann θαη ηνπ Leontief, πνπ 

αλαπηχρζεθαλ θαηά ηελ πεξίνδν 1930-1940. Πάλησο, ε ζπζηεκαηηθή κειέηε θαη 

αλάπηπμε ηεο κεζνδνινγίαο ηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ ζηε ζεκεξηλή ηεο κνξθή 

νθείινληαη θαηά θχξην ιφγν ζηνλ G. Dantzig, ν νπνίνο θαηά ηε δεθαεηία ηνπ 1940 ήηαλ 

επηθεθαιήο κηαο επηζηεκνληθήο νκάδαο εληαγκέλεο ζηελ Πνιεκηθή Αεξνπνξία ησλ 

ΗΠΑ. Έξγν ηεο νκάδαο απηήο ήηαλ ε δεκηνπξγία βέιηηζησλ πξνγξακκάησλ ζπληήξεζεο 

θαη αλάπηπμεο πνιεκηθνχ πιηθνχ θαζψο θαη εθπαίδεπζεο ζηξαηησηηθνχ πξνζσπηθνχ. Τα 

πξνγξάκκαηα απηά κπνξνχζαλ λα εθθξαζηνχλ καζεκαηηθά κε ηε βνήζεηα ζπζηεκάησλ 

γξακκηθψλ ζρέζεσλ, γεγνλφο ζην νπνίν νθείιεηαη θαη ε απφδνζε ηεο νλνκαζίαο 

«γξακκηθφο πξνγξακκαηηζκφο» ζηε κεζνδνινγία.  

 

Δνψηηηα 1.2  

Δθαπμογέρ γπαμμικοω ππογπαμμαηιζμοω 

 

Όπσο ήδε αλαθέξζεθε ν γξακκηθφο πξνγξακκαηηζκφο γλσξίδεη επξχηαηε ρξήζε ζηνλ 

ηνκέα ηεο δηνίθεζεο ησλ επηρεηξήζεσλ. Σε απηφ ζπληέιεζε ε γξακκηθή δνκή πνπ έρνπλ 

πνιιά απφ ηα πξνβιήκαηα ζηνλ ηνκέα απηφλ αιιά θαη νη απνηειεζκαηηθφηαηεο κέζνδνη 



πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηελ επίιπζή ηνπο, ηδηαίηεξα κεηά ηε ξαγδαία εμέιημε ησλ Η/Υ, 

φηαλ εθθξαζηνχλ σο πξνβιήκαηα γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ. 

Οξηζκέλεο ελδεηθηηθέο πεξηπηψζεηο πξνβιεκάησλ πνπ κπνξνχλ λα αληηκεησπηζηνχλ 

κε ηε κέζνδν ηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ αλαθέξνληαη ζηε ζπλέρεηα:  

 Ππψβλημα μείγμαηορ πποφψνηυν (product mix problem)  

Τν πξφβιεκα απηφ αθνξά ζε νηθνλνκηθέο κνλάδεο πνπ ρξεζηκνπνηνχλ ηνπο 

πεξηνξηζκέλνπο δηαζέζηκνπο πφξνπο ηνπο γηα ηελ παξαγσγή δχν ηνπιάρηζηνλ 

δηαθνξεηηθψλ πξντφλησλ. Οη απαηηήζεηο ησλ πξντφλησλ ζε πξψηεο χιεο αιιά θαη 

ην κνλαδηαίν θέξδνο πνπ απνθέξεη ε πψιεζή ηνπο δηαθέξνπλ κεηαμχ ησλ δχν 

πξντφλησλ. Τν δεηνχκελν είλαη ν πξνζδηνξηζκφο ηεο πνζφηεηαο πνπ πξέπεη λα 

παξαρζεί απφ θάζε πξντφλ ζε κηα ζπγθεθξηκέλε ρξνληθή πεξίνδν, ψζηε λα 

βειηηζηνπνηεζεί έλα πξνεπηιεγκέλν θξηηήξην απφδνζεο, φπσο, γηα παξάδεηγκα, 

ην θέξδνο ηεο επηρείξεζεο θαηά ηε κειεηψκελε πεξίνδν. 

 Ππψβλημα ππογπαμμαηιζμοω παπαγυγήρ (production planning/scheduling 

problem) 

Τν πξφβιεκα απηφ αθνξά ζε νηθνλνκηθέο κνλάδεο πνπ ρξεζηκνπνηνχλ ηνπο 

πφξνπο πνπ δηαζέηνπλ γηα ηελ παξαγσγή ελφο πξντφληνο. Μέξνο ηεο 

παξαγφκελεο πνζφηεηαο πξνσζείηαη ακέζσο ζηελ αγνξά γηα λα θαιχςεη ηε 

δήηεζε, ελψ ην ππφινηπν απνζεθεχεηαη γηα λα πσιεζεί ζε επφκελεο ρξνληθέο 

πεξηφδνπο. Τν κνλαδηαίν θφζηνο παξαγσγήο θαη ην θφζηνο ηεο απνζήθεπζεο 

εμαξηψληαη, κεηαμχ ησλ άιισλ, θαη απφ ηελ πνζφηεηα πνπ παξάγεηαη θάζε 

θνξά. Σπγθεθξηκέλα, ην κνλαδηαίν θφζηνο παξαγσγήο κεηψλεηαη φζν απμάλεηαη 

ε πνζφηεηα παξαγσγήο, ελψ, αληίζεηα, ην ζπλνιηθφ θφζηνο ηεο απνζήθεπζεο 

απμάλεηαη. Τν δεηνχκελν είλαη λα πξνζδηνξηζηεί ν βέιηηζηνο πξνγξακκαηηζκφο 

παξαγσγήο ψζηε λα ειαρηζηνπνηεζεί ην ζπλνιηθφ θφζηνο ηεο νηθνλνκηθήο 

κνλάδαο.  

 Ππψβλημα μεηαθοπάρ (transportation problem) 

Τν πξφβιεκα απηφ αθνξά ζε νηθνλνκηθέο κνλάδεο πνπ δηαθηλνχλ έλα πξντφλ απφ 

δηαθνξεηηθέο πεγέο παξαγσγήο/πξνέιεπζεο (εξγνζηάζηα, θεληξηθέο απνζήθεο, 

θέληξα δηαλνκήο), ζε δηαθνξεηηθά θέληξα θαηαλάισζεο/πξννξηζκνχ (ζεκεία 

πψιεζεο, ηνπηθέο απνζήθεο, ζηαζκνχο, ιηκάληα). Τν κνλαδηαίν θφζηνο 



κεηαθνξάο είλαη δηαθνξεηηθφ γηα θάζε δεχγνο πξνέιεπζεο-πξννξηζκνχ. Τν 

δεηνχκελν είλαη λα πξνζδηνξηζηεί ην βέιηηζην πξφγξακκα κεηαθνξάο ψζηε λα 

ειαρηζηνπνηεζεί ην ζπλνιηθφ κεηαθνξηθφ θφζηνο ηεο νηθνλνκηθήο κνλάδαο.  

 Ππψβλημα επιλογήρ σαπηοθςλακίος (portfolio selection problem) 

Τν πξφβιεκα απηφ αθνξά ζε δηνηθεηηθά ζηειέρε επηρεηξήζεσλ θαη νξγαληζκψλ, 

θπξίσο ηξαπεδηθψλ θαη αζθαιηζηηθψλ, πνπ έρνπλ σο έξγν ηνπο λα 

δεκηνπξγήζνπλ έλα ραξηνθπιάθην επελδχζεσλ. Τα επελδπηηθά ζρέδηα κεηαμχ 

ησλ νπνίσλ κπνξνχλ λα επηιέμνπλ, δηαθέξνπλ ηφζν σο πξνο ηελ απφδνζε φζν 

θαη σο πξνο ηνλ θίλδπλν. Τν δεηνχκελν είλαη λα επηιεγεί ην βέιηηζην 

ραξηνθπιάθην επελδχζεσλ πνπ ζα κεγηζηνπνηεί έλα πξνθαζνξηζκέλν θξηηήξην 

απφδνζεο.  

 

Δνψηηηα 1.3 

Μονηέλα γπαμμικοω ππογπαμμαηιζμοω 

1.3.1 Βαζικά ζηοισεία 

 

Γηα λα εθαξκνζηεί ε κεζνδνινγία ηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ ζε θάπνην 

πξφβιεκα, ζα πξέπεη θαη’ αξράο ην πξφβιεκα απηφ λα εθθξαζηεί καζεκαηηθά κε ηε 

κνξθή γξακκηθψλ ζρέζεσλ, δειαδή λα δεκηνπξγεζεί έλα αληίζηνηρν κνληέιν γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ θαη ζηε ζπλέρεηα λα δηεξεπλεζεί αλ απηφ ην μονηέλο (model) 

ηθαλνπνηεί ηηο βαζηθέο πξνυπνζέζεηο πνπ πξέπεη λα πιεξνχληαη ψζηε λα κπνξεί λα 

επηιπζεί κε ηε κεζνδνινγία απηή.  

Σην ρψξν ηεο δηνηθεηηθήο επηζηήκεο, θάζε κνληέιν λνείηαη σο κηα αθαίξεζε ηεο 

πξαγκαηηθφηεηαο, δειαδή σο κηα απινπζηεπκέλε θαη ηδεαηή απεηθφληζε ελφο 

πξαγκαηηθνχ ζπζηήκαηνο, πνπ ζηνρεχεη λα βνεζήζεη ζηε ιήςε κηαο επηρεηξεκαηηθήο 

απφθαζεο γηα ηελ επίηεπμε πξνθαζνξηζκέλσλ ζηφρσλ. 

Τα βαζηθά ζηνηρεία ελφο κνληέινπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ είλαη ηα αθφινπζα: 

 Οη κεηαβιεηέο.  

 Η αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε.  

 Οη πεξηνξηζκνί.  



 Οη παξάκεηξνη.  

Οη μεηαβληηέρ (variables) απνηεινχλ βαζηθά δνκηθά ζηνηρεία ηνπ κνληέινπ θαη 

εθθξάδνπλ ηηο πνζφηεηεο εθείλεο πνπ κπνξεί λα επεξεάζεη ην πξφζσπν πνπ ιακβάλεη 

ηελ απφθαζε. Γηα ην ιφγν απηφλ, αλαθέξνληαη θαη σο μεηαβληηέρ απψθαζηρ (decision 

variables) ή σο μεηαβληηέρ ελέγσος (control variables) ή, επίζεο, σο δομικέρ 

μεηαβληηέρ (structural variables). 

Η ανηικειμενική ζςνάπηηζη (objective function) εθθξάδεη ην κπιηήπιο ή μέηπο 

απψδοζηρ (performance criterion/measure), ην νπνίν επηδηψθεη λα βειηηζηνπνηήζεη ε 

επηρεηξεκαηηθή απφθαζε θαη ην νπνίν κπνξεί λα είλαη ε κεγηζηνπνίεζε ή ε 

ειαρηζηνπνίεζε κηαο πνζφηεηαο (π.ρ., θέξδνο ή θφζηνο αληίζηνηρα).  

Οη πεπιοπιζμοί (constraints) εθθξάδνπλ φιεο εθείλεο ηηο θαηαζηάζεηο (π.ρ., 

δηαζεζηκφηεηα πφξσλ, δήηεζε αγνξάο θ.ιπ.) πνπ κπνξεί λα εκπνδίζνπλ ηελ επίηεπμε ησλ 

ζηφρσλ πνπ έρνπλ ηεζεί. 

Τέινο, νη παπάμεηποι (parameters) εθθξάδνπλ δηάθνξεο ζηαζεξέο πνζφηεηεο, 

γλσζηέο ή εθηηκεκέλεο εθ ησλ πξνηέξσλ.  

 

1.3.2 Πποχποθέζειρ 

 

Οινθιεξψλνληαο ηελ ελφηεηα απηή, ζα αλαθεξζνχκε ζηηο βαζηθέο πξνυπνζέζεηο πνπ 

πξέπεη λα πιεξνχληαη έηζη ψζηε έλα πξφβιεκα λα κπνξεί λα εθθξαζηεί σο κνληέιν 

γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ. Οη πξνυπνζέζεηο απηέο είλαη νη αθφινπζεο:  

 Γπαμμικψηηηα ησλ ζπλαξηήζεσλ (linearity).  

 Γιαιπεηψηηηα ησλ ηηκψλ ησλ κεηαβιεηψλ απφθαζεο (divisibility).  

 Βεβαιψηηηα ησλ ηηκψλ ησλ παξακέηξσλ (certainty).  

 Μοναδικψηηηα κπιηηπίος αξιολψγηζηρ (uniqueness of objective).  

Σχκθσλα κε ηελ απσή ηηρ γπαμμικψηηηαρ, φιεο νη ζπλαξηήζεηο ηνχ ππφ εμέηαζε 

πξνβιήκαηνο, δειαδή ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε θαη νη πεξηνξηζκνί, πξέπεη λα είλαη 

γξακκηθέο σο πξνο ηηο κεηαβιεηέο απφθαζεο. Οη γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο έρνπλ ηηο εμήο 

βαζηθέο ηδηφηεηεο: 

i. Αναλογικψηηηα (proportionality), δειαδή νη κεηαβνιέο ηεο ηηκήο ηνπο είλαη 

αλάινγεο ησλ κεηαβνιψλ κηαο νπνηαζδήπνηε κεηαβιεηήο ηνπο. 



ii. Πποζθεηικψηηηα (additivity), δειαδή νη κεηαβνιέο ηεο ηηκήο ηνπο ηζνχληαη κε ην 

άζξνηζκα ησλ επηκέξνπο κεηαβνιψλ ησλ κεηαβιεηψλ ηνπο. 

Η πποχπψθεζη ηηρ γπαμμικψηηηαρ είλαη πνιχ ζεκαληηθή θαη ε ηήξεζή ηεο ζα 

πξέπεη λα πξνζερζεί ηδηαίηεξα. Σε πεξηπηψζεηο φπνπ ε πξνυπφζεζε ηεο γξακκηθφηεηαο 

δελ πιεξνχηαη απφιπηα, ζα πξέπεη αξρηθά λα θαηαβιεζεί πξνζπάζεηα ψζηε νη 

ζπλαξηήζεηο λα πξνζεγγηζηνχλ κε γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο. Αλ φκσο απηφ δελ είλαη 

δπλαηφ, ηφηε ν γξακκηθφο πξνγξακκαηηζκφο δελ είλαη ε θαηάιιειε κέζνδνο θαη ζα 

πξέπεη λα ρξεζηκνπνηεζνχλ ηερληθέο μη γπαμμικοω ππογπαμμαηιζμοω (non-linear 

programming). 

Σχκθσλα κε ηελ πποχπψθεζη ηηρ διαιπεηψηηηαρ, ε θάζε κεηαβιεηή απφθαζεο 

πξέπεη λα είλαη ζπλερήο θαη, επνκέλσο, απείξσο δηαηξεηή. Με άιια ιφγηα, πξέπεη λα 

κπνξεί λα ιακβάλεη αθέξαηεο αιιά θαη θιαζκαηηθέο ηηκέο. Σε πεξηπηψζεηο φπνπ ε 

πξνυπφζεζε ηεο δηαηξεηφηεηαο δελ πιεξνχηαη, ηφηε: α) αλ κελ νη ηηκέο ησλ κεηαβιεηψλ 

είλαη κεγάιεο, ε πξνυπφζεζε αγλνείηαη, ην πξφβιεκα ιχλεηαη θαλνληθά θαη νη ηηκέο ησλ 

κεηαβιεηψλ πνπ πξνθχπηνπλ ζηξνγγπινπνηνχληαη ζηελ πιεζηέζηεξε αθέξαηε κνλάδα· β) 

αλ φκσο νη ηηκέο ησλ κεηαβιεηψλ είλαη κηθξέο, ηφηε ν γξακκηθφο πξνγξακκαηηζκφο δελ 

είλαη ε θαηάιιειε κέζνδνο θαη ζα πξέπεη λα ρξεζηκνπνηεζνχλ ηερληθέο ακέπαιος 

ππογπαμμαηιζμοω (integer programming).  

Σχκθσλα κε ηελ πποχπψθεζη ηηρ βεβαιψηηηαρ, φιεο νη παξάκεηξνη ηνπ 

πξνβιήκαηνο πξέπεη λα είλαη γλσζηέο κε απφιπηε βεβαηφηεηα. Όκσο, ζε πνιιέο 

πεξηπηψζεηο απηφ δελ ζπκβαίλεη, θαζψο νη παξάκεηξνη είλαη ζηνραζηηθέο θαη ν 

ππνινγηζκφο ηνπο βαζίδεηαη ζηε ζηαηηζηηθή επεμεξγαζία δεδνκέλσλ πνπ έρνπλ 

ζπγθεληξσζεί. Αλ ηα δεδνκέλα δελ παξαπέκπνπλ ζε θάπνην ζπγθεθξηκέλν ζηνραζηηθφ 

ππφδεηγκα, γεγνλφο πνπ ζα απαηηνχζε ηελ εθαξκνγή κεζφδσλ ζηοσαζηικοω 

ππογπαμμαηιζμοω (stochastic programming),  θαη ε δηαζπνξά ηνπο είλαη πεξηνξηζκέλε, 

ηφηε νη παξάκεηξνη ζα κπνξνχζαλ λα εληαρζνχλ ζην κνληέιν σο κέζεο ηηκέο ησλ 

ζρεηηθψλ παξαηεξήζεσλ θαη νη επηπηψζεηο απφ αλακελφκελεο απνθιίζεηο ζα κπνξνχζαλ 

λα κειεηεζνχλ ζην πιαίζην ηεο αλάιπζεο επαηζζεζίαο ηεο ηειηθήο ιχζεο.  

Τέινο, ζχκθσλα κε ηελ πξνυπφζεζε ηεο μοναδικψηηηαρ κπιηηπίος αξιολψγηζηρ, 

γηα λα εθθξαζηεί έλα πξφβιεκα σο μονηέλο γπαμμικοω ππογπαμμαηιζμοω (linear 

programming model), ζα πξέπεη λα έρεη έλα κνλαδηθφ θξηηήξην αμηνιφγεζεο. Σε πνιιέο 



πεξηπηψζεηο φκσο, ππάξρνπλ πεξηζζφηεξα ηνπ ελφο θξηηήξηα θαη, επηπιένλ, 

αληηθξνπφκελα θαη αληαγσληζηηθά. Σηηο πεξηπηψζεηο απηέο: 

 Αλ ππάξρεη δπλαηφηεηα νκνγελνπνίεζεο ησλ θξηηεξίσλ, εηζάγνπκε έλα λέν πνπ 

απνηειεί ζηαζκηζκέλν ζπλδπαζκφ ησλ αξρηθψλ.  

 Αλ δελ ππάξρεη δπλαηφηεηα νκνγελνπνίεζεο ησλ θξηηεξίσλ, αιιά θάπνην απφ 

απηά ζεσξείηαη ζεκαληηθφηεξν απφ ηα ππφινηπα, ηφηε επηιέγεηαη απηφ σο 

κνλαδηθφ θξηηήξην θαη ηα ππφινηπα απνξξίπηνληαη ή εληάζζνληαη ζην κνληέιν 

ππφ κνξθή πεξηνξηζκψλ. 

 Αλ ηίπνηε απφ ηα παξαπάλσ δελ ηζρχεη, ηφηε ν γξακκηθφο πξνγξακκαηηζκφο δελ 

είλαη ε θαηάιιειε κέζνδνο θαη ζα πξέπεη λα εθαξκνζηνχλ ηερληθέο πολλαπλϊν 

ζηψσυν (multiobjective programming). 

 Σηελ πξάμε, φιεο νη παξαπάλσ πξνυπνζέζεηο έρνπλ ηαπηφρξνλα απφιπηε ηζρχ 

κφλν ζε ειάρηζηεο πεξηπηψζεηο. Σηηο πεξηπηψζεηο πάλησο πνπ ηζρχνπλ, έζησ θαη 

θαηά πξνζέγγηζε, κπνξεί λα εθαξκνζηεί ην κνληέιν ηνπ γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ γηα λα δψζεη κηα πξψηε έλδεημε ηεο ιχζεο. Αλ, φκσο, 

απαηηείηαη αθξηβέζηεξε ιχζε, ηφηε ζα πξέπεη, θαηά πεξίπησζε, λα 

ρξεζηκνπνηεζνχλ ηα άιια είδε μαθημαηικοω ππογπαμμαηιζμοω (mathematical 

programming) πνπ αλαθέξζεθαλ παξαπάλσ. 

Όζα αλαθέξζεθαλ ζηελ ελφηεηα απηή, ζρεηηθά κε ηε δηαηχπσζε ελφο πξνβιήκαηνο 

σο κνληέινπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ θαη ηηο πξνυπνζέζεηο πνπ πξέπεη λα 

πιεξνχληαη γηα λα είλαη δπλαηή ε επίιπζή ηνπ, ζα εθαξκνζηνχλ ζηελ επφκελε ελφηεηα 

ζε δχν ζρεηηθά παξαδείγκαηα, έλα κεγηζηνπνίεζεο θαη έλα ειαρηζηνπνίεζεο θάπνηνπ 

θξηηεξίνπ αμηνιφγεζεο.  

 

Δνψηηηα 1.4  

Γιαηωπυζη πποβλημάηυν υρ μονηέλυν γπαμμικοω ππογπαμμαηιζμοω 

1.4.1  

Ππψβλημα μεγιζηοποίηζηρ 

 



Μηα βηνκεραληθή κνλάδα Α παξάγεη δχν πξντφληα, 1  θαη 2 . Γηα ηελ παξαγσγή 

ηνπο απαηηείηαη ε εξγαζία εμεηδηθεπκέλσλ ηερληηψλ θαη δχν πιηθά, 1  θαη 2 . 

Σπγθεθξηκέλα, γηα ηελ παξαγσγή κηαο κνλάδαο ηνπ πξντφληνο 1  απαηηνχληαη 2 ιεπηά 

εμεηδηθεπκέλεο εξγαζίαο θαη 6 κνλάδεο ηνπ πιηθνχ 1 . Αληίζηνηρα, γηα ηελ παξαγσγή 

κηαο κνλάδαο ηνπ πξντφληνο 2  απαηηνχληαη 4 ιεπηά εμεηδηθεπκέλεο εξγαζίαο, 2 

κνλάδεο ηνπ πιηθνχ 1  θαη 1 κνλάδα ηνπ πιηθνχ 2 . Οη δηαζέζηκεο πνζφηεηεο ησλ 

ηξηψλ απηψλ πφξσλ αλά εκέξα είλαη 1600 ιεπηά εμεηδηθεπκέλεο εξγαζίαο, 1800 κνλάδεο 

ηνπ πιηθνχ 1  θαη 350 κνλάδεο ηνπ πιηθνχ 2 . Επηπιένλ, ε εκεξήζηα δήηεζε ηεο 

αγνξάο κπνξεί λα απνξξνθήζεη φιε ηελ παξαγφκελε πνζφηεηα θαη ησλ δχν πξντφλησλ. 

Τέινο, ην θέξδνο απφ ηελ πψιεζε κηαο κνλάδαο πξντφληνο είλαη 3 θαη 8 ρξεκαηηθέο 

κνλάδεο (ρ.κ.) γηα ηα πξντφληα 1  θαη 2  αληίζηνηρα. Όια ηα παξαπάλσ ζηνηρεία 

ζπγθεληξψλνληαη ζηνλ Πίλαθα 1.1. Με βάζε ηα ζηνηρεία απηά, δεηείηαη λα πξνζδηνξηζηεί 

ην βέιηηζην εκεξήζην πξφγξακκα παξαγσγήο ηεο βηνκεραληθήο κνλάδαο, δειαδή εθείλν 

ην πξφγξακκα παξαγσγήο πνπ ζα κεγηζηνπνηεί ην θέξδνο ηεο. 

Πίνακαρ 1.1 

Δεδνκέλα πξνβιήκαηνο 

Πψπορ 

Απαιηοωμενη ποζψηηηα πψπος 

ανά μονάδα πποφψνηορ 

Γιαθέζιμη 

ποζψηηηα 

πψπος Πποφψν Π1 Πποφψν Π2 

Δξειδικεςμένη επγαζία (ζε ιεπηά) 2 4 1600 

Υλικψ Υ1(ζε κνλάδεο πξντφληνο ) 6 2 1800 

Υλικψ Υ2 (ζε κνλάδεο πξντφληνο) - 1 350 

Κέπδορ/μονάδα  

(ζε ρξεκαηηθέο κνλάδεο) 
3 8  

 

Τν ππφ κειέηε πξφβιεκα είλαη έλα πξφβιεκα κεγηζηνπνίεζεο θαη, ζχκθσλα κε φζα 

αλαθέξζεθαλ ζηηο πξνεγνχκελεο ελφηεηεο, ζα πξέπεη αξρηθά λα πξνζδηνξηζηνχλ ηα 

βαζηθά ζηνηρεία ηνπ, δειαδή νη κεηαβιεηέο απφθαζεο, νη παξάκεηξνη, ε αληηθεηκεληθή 

ζπλάξηεζε θαη νη πεξηνξηζκνί. 

Οη μεηαβληηέρ απψθαζηρ εθθξάδνπλ ηηο πνζφηεηεο πνπ κπνξεί λα επεξεάζεη ην 

πξφζσπν πνπ απνθαζίδεη. Σηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε, νη πνζφηεηεο απηέο είλαη νη 

εκεξήζηεο πνζφηεηεο παξαγσγήο απφ θάζε πξντφλ 1  θαη 2 , εθθξαζκέλεο ζε κνλάδεο 

ηνπ πξντφληνο. Καηά ζπλέπεηα, νη κεηαβιεηέο απφθαζεο είλαη νη εμήο:  



1x : Ο αξηζκφο ησλ κνλάδσλ ηνπ πξντφληνο Π1 πνπ παξάγνληαη θάζε κέξα.  

2x : Ο αξηζκφο ησλ κνλάδσλ ηνπ πξντφληνο Π2 πνπ παξάγνληαη θάζε κέξα. 

Οη παπάμεηποι εθθξάδνπλ δηάθνξεο ζηαζεξέο πνζφηεηεο, γλσζηέο ή εθηηκεζείζεο εθ 

ησλ πξνηέξσλ. Σηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε, νη παξάκεηξνη είλαη νη δηαζέζηκεο 

πνζφηεηεο πφξσλ, νη απαηηνχκελεο πνζφηεηεο πφξσλ αλά κνλάδα πξντφληνο γηα θάζε 

πξντφλ θαζψο θαη ην θέξδνο αλά κνλάδα πξντφληνο γηα θάζε πξντφλ. 

Η ανηικειμενική ζςνάπηηζη εθθξάδεη ην θξηηήξην απφδνζεο. Σηε ζπγθεθξηκέλε 

πεξίπησζε, ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε εθθξάδεη ηε κεγηζηνπνίεζε ηνπ ζπλνιηθνχ 

εκεξήζηνπ θέξδνπο ηεο επηρείξεζεο, ην νπνίν ππνινγίδεηαη σο εμήο:  

 

Σπλνιηθφ εκεξήζην θέξδνο επηρείξεζεο ( )Z  =  

Ηκεξήζην θέξδνο απφ πσιήζεηο ηνπ Π1+Ηκεξήζην θέξδνο απφ πσιήζεηο ηνπ Π2= 

(Μνλαδηαίν θέξδνο Π1)*(Πσιήζεηο Π1)+(Μνλαδηαίν θέξδνο Π2)*(Πσιήζεηο Π2).   

Άξα, ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε είλαη ε αθφινπζε:  

                         1 23 8Z x x                          (1.1) 

Τν κνλαδηαίν θέξδνο θάζε πξντφληνο, ην νπνίν πνιιαπιαζηάδεηαη κε ηελ αληίζηνηρε 

κεηαβιεηή απφθαζεο, νλνκάδεηαη ζπλήζσο ανηικειμενικψρ ζςνηελεζηήρ (objective 

function coefficient) ή ζςνηελεζηήρ απψδοζηρ (performance coefficient), επεηδή 

εθθξάδεη ηελ απφδνζε ή ηε ζπλεηζθνξά θάζε πξντφληνο ζην ζπλνιηθφ θέξδνο ηεο 

επηρείξεζεο. 

Οη πεπιοπιζμοί εθθξάδνπλ φιεο εθείλεο ηηο θαηαζηάζεηο (π.ρ., δηαζεζηκφηεηα πφξσλ, 

δήηεζε αγνξάο θηι.) πνπ κπνξεί λα επεξεάζνπλ ηελ επίηεπμε ησλ ζηφρσλ πνπ έρνπλ 

ηεζεί. Σηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε, θαζψο ε δήηεζε ηεο αγνξάο γηα ηα παξαγφκελα 

πξντφληα είλαη πξαθηηθά απεξηφξηζηε, νη πεξηνξηζκνί είλαη ηξεηο θαη αθνξνχλ 

απνθιεηζηηθά ηε δηαζεζηκφηεηα ησλ ηξηψλ πφξσλ.  

Ο πεξηνξηζκφο γηα ηε δηαζεζηκφηεηα ηεο εμεηδηθεπκέλεο εξγαζίαο νξίδεηαη σο εμήο:  

Ηκεξήζηα απαηηνχκελε εξγαζία   Ηκεξήζηα δηαζέζηκε εξγαζία 

Δειαδή:  



(Απαηηνχκελε εξγαζία αλά κνλάδα Π1)*(Ηκεξήζηα παξαγφκελε πνζφηεηα Π1) + 

(Απαηηνχκελε εξγαζία αλά κνλάδα Π2)*(Ηκεξήζηα παξαγφκελε πνζφηεηα Π2) ≤  

Ηκεξήζηα δηαζέζηκε εξγαζία.  

Άξα, ν πεξηνξηζκφο απηφο εθθξάδεηαη απφ ηε ζρέζε: 

1 22 4 1600x x      (1.2) 

Με ηνλ ίδην ηξφπν νξίδνληαη θαη νη πεξηνξηζκνί γηα ηα δχν πιηθά, νη νπνίνη 

εθθξάδνληαη σο εμήο:  

  
1 26 2 1800x x   (1.3) 

           2 350x   (1.4) 

Οη αληζψζεηο (1.2)-(1.4) νλνκάδνληαη πεπιοπιζμοί δομήρ (structural constraints) ή 

λειηοςπγικοί πεπιοπιζμοί (functional constraints). Οη πνζφηεηεο ζην δεμηφ κέινο θάζε 

αλίζσζεο νλνκάδνληαη ζηαθεπέρ ηος δεξιοω μέλοςρ (right hand side constants). Τέινο, 

νη ζπληειεζηέο ησλ κεηαβιεηψλ απφθαζεο νλνκάδνληαη θαη ηεσνολογικοί ζςνηελεζηέρ 

(technological coefficients), θαζψο πνιιέο θνξέο εθθξάδνπλ ηελ πνζφηεηα πνπ 

απαηηείηαη απφ θάζε πφξν γηα ηελ παξαγσγή κηαο κνλάδαο ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ πξντφληνο.  

Αο ζεκεησζεί φηη ζην ζπγθεθξηκέλν πξφβιεκα νη κεηαβιεηέο απφθαζεο, φπσο έρνπλ 

νξηζηεί, δελ κπνξνχλ λα ιάβνπλ αξλεηηθέο ηηκέο. Άξα, ζηνπο παξαπάλσ ηξεηο 

ιεηηνπξγηθνχο πεξηνξηζκνχο ζα πξέπεη λα πξνζηεζνχλ θαη νη αληίζηνηρνη πεπιοπιζμοί μη 

απνηηικψηηηαρ (non-negativity constraints), πνπ είλαη νη εμήο:  

                                                               1 2,  0x x    (1.5)   

Σπλνςίδνληαο φζα αλαθέξζεθαλ παξαπάλσ, κπνξνχκε λα δηαηππψζνπκε ην 

πξφβιεκά καο κε ηελ εμήο κνξθή ελφο κνληέινπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ: 

Μεγηζηνπνίεζε ηεο ζπλάξηεζεο            

1 23 8Z x x   (1.1)  

κε πεξηνξηζκνχο δνκήο 

1 2

1 2

2

2 4 1600

6 2 1800

           350

x x

x x

x

 

 



  

(1.2)

(1.3)

(1.4)

 

θαη πεξηνξηζκνχο κε αξλεηηθφηεηαο 



                                          1 2,  0x x           (1.5) 

 

Η ελφηεηα απηή ζα νινθιεξσζεί κε ηελ εμέηαζε ηνπ «θαηά πφζν ην κνληέιν ηνπ 

γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ πνπ δηαηππψζεθε παξαπάλσ ηθαλνπνηεί φιεο ηηο 

πξνυπνζέζεηο πνπ έρνπλ ηεζεί (γξακκηθφηεηα, δηαηξεηφηεηα, βεβαηφηεηα, κνλαδηθφηεηα 

θξηηεξίνπ αμηνιφγεζεο), ψζηε λα κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ επίιπζε ηνπ 

ζπγθεθξηκέλνπ πξνβιήκαηνο». 

Είλαη πξνθαλέο φηη ε πποχπψθεζη ηηρ γπαμμικψηηηαρ ηζρχεη ζηε ζπγθεθξηκέλε 

πεξίπησζε, ηφζν γηα ηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε φζν θαη γηα ηνπο πεξηνξηζκνχο. Τν 

γεγνλφο φηη ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε είλαη γξακκηθή ζεκαίλεη, αθελφο, φηη ε 

ζπλεηζθνξά θάζε πξντφληνο ζην ζπλνιηθφ θέξδνο ηεο επηρείξεζεο είλαη αλάινγε ηνπ 

αξηζκνχ ησλ κνλάδσλ ηνπ πξντφληνο πνπ παξάγνληαη θαη δηαηίζεληαη (αλαινγηθή 

ηδηφηεηα) θαη, αθεηέξνπ, φηη ην ζπλνιηθφ θέξδνο ηεο επηρείξεζεο ηζνχηαη κε ην άζξνηζκα 

ησλ ζπλεηζθνξψλ ζηα θέξδε φισλ ησλ πξντφλησλ (πξνζζεηηθή ηδηφηεηα). Αληίζηνηρα, ην 

γεγνλφο φηη νη πεξηνξηζκνί είλαη γξακκηθνί ζεκαίλεη, αθελφο, φηη ε θαηαλάισζε ελφο 

πφξνπ γηα ηελ παξαγσγή θάπνηνπ πξντφληνο είλαη αλάινγε ηνπ αξηζκνχ ησλ κνλάδσλ 

ηνπ πξντφληνο πνπ παξάγνληαη θαη δηαηίζεληαη (αλαινγηθή ηδηφηεηα) θαη, αθεηέξνπ, φηη ε 

ζπλνιηθή θαηαλάισζε ελφο πφξνπ ηζνχηαη κε ην άζξνηζκα ηεο θαηαλάισζήο ηνπ γηα ηελ 

παξαγσγή φισλ ησλ πξντφλησλ  (πξνζζεηηθή ηδηφηεηα). 

Η πποχπψθεζη ηηρ διαιπεηψηηηαρ δελ ηζρχεη ζηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε, θαζψο ν 

αξηζκφο ησλ παξαγφκελσλ πξντφλησλ είλαη αθέξαηνο θαη δελ κπνξνχλ λα παξαρζνχλ 

θιαζκαηηθέο κνλάδεο πξντφλησλ.  Όκσο, φπσο ήδε αλαθέξζεθε, ην πξφβιεκα απηφ 

κπνξεί λα μεπεξαζηεί αλ ππνηεζεί φηη νη θιαζκαηηθέο κνλάδεο πξντφλησλ 

ζηξνγγπινπνηνχληαη ζηελ πιεζηέζηεξε αθέξαηε κνλάδα. Ωζηφζν, ε ζηξνγγπινπνίεζε 

απηή κπνξεί λα γίλεη κφλν αλ νη ηηκέο ησλ κεηαβιεηψλ είλαη κεγάιεο, φξνο πνπ, φπσο ζα 

θαλεί ζηε ζπλέρεηα, ηζρχεη ζηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε, έηζη ψζηε ην ζθάικα πνπ ζα 

πξνθχςεη απφ ηε ζηξνγγπινπνίεζε λα κελ αιινηψλεη ην απνηέιεζκα. 

Η πποχπψθεζη ηηρ βεβαιψηηηαρ ηζρχεη ζηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε, θαζψο νη ηηκέο 

ησλ παξακέηξσλ ηνπ πξνβιήκαηνο, δειαδή ησλ ζπληειεζηψλ ηεο αληηθεηκεληθήο 

ζπλάξηεζεο, ησλ ηερλνινγηθψλ ζπληειεζηψλ θαη ησλ δεμηψλ κειψλ ησλ πεξηνξηζκψλ, 

είλαη ζηαζεξέο θαη δελ πξνθχπηνπλ απφ θάπνηα πηζαλνηηθή θαηαλνκή. Ωζηφζν, ζηελ 



πξάμε είλαη πξαθηηθά αδχλαην λα ηζρχεη ε αξρή ηεο βεβαηφηεηαο. Οη ηηκέο ησλ 

παξακέηξσλ είλαη ζπλήζσο εθηηκήζεηο ή πξνβιέςεηο ησλ πξαγκαηηθψλ ηηκψλ θαη 

εκπεξηέρνπλ ζθάικα εθηίκεζεο/πξφβιεςεο. Γηα ην ιφγν απηφλ, είλαη πνιχ ζεκαληηθή ε 

ανάλςζη εςαιζθηζίαρ (sensitivity/postoptimality analysis) πνπ αθνινπζεί κεηά ηε ιχζε 

ελφο πξνβιήκαηνο θαη κέζσ ηεο νπνίαο δηεξεπλάηαη ε επαηζζεζία ηεο ιχζεο ζε κηθξέο ή 

κεγαιχηεξεο κεηαβνιέο ζηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ. Ο ιήπηεο ηεο απφθαζεο ζα πξέπεη 

λα εληνπίζεη ηηο επαίζζεηεο παξακέηξνπο θαη λα ηηο εθηηκήζεη κε ηε κεγαιχηεξε δπλαηή 

αθξίβεηα ψζηε λα απνθχγεη ηπρφλ ιάζε.   

Τέινο, ε πποχπψθεζη ηηρ μοναδικψηηηαρ κπιηηπίος αξιολψγηζηρ ηζρχεη ζηε 

ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε, θαζψο ην δεηνχκελν είλαη ε κεγηζηνπνίεζε ηνπ ζπλνιηθνχ 

θέξδνπο ηεο επηρείξεζεο. 

 

1.4.2 Ππψβλημα ελασιζηοποίηζηρ 

 

Μηα βηνκεραληθή κνλάδα Α παξάγεη δχν πξντφληα, Π1 θαη Π2. Γηα ηελ παξαγσγή ηνπο 

ρξεζηκνπνηνχληαη ηξία πιηθά, Υ1, Υ2 θαη Υ3. Σπγθεθξηκέλα, γηα ηελ παξαγσγή κηαο 

κνλάδαο ηνπ πξντφληνο Π1 απαηηνχληαη 30 κνλάδεο ηνπ πιηθνχ Υ1 θαη 5 κνλάδεο ηνπ 

πιηθνχ Υ2. Αληίζηνηρα, γηα ηελ παξαγσγή κηαο κνλάδαο ηνπ πξντφληνο Π2 απαηηνχληαη 

20 κνλάδεο ηνπ πιηθνχ Υ1, 25 κνλάδεο ηνπ πιηθνχ Υ2 θαη 10 κνλάδεο ηνπ πιηθνχ Υ3. 

Εμαηηίαο θάπνησλ εζθαικέλσλ ρεηξηζκψλ ζηελ πνιηηηθή πξνκεζεηψλ ηεο βηνκεραληθήο 

κνλάδαο, έρνπλ ζπζζσξεπηεί ζηηο απνζήθεο ηεο κεγάια απνζέκαηα ησλ ηξηψλ απηψλ 

πιηθψλ. Πξνθεηκέλνπ φκσο λα απειεπζεξσζεί άκεζα θάπνηνο απνζεθεπηηθφο ρψξνο γηα 

κηα λέα παξηίδα άιισλ πιηθψλ ηεο εηαηξείαο πνπ ζα παξαιεθζεί ζχληνκα, ε εηαηξεία 

απνθάζηζε λα ρξεζηκνπνηήζεη θάπνηεο πνζφηεηεο απφ ηα πιηθά Υ1, Υ2 θαη Υ3 γηα ηελ 

άκεζε παξαγσγή πξντφλησλ Π1 θαη Π2. Οη ειάρηζηεο πνζφηεηεο πνπ πξέπεη λα 

ρξεζηκνπνηεζνχλ απφ θάζε πιηθφ Υ1, Υ2 θαη Υ3 είλαη 1500, 900 θαη 200 κνλάδεο 

αληίζηνηρα. Τα πξντφληα Π1 θαη Π2 πνπ ζα παξαρζνχλ δελ κπνξνχλ λα πξνσζεζνχλ ζηελ 

αγνξά πξηλ απφ έλα κήλα θαη, γηα ην δηάζηεκα απηφ, ζα πξέπεη λα παξακείλνπλ ζηνπο 

απνζεθεπηηθνχο ρψξνπο πνπ ζα λνηθηάζεη ε εηαηξεία. Τν κεληαίν θφζηνο απνζήθεπζεο 

γηα θάζε κνλάδα πξντφληνο Π1 θαη Π2 είλαη 150 θαη 250 ρξεκαηηθέο κνλάδεο αληίζηνηρα. 

Όια ηα παξαπάλσ ζηνηρεία ζπλνςίδνληαη ζηνλ Πίλαθα 1.2. Με βάζε ηα ζηνηρεία απηά, 



δεηείηαη λα πξνζδηνξηζηεί ην βέιηηζην πξφγξακκα παξαγσγήο ηεο βηνκεραληθήο 

κνλάδαο, δειαδή εθείλν ην πξφγξακκα παξαγσγήο πνπ ζα ειαρηζηνπνηεί ην θφζηνο 

απνζήθεπζεο ησλ πξντφλησλ Π1 θαη Π2 πνπ ζα παξαρζνχλ. 

Πίνακαρ 1.2 

Δεδνκέλα πξνβιήκαηνο 

Πψπορ 

Απαιηοωμενη ποζψηηηα 

πψπος ανά μονάδα 

πποφψνηορ 

Δλάσιζηη 

ποζψηηηα πψπος 

πος ππέπει να 

σπηζιμοποιηθεί Πποφψν Π1 Πποφψν Π2 
Υλικψ Υ1 (ζε κνλάδεο πιηθνχ ) 30 20 1500 
Υλικψ Υ2 (ζε κνλάδεο πιηθνχ) 5 25 900 
Υλικψ Υ3 (ζε κνλάδεο πιηθνχ) - 10 200 

Κψζηορ αποθήκεςζηρ/μονάδα 

πποφψνηορ (ζε ρξεκαηηθέο κνλάδεο) 
150 250  

 

Τν ππφ κειέηε πξφβιεκα είλαη έλα πξφβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο θαη, ζχκθσλα κε φζα 

αλαθέξζεθαλ ζηηο πξνεγνχκελεο ελφηεηεο, ζα πξέπεη αξρηθά λα πξνζδηνξηζηνχλ ηα 

βαζηθά ζηνηρεία ηνπ, δειαδή νη κεηαβιεηέο απφθαζεο, νη παξάκεηξνη, ε αληηθεηκεληθή 

ζπλάξηεζε θαη νη πεξηνξηζκνί. 

Οη μεηαβληηέρ απψθαζηρ εθθξάδνπλ ηηο πνζφηεηεο παξαγσγήο πνπ ζα παξαρζνχλ 

θαη, θαηά ζπλέπεηα, ζα απνζεθεπηνχλ γηα έλα κήλα. Σηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε, νη 

πνζφηεηεο απηέο είλαη νη εκεξήζηεο πνζφηεηεο παξαγσγήο απφ θάζε πξντφλ Π1 θαη Π2, 

εθθξαζκέλεο ζε κνλάδεο πξντφληνο. Καηά ζπλέπεηα νη κεηαβιεηέο απφθαζεο είλαη νη 

εμήο:  

1x : Ο αξηζκφο ησλ κνλάδσλ ηνπ πξντφληνο Π1 πνπ ζα παξαρζνχλ/απνζεθεπηνχλ.   

2x : Ο αξηζκφο ησλ κνλάδσλ ηνπ πξντφληνο Π2 πνπ ζα παξαρζνχλ/απνζεθεπηνχλ.  

Οη παπάμεηποι εθθξάδνπλ δηάθνξεο ζηαζεξέο πνζφηεηεο, γλσζηέο ή εθηηκεζείζεο εθ 

ησλ πξνηέξσλ. Σηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε, νη παξάκεηξνη είλαη νη ειάρηζηεο 

πνζφηεηεο πφξσλ πνπ πξέπεη λα ρξεζηκνπνηεζνχλ, νη απαηηνχκελεο πνζφηεηεο πφξσλ 

αλά κνλάδα πξντφληνο γηα θάζε πξντφλ θαζψο θαη ην κεληαίν θφζηνο απνζήθεπζεο αλά 

κνλάδα πξντφληνο γηα θάζε πξντφλ. 

Η ανηικειμενική ζςνάπηηζη εθθξάδεη ην θξηηήξην απφδνζεο. Σηε ζπγθεθξηκέλε 

πεξίπησζε, ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε εθθξάδεη ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ ζπλνιηθνχ 

κεληαίνπ θφζηνπο απνζήθεπζεο, ην νπνίν ππνινγίδεηαη σο εμήο:  



 

Σπλνιηθφ κεληαίν θφζηνο απνζήθεπζεο  Z =  

Μεληαίν θφζηνο απνζήθεπζεο Π1 + Μεληαίν θφζηνο απνζήθεπζεο Π2 = 

(Μνλαδηαίν θφζηνο απνζήθεπζεο Π1) * (Πνζφηεηα παξαγσγήο Π1) +  

(Μνλαδηαίν θφζηνο απνζήθεπζεο Π2) * (Πνζφηεηα παξαγσγήο Π2)  

Άξα, ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε δίλεηαη απφ ηε ζρέζε:  

 
1 2150 250Z x x   (1.6) 

Οη πεπιοπιζμοί είλαη ηξεηο θαη αθνξνχλ ηηο ειάρηζηεο απαηηήζεηο ηεο εηαηξείαο γηα 

ηελ θαηαλάισζε ησλ αληίζηνηρσλ πφξσλ. Ο πεξηνξηζκφο γηα ηελ θαηαλάισζε ηνπ πφξνπ 

Υ1 νξίδεηαη σο εμήο:  

 

Σπλνιηθή θαηαλάισζε πφξνπ Υ1  Ειάρηζηε απαηηνχκελε θαηαλάισζε πφξνπΥ1  

Δειαδή:  

(Καηαλάισζε πφξνπ 1Y  αλά κνλάδα Π1) * (Σπλνιηθή πνζφηεηα παξαγσγήο Π1) + 

(Καηαλάισζε πφξνπ 2Y  αλά κνλάδα Π2) * (Σπλνιηθή πνζφηεηα παξαγσγήο 2 )   

Ειάρηζηε απαηηνχκελε θαηαλάισζε πφξνπΥ1.  

Άξα, ν πεξηνξηζκφο απηφο εθθξάδεηαη απφ ηε ζρέζε:  

1 230 20 1500x x     (1.7) 

Με ηνλ ίδην ηξφπν νξίδνληαη νη πεξηνξηζκνί θαη γηα ηα άιια δχν πιηθά Υ2 θαη 3Y , νη 

νπνίνη εθθξάδνληαη σο εμήο:  

 
1 2

2

5 25 900

        10 200

x x

x

 


 

(1.8)

(1.9)
  

Τέινο, ζην ζπγθεθξηκέλν πξφβιεκα νη κεηαβιεηέο απφθαζεο, φπσο έρνπλ νξηζηεί, 

δελ κπνξνχλ λα ιάβνπλ αξλεηηθέο ηηκέο. Άξα, ζηνπο παξαπάλσ ηξεηο λειηοςπγικοωρ 

πεπιοπιζμοωρ ζα πξέπεη λα πξνζηεζνχλ θαη νη αληίζηνηρνη πεπιοπιζμοί μη 

απνηηικψηηηαρ, πνπ δίλνληαη σο εμήο:  

                                                                   1 2,  0x x    (1.10)   

Σπλνςίδνληαο φζα αλαθέξζεθαλ παξαπάλσ, κπνξνχκε λα δηαηππψζνπκε ην 

πξφβιεκά καο κε ηελ εμήο κνξθή ελφο κνληέινπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ: 



 

Ειαρηζηνπνίεζε ηεο ζπλάξηεζεο            

1 2150 250Z x x   (1.6) 

κε πεξηνξηζκνχο δνκήο                    

                               

1 2

1 2

2

30 20 1500

  5 25 900

           10 200

x x

x x

x

 

 



 

(1.7)

(1.8)

(1.9)

 

θαη πεξηνξηζκνχο κε αξλεηηθφηεηαο 

                                              
1 2,  0x x         (1.10) 

 

Τέινο, εξγαδφκελνη φπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ πξνβιήκαηνο κεγηζηνπνίεζεο 

δηαπηζηψλνπκε φηη ην κνληέιν ηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ πνπ δηαηππψζεθε 

παξαπάλσ ηθαλνπνηεί φιεο ηηο πξνυπνζέζεηο πνπ έρνπλ ηεζεί (γπαμμικψηηηα, 

διαιπεηψηηηα, βεβαιψηηηα, μοναδικψηηηα κπιηηπίος αξιολψγηζηρ) ψζηε λα κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ επίιπζε ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ πξνβιήκαηνο. 

 

 


