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Περιεχόµενα

Σύνολο Πραγµατικών Αριθµών
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� Πληρότητα του R
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� Φραγµένες Συναρτήσεις
� Αντίστροφη Συνάρτηση

Το σύνολο των 1ραγµατικών αριθµών

Το σύνολο των �ραγµατικών αριθµών ℜℜℜℜ α�οτελείται α�ό τα εξής υ�οσύνολα:
Το σύνολο των φυσικών αριθµών ℵℵℵℵ={1,2,…}
Το σύνολο των ακέραιων αριθµών Ζ={x-y: x,y ∈ ℵ}= {…-2, -1, 0, 1, 2,…}
Το σύνολο των ρητών αριθµών Q={p/q: p.q ∈ Z, q≠0}
Το σύνολο των άρρητων αριθµών ℜℜℜℜ- Q

Ε�ειδή κάθε ακέραιος αριθµός α µ�ορεί να εκφραστεί ως ρητός της µορφής α/1
το σύνολο των �ραγµατικών αριθµών α�οτελείται α�ό ρητούς και άρρητους αριθµούς.

Αλγεβρική δοµή του ℜℜℜℜ

Στο σύνολο ℜℜℜℜ εισάγονται
o οι εσωτερικές �ράξεις

της �ρόσθεσης και
του �ολλα�λασιασµού &

o οι σχέσεις ολικής διάταξης
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Οι εσωτερικές 1ράξεις

Σε κάθε δύο αριθµούς α,β ∈ℜ οι �ράξεις της �ρόσθεσης και του �ολλα�λασιασµού�ολλα�λασιασµού
αντιστοιχούν τους αριθµούς α+β και αβαβ και χαρακτηρίζονται α�ό τις εξής
ιδιότητες
Π1: Αντιµεταθετική ιδιότητα

α+β=β+α ∀ α, β ∈ℜ
αβ=βα ∀ α, β ∈ℜ

Π2: Προσεταιριστική ιδιότητα
(α+β)+γ =α+(β+γ) ∀ α, β,γ ∈ℜ
(αβ)γ=α(βγ) ∀ α, β,γ ∈ℜ

Π3: Ε�ιµεριστική ιδιότητα
α (β+γ) =αβ+αγ) ∀ α, β,γ ∈ℜ

Π4: Ουδέτερο στοιχείο �ρόσθεσης α+0=0+α
Ουδέτερο στοιχείο �ολλα�λασιασµού α1=1α=1

Π5: Ύ�αρξη αντίθετου αριθµού
Για κάθε α ∈ℜ-{0} υ�άρχει ένας �ραγµατικός αριθµός �ου τον
συµβολίζουµε µε –α τέτοιος ώστε α+(-α)=(-α)+α=0

Π6: Ύ�αρξη αντίστροφου αριθµού
Για κάθε α ∈ℜ-{0} υ�άρχει ένας �ραγµατικός αριθµός �ου τον
συµβολίζουµε µε α-1 τέτοιος ώστε αα-1 = αα-1 =1

Η διαίρεση µε µηδέν είναι αδύνατη �ράξη

Οι εσωτερικές 1ράξεις
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Με τη σχέση διάταξης �ου ορίζεται στο σύνολο χαρακτηρίζεται ένας αριθµός α ως
µεγαλύτερος α�ό έναν άλλο αριθµό β και γράφουµε α>β ή β<α. Η σχέση αυτή
ονοµάζεται ανισότητα.

Για τους αριθµούς α, β η σχέση « ο α είναι µικρότερος ή ίσος του β συµβολίζεται µε
α≤β

Οι ανισότητες χαρακτηρίζονται α�ό τις εξής ιδιότητες:
∆1: Ιδιότητα της τριχοτοµίας

∀ α, β ∈ ℜ ισχύει µόνο µια και µόνο µια α�ό τις σχέσεςι α>β, α=β, α<β
∆2: Μεταβατική Ιδιότητα

Αν α, β, γ ∈ ℜ µε α>β και β>γ, τότε α>γ. Ακόµη
α≥β και β≥γ, τότε α≥γ

∆3: Αν α<β ή α≤β τότε ∀ γ ∈ ℜ ισχύει α+γ<β+γ ή α+γ≤β+γ
∆4: Αν α<β τότε ∀ γ ∈ ℜ µε γ>0 ισχύει αγ<βγ και για

γ<0 ισχύει αγ>βγ

Σχέσεις ολικής διάταξης

∆5: Αν 0<α<β τότε 1/β<1/α

∆6: Αν α<β και γ<δ τότε α+γ<β+δ
α≤β και γ≤δ ή α+γ≤β+δ

Αυτό σηµαίνει ότι
ΜΠΟΡΟΥΜΕ να 1ροσθέσουµε1ροσθέσουµε τις αντίστοιχες �λευρές των ανισοτήτων
∆ΕΝ∆ΕΝΜΠΡΟΥΜΕ νανα αφαιρέσουµεαφαιρέσουµε τις αντίστοιχες �λευρές
�.χ. 11<12 και 3<6 14<18 όµως είναι ΛΑΘΟΣ 11-3<12-6

Σχέσεις ολικής διάταξης
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Αν α, β ∈ ℜ τότε καθένα α�ό τα �αρακάτω σύνολα ονοµάζεται διάστηµα στο R µε
άκρα α, β

[α, β] ≡ {x ∈ ℜ: α ≤ x ≤ β} ≡ κλειστό διάστηµα
(α, β] ≡ {x ∈ ℜ: α < x ≤ β} ≡ κλειστό δεξιά διάστηµα
[α, β) ≡ {x ∈ ℜ: α ≤ x < β} ≡ κλειστό αριστερά διάστηµα
(α, β) ≡ {x ∈ ℜ: α < x < β} ≡ ανοιχτό διάστηµα

Μήκος διαστήµατος µε άκρα α και β ονοµάζουµε το µη αρνητικό αριθµό β-α

∆ιαστήµατα των ο�οίων το ένα άκρο ισούται µε -∞ ή + ∞, ονοµάζονται µη
φραγµένα διαστήµατα ή α1ειροδιαστήµατα του R. Για α ∈ ℜ διακρίνουµε τα εξής
µη φραγµένα διαστήµατα
Κλειστό άνω φραγµένο ≡ {x ∈ ℜ: x ≤ α } ≡ (-∞ , α]
Κλειστό κάτω φραγµένο ≡ {x ∈ ℜ: x ≥ α } ≡ [α, +∞ )
Ανοιχτό άνω φραγµένο ≡ {x ∈ ℜ: x< α } ≡ (-∞ , α)
Ανοιχτό κάτω φραγµένο ≡ {x ∈ ℜ: x > α } ≡ (α, +∞ )

R ≡ (-∞ ,+ ∞)

∆ιαστήµατα στο R

Ορισµός: Ένα διάστηµα µε άκρα α και β ονοµάζεται εκφυλισµένο όταν α=β και
είναι τα σύνολο (α,β)=∅ και [α,β]={β}
Τα διαστήµατα (α, β] ή [α, β} δεν έχουν νόηµα όταν α=β

Πράξεις µε διαστήµατα
Αν Ι1 και Ι2 είναι δύο µη κενά διαστήµατα µε Ι1∩Ι2 είναι ένα διάστηµα �ου µ�ορεί

να είναι και εκφυλισµένο
Αν Ι1 και Ι2 είναι δύο µη κενά διαστήµατα µε Ι1∩Ι2 ≠∅ τότε η ένωσή τους Ι1∪Ι2

είναι ένα διάστηµα
Αν Ι1 και Ι2 είναι δύο διαστήµατα τότε η διαφορά τους Ι1-Ι2 ή Ι2-Ι1 είναι ένα

διάστηµα

∆ιαστήµατα στο R

α1 α2 β1 β2

Ι1-Ι2 Ι2-Ι1

Ι1∪Ι2

Ι1∩Ι2
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Ορισµός: Ένα σύνολο Χ⊂ R ονοµάζεται:
1. άνω φραγµένο ή φραγµένο α�ό �άνω στο R όταν και µόνο όταν υ�άρχει

ένας αριθµός α τέτοιος ώστε x≤α, ∀ x ∈ X. O α είναι ένα άνω φράγµα του Χ
2. κάτω φραγµένο ή φραγµένο κάτω στο R όταν και µόνο όταν υ�άρχει ένας

αριθµός β τέτοιος ώστε β ≤ x , ∀ x ∈ X. Ο β είναι ένα κάτω φράγµα.
3. φραγµένο στο R αν και µόνο αν είναι άνω και κάτω φραγµένο. Ισοδύναµα

ένα σύνολο Χ ⊂ R είναι φραγµένο στο R αν και µόνο αν υ�άρχει άνω
αριθµός γ≥0 τέτοιος ώστε |x| ≤ γ ∀ x ∈ X

Πληρότητα του  R

Έννοια της συνάρτησης
«Συνάρτηση είναι ένας κανόνας �ου α�εικονίζει κά�οιον α�ό τους �ραγµατικούς 
αριθµούς, σε κά�οιον άλλο �ραγµατικό αριθµό.»

Π.χ. ο κανόνας �ου α�εικονίζει κάθε αριθµό στο τετράγωνο του.

Έστω f µια συνάρτηση, ο αριθµός �ου η φ α�εικονίζει τον αριθµό χ συµβολίζεται 
µε f(x) και λέγεται η τιµή της f στο χ.

f(x)=x2 για κάθε x
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

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c + 3c + 5
g(c) = , c 1, -1

c - 1

s(x) =
0, αν x αρρητος

1, αν x ρητος

Αν δεν �εριορίσουµε το �εδίο ορισµού, θεωρούµε ότι
α�οτελείται α�ό όλους τους αριθµούς για τους ο�οίους
ο ορισµός έχει έννοια
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Ορισµοί της συνάρτησης 
Έννοια: Μια συνάρτηση ή  µια α�εικόνιση α�ό το σύνολο Α σε ένα σύνολο Β είναι 
µια αντιστοιχία �ου στέλνει το κάθε x ∈Α ακριβώς σε ένα y ∈Β. Το Α λέγεται �εδίο 
ορισµού  και το Β �εδίο τιµών.

Ορισµός: Μια συνάρτηση f ή µια α�εικόνιση µε �εδίο ορισµού το Α και �εδίο
τιµών το Β είναι µια αντιστοιχία µεταξύ των συνόλων Α και Β, �ου σε κάθε x ∈Α
αντιστοιχίζεται ακριβώς ένα y ∈Β. Το µοναδικό αυτό y λέγεται εικόνα του x µέσω
της f και γράφεται ως y=f(x)

Γράφουµε µε ∆(f) το �εδίο ορισµού της f. ∆(f) =Α.
Το σύνολο όλων των εικόνων των x α�ό το Α λέγεται �εδίο τιµών της f και
συµβολίζεται µε R(f)

R(f)={y ∈Β : y=f(x) για κά�οιο x ∈ ∆(f)}= {f(x): x ∈ ∆(f)}
Προφανώς ισχύει R(f) ⊆ Β.

Αν R(f) = Β τότε η f λέγεται ε1ί

Συνάρτηση & Πεδία 

Μια συνάρτηση µε
R(f)=ℜ λέγεται �ραγµατική συνάρτηση
∆(f)=ℜ λέγεται �ραγµατικής µεταβλητής
∆(f) ⊂ ℜ & R(f) ⊂ ℜ λέγεται �ραγµατική συνάρτηση �ραγµατικής µεταβλητής
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Παραδείγµατα

Παράδειγµα 1: Να βρείτε το �εδίο ορισµού και το σύνολο τιµών της συνάρτησης

Πεδίο ορισµού: ∆(f)=ℜ, αφού 1+|x|≠0 ∀ x ∈ ℜ.

Σύνολο τιµών:
Αν x≥0⇒ |x|=x και

Αν x<0⇒ |x|=-x και

Άρα R(f)=

x
f(x) =

+1x

( ) ( ]1,0⇔ ≥ ⇔ ≥ ≠ ⇔ ∈ −
x y

y =
x + 1 1 - y

x = 0 y 1 - y 0 και y 1 y

( ) [ )0,1⇔ ≤ ⇔ ≤ ≠ − ⇔ ∈
x y

y =
1 - x 1+ y

x = 0 y 1+ y  και y 1 y

( )1,1−

Έστω f και g µε και

(α) να βρεθούν τα �εδία ορισµού και τιµών τους
(β) Να βρεθεί για �οια x∈ℜ ορίζεται η g◦f και να βρεθεί ο τύ�ος της

∆(f)=ℜ
∆(g)=ℜ-{-1,1}

R(f)={x ∈ℜ : |x|+1≥1⇔0<1/(|x|+1)≤1}=(0,1}

1
f(x) =

1+ x

1
g(x) =

1 - x

( )

( )

( ) ( ) [ )

1

Aν y=0 

Aν y 0  

,0 1,

≥

 = 
⇔ ⇔ 

≠ ±≠ ± 

≠ ⇔ ⇔

= −∞ ∪ +∞

y y = y -1
y =

1 - x

τοτε αδυνατη

y -
y = y - = y - y 0,φτιαχνετε �ινακα

y

1 - x x 1

x 1x 1

1
x 1 x 1

gR

Παράδειγµα 2:
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: 1,1 : 1 και 1 ,1

: 1 και 1 = : 1 =

: : 0

1

1

∈ℜ ∈ℜ− − ∈ℜ ≠ − ≠ =

      
∈ℜ ≠ − ≠ ∈ℜ ≠   

      

∈ℜ ≠ = ∈ℜ ≠ =ℜ− ≠ ∅

 
= =  

  −
�

x f(x) = x f(x) f(x)

1 1 1
x x

x +1 x +1 x +1

x 1 x +1 x 0 x

x +11
g f (x) = g

1x +1 x
x +1

Παράδειγµα 2: συνέχεια

Πράξεις µε Συναρτήσεις

Αν f και g συναρτήσεις, µ�ορούµε να ορίσουµε
(1) µια νέα συνάρτηση f+g �ου λέγεται άθροισµα συναρτήσεων και ισχύει

(f+g)(x)=f(x)+g(x)
µε ∆(f+g)=∆(f)∩∆(g)

(2) γινόµενο συναρτήσεων f.g και ισχύει
(f.g)(x)=f(x).g(x)

µε ∆(f.g)=∆(f)∩∆(g)

(3) 1ηλίκο συναρτήσεων f/g και ισχύει
(f/g)(x)=f(x)/g(x)

µε ∆(f/g)=∆(f)∩∆(g) ∩{x: g(x)≠0}

Ισχύουν οι αντίστοιχες ιδιότητες του αθροίσµατος, γινοµένου και �ηλίκου
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Πράξεις µε Συναρτήσεις [Σύνθεση Συναρτήσεων]

Αν f και g συναρτήσεις, µ�ορούµε να ορίσουµε µια νέα συνάρτηση f◦g �ου λέγεται
σύνθεση των συναρτήσεων f και g και ισχύει

(f ◦ g)(x)=f(g(x))
µε ∆(f ◦ g)={x: x στο ∆(g) και g(x) στο ∆(f)}

Έστω f:Α→ Β και g: B→ Γ . Τότε η σύνθεση g◦f είναι η συνάρτηση α�ό το Α στο Γ
�ου ορίζεται ως:

g◦f={(α,γ) ∈ ΑxΓ: υ�άρχει ένα στοιχείο β∈Β τέτοιο ώστε
(α,β)∈f και (β,γ)∈g}

g◦f≠ f ◦ g

Έστω f:Α→ Β Η f θα λέγεται:

�Σταθερή, αν f(x)=c, ∀ x∈Α

�Ταυτοτική αν f(x)=x, ∀ x∈Α

�Άρτια, αν f(-x)=f(x), ∀ x,-x ∈Α

Η γραφική της �αράσταση είναι 

συµµετρική ως �ρος τον άξονα yy’

�Περιττή, αν f(-x)=-f(x), ∀ x,-x ∈Α

Η γραφική της �αράσταση

είναι συµµετρική ως �ρος την αρχή των αξόνων

Χαρακτηριστικές Συναρτήσεις
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Έστω f:Α→ Β Η f θα λέγεται:

�Περιοδική αν f(x+T)=f(x) ∀ x, x+T ∈Α

�Γνήσια αύξουσα αν ∀ x1,x2 ∈Α µε x1<x2 ⇒ f(x1)<f(x2)

�Γνήσια Φθίνουσα αν ∀ x1,x2 ∈Α µε x1<x2 ⇒ f(x1)>f(x2)

Χαρακτηριστικές Συναρτήσεις

Μια συνάρτηση f:Α→ ℜ θα λέγεται:

�Άνω φραγµένη, αν f(x) ≤M, ∀ x∈Α

�Κάτω φραγµένη αν  m ≤ f(x), ∀ x∈Α

�Φραγµένη, αν |f(x)| ≤M ∀ x ∈Α, ό�ου m, M είναι σταθερές.

Μια συνάρτηση θα λέγεται φραγµένη αν το �εδίο τιµών είναι φραγµένο σύνολο.

Φραγµένες Συναρτήσεις

Αν υ�άρχει,xο ∈Α τέτοιο ώστε f(x)≤f(xο), ∀ x∈Α τότε το f(xο) λέγεται µέγιστο της 
συνάρτησης και λέµε ότι η f �αρουσιάζει στο xο µέγιστο

Αν υ�άρχει,xο ∈Α τέτοιο ώστε f(x)≥f(xο), ∀ x∈Α τότε το f(xο) λέγεται ελάχιστο της 
συνάρτησης και λέµε ότι η f �αρουσιάζει στο xο ελάχιστο
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Παραδείγµατα

Παράδειγµα 5: Έστω f: ℜ-{0}→ℜ µε και g: ℜ-{0}→ℜ µε

. Να εξετάσετε αν είναι άρτιες ή �εριττές

∀ x,-x ∈ ℜ-{0} εξετάζω f(-x) και g(-x)

�εριττή

2

x
f(x) =

x + x

2x+3
g(x) =

x

( )
= = − = −

2 2 2

-x -x x
f(-x) = f(x)

x + x x + x-x + -x

( ) ( )
= =

2 + 3 2 + 3 2x - 3
g(-x) =

-x x x

-x -x
- ∆εν είναι ούτε άρτια ούτε �εριττή

Αντίστροφη Συνάρτηση
Συνάρτηση 1-1: Μια συνάρτηση f λέγεται 1-1 αν f(α)≠f(β) ο�ότε α≠β.

�.χ.Η ταυτοτική συνάρτηση είναι 1-1

Ορισµός: Μια συνάρτηση f:Α→ Β θα λέγεται αµφιµονοσήµαντη ή 1-1αν και µόνο 
αν, για κάθε x,y ∈ ∆(f) µε f(x)=f(y) ⇒x=y.

Ό�ως και η

H f(x)=x2 δεν είναι 1-1, η g(x)=x2, x≥0 είναι, γιατί η g είναι αύξουσα

Γραφική Παράσταση: Είναι εύκολο α�ό την γραφική �αράσταση να καταλάβει 
κανείς αν είναι 1-1΄ δεν υ�άρχει οριζόντια γραµµή �ου να τέµνει δύο φορές την 
γραφική �αράσταση της f

≠





x   x 3, 5

g(x) = 3 x = 5

5 x = 3
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Αντίστροφη Συνάρτηση

Ορισµός: Έστω f:Α→ Β µια 1-1. Τότε η συνάρτηση f-1:Β →Α λέγεται αντίστροφη της f. 
Είναι f-1(y)=x ⇔y=f(x).

Είναι �ροφανές ότι η f-1 είναι ε�ί του Α και 1-1.

�Οι γραφικές �αραστάσεις των f και f-1 συνδέονται άµεσα. Τα σηµεία (α,β) και (β,α) 
είναι συµµετρικά ως �ρος τη γραφική �αράσταση της Ι(x)=x. ∆ι�λός 
αντικατο�τρισµός ως �ρος τη διαγώνιο µας ξαναφέρνει στη f. 

(f-1) -1=f

Αντίστροφη Συνάρτηση
�Αφού το (α,β) ανήκει στην f ακριβώς όταν το (β,α) ανήκει στην f-1 , έ�εται ότι η 
β=f(α) σηµαίνει ακριβώς το ίδιο µε την α= f-1(β)

Άρα f(f-1(x))=x, ∀ x∈∆(f-1) 

f-1(f(x)) -1=x ∀ x∈∆(f) 

�Οι αύξουσες και οι φθίνουσες συναρτήσεις, δηλαδή οι µονότονες συναρτήσεις µονότονες συναρτήσεις 
είναι 1είναι 1--1. 1. 

�Ακόµη αν f είναι αύξουσα, η f-1 είναι αύξουσα και αν η f είναι φθίνουσα, η f-1

είναι φθίνουσα.

�Η f είναι αύξουσα αν και µόνο αν  η – f είναι φθίνουσα

∆εν ισχύει: Κάθε συνάρτηση 1-1 είναι µονότονη �.χ. η g(x) του �ροηγούµενου 
�αραδείγµατος
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Υ�άρχουν συνεχείς 1-1 συναρτήσεις �ου δεν είναι µονότονες

Κάθε 1-1 συνεχής συνάρτηση ορισµένη σ’ ένα διάστηµα είναι µονότονη

Θεώρηµα: Αν η f είναι συνεχής και 1-1 σε κά�οιο διάστηµα τότε είναι ή αύξουσα ή 
φθίνουσα στο διάστηµα αυτό

Αντίστροφη Συνάρτηση

Παραδείγµατα

( )( ) ( )( )

( )

( )

2 2

⇔ = ⇔ = ⇔

= ⇔

⇔

⇔

∈ ≤ ≤

  

2y+ 32x+ 3
f(x) = f( )

x + 4 y + 4

3 - 4y2x+ 3

x+ 4 y - 2

3 - 4y

y - 2

y 2x+3 y+4 2y+3 x+ 4

xy+8x+3y+12 yx+8y+3x+12

5x = 5y x = y

Αρα f  1 - 1

y = x =

E�ειδή x -1,1  έχουµε - 1 1 

1
Ε�ιλύοντας τις 2 ανισότητες �ροκύ�τει < y < 1. 

3

'Αρα f -1,1

( )

,1

, ( ) ,1

 
 
 

 ∆ =  
 

-1 -1 -13 - 4x

x - 2

1
= .'Αρα η f είναι ε�ί

3

1
Άρα η f  ορίζεται και f x = f

3

Παράδειγµα 1: Να βρείτε την f-1 της ( ) 1
,1

3

 →  
 

2x+ 3
f : f(x) =

x+ 4
-1,1  µε 


