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To ovvolo TV npaypatikov aptlfpev @

To obvolo TV npaypatkov aplfpmv R anoteleital anod ta e€r)g vrmoobvola:
To obvolo TV pookev apidpov 8=(1,2,...}

To obvolo tev aképawav apbpov Z={x-y: x,y € N}=1{...-2,-1,0,1, 2,...}

To ovbvolo tev prtev apipev Q={p/q: p.q € Z, q#0}

To obvolo tev dppntev apdpov R- Q

Enetdr] xabe axépatog apdpog a pmopet va ekppaotel wg pntog g popeng a/1
TO OLVONO TOV TPAYUATIKOV AP1OU@V artoTeNeltal Ao pyTovg kar AppHTovg aptOpove.

AMyefBpikr) 6opr) too R

210 obvoAo R eloayovtat
0 Ol E0MTEPIKEG TIPASELg

g mpoodeong Kat

Tov moAar\aoctaopod &
0 o1 oxéoelg oAkng Statadng




Ot eowtepikég mpagetg @

e xafe 6vo apBpovg a,p eR ol mpadelg g mpoofests Kat TOL HOAATAACIACHOD
avtotoyody tovg aptdpovg a+f xat af  kat yapaxmpifoviar amd TG g
1010 TEg
IT1: AvuipetaBetikr) ot ta

atp=p+ava, P eR

ap=paVva, P eR

IT2: ITpooetaiplotiki) 1010t Ta
(a+P)+y =a+(P+y) Va, By eR
(@P)y=aPy) vV a By <%

I13: Empepiotiky) d1otta
a(p+y) =apray) Va By R

IT4: Ovdétepo otoryeio mpoobeong a+0=0+a
Ovdétepo ototyeio moMarmhaotaopov al=1a=1

Ot eowtepikég mpagetg @

I15: Ynap&n avtiBetoo apiBpod
INa xabe a eR-{0} ovodpyer évag mpaypatikog apdpog Imov Tov
ovpPoAifovpe pe —a tétolog wote a+(-a)=(-a)+a=0

I16: 'Yrap&n avtiotpogpov apiBpod

INa xabe a eR-{0} ovodpyer évag mpaypatikog appog mov Tov
ovppoAifovpe pe al tetotog wote aal = aal =1

H Suaipeon pe pndév eivatl advvatn mpadn




Xyxéoelg oAk drartasing @

Me 1) oxéon diatadng mov opiletat oto ovVOAO xapaxtnpifetal évag apdpog a og
peyaivtepog amod évav alho apifpod P xat ypagoope a>f 1 P<a. H oyxéon avtw)
ovopdadetatl avicotTa.

I'a tovg apdpovg a, P 1 oxéon « o a eivat pKPOTEPOG 1) 100G ToL P ovpPoAiletar pe
asp

Ot aviootteg xapaxtnpifovral amod tig 8rg 1910t Teg:
Al: Iowotta mg tpryotopiag

YV a, p € R woxdet povo pia Kat povo pua amod tig oxéoeg a>P, a=p, a<p
A2: Metafartir) Iowotta

Ava, B,y € R pe a>p xat >y, T0te a>y. AKOpn

a2p xat By, tote axy
A3: Av a<f 1) asp tote V y € R oyvet aty<p+y 1 a+y<p+y
A4: Av a<f tote V y € R pe y>0 1oxvet ay<Py xat ywa
vy<0 toxvet ay>PBy

Tyxéoeig oMk g dratadng @

A5: Av 0<a<P tote 1/PB<1/a

A6: Av a<f kat y<d tote a+y<p+d
a<p kat y<O rj a+y<p+06
Avto onpatvet 0T
MITOPOYME va npoaBécovpe Tig avtioTolyeg MAEDPEG TOV AVICOTHTOV
AEN MITPOYME va a@aip£ooope Tig avtioTolyeg MAevpég
my. 11<12 ka1 3<6 14<18 opwg etvat AAGOZ 11-3<12-6




Awaotipata oto R o

Av a, p € R 1o1e kabéva amod Ta Napakdt® ovvola ovopdaletat dtaotnpa oto R pe
akpa a, B

[a, B] = {x € R: a<x< P} =xetoto Swaompa

(a, B] = {x € R: a <x < P} =x\ewo16 dedra Sraotnpa

[a, B) = {x € N: a<x <P} =x\ewoT6 aplotepd dSiaotpa
(a, B) = {x € R: a<x <P} =avo(to Swaotpa

Mijkog Sraotiparog pe axpda a Kat f ovopalovpe To pn apvntiko aptfpo p-a

Alaotijpata  ToV omolmv To éva dxKpo 1000TAl e -0 1) + o, ovopdalovrtal pn
ppaypéva Swaotpata 1) anepodiactipata too R. [a a € R dwaxpivoope ta e8rig
Hn epaypéva dractpara

KAewoto ave gpaypévo={x € R:x<a}= (-, a]

KAewoto xate ppaypévo={x € R:x=a}=[a, +o)

Avoyto ave gpaypévo = {x € R:x<a}= (-, a

Avoiyto KAt @paypévo = {x € R:x>a}=(a, +x)

R= (—OO ,+ OO)

Awaotipata oto R @

Oproudg: Eva Swdompa pe dxpa a xat B ovopdadetat ek@uAlopévo otav a=p xat
etvat ta ovvolo (a,B)=J xat [a,B]={p}
Ta Swaotparta (a, B] 1) [a, B} 6ev éxoov vonua otav a=p

IIpageig pe Sraotpata

Av I1 xat 12 etvan 600 pny xevd draotrjpata pe I1NI2 etvat éva diaotnpa mov pmopet
va etvat Kat eEKQOALO|EVO

Av I1 xat 12 etvan 800 pn) xeva daotjpata pe I1NI2 #J 101e 11 évwor) toog [1UI2
etvat éva daotnpa

Av I1 kat 12 elvat dvo dwaotpata tote 11 Stagopd tovg Ii-, 1 L-I; eivat éva
owaotnpa

I A B1 B>

I1nI2

11-12 1

11uI2




IIAnpotnta too R o

Op1oudg: Eva ovvoho Xc R ovopdadetat:

AvVe QPAYHEVO 1) QPAYHEVO Ao HAV® oto R 6tav kat povo otav vrdapyet
évag apdpog a tétolog wote X<, V x € X. O a eivat éva ave @pdypa too X

2. KAT® QPAypévo 1] PPaypévo KAate oto R otav kat povo otav vodpyxet évag
apdpog B tétolog wote B<x, V x € X. O P eivat éva kAT® @paypd.

3. @paypévo oto R av xat povo av eivat ave Kat Kdate gpaypévo. Ioodvvapa
éva ovbvoho X < R eivat gpaypévo oto R av kat povo av ovmdpyet ave
apdpog y20 tétotog wote | x| <y Vx e X

‘Evvouwa g ovvaptnong @
«Zovaptnor) etvat évag Kavovag oo arekovifel KAIooV arlo Tovg IPAayHaTiKodg
apldpovg, oe KATIOOV AANO TIPAYHATIKO aptOpo.»
I1.x. o xkavovag mov amewovifet kabe apOpod oto TeETPAay@Vo Tov.

Eote f pua oovapnon, o apiBpog oo 1) ¢ aneikovilet tov aptBpo x oopPoliletat

pe f(x) xat Aéyetat n Tipr) ¢ f oto x.
f(x)=x? yia xabe x

¢’ +3c+5
g(c)=2—,C¢1,—1

-1 0(x) =

{O, av x appntog
s(x) =
1, av x pntog

1 1
k(x)=—+——,x%0,1

5x=2
%,x=17
o
2
28,x =L
17
28,x=§
n

o’ 36 _
16,x # 2,17,§,—1<a1 X = a+b«/§psa,beQ
o

x x-1 Av dev mepropioovpie To medio oplopov, Be@poovpe 0Tt
1 1 arrotelettat ard OAOLG TOLG APOS Y TOLG OIOLOVG

k(x)=—+——
) x x-1

0 OpPlOjOG Exel évvola




Opwopot tng oovaptnong @

Evvoia: Mia covapTnon 1) pid dIIelkovion daro To obvolo A oe éva obvolo B etvat
pta avtiototyia moo otéAvet to kabe x €A akpipmg oe éva 'y €B. To A Aéyetar medio
oplopod Kat To B medio tipav.

Opopog: Mia oovaptnon f 11 pa amewovion pe medio optopod 10 A Kat medio
Tip®v To B eivat pa avrotoyia petald tov oovolev A xat B, moo oe xabe x €A
avtiotolyifetar akpiBmg éva y €B. To povadiko avto y Aéyetat elkova too X péom

mg f xat ypagetat og y=f(x)

I'pagovpe pe A(f) to medio opropod mg f. A(f) =A.
To obvolo OAGV TV EIKOVOV TOV X amod 1o A Aéyetat medio Tipov g f xat
ovpPoAiCetat pe R(f)

R(f)={y €B : y=f(x) yia xdmoio x € A(f)}= {f(x): x € A(f)}
IMpogavag toxvel R(f) < B.

Av R(f) = B tote n) f Méyetan emi

Yovaptnon & [edia @

Mua ovvdaptnon) pe

R(f)=R Aéyetal mpaypartikr) oovaptnon

A(f)= R Aéyetat npaypatikrg petaPAntrg

A(f) € R & R(f) € R AéyeTar mpaypatiky) OLVAPTHOL IPAYHATIKIG PeTAPANTLg




ITapadeiypata
Hapadewypa 1: Na Bpeite To mmedio optopod KAt 1o GOVOAO TGOV TG OOVAPTNONG
f(x) = ——
[x+1

ITeSio opropon: A(f)=R, agod 1+ |x|#0 ¥V x € R.

20OVOAO TIH®V: X y
Av x>0 = |X|=XKmy=T1<:>x=1—20<:>y(l—y)ZOKmy;ﬁl@ye(—l,O]
X -y

X _y
Av x<0= | x| =-x Kat y=:<:>x—mS0<:>y(1+y)S1<a1y¢—1<:>ye[0,1)
Apa R(f)=(-11)
Hapdaderypa 2: .
Eotw fxarg pe  f(x) 1 1 g(x) 1
X —_— ———— X —_— ————
1+ RN

(a) va Bpebodv ta media oplopod Kat THAV To0G
(B) Na Bpedet yia mowa xe R opiletat i) gof kat va Ppebet o to110G TNg

A(f)=R
A(g)=R-{-1,1}

R(f)={x eR: | x| +1>10<1/(| x| +1)<1}=(0,1}

LQ{EY(LIXI)@ {|x|y=y-1

TN x#+1 x % +1

Av y=0 tote advvartrn
Avy=0 |x|y =y-le |x| _y-1 < (y-1)y =0, griayvere mvaxa
y

R(g)=(=o0.0)U[L +0)




Hapdaderypa 2: ovveyela

(xeR:f(x) e R-{-11}} = {x e R:f(x) = —1 ko f(x) = 1{,1}} =

;t—lKouL;tl = xe‘R:Lil =
X +1 x| +1

{xeiR 1¢|x|+1} {xe‘R:0¢|x|}=iR—{0}¢®

1 1 M+l
(66 [|x|+1] TN

x+1

IIpaerg pe Xovaptoetg

Av f Kat g oovapTroelg, pIIopovPE VA OpicovpE
(1) pra véa ovvaptnon f+g mov Aéyetat adpotopa oovaptroemv Kat 10XV
(£+8) ()=f(x)+g(x)
pe A(f+g)=A(NA(g)

(2) ywvopevo oovaptroeav f.g kat 1oyvet
(£-8) (0)=£(x).g(x)
pe A(f.g)=A(f)NA(g)

(3) mAixo ovvaptrioewv f/ g kat 1oxvet
(8)(x)=t(x)/g(x)
pe A(f/g)=A(f)nA(g) Nix: g(x)#0}

Ioyvoov ot avtiotolyeg 1010t Teg TOL ABPOioPATOG, YIVOPEVOD KAt INAIKOD




Ipageig pe Zovaptnoeig [Zovleon Zovaptnoemv] o

Av f kat g oovapTroelg, HIOPOLHE VA OPIOOLHE Pid VEa oLVAPTN oL fog oL Aéyetat
oovvBeon Tov ovvaptioemv f kat g kat woyvet
(F - 8)(x)=F(g()
pe A(f ° g)={x: x oto A(g) xat g(x) oto A(f)}
Eotw f:A— B xat g: B— I'. Tote n oovBeon gof etvat 1) ovvdaptnon amo to A oto I’
ov opietat wg:
gof={(a,y) € AxI': vmapyet éva otoryeio feB tétol0 wote

(ap)ef kat (By)eg}
gf#tfog
Xapaktnplotikeg XovapTnoeLg @
Eote f:A— B H f Oa Aéyetau:

o Ztabepn, av f(x)=c, V xe A
o Tavtotiky av f(x)=x, V xe A
o Apta, av f(-x)=f(x), V x,-x €A \

H ypagwn) g napaotaon eivat
OLHETPIKI ®G IIPOG ToV daSova yy’

o Ilepitty, av f(-x)=-£(x), V x,-x €A
H ypa@n) ¢ napaotaon
elval CUPPETPIKI) KOG IIPOG TV APXL] TV ASOVOV
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Xapaktnplotikeg XovapTnoeig o

Eoto f:A— B H f Ba Aéyetat:
o Ileprodixy av f(x+T)=f(x) V x, x+T €A

[t(5)
A I ~
S L o
e T
ATal PRU i /A
L7l L7
; [ ¥
[ey= 2 (—naz=n=
£ . 4 ;

o I'vijoia advdovoa av V' x;,x, €A pe x;<x, = f(x;)<f(x,)

o I'vijoia @Bivovoa av ¥ x;,x, €A pe x;<x, = f(x;)>f(x,)

Dpaypéveg ZovapTtroelg @

Mua ovvapmorn) f:A— R Oa Aéyetat:

o Ave payuévy, av f(x) <M, V xeA

o Kare ppaypévy av m <f(x), V xe A

o @paypuévy, av |f(x)| <M V x €A, oéroo m, M eivat otabepég.

Mua ovvaptmorn) 0a Aéyetat ppaypévn av 1o medio TIpaV eival gpaypévo obvoAo.
Av vrdpyeyx, €A tétoro wote f(x)<f(x,), V xeA 10Te 10 f(X,) AéyeTal péyioto g

oovvapTtnong Kat Aépe ot 1) £ mapovotdlet 0To x, PEYLOTO

Av vriapyeyx, €A tetoto wote f(x)2f(x,), V xe A 10Te 10 f(X,) AéyeTal ehayioto g
ovvdaptnong Kat Aépe ot 1) £ mapovotdet oto x, eEAaY10To




IMapadeiypata ®

X
Hapadewypa 5: Eote f: R-{0}—> R pe f(x)= 2—+|| Kat g: R-{0}—> R pe
X X

2x+3

g(x)= . Na eetdoete av eivat apTieg 1) mePLTTEG

v x,-x € R-{0} eSetalo f(-x) xat g(-x)

f(-x) =

=X _ =X _ X _ f(X) )
- - - IIEPQLITT
JoP s N P

g(-x) = 2(-x)+3 _ 2 (x)+3 _2X-3  Aeveivai odte dpria obte meptrT)

=X X X

Avtiotpopn Xovaptnon @

Yvvaptnorn) 1-1: Mua oovaptnon f Aéyetat 1-1 av f(a)#(B) omote a#p.

.x.H tavtotikr) oovdaptnon etvai 1-1

Opopog: Mua ovvaptnor) f:A— B Oa Aéyetan ap@ipovoonpavin ) 1-1av xat povo
av, yia kabe x,y € A(f) pe f(x)=f(y) =x=y.

x x#3,5
Onwg xatn gx)=13 x=5
5 x=3

H f(x)=x? 8ev elvar 1-1, ) g(x)=x2, x20 eivay, yiati n g etvat avéovoa

I'pagwr) Iapaotaon): Eivat ebkolo amo Ty ypa@ikr) mapdaotaocn va KataldaPet
kaveig av etvat 1-1' dev omdpyet optlovTia ypappr) oo va TEpvel 500 Qopég v

ypagukr) napdotaot) g f
_
[N
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Avtiotpopn Xovaptnon o

Opiopog: 'Eote f:A— B pa 1-1. Tote ) oovdaptmon £1:B - A Méyetat avtiotpoen g f.
Eivat f1(y)=x oy=f(x).
Eivat mpogavég ot £ etvat emi tov A kat 1-1.

o Ot ypagkég napaotdoetg tov f kat 1 ovvdeovtat apeoa. Ta onpeta (a,B) kat (B,a)
€lvat ODPHETPIKA OG IIPOG T YPAPIKY| Hapdotaor) Thg I(x)=x. Aurhog
AVTIKATOITPIOPOG OG TIPOG 1) draydvio pag Savagépvet ot £.

() 1=f

—y = cos{X}+ X

Inverse

—x=y

Avtiotpopn Xovaptnon @

o Ao 1o (a,p) avrket oy f akpiBag otav 1o (B,a) aviket oty 1, émetat Ot n
B=f(a) onpatver akpPpog to id1o0 pe mv a= £1(p)
Apa  {(fl(x))=x, V xeA(f)
f1(f(x)) 1=x V xeA(f)
o Ot avovoeg kat ot gOivovoeg cuvapTroetg, SNAad| Ot HOVOTOVEG COVAPTI|OELS
etvat 1-1.

o Axkopn av f etvat avfovoda, 1) f1 etvat avfovoa kat av 1 f etvat gbivovoa, n 1
etvat gpbivovoa.

o H f etvat avovoa av xat povo av 1) - f etvat gpbivovoa

Aev woyoeu: Kabe oovaptnorn 1-1 etvat povotovr) mwy. 1 g(x) TOL IPOryovHEVOD
napadetypatog
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Avtiotpopn Xovaptnon o

Yndapyoov ooveyeig 1-1 ovvaptroeig mov dev etvat povotoveg

N

KdBe 1-1 ovvexrg ovvdaptnorn oplopévn o éva Stdotpa etvat povotovn

Oewpnpc: Av 1) f etvat ovvexr)g kat 1-1 oe kdmoto Staotnpa ToTe eival 1 addovod 1)
@Bivovoa oto draotnpa avtod

IMapadeiypata @

1 2
[apdadetypa 1: Na Bpeite myv f1mg £:(-1,1) > (E,lj pef(x)= X++43
X

2x+3 2y +3

f(x) =1 = S (2x+3)(y+4)=(2y+3)(x+4) &
=) = = g S (X3 (y+4)=(2y+3)(x+4)
2xy +8x+3y+12=2yx+8y +3x+12 &
5x=by & x=y
Apaf 1-1
_2x+3 3.4y

x+4 y-2

) ) 3-4y
Eneidr) x e (-1,1) éxovpe -1 < 5 <1

Em\vovtag Tig 2 aviootnTeg IpoKvIITEL % <y<1l

'‘Apa f[(—l,l)] = (% , lj.'Apa nfetvat et

Apan ! opiGetat xat f (x) = 3- 42X A = (%lj
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