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ΠΠΕΡΙΕΧΌΜΕΝΑΕΡΙΕΧΌΜΕΝΑ

� Γραµµικός Προγραµµατισµός

� Μορφο�οίηση �ροβληµάτων σε �.γ.�

� Προϋ�οθέσεις εφαρµογής µοντέλου γ.�.

� Πρόβληµα Μεγιστο�οίησης

� Πρόβληµα Ελαχιστο�οίησης

ΠΠΕΡΊΕΡΊ ΓΓΡΑΜΜΙΚΟΎΡΑΜΜΙΚΟΎΠΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΎΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΎ

� Ο Γραµµικός Προγραµµατισµός είναι µία α�ό τις �ιο διαδεδοµένες και ευρέως 
χρησιµο�οιούµενες τεχνικές της Ε�ιχειρησιακής Έρευνας, οι ο�οίες έχουν 
ανα�τυχθεί για να βοηθούν τα στελέχη των ε�ιχειρήσεων και των οργανισµών 
στη λήψη τέτοιων ε�ιχειρηµατικών α�οφάσεων. 

� Γραµµικός Προγραµµατισµός είναι η τεχνική �ου ασχολείται µε το �ρόβληµα της 
κατανοµής των �εριορισµένων #όρων ενός συστήµατος σε ανταγωνιζόµενες 
δραστηριότητες κατά τον καλύτερο δυνατό τρό�ο.

� Α�ό µαθηµατικής ά�οψης ο γ.�. �εριγράφει ένα µοντέλο �ου αφορά την 
µεγιστο�οίηση ή ελαχιστο�οίηση (max/min) µιας γραµµικής συνάρτησης κάτω 
α�ό γραµµικούς �εριορισµούς.

� O γ.�. ασχολείται µε τη σχεδίαση των δραστηριοτήτων του συστήµατος �ου 
�εριγράφει για να �ροκύψει το άριστο α�οτέλεσµα, δηλαδή εκείνο το 
α�οτέλεσµα �ου µεταξύ όλων των δυνατών εναλλακτικών λύσεων υλο�οιεί τον 
ζητούµενο σκο�ό µε τον καλύτερο δυνατό τρό�ο.

� Η �ιο γνωστή µαθηµατική διατύ�ωση και µια συστηµατική διαδικασία ε�ίλυσης 
του, η µέθοδος Simplex οφείλεται στον Dantzing, (1947
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ΕΕΦΑΡΜΟΓΈΣΦΑΡΜΟΓΈΣ ΓΓΡΑΜΜΙΚΟΎΡΑΜΜΙΚΟΎΠΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΎΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΎ

� Πρόβληµα Μείγµατος Ε#ιλογής Προϊόντων (Product Mix Problem).

� Πρόβληµα Προγραµµατισµού Παραγωγής (Production Planning / 
Scheduling Problem)

� Πρόβληµα Μεταφοράς (Transportation Problem)

� Πρόβληµα Ε#ιλογής Χαρτοφυλακίου Ε#ενδύσεων (Portfolio Selection 
Problem)

Ορισµένες ενδεικτικές �ερι�τώσεις �ροβληµάτων τα ο�οία µ�ορούν να 
αντιµετω�ιστούν µε τη µέθοδο του γραµµικού �ρογραµµατισµού αναφέρονται στη 
συνέχεια

ΜΜΟΡΦΟΠΟΊΗΣΗΟΡΦΟΠΟΊΗΣΗ ΠΡΟΒΛΗΜΆΤΩΝΠΡΟΒΛΗΜΆΤΩΝ ΣΕΣΕ

ΠΠΡΟΒΛΉΜΑΤΑΡΟΒΛΉΜΑΤΑ ΓΓΡΑΜΜΙΚΟΎΡΑΜΜΙΚΟΎ

ΠΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΎΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΎ

� Για να εφαρµοσθεί η µεθοδολογία του Γραµµικού Προγραµµατισµού σε 
κά�οιο �ρόβληµα, θα �ρέ�ει να δηµιουργηθεί ένα αντίστοιχο µοντέλο 
γραµµικού �ρογραµµατισµού.

� Τα βασικά στοιχεία ενός µοντέλου γραµµικού #ρογραµµατισµού βασικά στοιχεία ενός µοντέλου γραµµικού #ρογραµµατισµού είναι 
τα ακόλουθα:

� Οι µεταβλητές

� Η αντικειµενική συνάρτηση

� Οι �εριορισµοί

� Οι �αράµετροι
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ΠΠΡΟΫΠΟΘΈΣΕΙΣΡΟΫΠΟΘΈΣΕΙΣ ΕΦΑΡΜΟΓΉΣΕΦΑΡΜΟΓΉΣ ΕΝΌΣΕΝΌΣ

ΜΟΝΤΈΛΟΥΜΟΝΤΈΛΟΥ ΓΓΡΑΜΜΙΚΟΎΡΑΜΜΙΚΟΎΠΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΎΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΎ

�� ΓραµµικότηταΓραµµικότητα των συναρτήσεων (linearity)
Μια �ραγµατική συνάρτηση n µεταβλητών

f : ℜn→ℜ: x=(x1,x2,…,xn) →f(x) 
λέγεται γραµµική αν και µόνο αν για κά�οιο σύνολο �ραγµατικών σταθερών 
αριθµών c=(c1,c2,…,cn) ισχύει  f (x1,x2,…,xn)= c1x1+c2x2+…+xn cn

�� ∆ιαιρετότητα∆ιαιρετότητα των τιµών των µεταβλητών α�όφασης (divisibility)
Κάθε µεταβλητή α�όφασης �ρέ�ει να µ�ορεί να �αίρνει ακέραιες αλλά και 
κλασµατικές τιµές

�� ΒεβαιότηταΒεβαιότητα των τιµών των �αραµέτρων (certainty)
Όλες οι �αράµετροι του �ροβλήµατος �ρέ�ει να είναι γνωστές µε α�όλυτη 

βεβαιότητα

�� ΜοναδικότηταΜοναδικότητα κριτηρίουκριτηρίου αξιολόγησης (unique objective)

ΟΟΡΙΣΜΟΊΡΙΣΜΟΊ

ΟΡΙΣΜΟΣ 1 : Ένα �ρόβληµα βελτιστο#οίησης χαρακτηρίζεται ως 
�ρόβληµα γραµµικού �ρογραµµατισµού (�.γ.�.) όταν

� Αφορά την µεγιστο�οίηση ή ελαχιστο�οίηση µιας γραµµικής 
συνάρτησης n άγνωστων µεταβλητών. Η συνάρτηση αυτή ονοµάζεται 

αντικειµενική συνάρτηση.

� Οι τιµές των µεταβλητών ικανο�οιούν ένα σύνολο �εριορισµών. Κάθε 
#εριορισµός �ρέ�ει να είναι µια γραµµική εξίσωση ή ανίσωση.

� Κάθε µεταβλητή xj είναι µη αρνητική (xj≥≥≥≥0 ) ή δεν έχει �εριορισµό στο 
�ρόσηµο (xj∈ℜ∈ℜ∈ℜ∈ℜ ) 

ΟΡΙΣΜΟΣ 2: Κάθε συνδυασµός τιµών (x1,x2,…,xn) των µεταβλητών 

α�όφασης ενός �.γ.�. ονοµάζεται λύση του �ροβλήµατος
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ΟΟΡΙΣΜΟΊΡΙΣΜΟΊ [2][2]

ΟΡΙΣΜΟΣ 3 : Το σύνολο �ου σχηµατίζεται α�ό τα σηµεία-λύσεις 
x=(x1,x2,…,xn) �ου ικανο�οιούν όλους τους �εριορισµούς ενός �.γ.�. 
ονοµάζεται εφικτή #εριοχή του �.γ.�. και τα σηµεία x εφικτές λύσεις

Μια λύση �ου �αραβιάζει τουλάχιστον έναν α�ό τους �εριορισµούς, 
ονοµάζεται µη εφικτή λύση και δεν είναι σηµείο της εφικτής �εριοχής του 
�.γ.�.

ΟΡΙΣΜΟΣ 4:  Σ’ ένα �ρόβληµα µεγιστο�οίησης άριστη ή βέλτιστη λύση 
ονοµάζεται κάθε εφικτή λύση, η ο�οία µεγιστο�οιεί την αντικειµενική 
συνάρτηση

Σηµείωση: Τα �ιο �ολλά �ροβλήµατα γ.�. έχουν µια άριστη λύση. Υ�άρχουν 
αρκετά �.γ.�. �ου δεν έχουν άριστη λύση και άλλα �ου έχουν ά�ειρες λύσεις

ΠΠΡΌΒΛΗΜΑΡΌΒΛΗΜΑΜΜΕΓΙΣΤΟΠΟΊΗΣΗΣΕΓΙΣΤΟΠΟΊΗΣΗΣ
Μία βιοµηχανική µονάδα �αράγει δύο �ροϊόντα Π1 και Π2  . Για την 
�αραγωγή τους α�αιτείται η εργασία εξειδικευµένων τεχνιτών και δύο υλικά 
Υ1  και  Υ2 .
Συγκεκριµένα για την �αραγωγή µιας µονάδας του �ροϊόντος 

�Π1 α�αιτούνται 2 λε�τά εξειδικευµένης εργασίας και 6 µονάδες του 
υλικού
�Π2α�αιτούνται 4 λε�τά εξειδικευµένης εργασίας, 2 µονάδες του υλικού  
και 1 µονάδα του υλικού . 

Οι διαθέσιµες �οσότητες των τριών αυτών �όρων ανά ηµέρα είναι 1600 λε�τά 
εξειδικευµένης εργασίας, 1800 µονάδες του υλικού  και 350 µονάδες του 
υλικού . 

Ε�ι�λέον, η ηµερήσια ζήτηση της αγοράς µ�ορεί να α�ορροφήσει όλη την 
�αραγόµενη �οσότητα και των δύο �ροϊόντων. 
Τέλος, το κέρδος α�ό την �ώληση µιας µονάδας �ροϊόντος είναι 3 χρηµατικές 
µονάδες και 8 χρηµατικές µονάδες για τα �ροϊόντα  και  αντίστοιχα. 

Με βάση τα στοιχεία αυτά να �ροσδιορισθεί το βέλτιστο ηµερήσιο 
�ρόγραµµα �αραγωγής της βιοµηχανικής µονάδας, δηλαδή εκείνο το �ρόγραµµα 

�αραγωγής το ο�οίο θα µεγιστο�οιεί το κέρδος της.
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∆∆ΙΑΤΎΠΩΣΗΙΑΤΎΠΩΣΗ

Καταρχήν θα �ρέ�ει  να �ροσδιοριστούν τα βασικά στοιχεία του:

�οι µεταβλητές α�όφασης

�οι �αράµετροι

�η αντικειµενική συνάρτηση και 

�οι �εριορισµοί.

Τα �αρα�άνω στοιχεία δίνονται στον �ίνακα

ΜΜΕΤΑΒΛΗΤΈΣΕΤΑΒΛΗΤΈΣ ΑΑΠΌΦΑΣΗΣΠΌΦΑΣΗΣ& & 
ΠΠΑΡΆΜΕΤΡΟΙΑΡΆΜΕΤΡΟΙ

� Μεταβλητές α#όφασης είναι οι ηµερήσιες �οσότητες �αραγωγής
α�ό κάθε �ροϊόν εκφρασµένες σε µονάδες �ροϊόντος.

x1: Ο αριθµός των µονάδων του �ροϊόντος Π1 �ου �αράγονται
κάθε µέρα

x2: Ο αριθµός των µονάδων του �ροϊόντος Π2 �ου �αράγονται
κάθε µέρα

� Oι #αράµετροι είναι:

� οι διαθέσιµες �οσότητες �όρων

� οι α�αιτούµενες �οσότητες �όρων ανά µονάδα �ροϊόντος για
κάθε �ροϊόν και

� το κέρδος ανά µονάδα �ροϊόντος για κάθε �ροϊόν
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ΑΑΝΤΙΚΕΙΜΕΝΙΚΉΝΤΙΚΕΙΜΕΝΙΚΉ ΣΣΥΝΆΡΤΗΣΗΥΝΆΡΤΗΣΗ

� Η αντικειµενική συνάρτηση εκφράζει τη µεγιστο�οίηση του
συνολικού ηµερήσιου κέρδους της ε�ιχείρησης

( )ZΣυνολικό ηµερήσιο κέρδος ε�ιχείρησης

Ηµερήσιο κέρδος α�ό �ωλήσεις του Π1+ Ηµερήσιο κέρδος α�ό �ωλήσεις του 
Π2=

(Μοναδιαίο κέρδος Π1)*(Πωλήσεις Π1)+ (Μοναδιαίο κέρδος Π2)*(Πωλήσεις 
Π2) 

Άρα η αντικειµενική συνάρτηση είναι 

3 x1 8 x2

1 2
Z = 3x + 8x

Το µοναδιαίο κέρδος µοναδιαίο κέρδος κάθε �ροϊόντος ονοµάζεται συνήθως αντικειµενικός 
συντελεστής (objective function coefficient) και εκφράζει την  συνεισφορά κάθε 
�ροϊόντος στο συνολικό κέρδος της ε�ιχείρησης

ΠΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΊΕΡΙΟΡΙΣΜΟΊ

Οι �εριορισµοί εκφράζουν όλες εκείνες τις καταστάσεις οι ο�οίες 

µ�ορεί να ε�ηρεάσουν την ε�ίτευξη των στόχων �ου έχουν τεθεί. 

Οι �εριορισµοί στο �αράδειγµά µας είναι τρεις και αφορούν
α�οκλειστικά τη διαθεσιµότητα των τριών �όρων.

Ο �εριορισµός για τη διαθεσιµότητα της εξειδικευµένης εργασίας

Ηµερήσια α#αιτούµενη εργασία ≤ Ηµερήσια διαθέσιµη εργασία

(Α�αιτούµενη εργασία ανά µονάδα Π1)*(Ηµερήσια �αραγόµενη �οσότητα Π1) + 

2 * x1
(Α�αιτούµενη εργασία για κάθε µονάδα Π2)*(Ηµερήσια �αραγόµενη �οσότητα Π2) 

≤
4 * x2

Ηµερήσια διαθέσιµη εργασία 1600

Άρα ο �εριορισµός αυτός είναι:

≤
1 2

2x + 4x 1600
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ΠΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΊΕΡΙΟΡΙΣΜΟΊ 22
Ο �εριορισµός για το υλικό Υ1

Ο �εριορισµός για το υλικό Υ2

Παρατηρήσεις
1. Οι �αρα�άνω �εριορισµοί ονοµάζονται �εριορισµοί δοµής (structural

constraints)
2. Οι �οσότητες στο δεξιό µέλος κάθε ανίσωσης ονοµάζονται σταθερές του

δεξιού µέλους (right hand side constants).
3. Οι συντελεστές των µεταβλητών α�όφασης ονοµάζονται και τεχνολογικοί

συντελεστές (technological coefficients) καθώς εκφράζουν την �οσότητα
�ου α�αιτείται α�ό κάθε �όρο για την �αραγωγή µιας µονάδας του
συγκεκριµένου �ροϊόντος.

Οι µεταβλητές α�όφασης δεν µ�ορούν να �άρουν αρνητικές τιµές,άρα θα
�ρέ�ει να �ροστεθεί ο αντίστοιχος �εριορισµός µη αρνητικότητας (non-
negativity constraint)

≤
1 2

6x + 2x 1800

≤
2

x 350

≥
1 2

x , x 0

ΜΜΑΘΗΜΑΤΙΚΉΑΘΗΜΑΤΙΚΉ ∆∆ΙΑΤΎΠΩΣΗΙΑΤΎΠΩΣΗ ΠΠ..ΓΓ..ΠΠ..

Μεγιστο�οίηση της συνάρτησης           

µε �εριορισµούς δοµής

και �εριορισµούς µη αρνητικότητας

1 2
Z = 3x + 8x

≤
1 2

2x + 4x 1600

≤
1 2

6x + 2x 1800

≤
2

x 350

≥
1 2

x , x 0
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ΠΠΡΌΒΛΗΜΑΡΌΒΛΗΜΑ ΕΕΛΑΧΙΣΤΟΠΟΊΗΣΗΣΛΑΧΙΣΤΟΠΟΊΗΣΗΣ
Μία βιοµηχανική µονάδα �αράγει δύο �ροϊόντα Π1 και Π2  . Για την �αραγωγή τους 
α�αιτείται η εργασία εξειδικευµένων τεχνιτών και δύο υλικά Υ1 Υ2 και Υ3.
Συγκεκριµένα για την �αραγωγή µιας µονάδας του �ροϊόντος 

Π1 α�αιτούνται 30 µονάδες του υλικού Υ1 και 5 µονάδες του υλικού Υ2. 
Π2 α�αιτούνται 20 µονάδες του υλικού Υ1, 25 µονάδες του υλικού Υ2 και 10 
µονάδες του υλικού Υ3.

Εξαιτίας κά�οιων εσφαλµένων χειρισµών στην �ολιτική �ροµηθειών της βιοµηχανικής 
µονάδας έχουν συσσωρευτεί στις α�οθήκες της µεγάλα α�οθέµατα των τριών αυτών 
υλικών. Προκειµένου όµως να α�ελευθερωθεί άµεσα κά�οιος α�οθεµατικός χώρος για 
µια νέα �αρτίδα άλλων υλικών της εταιρείας �ου θα �αραληφθεί σύντοµα η εταιρεία 
α�οφάσισε να χρησιµο�οιήσει κά�οιες �οσότητες α�ό τα υλικά Υ1, Υ2 και Υ3 για την 
άµεση �αραγωγή �ροϊόντων Π1 και Π2. 
Οι ελάχιστες �οσότητες �ου �ρέ�ει να χρησιµο�οιηθούν α�ό κάθε υλικό Υ1, Υ2 και Υ3 

είναι 1500, 900 και 200 µονάδες αντίστοιχα. 
Τα �ροϊόντα Π1 και Π2 �ου θα �αραχθούν δεν µ�ορούν να �ροωθηθούν στην αγορά 
�ριν α�ό ένα µήνα και για το διάστηµα αυτό θα �ρέ�ει να �αραµείνουν στους 
α�οθηκευτικούς χώρους �ου θα νοικιάσει η εταιρεία. 
Το µηνιαίο κόστος α�οθήκευσης για κάθε µονάδα �ροϊόντος Π1 και Π2 είναι 150 και 250 
χρηµατικές µονάδες αντίστοιχα.

Με βάση τα στοιχεία αυτά να �ροσδιορισθεί το βέλτιστο �ρόγραµµα �αραγωγής της βιοµηχανικής 
µονάδας το ο�οίο θα ελαχιστο�οιεί το κόστος α�οθήκευσης των �ροϊόντων Π1 και Π2 �ου θα 

�αραχθούν

∆∆ΙΑΤΎΠΩΣΗΙΑΤΎΠΩΣΗ

Καταρχήν θα �ρέ�ει  να �ροσδιοριστούν τα βασικά στοιχεία του:

�οι µεταβλητές α�όφασης

�οι �αράµετροι

�η αντικειµενική συνάρτηση και 

�οι �εριορισµοί.

Τα �αρα�άνω στοιχεία δίνονται στον �ίνακα
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ΜΜΕΤΑΒΛΗΤΈΣΕΤΑΒΛΗΤΈΣ ΑΑΠΌΦΑΣΗΣΠΌΦΑΣΗΣ& & 
ΠΠΑΡΆΜΕΤΡΟΙΑΡΆΜΕΤΡΟΙ

� Μεταβλητές α#όφασης είναι οι ηµερήσιες �οσότητες �αραγωγής α�ό
κάθε �ροϊόν εκφρασµένες σε µονάδες �ροϊόντος.

x1:Ο αριθµός των µονάδων του �ροϊόντος Π1 �ου θα �αραχθούν 
/α�οθηκευτούν

x2:Ο αριθµός των µονάδων του �ροϊόντος Π2 �ου �αραχθούν
/α�οθηκευτούν

� Oι #αράµετροι είναι:

� οι ελάχιστες �οσότητες �όρων �ου �ρέ�ει να χρησιµο�οιηθούν

� οι α�αιτούµενες �οσότητες �όρων ανά µονάδα �ροϊόντος για κάθε
�ροϊόν και

� το µηνιαίο κόστος α�οθήκευσης ανά µονάδα �ροϊόντος για κάθε
�ροϊόν

ΑΑΝΤΙΚΕΙΜΕΝΙΚΉΝΤΙΚΕΙΜΕΝΙΚΉ ΣΣΥΝΆΡΤΗΣΗΥΝΆΡΤΗΣΗ

� Η αντικειµενική συνάρτηση εκφράζει την ελαχιστο�οίηση του
συνολικού µηνιαίου κόστους α�οθήκευσης

( )ZΣυνολικό µηνιαίο κόστος α�οθήκευσης

Μηνιαίο κόστος α�οθήκευσης Π1 + Μηνιαίο κόστος α�οθήκευσης Π2 =
(Μοναδιαίο κόστος α�οθήκευσης Π1) * (Ποσότητα �αραγωγής Π1) + 

(Μοναδιαίο κόστος α�οθήκευσης Π2) * (Ποσότητα �αραγωγής Π2) 

Άρα η αντικειµενική συνάρτηση είναι 

150
x1

250 x2

1 2
Z = 150x + 250x
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ΠΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΊΕΡΙΟΡΙΣΜΟΊ

Οι �εριορισµοί αφορούν τις ελάχιστες α�αιτήσεις της 

εταιρείας για την κατανάλωση των αντίστοιχων �όρων. 

Οι �εριορισµοί στο �αράδειγµά µας είναι τρεις και αφορούν α�οκλειστικά
τη διαθεσιµότητα των τριών �όρων.

Ο �εριορισµός για την κατανάλωση του �όρου Υ1

Συνολική κατανάλωση #όρου Υ1 Ελάχιστη α#αιτούµενη κατανάλωση 
#όρουΥ1

Κατανάλωση �όρου  ανά µονάδα Π1) * (Συνολική �οσότητα �αραγωγής Π1) 
+ 

30 * x1
(Κατανάλωση �όρου  ανά µονάδα Π2) * (Συνολική �οσότητα �αραγωγής )   

20 * x2
Ελάχιστη α�αιτούµενη κατανάλωση �όρουΥ1 150

Άρα ο �εριορισµός αυτός είναι:

≥
1 2

30x + 20x 150

≥

ΠΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΊΕΡΙΟΡΙΣΜΟΊ 22

Ο �εριορισµός για το υλικό Υ2

Ο �εριορισµός για το υλικό Υ3

Οι µεταβλητές α�όφασης δεν µ�ορούν να �άρουν αρνητικές
τιµές, άρα θα �ρέ�ει να �ροστεθεί ο αντίστοιχος �εριορισµός µη
αρνητικότητας (non-negativity constraint)

≥
1 2

x , x 0

≥
1 2

5x + 25x 900

≥
2

10x 200
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ΜΜΑΘΗΜΑΤΙΚΉΑΘΗΜΑΤΙΚΉ ∆∆ΙΑΤΎΠΩΣΗΙΑΤΎΠΩΣΗ ΠΠ..ΓΓ..ΠΠ..

Ελαχιστο�οίηση της συνάρτησης           

µε �εριορισµούς δοµής

και �εριορισµούς µη αρνητικότητας

≥
1 2

x , x 0

1 2
Z = 150x + 250x

≥
1 2

30x + 20x 150

≥
1 2

5x + 25x 900

≥
2

10x 200


