
ΑΠΕΙΡΟΣΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΜΟΣ Ι

16ο ΦΥΛΛΑ∆ΙΟ ΑΣΚΗΣΕΩΝ

ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΠΟΣΟΤΗΤΩΝ ΜΕ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΑ ΑΘΡΟΙΣΜΑΤΑ

1. Εκτιµήστε χρησιµοποιώντας πεπερασµένα αθροίσµατα το εµβαδόν A του

χωρίου µεταξύ της καµπύλης

y = x3

και του άξονα x από x = 0 ως x = 8.
(α) Πάρτε 1 υποδιάστηµα, το

[0, 8] .

(ϐ) Πάρτε 2 υποδιαστήµατα, τα

[0, 4], [4, 8] .

(γ) Πάρτε 4 υποδιαστήµατα, τα

[0, 2], [2, 4], [4, 6], [6, 8] .

(δ) Πάρτε n υποδιαστήµατα, τα[
0,

8

n

]
,

[
8

n
, 2 · 8

n

]
,

[
2 · 8

n
, 3 · 8

n

]
, . . . ,

[
(n− 2) · 8

n
, (n− 1) · 8

n

]
,

[
(n− 1) · 8

n
, 8

]
,

όπου n ∈ N .

Υπόδειξη : Αν m ∈ N, τότε

13 + 23 + . . .+ (m− 1)3 +m3 =
m∑
l=1

l3 =
m2 (m+ 1)2

4
.

(ε) Τι συµβαίνει στο (δ) όταν n→∞ ;



2. Εκτιµήστε χρησιµοποιώντας πεπερασµένα αθροίσµατα το εµβαδόν A του

ηµικυκλίου

y =
√
1− x2 .

(α) Πάρτε 1 υποδιάστηµα, το

[−1, 1] .
(ϐ) Πάρτε 2 υποδιαστήµατα, τα

[−1, 0], [0, 1] .

(γ) Πάρτε 3 υποδιαστήµατα, τα[
−1,−1

3

]
,

[
−1

3
,
1

3

]
,

[
1

3
, 1

]
.

(δ) Πάρτε 4 υποδιαστήµατα, τα[
−1,−1

2

]
,

[
−1

2
, 0

]
,

[
0 ,

1

2

]
,

[
1

2
, 1

]
.

3. Εκτιµήστε χρησιµοποιώντας πεπερασµένα αθροίσµατα τη µέση τιµή av(f)
της

f(x) = x2

στο διάστηµα [0, 6].
(α) Πάρτε 1 υποδιάστηµα, το

[0, 6] .

(ϐ) Πάρτε 2 υποδιαστήµατα, τα

[0, 3], [3, 6] .

(γ) Πάρτε 3 υποδιαστήµατα, τα

[0, 2], [2, 4], [4, 6] .

(δ) Πάρτε n υποδιαστήµατα, τα[
0,

6

n

]
,

[
6

n
, 2 · 6

n

]
,

[
2 · 6

n
, 3 · 6

n

]
, . . . ,

[
(n− 2) · 6

n
, (n− 1) · 6

n

]
,

[
(n− 1) · 6

n
, 6

]
,

όπου n ∈ N .

Υπόδειξη : Αν m ∈ N, τότε

12 + 22 + . . .+ (m− 1)2 +m2 =
m∑
l=1

l2 =
m (m+ 1) (2m+ 1)

6
.

(ε) Τι συµβαίνει στο (δ) όταν n→∞ ;



4. Εκτιµήστε χρησιµοποιώντας πεπερασµένα αθροίσµατα τη µέση τιµή av(f)
της

f(x) = x3

στο διάστηµα [0, 6].
(α) Πάρτε 1 υποδιάστηµα, το

[0, 6] .

(ϐ) Πάρτε 2 υποδιαστήµατα, τα

[0, 3], [3, 6] .

(γ) Πάρτε 3 υποδιαστήµατα, τα

[0, 2], [2, 4], [4, 6] .

(δ) Πάρτε n υποδιαστήµατα, τα[
0,

6

n

]
,

[
6

n
, 2 · 6

n

]
,

[
2 · 6

n
, 3 · 6

n

]
, . . . ,

[
(n− 2) · 6

n
, (n− 1) · 6

n

]
,

[
(n− 1) · 6

n
, 6

]
,

όπου n ∈ N .

Υπόδειξη : Αν m ∈ N, τότε

13 + 23 + . . .+ (m− 1)3 +m3 =
m∑
l=1

l3 =
m2 (m+ 1)2

4
.

(ε) Τι συµβαίνει στο (δ) όταν n→∞ ;


