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Θέµα 1: Να υπολογιστεί το όριο

lim
x→−∞

1

x2

sin

(
− 3

x2

) .

Λύση: 1ος τρόπος : Για x 6= 0, ϑέτουµε

y =
1

x2
.

Αν

x→ −∞,

τότε
1

x2
→ 0+

και άρα

y → 0+.

Εποµένως

lim
x→−∞

1

x2

sin

(
− 3

x2

) = lim
y→0+

y

sin(−3y)
.

Από τις ιδιότητες των ορίων παίρνουµε ότι

lim
y→0+

y

sin(−3y)
= lim

y→0+

(
−1

3
· −3y

sin(−3y)

)
= −1

3
lim

y→0+

−3y

sin(−3y)
.
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Θέτουµε

z = −3y.

Αν

y → 0+,

τότε

−3y → 0−

και άρα

z → 0−.

΄Αρα

lim
y→0+

−3y

sin(−3y)
= lim

z→0−

z

sin z
.

Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των ορίων και το γνωστό όριο

lim
θ→0

sin θ

θ
= 1,

παίρνουµε ότι

lim
z→0−

z

sin z
= lim

z→0−

1
sin z

z

=
1

lim
z→0−

sin z

z

=
1

1
= 1 .

Από όσα είπαµε, παίρνουµε ότι

lim
x→−∞

1

x2

sin

(
− 3

x2

) =

(
−1

3

)
· 1 = −1

3
.

Σηµείωση: Θα µπορούσαµε να υπολογίσουµε το

lim
x→−∞

1

x2

sin

(
− 3

x2

)
2



και µε δύο ακόµη, παρόµοιους µε τον παραπάνω, τρόπους :

(α) Εφόσον ισχύει ότι

sin(−θ) = − sin θ,

για όλα τα θ στο R, χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των ορίων, παίρνουµε ότι

lim
x→−∞

1

x2

sin

(
− 3

x2

) = lim
x→−∞

1

x2

− sin

(
3

x2

)

= lim
x→−∞

−
1

x2

sin

(
3

x2

)


= − lim
x→−∞

1

x2

sin

(
3

x2

) .

Για x 6= 0, ϑέτουµε

y =
1

x2
.

Αν

x→ −∞,

τότε
1

x2
→ 0+

και άρα

y → 0+.

Εποµένως

lim
x→−∞

1

x2

sin

(
3

x2

) = lim
y→0+

y

sin 3y
.

Από τις ιδιότητες των ορίων παίρνουµε ότι

lim
y→0+

y

sin 3y
= lim

y→0+

(
1

3
· 3y

sin 3y

)
=

1

3
lim

y→0+

3y

sin 3y
.
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Θέτουµε

z = 3y.

Αν

y → 0+,

τότε

3y → 0+

και άρα

z → 0+.

΄Αρα

lim
y→0+

3y

sin 3y
= lim

z→0+

z

sin z
.

Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των ορίων και το γνωστό όριο

lim
θ→0

sin θ

θ
= 1,

παίρνουµε ότι

lim
z→0+

z

sin z
= lim

z→0+

1
sin z

z

=
1

lim
z→0+

sin z

z

=
1

1
= 1 .

Από όσα είπαµε, παίρνουµε ότι

lim
x→−∞

1

x2

sin

(
− 3

x2

) = −
(

1

3
· 1
)

= −1

3
.

(ϐ) Για x 6= 0, ϑέτουµε

y =
1

x2
.
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Αν

x→ −∞,

τότε
1

x2
→ 0+

και άρα

y → 0+.

Εποµένως

lim
x→−∞

1

x2

sin

(
− 3

x2

) = lim
y→0+

y

sin(−3y)
.

Εφόσον ισχύει ότι

sin(−θ) = − sin θ,

για όλα τα θ στο R, χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των ορίων, παίρνουµε ότι

lim
y→0+

y

sin(−3y)
= lim

y→0+

y

− sin 3y

= lim
y→0+

(
− y

sin 3y

)
= − lim

y→0+

y

sin 3y
.

Από τις ιδιότητες των ορίων παίρνουµε ότι

lim
y→0+

y

sin 3y
= lim

y→0+

(
1

3
· 3y

sin 3y

)
=

1

3
lim

y→0+

3y

sin 3y
.

Θέτουµε

z = 3y.

Αν

y → 0+,

τότε

3y → 0+

και άρα

z → 0+.
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΄Αρα

lim
y→0+

3y

sin 3y
= lim

z→0+

z

sin z
.

Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των ορίων και το γνωστό όριο

lim
θ→0

sin θ

θ
= 1,

παίρνουµε ότι

lim
z→0+

z

sin z
= lim

z→0+

1
sin z

z

=
1

lim
z→0+

sin z

z

=
1

1
= 1 .

Από όσα είπαµε, παίρνουµε ότι

lim
x→−∞

1

x2

sin

(
− 3

x2

) = −
(

1

3
· 1
)

= −1

3
.

2ος τρόπος : Για x 6= 0, ϑέτουµε

y = − 3

x2
.

Αν

x→ −∞,

τότε

− 3

x2
→ 0−

και άρα

y → 0−.
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Εποµένως

lim
x→−∞

1

x2

sin

(
− 3

x2

) = lim
y→0−

−y

3
sin y

.

Από τις ιδιότητες των ορίων και το γνωστό όριο

lim
θ→0

sin θ

θ
= 1,

παίρνουµε ότι

lim
y→0−

−y

3
sin y

= lim
y→0−

(
−1

3
· y

sin y

)
= −1

3
lim

y→0−

y

sin y

= −1

3
lim

y→0−

1
sin y

y

= −1

3

1

lim
y→0−

sin y

y

= −1

3
· 1
1

= −1

3
.

Από όσα είπαµε, παίρνουµε ότι

lim
x→−∞

1

x2

sin

(
− 3

x2

) = −1

3
.

Σηµείωση: Θα µπορούσαµε να υπολογίσουµε το

lim
x→−∞

1

x2

sin

(
− 3

x2

)
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και µε δύο ακόµη, παρόµοιους µε τον παραπάνω, τρόπους :

(α) Εφόσον ισχύει ότι

sin(−θ) = − sin θ,

για όλα τα θ στο R, χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των ορίων, παίρνουµε ότι

lim
x→−∞

1

x2

sin

(
− 3

x2

) = lim
x→−∞

1

x2

− sin

(
3

x2

)

= lim
x→−∞

−
1

x2

sin

(
3

x2

)


= − lim
x→−∞

1

x2

sin

(
3

x2

) .

Για x 6= 0, ϑέτουµε

y =
3

x2
.

Αν

x→ −∞,

τότε
3

x2
→ 0+

και άρα

y → 0+.

Εποµένως

lim
x→−∞

1

x2

sin

(
3

x2

) = lim
y→0+

y

3
sin y

.

Από τις ιδιότητες των ορίων και το γνωστό όριο

lim
θ→0

sin θ

θ
= 1,
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παίρνουµε ότι

lim
y→0+

y

3
sin y

= lim
y→0+

(
1

3
· y

sin y

)
=

1

3
lim

y→0+

y

sin y

=
1

3
lim

y→0+

1
sin y

y

=
1

3

1

lim
y→0+

sin y

y

=
1

3
· 1
1

=
1

3
.

Από όσα είπαµε, παίρνουµε ότι

lim
x→−∞

1

x2

sin

(
− 3

x2

) = −
(

1

3

)
= −1

3
.

(ϐ) Για x 6= 0, ϑέτουµε

y =
3

x2
.

Αν

x→ −∞,

τότε
3

x2
→ 0+

και άρα

y → 0+.

Εποµένως

lim
x→−∞

1

x2

sin

(
− 3

x2

) = lim
y→0+

y

3
sin(−y)

.
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Εφόσον ισχύει ότι

sin(−θ) = − sin θ,

για όλα τα θ στο R, χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των ορίων και το γνωστό

όριο

lim
θ→0

sin θ

θ
= 1,

παίρνουµε ότι

lim
y→0+

y

3
sin(−y)

= lim
y→0+

y

3
− sin y

= lim
y→0+

− y

3
sin y


= − lim

y→0+

y

3
sin y

= − lim
y→0+

(
1

3
· y

sin y

)
= −1

3
lim

y→0+

y

sin y

= −1

3
lim

y→0+

1
sin y

y

= −1

3

1

lim
y→0+

sin y

y

= −1

3
· 1
1

= −1

3
.

Από όσα είπαµε, παίρνουµε ότι

lim
x→−∞

1

x2

sin

(
− 3

x2

) = −1

3
.
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Θέµα 2: Να υπολογιστεί το όριο

lim
x→∞

x
2
3 − 3x

4
3 + 2x

3x
7
3 − 3x2 + 2x

5
3

.

Λύση: 1ος τρόπος : Παρατηρούµε ότι η µεγαλύτερη δύναµη του x στον πα-

ϱονοµαστή του

x
2
3 − 3x

4
3 + 2x

3x
7
3 − 3x2 + 2x

5
3

είναι η x
7
3 . Πολλαπλασιάζοντας µε x−

7
3 (ή ισοδύναµα διαιρώντας µε x

7
3 ) τον

αριθµητή και τον παρονοµαστή του

x
2
3 − 3x

4
3 + 2x

3x
7
3 − 3x2 + 2x

5
3

παίρνουµε ότι, για x 6= 0,

x
2
3 − 3x

4
3 + 2x

3x
7
3 − 3x2 + 2x

5
3

=
x−

7
3

(
x

2
3 − 3x

4
3 + 2x

)
x−

7
3

(
3x

7
3 − 3x2 + 2x

5
3

)
=

x−
7
3 x

2
3 − 3x−

7
3 x

4
3 + 2x−

7
3 x

3x−
7
3 x

7
3 − 3x−

7
3 x2 + 2x−

7
3 x

5
3

=
x−

5
3 − 3x−1 + 2x−

4
3

3− 3x−
1
3 + 2x−

2
3

.

Εποµένως

lim
x→∞

x
2
3 − 3x

4
3 + 2x

3x
7
3 − 3x2 + 2x

5
3

= lim
x→∞

x−
5
3 − 3x−1 + 2x−

4
3

3− 3x−
1
3 + 2x−

2
3

.

Από τις ιδιότητες των ορίων και τα γνωστά όρια

lim
x→∞

xr = 0, για r < 0,

lim
x→∞

k = k,

παίρνουµε ότι

lim
x→∞

(
x−

5
3 − 3x−1 + 2x−

4
3

)
= lim

x→∞
x−

5
3 − 3 lim

x→∞
x−1 + 2 lim

x→∞
x−

4
3

= 0− 3 · 0 + 2 · 0
= 0

11



και ότι

lim
x→∞

(
3− 3x−

1
3 + 2x−

2
3

)
= lim

x→∞
3− 3 lim

x→∞
x−

1
3 + 2 lim

x→∞
x−

2
3

= 3− 3 · 0 + 2 · 0
= 3.

Εφόσον, όπως µόλις δείξαµε,

lim
x→∞

(
3− 3x−

1
3 + 2x−

2
3

)
6= 0,

χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των ορίων και τα δύο όρια που υπολογίσαµε

παραπάνω, παίρνουµε ότι

lim
x→∞

x−
5
3 − 3x−1 + 2x−

4
3

3− 3x−
1
3 + 2x−

2
3

=
lim

x→∞

(
x−

5
3 − 3x−1 + 2x−

4
3

)
lim

x→∞

(
3− 3x−

1
3 + 2x−

2
3

)
=

0

3
= 0.

Από όσα είπαµε, παίρνουµε ότι

lim
x→∞

x
2
3 − 3x

4
3 + 2x

3x
7
3 − 3x2 + 2x

5
3

= 0.

2ος τρόπος : Παρατηρούµε ότι η µεγαλύτερη δύναµη του x στον αριθµητή του

x
2
3 − 3x

4
3 + 2x

3x
7
3 − 3x2 + 2x

5
3

είναι η x
4
3 και η µεγαλύτερη δύναµη του x στον παρονοµαστή του

x
2
3 − 3x

4
3 + 2x

3x
7
3 − 3x2 + 2x

5
3
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είναι η x
7
3 . Για x 6= 0, έχουµε ότι

x
2
3 − 3x

4
3 + 2x

3x
7
3 − 3x2 + 2x

5
3

=
x

4
3 x−

2
3 − 3x

4
3 + 2x

4
3 x−

1
3

3x
7
3 − 3x

7
3 x−

1
3 + 2x

7
3 x−

2
3

=
x

4
3

(
x−

2
3 − 3 + 2x−

1
3

)
x

7
3

(
3− 3x−

1
3 + 2x−

2
3

)
=

x
4
3

x
7
3

x−
2
3 − 3 + 2x−

1
3

3− 3x−
1
3 + 2x−

2
3

= x−1 x−
2
3 − 3 + 2x−

1
3

3− 3x−
1
3 + 2x−

2
3

.

Εποµένως

lim
x→∞

x
2
3 − 3x

4
3 + 2x

3x
7
3 − 3x2 + 2x

5
3

= lim
x→∞

(
x−1 x−

2
3 − 3 + 2x−

1
3

3− 3x−
1
3 + 2x−

2
3

)
.

Από τις ιδιότητες των ορίων και τα γνωστά όρια

lim
x→∞

xr = 0, για r < 0,

lim
x→∞

k = k,

παίρνουµε ότι

lim
x→∞

(
x−

2
3 − 3 + 2x−

1
3

)
= lim

x→∞
x−

2
3 − lim

x→∞
3 + 2 lim

x→∞
x−

1
3

= 0− 3 + 2 · 0
= −3

και ότι

lim
x→∞

(
3− 3x−

1
3 + 2x−

2
3

)
= lim

x→∞
3− 3 lim

x→∞
x−

1
3 + 2 lim

x→∞
x−

2
3

= 3− 3 · 0 + 2 · 0
= 3.

Εφόσον, όπως µόλις δείξαµε,

lim
x→∞

(
3− 3x−

1
3 + 2x−

2
3

)
6= 0,
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χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των ορίων, το γνωστό όριο

lim
x→∞

x−1 = 0

και τα δύο όρια που υπολογίσαµε παραπάνω, παίρνουµε ότι

lim
x→∞

(
x−1 x−

2
3 − 3 + 2x−

1
3

3− 3x−
1
3 + 2x−

2
3

)
= lim

x→∞
x−1 lim

x→∞

x−
2
3 − 3 + 2x−

1
3

3− 3x−
1
3 + 2x−

2
3

= 0 lim
x→∞

x−
2
3 − 3 + 2x−

1
3

3− 3x−
1
3 + 2x−

2
3

= 0
limx→∞

(
x−

2
3 − 3 + 2x−

1
3

)
limx→∞

(
3− 3x−

1
3 + 2x−

2
3

)
= 0 · −3

3
= 0.

Από όσα είπαµε, παίρνουµε ότι

lim
x→∞

x
2
3 − 3x

4
3 + 2x

3x
7
3 − 3x2 + 2x

5
3

= 0.

Σηµείωση: Το

x
2
3 − 3x

4
3 + 2x

3x
7
3 − 3x2 + 2x

5
3

ορίζεται, για όλα τα x στο R µε x 6= 0, εφόσον, για x στο R, ισχύει ότι

3x
7
3 − 3x2 + 2x

5
3 = 0⇔ x

5
3

(
3x

2
3 − 3x

1
3 + 2

)
= 0

⇔ x
5
3 = 0 ή 3x

2
3 − 3x

1
3 + 2 = 0

⇔ x = 0 ή 3x
2
3 − 3x

1
3 + 2 = 0

⇔ x = 0 ή x
1
3 =

1

2
± i

√
15

6
⇔ x = 0.
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Θέµα 3: ΄Εστω a, b πραγµατικοί αριθµοί και

f(x) =

{
ax3 + b, x < 0

−x4, x ≥ 0
.

Να ϐρεθούν οι τιµές των a και b για τις οποίες η f(x) είναι παραγωγίσιµη στο

x = 0.

Λύση: 1ος τρόπος : Αρχικά εξετάζουµε για ποιες τιµές των a και b η f(x)
είναι συνεχής στο x = 0. Η f(x) είναι συνεχής στο x = 0 αν και µόνο αν

υπάρχει το lim
x→0

f(x) και

lim
x→0

f(x) = f(0).

Το lim
x→0

f(x) υπάρχει αν και µόνο υπάρχουν τα lim
x→0−

f(x) και lim
x→0+

f(x) και

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0+

f(x).

΄Εστω a, b ∈ R. Εφόσον, για x < 0, f(x) = ax3 + b, χρησιµοποιώντας τις

ιδιότητες των ορίων και τα γνωστά όρια

lim
x→x0

x3 = x3
0,

lim
x→x0

k = k

(ή τη συνέχεια των συναρτήσεων g1(x) = x3
και g2(x) = k στο x = 0),

παίρνουµε ότι

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

(ax3 + b)

= a lim
x→0−

x3 + lim
x→0−

b

= a · 03 + b

= b.

Εφόσον, για x > 0, f(x) = −x4
, χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των ορίων και

το γνωστό όριο

lim
x→x0

x4 = x4
0
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(ή τη συνέχεια της συνάρτησης g3(x) = x4
στο x = 0), παίρνουµε ότι

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(−x4)

= − lim
x→0+

x4

= −04

= 0.

΄Αρα τα lim
x→0−

f(x) και lim
x→0+

f(x) υπάρχουν, για όλα τα a, b ∈ R, και

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0+

f(x)⇔ b = 0.

Εποµένως το lim
x→0

f(x) υπάρχει, για όλα τα a ∈ R και b = 0. Για όλα τα a ∈ R
και b = 0,

lim
x→0−

f(x) = 0 = lim
x→0+

f(x)

και άρα, για όλα τα a ∈ R και b = 0,

lim
x→0

f(x) = 0.

Εφόσον, για x ≥ 0, f(x) = −x4
,

f(0) = −04 = 0.

΄Αρα, για όλα τα a ∈ R και b = 0,

lim
x→0

f(x) = 0 = f(0).

Εποµένως η f(x) είναι συνεχής στο x = 0, για όλα τα a ∈ R και b = 0.

Για να είναι η f(x) παραγωγίσιµη στο x = 0, πρέπει η f(x) να είναι

συνεχής στο x = 0. ΄Αρα, από όσα είπαµε στην προηγούµενη παράγραφο,

για να είναι η f(x) παραγωγίσιµη στο x = 0, πρέπει b = 0. Στη συνέχεια

µπορούµε λοιπόν να ϑεωρούµε ότι

f(x) =

{
ax3, x < 0

−x4, x ≥ 0
.

Η f(x) είναι παραγωγίσιµη στο x = 0 αν και µόνο αν υπάρχουν τα

lim
h→0−

f(0 + h)− f(0)

h
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και

lim
h→0+

f(0 + h)− f(0)

h
και

lim
h→0−

f(0 + h)− f(0)

h
= lim

h→0+

f(0 + h)− f(0)

h
.

΄Εστω a ∈ R. Εφόσον f(x) = ax3
, για x < 0, και f(0) = 0, χρησιµοποιώντας

τις ιδιότητες των ορίων και το γνωστό όριο

lim
x→x0

x2 = x2
0

(ή τη συνέχεια της συνάρτησης g4(x) = x2
στο x = 0), παίρνουµε ότι

lim
h→0−

f(0 + h)− f(0)

h
= lim

h→0−

f(h)− f(0)

h

= lim
h→0−

ah3 − 0

h

= lim
h→0−

ah2

= a lim
h→0−

h2

= a · 02

= 0.

Εφόσον f(x) = −x4
, για x > 0, και f(0) = 0, χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες

των ορίων και το γνωστό όριο

lim
x→x0

x3 = x3
0

(ή τη συνέχεια της συνάρτησης g5(x) = x3
στο x = 0), παίρνουµε ότι

lim
h→0+

f(0 + h)− f(0)

h
= lim

h→0+

f(h)− f(0)

h

= lim
h→0+

−h4 − 0

h

= lim
h→0+

(−h3)

= − lim
h→0+

h3

= −03

= 0.
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΄Αρα, για όλα τα a ∈ R και b = 0, τα

lim
h→0−

f(0 + h)− f(0)

h

και

lim
h→0+

f(0 + h)− f(0)

h

υπάρχουν και

lim
h→0−

f(0 + h)− f(0)

h
= 0 = lim

h→0+

f(0 + h)− f(0)

h
.

Εποµένως η f(x) είναι παραγωγίσιµη στο x = 0, για όλα τα a ∈ R και b = 0.

Σηµείωση: Στην τρίτη παράγραφο παραπάνω ϑα µπορούσαµε να δουλέψουµε

και ως εξής : Η f(x) είναι παραγωγίσιµη στο x = 0 αν και µόνο αν υπάρχουν

τα

lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
και

lim
x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
και

lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
.

΄Εστω a στο R. Εφόσον f(x) = ax3
, για x < 0, και f(0) = 0, χρησιµοποιώντας

τις ιδιότητες των ορίων και το γνωστό όριο

lim
x→x0

x2 = x2
0

(ή τη συνέχεια της συνάρτησης g4(x) = x2
στο x = 0), παίρνουµε ότι

lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0−

f(x)− f(0)

x

= lim
x→0−

ax3 − 0

x

= lim
x→0−

ax2

= a lim
x→0−

x2

= a · 02

= 0.
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Εφόσον f(x) = −x4
, για x > 0, και f(0) = 0, χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες

των ορίων και το γνωστό όριο

lim
x→x0

x3 = x3
0

(ή τη συνέχεια της συνάρτησης g5(x) = x3
στο x = 0), παίρνουµε ότι

lim
x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

f(x)− f(0)

x

= lim
x→0+

−x4 − 0

x

= lim
x→0+

(−x3)

= − lim
x→0+

x3

= −03

= 0.

΄Αρα, για όλα τα a ∈ R και b = 0, τα

lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0

και

lim
x→0+

f(x)− f(0)

x− 0

υπάρχουν και

lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
= 0 = lim

x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
.

Εποµένως η f(x) είναι παραγωγίσιµη στο x = 0, για όλα τα a ∈ R και b = 0.

2ος τρόπος : Η f(x) είναι παραγωγίσιµη στο x = 0 αν και µόνο αν υπάρχουν

τα

lim
h→0−

f(0 + h)− f(0)

h
και

lim
h→0+

f(0 + h)− f(0)

h
και

lim
h→0−

f(0 + h)− f(0)

h
= lim

h→0+

f(0 + h)− f(0)

h
.
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΄Εστω a, b ∈ R. Εφόσον, για x ≥ 0, f(x) = −x4
,

f(0) = −04 = 0.

Εφόσον f(x) = ax3 + b, για x < 0, και f(0) = 0, χρησιµοποιώντας τις

ιδιότητες των ορίων, παίρνουµε ότι

lim
h→0−

f(0 + h)− f(0)

h
= lim

h→0−

f(h)− f(0)

h

= lim
h→0−

(ah3 + b)− 0

h

= lim
h→0−

(
ah2 +

b

h

)
= a lim

h→0−
h2 + lim

h→0−

b

h
.

Για b 6= 0, χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των ορίων, το γνωστό όριο

lim
x→x0

x2 = x2
0

(ή τη συνέχεια της συνάρτησης g1(x) = x2
στο x = 0) και το γνωστό όριο

lim
x→0−

1

x
= −∞,

παίρνουµε ότι

a lim
h→0−

h2 + lim
h→0−

b

h
= a · 02 + lim

h→0−

b

h

= lim
h→0−

b

h

= b lim
h→0−

1

h

=

{
−∞, αν b > 0
∞, αν b < 0

.

Εποµένως, για b 6= 0, το

lim
h→0−

f(0 + h)− f(0)

h

20



δεν υπάρχει. Για b = 0, χρησιµοποιώντας τα γνωστά όριά

lim
x→x0

x2 = x2
0

και

lim
x→x0

k = k

(ή τη συνέχεια τών συναρτήσεων g2(x) = x2
και g3(x) = k στο x = 0),

παίρνουµε ότι

a lim
h→0−

h2 + lim
h→0−

b

h
= a lim

h→0−
h2 + lim

h→0−
0

= a · 02 + 0

= 0.

΄Αρα, για όλα τα a ∈ R και b = 0,

lim
h→0−

f(0 + h)− f(0)

h
= 0.

Εφόσον f(x) = −x4
, για x > 0, και f(0) = 0, χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες

των ορίων και το γνωστό όριο

lim
x→x0

x3 = x3
0

(ή τη συνέχεια της συνάρτησης g4(x) = x3
στο x = 0), παίρνουµε ότι

lim
h→0+

f(0 + h)− f(0)

h
= lim

h→0+

f(h)− f(0)

h

= lim
h→0+

−h4 − 0

h

= lim
h→0+

(−h3)

= − lim
h→0+

h3

= −03

= 0.

΄Αρα, για όλα τα a ∈ R και b = 0, τα

lim
h→0−

f(0 + h)− f(0)

h
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και

lim
h→0+

f(0 + h)− f(0)

h

υπάρχουν και

lim
h→0−

f(0 + h)− f(0)

h
= 0 = lim

h→0+

f(0 + h)− f(0)

h
.

Εποµένως η f(x) είναι παραγωγίσιµη στο x = 0, για όλα τα a ∈ R και b = 0.

Σηµείωση: Θα µπορούσαµε να δουλέψουµε και ως εξής : Η f(x) είναι παρα-

γωγίσιµη στο x = 0 αν και µόνο αν υπάρχουν τα

lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0

και

lim
x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
και

lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
.

΄Εστω a, b ∈ R. Εφόσον, για x ≥ 0, f(x) = −x4
,

f(0) = −04 = 0.

Εφόσον f(x) = ax3 + b, για x < 0, και f(0) = 0, χρησιµοποιώντας τις

ιδιότητες των ορίων, παίρνουµε ότι

lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0−

f(x)− f(0)

x

= lim
x→0−

(ax3 + b)− 0

x

= lim
x→0−

(
ax2 +

b

x

)
= a lim

x→0−
x2 + lim

x→0−

b

x
.

Για b 6= 0, χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των ορίων, το γνωστό όριο

lim
x→x0

x2 = x2
0
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(ή τη συνέχεια της συνάρτησης g1(x) = x2
στο x = 0) και το γνωστό όριο

lim
x→0−

1

x
= −∞,

παίρνουµε ότι

a lim
x→0−

x2 + lim
x→0−

b

x
= a · 02 + lim

x→0−

b

x

= lim
x→0−

b

x

= b lim
x→0−

1

x

=

{
−∞, αν b > 0
∞, αν b < 0

.

Εποµένως, για b 6= 0, το

lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0

δεν υπάρχει. Για b = 0, χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των ορίων και τα

γνωστά όριά

lim
x→x0

x2 = x2
0

και

lim
x→x0

k = k

(ή τη συνέχεια τών συναρτήσεων g2(x) = x2
και g3(x) = k στο x = 0),

παίρνουµε ότι

a lim
x→0−

x2 + lim
x→0−

b

x
= a lim

x→0−
x2 + lim

x→0−
0

= a · 02 + 0

= 0.

΄Αρα, για όλα τα a ∈ R και b = 0,

lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
= 0.

Εφόσον f(x) = −x4
, για x > 0, και f(0) = 0, χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες

των ορίων και το γνωστό όριο

lim
x→x0

x3 = x3
0
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(ή τη συνέχεια της συνάρτησης g4(x) = x3
στο x = 0), παίρνουµε ότι

lim
x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

f(x)− f(0)

x

= lim
x→0+

−x4 − 0

x

= lim
x→0+

(−x3)

= − lim
x→0+

x3

= −03

= 0.

΄Αρα, για όλα τα a ∈ R και b = 0, τα

lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0

και

lim
x→0+

f(x)− f(0)

x− 0

υπάρχουν και

lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
= 0 = lim

x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
.

Εποµένως η f(x) είναι παραγωγίσιµη στο x = 0, για όλα τα a ∈ R και b = 0.

Σηµείωση: Εφόσον, όπως είδαµε και στους δύο τρόπους, για όλα τα a ∈ R
και b = 0,

lim
h→0−

f(0 + h)− f(0)

h
= lim

h→0+

f(0 + h)− f(0)

h
= 0

(ή

lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= 0),

έχουµε ότι f ′(0) = 0, για όλα τα a ∈ R και b = 0.
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Θέµα 4: Να ϐρεθούν το ολικό ελάχιστο και το ολικό µέγιστο της

f(x) = x sin x

στο

[
0,

π

2

]
.

Λύση: 1ος τρόπος : Εφόσον οι συναρτήσεις g1(x) = x και g2(x) = sin x είναι

συνεχείς στο R, και άρα και στο

[
0,

π

2

]
, η

f(x) = x sin x

είναι συνεχής στο

[
0,

π

2

]
, ως γινόµενο συνεχών συναρτήσεων. Εποµένως η

f(x) έχει ολικό ελάχιστο και ολικό µέγιστο στο κλειστό και ϕραγµένο διάστη-

µα

[
0,

π

2

]
.

Το ολικό ελάχιστο και το ολικό µέγιστο της f(x) στο

[
0,

π

2

]
ϐρίσκονται

είτε στα κρίσιµα σηµεία της f(x) στο

[
0,

π

2

]
είτε στα άκρα του

[
0,

π

2

]
.

Βρίσκουµε τα κρίσιµα σηµεία της f(x) στο

[
0,

π

2

]
. Είναι τα σηµεία του(

0,
π

2

)
στα οποία είτε η f ′(x) δεν ορίζεται είτε f ′(x) = 0. Χρησιµοποιώντας

τις ιδιότητες των παραγώγων και τις γνωστές παραγώγους

d

dx
(x) = 1,

d

dx
(sin x) = cos x ,

παίρνουµε ότι

f ′(x) =
d

dx
(x sin x)

= x
d

dx
(sin x) +

d

dx
(x) sin x

= x cos x + 1 sin x

= x cos x + sin x.
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Η f ′(x) ορίζεται για όλα τα x στο

(
0,

π

2

)
. Εφόσον cos x 6= 0, για όλα τα x στο(

0,
π

2

)
, έχουµε ότι, για x στο

(
0,

π

2

)
,

f ′(x) = 0⇔ x cos x + sin x = 0

⇔ x cos x = − sin x

⇔ x = − sin x

cos x
⇔ x = − tan x.

Για όλα τα x στο

(
0,

π

2

)
, tan x > 0 και άρα − tan x < 0. Για όλα τα x στο(

0,
π

2

)
, x > 0. Εποµένως, για όλα τα x στο

(
0,

π

2

)
,

x 6= − tan x

και άρα, για όλα τα x στο

(
0,

π

2

)
,

f ′(x) 6= 0.

΄Αρα η f(x) δεν έχει κρίσιµα σηµεία στο

[
0,

π

2

]
.

Από όσα είπαµε στις δύο προηγούµενες παραγράφους, παίρνουµε ότι το

ολικό ελάχιστο και το ολικό µέγιστο της f(x) στο

[
0,

π

2

]
ϐρίσκονται στα άκρα

του

[
0,

π

2

]
, x = 0 και x =

π

2
. ΄Εχουµε ότι

f(0) = 0 · sin 0 = 0 · 0 = 0

και

f
(π

2

)
=

π

2
· sin π

2
=

π

2
· 1 =

π

2
.

Εποµένως το ολικό ελάχιστο της f(x) στο

[
0,

π

2

]
είναι 0 (στο x = 0) και το

ολικό µέγιστο της f(x) στο

[
0,

π

2

]
είναι

π

2
(στο x =

π

2
).

Σηµείωση: Στην τρίτη παράγραφο παραπάνω ϑα µπορούσαµε να δείξουµε ότι

f ′(x) 6= 0,

για όλα τα x στο

(
0,

π

2

)
, και ως εξής : Για όλα τα x στο

(
0,

π

2

)
, ισχύει ότι

x > 0,
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cos x > 0,

sin x > 0.

Εποµένως, για όλα τα x στο

(
0,

π

2

)
,

x cos x + sin x > 0

και άρα, για όλα τα x στο

(
0,

π

2

)
,

f ′(x) > 0.

Εποµένως, για όλα τα x στο

(
0,

π

2

)
,

f ′(x) 6= 0.

2ος τρόπος : Εφόσον οι συναρτήσεις g1(x) = x και g2(x) = sin x είναι συνεχείς

στο R, και άρα και στο

[
0,

π

2

]
, η

f(x) = x sin x

είναι συνεχής στο

[
0,

π

2

]
, ως γινόµενο συνεχών συναρτήσεων. Εποµένως η

f(x) έχει ολικό ελάχιστο και ολικό µέγιστο στο κλειστό και ϕραγµένο διάστη-

µα

[
0,

π

2

]
.

Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των παραγώγων και τις γνωστές παραγώ-

γους

d

dx
(x) = 1,

d

dx
(sin x) = cos x ,

παίρνουµε ότι

f ′(x) =
d

dx
(x sin x)

= x
d

dx
(sin x) +

d

dx
(x) sin x

= x cos x + 1 sin x

= x cos x + sin x.
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Η f ′(x) ορίζεται για όλα τα x στο

(
0,

π

2

)
. Για όλα τα x στο

(
0,

π

2

)
, ισχύει ότι

x > 0,

cos x > 0,

sin x > 0.

Εποµένως, για όλα τα x στο

(
0,

π

2

)
,

x cos x + sin x > 0

και άρα, για όλα τα x στο

(
0,

π

2

)
,

f ′(x) > 0.

Εφόσον η f(x) είναι συνεχής στο

[
0,

π

2

]
και, για όλα τα x στο

(
0,

π

2

)
,

f ′(x) > 0,

η f(x) είναι αύξουσα στο

[
0,

π

2

]
. Εποµένως το ολικό ελάχιστο της f(x) στο[

0,
π

2

]
είναι το f(0) και το ολικό µέγιστο της f(x) στο

[
0,

π

2

]
είναι το f

(π

2

)
.

΄Εχουµε ότι

f(0) = 0 · sin 0 = 0 · 0 = 0

και

f
(π

2

)
=

π

2
· sin π

2
=

π

2
· 1 =

π

2
.

΄Αρα το ολικό ελάχιστο της f(x) στο

[
0,

π

2

]
είναι 0 (στο x = 0) και το ολικό

µέγιστο της f(x) στο

[
0,

π

2

]
είναι

π

2
(στο x =

π

2
).
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Θέµα 5: Να ϐρεθούν τα σηµεία στα οποία η εφαπτοµένη της καµπύλης

x =
1

t4
, y = ln t, t > 0

είναι παράλληλη στην ευθεία y = −3x− 7.

Λύση: 1ος τρόπος : Η κλίση της ευθείας

y = −3x− 7 (1)

είναι m = −3. Η κλίση της εφαπτοµένης της παραµετρικής καµπύλης

x =
1

t4
, y = ln t, t > 0 (2)

σε ένα σηµείο της είναι
dy

dx
. Εφόσον δύο ευθείες είναι παράλληλες αν και

µόνο αν οι κλίσεις τους είναι ίσες, τα σηµεία στα οποία η εφαπτοµένη της

παραµετρικής καµπύλης (2) είναι παράλληλη στην ευθεία (1) είναι αυτά όπου

dy

dx
= −3.

Βρίσκουµε την κλίση
dy

dx
σε ένα σηµείο της παραµετρικής καµπύλης (2).

΄Εχουµε ότι

dx

dt
=

d

dt

(
1

t4

)
= − 4

t5

και ότι
dy

dt
=

d

dt
(ln t) =

1

t
,

για t > 0, δηλαδή για όλα τα σηµεία της παραµετρικής καµπύλης (2). Εφόσον

− 4

t5
6= 0,

για t > 0, έχουµε ότι

dx

dt
6= 0,
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για t > 0, δηλαδή για όλα τα σηµεία της παραµετρικής καµπύλης (2). ΄Αρα η

κλίση σε ένα σηµείο της παραµετρικής καµπύλης (2) είναι

dy

dx
=

dy

dt
dx

dt

=

1

t

− 4

t5

= −t4

4
.

Εποµένως, εφόσον t > 0, παίρνουµε ότι

dy

dx
= −3⇔ −t4

4
= −3

⇔ t4 = 12

⇔ t =
4
√

12 .

Για t = 4
√

12, έχουµε ότι

x =
1

( 4
√

12)4
=

1

12

και ότι

y = ln
4
√

12 =
ln 12

4
.

΄Αρα η εφαπτοµένη της παραµετρικής καµπύλης

x =
1

t4
, y = ln t, t > 0

είναι παράλληλη στην ευθεία

y = −3x− 7

στο σηµείο (
1

12
,
ln 12

4

)
.
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2ος τρόπος : Η κλίση της ευθείας

y = −3x− 7 (3)

είναι m = −3. Η κλίση της εφαπτοµένης της παραµετρικής καµπύλης

x =
1

t4
, y = ln t, t > 0 (4)

σε ένα σηµείο της είναι
dy

dx
. Εφόσον δύο ευθείες είναι παράλληλες αν και

µόνο αν οι κλίσεις τους είναι ίσες, τα σηµεία στα οποία η εφαπτοµένη της

παραµετρικής καµπύλης (4) είναι παράλληλη στην ευθεία (3) είναι αυτά όπου

dy

dx
= −3.

Για t > 0, ισχύει ότι

x =
1

t4
⇔ t4 =

1

x

⇔ t =
4

√
1

x
.

Εποµένως αν το (x, y) είναι ένα σηµείο της παραµετρικής καµπύλης (4), τότε

y = ln t

= ln

(
4

√
1

x

)
= ln

(
x−

1
4

)
= −1

4
ln x.

΄Αρα, για όλα τα σηµεία (x, y) της παραµετρικής καµπύλης (4), ισχύει ότι

y = −1

4
ln x. (5)

Βρίσκουµε την κλίση
dy

dx
σε ένα σηµείο της καµπύλης (5). Χρησιµοποιών-

τας τις ιδιότητες των παραγώγων και τη γνωστή παράγωγο

d

dx
(ln x) =

1

x
,
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παίρνουµε ότι

dy

dx
=

d

dx

(
−1

4
ln x

)
= −1

4

d

dx
(ln x)

= −1

4

1

x

= − 1

4x
.

Εποµένως

dy

dx
= −3⇔ − 1

4x
= −3

⇔ x =
1

12
.

Για x =
1

12
, έχουµε ότι

y = −1

4
ln

(
1

12

)
=

ln 12

4
.

΄Αρα η εφαπτοµένη της παραµετρικής καµπύλης

x =
1

t4
, y = ln t, t > 0

είναι παράλληλη στην ευθεία

y = −3x− 7

στο σηµείο (
1

12
,
ln 12

4

)
.

Σηµείωση: Στη δεύτερη παράγραφο παραπάνω ϑα µπορούσαµε να δείξουµε

ότι, για όλα τα σηµεία (x, y) της παραµετρικής καµπύλης (4), ισχύει ότι

y = −1

4
ln x
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και ως εξής : Για t > 0, ισχύει ότι

y = ln t⇔ ey = eln t

⇔ ey = t.

΄Αρα αν το (x, y) είναι ένα σηµείο της παραµετρικής καµπύλης (4), τότε

x =
1

t4

=
1

(ey)4

=
1

e4y

= e−4y.

΄Εχουµε ότι

x = e−4y ⇔ ln x = ln
(
e−4y

)
⇔ ln x = −4y

⇔ y = −1

4
ln x.

΄Αρα, για όλα τα σηµεία (x, y) της παραµετρικής καµπύλης (4), ισχύει ότι

y = −1

4
ln x.

3ος τρόπος : Η κλίση της ευθείας

y = −3x− 7 (6)

είναι m = −3. Η κλίση της εφαπτοµένης της παραµετρικής καµπύλης

x =
1

t4
, y = ln t, t > 0 (7)

σε ένα σηµείο της είναι
dy

dx
. Εφόσον δύο ευθείες είναι παράλληλες αν και

µόνο αν οι κλίσεις τους είναι ίσες, τα σηµεία στα οποία η εφαπτοµένη της

παραµετρικής καµπύλης (7) είναι παράλληλη στην ευθεία (6) είναι αυτά όπου

dy

dx
= −3.
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Για t > 0, ισχύει ότι

y = ln t⇔ ey = eln t

⇔ ey = t.

΄Αρα αν το (x, y) είναι ένα σηµείο της παραµετρικής καµπύλης (7), τότε

x =
1

t4

=
1

(ey)4

=
1

e4y

= e−4y.

Εποµένως, για όλα τα σηµεία (x, y) της παραµετρικής καµπύλης (7), ισχύει

ότι

x = e−4y. (8)

Βρίσκουµε την κλίση
dy

dx
σε ένα σηµείο της καµπύλης (8). Θεωρούµε το y

παραγωγίσιµη συνάρτηση του x. Παραγωγίζοντας ως προς x και τα δύο µέλη

της (8) και χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των παραγώγων και τις γνωστές

παραγώγους

d

dx
(x) = 1,

d

dx
(ex) = ex,

παίρνουµε ότι

x = e−4y ⇒ d

dx
(x) =

d

dx

(
e−4y

)
⇒ 1 =

d

dx
(e−4y)

⇒ 1 = e−4y d

dx
(−4y)

⇒ 1 = e−4y

(
−4

dy

dx

)
⇒ 1 = −4e−4y dy

dx

⇒ dy

dx
= −e4y

4
.
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΄Αρα

dy

dx
= −3⇔ −e4y

4
= −3

⇔ e4y = 12

⇔ ln
(
e4y
)

= ln 12

⇔ 4y = ln 12

⇔ y =
ln 12

4
.

Για y =
ln 12

4
, έχουµε ότι

x = e−4y = e−4· ln 12
4 = e− ln 12 =

1

12
.

΄Αρα η εφαπτοµένη της παραµετρικής καµπύλης

x =
1

t4
, y = ln t, t > 0

είναι παράλληλη στην ευθεία

y = −3x− 7

στο σηµείο (
1

12
,
ln 12

4

)
.
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Θέµα 6: Να υπολογιστεί το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις

καµπύλες y = x2
και y = sin x από x = π έως x = 3π.

Λύση: 1ος τρόπος : Για x ≥ π, x2 ≥ π2
. ΄Αρα, εφόσον sin x ≤ 1, για όλα τα x

στο R, και 1 ≤ π2
,

x2 ≥ sin x,

για x ≥ π, και άρα για π ≤ x ≤ 3π. Εποµένως το εµβαδόν του χωρίου που

περικλείεται από τις καµπύλες y = x2
και y = sin x από x = π έως x = 3π

είναι

A =

∫ 3π

π

(
x2 − sin x

)
dx .

Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των ολοκληρωµάτων και τα γνωστά ολο-

κληρώµατα ∫
x2 dx =

x3

3
+ C,∫

sin x dx = − cos x + C,

παίρνουµε ότι ∫ (
x2 − sin x

)
dx =

∫
x2 dx−

∫
sin x dx

=
x3

3
− (− cos x) + C

=
x3

3
+ cos x + C .

Εποµένως, από το Θεµελιώδες Θεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού,∫ 3π

π

(
x2 − sin x

)
dx =

[
x3

3
+ cos x

]3π

π

=

(
(3π)3

3
+ cos 3π

)
−
(

π3

3
+ cos π

)
=

27π3

3
− 1− π3

3
+ 1

=
26π3

3
.
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Από όσα είπαµε, παίρνουµε ότι

A =
26π3

3
.

Σηµείωση: Στη δεύτερη παράγραφο παραπάνω ϑα µπορούσαµε να υπολογί-

σουµε το ολοκλήρωµα ∫ 3π

π

(
x2 − sin x

)
dx

και ως εξής : Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των ολοκληρωµάτων, τα γνωστά

ολοκληρώµατα ∫
x2 dx =

x3

3
+ C,∫

sin x dx = − cos x + C,

και το Θεµελιώδες Θεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού, παίρνουµε ότι∫ 3π

π

(
x2 − sin x

)
dx =

∫ 3π

π

x2 dx−
∫ 3π

π

sin x dx

=

[
x3

3

]3π

π

− [− cos x]3π
π

=

(
(3π)3

3
− π3

3

)
− ((− cos 3π)− (− cos π))

=
27π3

3
− π3

3
− 1 + 1

=
26π3

3
.

2ος τρόπος : Βρίσκουµε τα x µεταξύ π και 3π στα οποία οι καµπύλες y = x2

και y = sin x τέµνονται. Για x ≥ π, x2 ≥ π2
. ΄Αρα, εφόσον sin x ≤ 1, για όλα

τα x στο R, και 1 < π2
,

x2 6= sin x,

για x ≥ π, και άρα για π ≤ x ≤ 3π. Εποµένως µεταξύ π και 3π οι καµπύλες

y = x2
και y = sin x δεν τέµνονται σε κανένα σηµείο. ΄Αρα το εµβαδόν του

χωρίου που περικλείεται από τις καµπύλες y = x2
και y = sin x από x = π

έως x = 3π είναι

A =

∣∣∣∣∫ 3π

π

(
x2 − sin x

)
dx

∣∣∣∣ .
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Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των ολοκληρωµάτων και τα γνωστά ολο-

κληρώµατα ∫
x2 dx =

x3

3
+ C,∫

sin x dx = − cos x + C,

παίρνουµε ότι ∫ (
x2 − sin x

)
dx =

∫
x2 dx−

∫
sin x dx

=
x3

3
− (− cos x) + C

=
x3

3
+ cos x + C .

Εποµένως, από το Θεµελιώδες Θεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού,∫ 3π

π

(
x2 − sin x

)
dx =

[
x3

3
+ cos x

]3π

π

=

(
(3π)3

3
+ cos 3π

)
−
(

π3

3
+ cos π

)
=

27π3

3
− 1− π3

3
+ 1

=
26π3

3
.

Από όσα είπαµε, παίρνουµε ότι

A =

∣∣∣∣26π3

3

∣∣∣∣ =
26π3

3
.

Σηµείωση: (α) Στη δεύτερη παράγραφο παραπάνω ϑα µπορούσαµε να υπο-

λογίσουµε το ολοκλήρωµα ∫ 3π

π

(
x2 − sin x

)
dx

και µε τον τρόπο που είδαµε στη Σηµείωση του 1ου τρόπου.

(ϐ) Θα µπορούσαµε, κατά παρόµοιο τρόπο, να υπολογίσουµε το A και ως

εξής : Εφόσον µεταξύ π και 3π οι καµπύλες y = x2
και y = sin x δεν τέµνονται
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σε κανένα σηµείο, το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις καµπύλες

y = x2
και y = sin x από x = π έως x = 3π είναι

A =

∣∣∣∣∫ 3π

π

(
sin x− x2

)
dx

∣∣∣∣ .

Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των ολοκληρωµάτων, τα γνωστά ολοκληρώ-

µατα ∫
sin x dx = − cos x + C,∫

x2 dx =
x3

3
+ C,

και το Θεµελιώδες Θεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού, παίρνουµε ότι∫ 3π

π

(
sin x− x2

)
dx =

∫ 3π

π

sin x dx−
∫ 3π

π

x2 dx

= [− cos x]3π
π −

[
x3

3

]3π

π

= ((− cos 3π)− (− cos π))−
(

(3π)3

3
− π3

3

)
= 1− 1− 27π3

3
+

π3

3

= −26π3

3
.

Από όσα είπαµε, παίρνουµε ότι

A =

∣∣∣∣−26π3

3

∣∣∣∣ =
26π3

3
.

(γ) Στη δεύτερη παράγραφο του (ϐ) ϑα µπορούσαµε να υπολογίσουµε το ολο-

κλήρωµα ∫ 3π

π

(
sin x− x2

)
dx

και µε τρόπο παρόµοιο µε αυτό µε τον οποίο υπολογίσαµε το ολοκλήρωµα∫ 3π

π

(
x2 − sin x

)
dx

στη δεύτερη παράγραφο του 1ου και του 2ου τρόπου.
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Θέµα 7: Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫ (
ex2

x + x sin 2x
)

dx.

Λύση: Από τις ιδιότητες των ολοκληρωµάτων παίρνουµε ότι∫ (
ex2

x + x sin 2x
)

dx =

∫
ex2

x dx +

∫
x sin 2x dx.

Υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα∫
ex2

x dx.

Χρησιµοποιώντας ολοκλήρωση µε αντικατάσταση, τη γνωστή παράγωγο

d

dx
(x2) = 2x,

τις ιδιότητες των ολοκληρωµάτων και το γνωστό ολοκλήρωµα∫
ex dx = ex + C,

παίρνουµε ότι∫
ex2

x dx =[
Θέτουµε u = x2.

Τότε du =
d

dx
(x2) dx = 2x dx και άρα

1

2
du = x dx.

]

=

∫
1

2
eu du

=
1

2

∫
eu du

=
1

2
(eu + C)

=
1

2

(
ex2

+ C
)

=
ex2

2
+ C.
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Υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα∫
x sin 2x dx.

Χρησιµοποιώντας ολοκλήρωση κατά παράγοντες, τις ιδιότητες των παραγώ-

γων, τις γνωστές παραγώγους

d

dx
(cos kx) = −k sin kx,

d

dx
(x) = 1,

τις ιδιότητες των ολοκληρωµάτων και το γνωστό ολοκλήρωµα∫
cos kx dx =

sin kx

k
+ C,

παίρνουµε ότι∫
x sin 2x dx =

∫
x

(
−cos 2x

2

)′
dx

= x

(
−cos 2x

2

)
−
∫

(x)′
(
−cos 2x

2

)
dx

= −x cos 2x

2
−
∫

(x)′
(
−cos 2x

2

)
dx

= −x cos 2x

2
−
∫

1

(
−cos 2x

2

)
dx

= −x cos 2x

2
−
(
−1

2

)∫
cos 2x dx

= −x cos 2x

2
+

1

2

∫
cos 2x dx

= −x cos 2x

2
+

1

2

(
sin 2x

2
+ C

)
= −x cos 2x

2
+

sin 2x

4
+ C.

Από όσα είπαµε, παίρνουµε ότι∫ (
ex2

x + x sin 2x
)

dx =

(
ex2

2
+ C

)
+

(
−x cos 2x

2
+

sin 2x

4
+ C

)
=

ex2

2
− x cos 2x

2
+

sin 2x

4
+ C.
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Σηµείωση: Στην τρίτη παράγραφο παραπάνω ϑα µπορούσαµε να υπολογί-

σουµε το ολοκλήρωµα ∫
x sin 2x dx

και ως εξής : Χρησιµοποιώντας ολοκλήρωση µε αντικατάσταση, τη γνωστή

παράγωγο

d

dx
(x) = 1,

τις ιδιότητες των παραγώγων και τις ιδιότητες των ολοκληρωµάτων παίρνουµε

ότι ∫
x sin 2x dx =[
Θέτουµε u = 2x.

Τότε du =
d

dx
(2x) dx = 2 dx και άρα

1

2
du = dx.

]

=

∫
1

2

u

2
sin u du

=
1

4

∫
u sin u du.

Υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα ∫
u sin u du.

Χρησιµοποιώντας ολοκλήρωση κατά παράγοντες, τις ιδιότητες των παραγώ-

γων, τις γνωστές παραγώγους

d

du
(cos u) = − sin u,

d

du
(u) = 1,

τις ιδιότητες των ολοκληρωµάτων και το γνωστό ολοκλήρωµα∫
cos u du = sin u + C,
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παίρνουµε ότι∫
u sin u du =

∫
u (− cos u)′ dx

= u (− cos u)−
∫

(u)′ (− cos u) du

= −u cos u−
∫

(u)′ (− cos u) du

= −u cos u−
∫

1 (− cos u) du

= −u cos u−
(
−
∫

cos u du

)
= −u cos u +

∫
cos u du

= −u cos u + sin u + C.

Από όσα είπαµε, παίρνουµε ότι∫
x sin 2x dx =

=
1

4
(−u cos u + sin u + C)

[u = 2x]

=
1

4
(−2x cos 2x + sin 2x + C)

= −x cos 2x

2
+

sin 2x

4
+ C.
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Θέµα 8: Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫ (
sin−1 x +

ln x

x

)
dx.

Λύση: Από τις ιδιότητες των ολοκληρωµάτων παίρνουµε ότι∫ (
sin−1 x +

ln x

x

)
dx =

∫
sin−1 x dx +

∫
ln x

x
dx.

Υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα∫
sin−1 x dx.

Χρησιµοποιώντας ολοκλήρωση κατά παράγοντες και τις γνωστές παραγώγους

d

dx
(x) = 1,

d

dx
(sin−1 x) =

1√
1− x2

,

παίρνουµε ότι ∫
sin−1 x dx =

∫
(x)′ sin−1 x dx

= x sin−1 x−
∫

x
(
sin−1 x

)′
dx

= x sin−1 x−
∫

x
1√

1− x2
dx.

Χρησιµοποιώντας ολοκλήρωση µε αντικατάσταση, τις ιδιότητες των παραγώ-

γων, τις γνωστές παραγώγους

d

dx
(k) = 0,

d

dx
(x2) = 2x,

τις ιδιότητες των ολοκληρωµάτων και το γνωστό ολοκλήρωµα∫
x−

1
2 dx = 2x

1
2 + C,
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παίρνουµε ότι∫
x

1√
1− x2

dx =[
Θέτουµε u = 1− x2.

Τότε du =
d

dx
(1− x2) dx = −2x dx και άρα − 1

2
du = x dx.

]

=

∫
−1

2

1√
u

du

= −1

2

∫
1√
u

du

= −1

2
(2
√

u + C)

= −
√

u + C

= −
√

1− x2 + C.

Εποµένως ∫
sin−1 x dx = x sin−1 x− (−

√
1− x2 + C)

= x sin−1 x +
√

1− x2 + C.

Υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα∫
ln x

x
dx.

Χρησιµοποιώντας ολοκλήρωση µε αντικατάσταση, τη γνωστή παράγωγο

d

dx
(ln x) =

1

x

και το γνωστό ολοκλήρωµα ∫
x dx =

x2

2
+ C,
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παίρνουµε ότι ∫
ln x

x
dx =[

Θέτουµε u = ln x.

Τότε du =
d

dx
(ln x) dx =

1

x
dx.

]

=

∫
u du

=
u2

2
+ C

=
ln2 x

2
+ C.

Από όσα είπαµε, παίρνουµε ότι∫ (
sin−1 x +

ln x

x

)
dx =

(
x sin−1 x +

√
1− x2 + C

)
+

(
ln2 x

2
+ C

)
= x sin−1 x +

√
1− x2 +

ln2 x

2
+ C.

Σηµείωση: (α) Στη δεύτερη παράγραφο παραπάνω ϑα µπορούσαµε να υπο-

λογίσουµε το ολοκλήρωµα ∫
x

1√
1− x2

dx

και ως εξής : Χρησιµοποιώντας ολοκλήρωση µε αντικατάσταση, τις γνωστές

παραγώγους

d

dx
(x2) = 2x,

d

dx
(k) = 0,

d

dx
(x) = 1,

τις ιδιότητες των παραγώγων, τις ιδιότητες των ολοκληρωµάτων και το γνωστό

ολοκλήρωµα ∫
x−

1
2 dx = 2x

1
2 + C,
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παίρνουµε ότι∫
x

1√
1− x2

dx =[
Θέτουµε u = x2.

Τότε du =
d

dx
(x2) dx = 2x dx και άρα

1

2
du = x dx.

]

=

∫
1

2

1√
1− u

du

=
1

2

∫
1√

1− u
du[

Θέτουµε v = 1− u.

Τότε dv =
d

du
(1− u) du = −du και άρα − dv = du.

]

=
1

2

∫
− 1√

v
dv

= −1

2

∫
1√
v

dv

= −1

2
(2
√

v + C)

= −
√

v + C

= −
√

1− u + C

= −
√

1− x2 + C.

(ϐ) Στην τρίτη παράγραφο παραπάνω ϑα µπορούσαµε να υπολογίσουµε το

ολοκλήρωµα ∫
ln x

x
dx

και ως εξής : Χρησιµοποιώντας ολοκλήρωση κατά παράγοντες και τη γνωστή

παράγωγο

d

dx
(ln x) =

1

x
,

παίρνουµε ότι ∫
ln x

x
dx =

∫
1

x
ln x dx

=

∫
(ln x)′ ln x dx
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= ln x ln x−
∫

ln x (ln x)′ dx

= ln2 x−
∫

ln x (ln x)′ dx

= ln2 x−
∫

ln x
1

x
dx

= ln2 x−
∫

ln x

x
dx.

Εφόσον ∫
ln x

x
dx = ln2 x−

∫
ln x

x
dx,

2

∫
ln x

x
dx = ln2 x + C

και άρα ∫
ln x

x
dx =

ln2 x

2
+ C.
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