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Θέµα 1: Να ϐρεθούν οι κατακόρυφες και οι οριζόντιες ασύµπτωτες της

y =
x + 2

x2 − 4
.

Λύση: ΄Εστω

f(x) =
x + 2

x2 − 4
.

Εφόσον

x2 − 4 = 0 ⇔ x2 = 4 ⇔ x = ±2 ,

το πεδίο ορισµού της f(x) είναι το

Df = (−∞,−2) ∪ (−2, 2) ∪ (2,∞) .

Εφόσον η f(x) είναι ϱητή συνάρτηση, είναι συνεχής στο Df . ΄Αρα οι πιθανές

κατακόρυφες ασύµπτωτες της

y =
x + 2

x2 − 4

είναι οι x = −2 και x = 2.

Για x 6= −2,

x + 2

x2 − 4
=

x + 2

(x− 2)(x + 2)
=

1

x− 2
. (1)

Από την (1) και όσα είναι γνωστά για τα όρια ϱητών συναρτήσεων, παίρ-

νουµε ότι

lim
x→−2

x + 2

x2 − 4
= lim

x→−2

1

x− 2

=
1

(−2)− 2

= −1

4
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και άρα

lim
x→−2−

x + 2

x2 − 4
= −1

4
και

lim
x→−2+

x + 2

x2 − 4
= −1

4
.

Εφόσον

lim
x→−2−

x + 2

x2 − 4
6= ±∞

και

lim
x→−2+

x + 2

x2 − 4
6= ±∞ ,

η x = −2 δεν είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της

y =
x + 2

x2 − 4
.

Από την (1), παίρνουµε ότι

lim
x→2−

x + 2

x2 − 4
= lim

x→2−

1

x− 2
.

Θέτουµε u = x− 2. Προφανώς

x < 2 ⇒ x− 2 < 0 ⇒ u < 0 .

΄Αρα, από όσα είναι γνωστά για τα όρια πολυωνυµικών συναρτήσεων, παίρ-

νουµε ότι

x → 2− ⇒ x− 2 → 0− ⇒ u → 0− .

Εποµένως

lim
x→2−

1

x− 2
= lim

u→0−

1

u
.

Γνωρίζουµε όµως ότι

lim
u→0−

1

u
= −∞ .

Από όσα είπαµε, παίρνουµε ότι

lim
x→2−

x + 2

x2 − 4
= −∞ .

Εφόσον

lim
x→2−

x + 2

x2 − 4
= −∞ ,
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η x = 2 είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της

y =
x + 2

x2 − 4
.

Εποµένως η

y =
x + 2

x2 − 4
.

έχει µία κατακόρυφη ασύµπτωτη, την x = 2.

Χρησιµοποιώντας το παρακάτω γνωστό αποτέλεσµα, που αφορά όρια ϱη-

τών συναρτήσεων όταν x → ±∞,

lim
x→±∞

αnx
n + αn−1x

n−1 + . . . + α1x + α0

βmxm + βm−1xm−1 + . . . + β1x + β0

= lim
x→±∞

αnx
n

βmxm
,

για n,m ∈ N και α0, α1, . . . , αn−1, αn, β0, β1, . . . , βm−1, βm ∈ R µε αn, βm 6= 0,

και το γνωστό όριο

lim
x→−∞

1

x
= 0 ,

παίρνουµε ότι

lim
x→−∞

x + 2

x2 − 4
= lim

x→−∞

x

x2

= lim
x→−∞

1

x

= 0 .

Εφόσον

lim
x→−∞

x + 2

x2 − 4
= 0 ,

η y = 0 είναι οριζόντια ασύµπτωτη της

y =
x + 2

x2 − 4
.

Χρησιµοποιώντας το παρακάτω γνωστό αποτέλεσµα, που αφορά όρια ϱη-

τών συναρτήσεων όταν x → ±∞,

lim
x→±∞

αnx
n + αn−1x

n−1 + . . . + α1x + α0

βmxm + βm−1xm−1 + . . . + β1x + β0

= lim
x→±∞

αnx
n

βmxm
,
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για n,m ∈ N και α0, α1, . . . , αn−1, αn, β0, β1, . . . , βm−1, βm ∈ R µε αn, βm 6= 0,

και το γνωστό όριο

lim
x→∞

1

x
= 0 ,

παίρνουµε ότι

lim
x→∞

x + 2

x2 − 4
= lim

x→∞

x

x2

= lim
x→∞

1

x

= 0 .

Εφόσον

lim
x→∞

x + 2

x2 − 4
= 0 ,

η y = 0 είναι οριζόντια ασύµπτωτη της

y =
x + 2

x2 − 4
.

Εποµένως η

y =
x + 2

x2 − 4
.

έχει µία οριζόντια ασύµπτωτη, την y = 0.

Σηµείωση: (α) Θα µπορούσαµε να δείξουµε ότι

lim
x→−2

x + 2

x2 − 4
= −1

4

και ως εξής : Από όσα είναι γνωστά για τα όρια πολυωνυµικών συναρτήσεων,

παίρνουµε ότι

lim
x→−2

(x + 2) = (−2) + 2 = 0

και ότι

lim
x→−2

(x2 − 4) = (−2)2 − 4 = 0 .

Εποµένως το όριο

lim
x→−2

x + 2

x2 − 4
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είναι της µορφής

0

0
.

Χρησιµοποιώντας τον κανόνα l’ Hôpital, τις ιδιότητες των παραγώγων, τις

γνωστές παραγώγους

d

dx
(xn) = nxn−1

και
d

dx
(k) = 0

και όσα είναι γνωστά για τα όρια ϱητών συναρτήσεων, παίρνουµε ότι

lim
x→−2

x + 2

x2 − 4
= lim

x→−2

(x + 2)′

(x2 − 4)′

= lim
x→−2

(x)′ + (2)′

(x2)′ − (4)′

= lim
x→−2

1 + 0

2x− 0

= lim
x→−2

1

2x

=
1

2 · (−2)

= −1

4
.

(ϐ) Θα µπορούσαµε να δείξουµε ότι η x = 2 είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη

της

y =
x + 2

x2 − 4

και ως εξής : Από την (1), παίρνουµε ότι

lim
x→2+

x + 2

x2 − 4
= lim

x→2+

1

x− 2
.

Θέτουµε u = x− 2. Προφανώς

x > 2 ⇒ x− 2 > 0 ⇒ u > 0 .
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΄Αρα, από όσα είναι γνωστά για τα όρια πολυωνυµικών συναρτήσεων, παίρ-

νουµε ότι

x → 2+ ⇒ x− 2 → 0+ ⇒ u → 0+ .

Εποµένως

lim
x→2+

1

x− 2
= lim

u→0+

1

u
.

Γνωρίζουµε όµως ότι

lim
u→0+

1

u
= ∞ .

Από όσα είπαµε, παίρνουµε ότι

lim
x→2+

x + 2

x2 − 4
= ∞ .

Εφόσον

lim
x→2+

x + 2

x2 − 4
= ∞ ,

η x = 2 είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της

y =
x + 2

x2 − 4
.

(γ) Θα µπορούσαµε να δείξουµε ότι

lim
x→−∞

x + 2

x2 − 4
= 0

και ως εξής : ∆ιαιρώντας µε το µεγιστοβάθµιο όρο του παρονοµαστή και χρη-

σιµοποιώντας τις ιδιότητες των ορίων και τα γνωστά όρια

lim
x→−∞

1

xn
= 0 , n > 0

και

lim
x→−∞

k = k ,
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παίρνουµε ότι

lim
x→−∞

x + 2

x2 − 4
= lim

x→−∞

x

x2
+

2

x2

x2

x2
− 4

x2

= lim
x→−∞

1

x
+

2

x2

1− 4

x2

=
lim

x→−∞

1

x
+ 2 lim

x→−∞

1

x2

lim
x→−∞

1− 4 lim
x→−∞

1

x2

=
0 + 2 · 0
1− 4 · 0

= 0 .

(δ) Θα µπορούσαµε να δείξουµε ότι

lim
x→∞

x + 2

x2 − 4
= 0

και κατά παρόµοιο τρόπο µε το (γ).

(ε) Θα µπορούσαµε να δείξουµε ότι

lim
x→∞

x + 2

x2 − 4
= 0

και ως εξής : Από τα γνωστά όρια

lim
x→∞

xn = ∞ , n > 0

και

lim
x→∞

k = k

και τις ιδιότητες των άπειρων ορίων, παίρνουµε ότι

lim
x→∞

(x + 2) = lim
x→∞

x + lim
x→∞

2 = ∞+ 2 = ∞
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και ότι

lim
x→−2

(x2 − 4) = lim
x→−2

x2 − lim
x→−2

4 = ∞− 4 = ∞ .

Εποµένως το όριο

lim
x→∞

x + 2

x2 − 4
είναι της µορφής

∞
∞

.

Χρησιµοποιώντας τον κανόνα l’ Hôpital, τις ιδιότητες των παραγώγων, τις

γνωστές παραγώγους

d

dx
(xn) = nxn−1

και
d

dx
(k) = 0 ,

τις ιδιότητες των ορίων και το γνωστό όριο

lim
x→∞

1

x
= 0 ,

παίρνουµε ότι

lim
x→∞

x + 2

x2 − 4
= lim

x→∞

(x + 2)′

(x2 − 4)′

= lim
x→∞

(x)′ + (2)′

(x2)′ − (4)′

= lim
x→∞

1 + 0

2x− 0

= lim
x→∞

1

2x

=
1

2
lim

x→∞

1

x

=
1

2
· 0

= 0 .

(στ) Θα µπορούσαµε να δείξουµε ότι

lim
x→−∞

x + 2

x2 − 4
= 0
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και κατά παρόµοιο τρόπο µε το (ε).

(Ϲ) Θα µπορούσαµε να δείξουµε ότι

lim
x→−∞

x + 2

x2 − 4
= 0

και ως εξής : Από την (1), παίρνουµε ότι

lim
x→−∞

x + 2

x2 − 4
= lim

x→−∞

1

x− 2
.

Θέτουµε u = x− 2. Από τις ιδιότητες των άπειρων ορίων και τα γνωστά όρια

lim
x→−∞

x = −∞

και

lim
x→−∞

k = k,

παίρνουµε ότι

x → −∞⇒ x− 2 → −∞⇒ u → −∞ .

Εποµένως

lim
x→−∞

1

x− 2
= lim

u→−∞

1

u
.

Γνωρίζουµε όµως ότι

lim
u→−∞

1

u
= 0 .

Από όσα είπαµε, παίρνουµε ότι

lim
x→−∞

x + 2

x2 − 4
= 0 .

(η) Θα µπορούσαµε να δείξουµε ότι

lim
x→∞

x + 2

x2 − 4
= 0

και κατά παρόµοιο τρόπο µε το (Ϲ).
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Θέµα 2: Αποδείξτε ότι η συνάρτηση

f(x) =

 x2 sin

(
1

x

)
, x 6= 0

0 , x = 0

είναι παραγωγίσιµη στο x = 0 και ϐρείτε την f ′(0).

Λύση: Εφόσον

f(x) = x2 sin

(
1

x

)
, για x 6= 0,

και

f(0) = 0,

έχουµε ότι

lim
h→0

f(0 + h)− f(0)

h
= lim

h→0

f(h)− f(0)

h

= lim
h→0

h2 sin

(
1

h

)
− 0

h

= lim
h→0

h sin

(
1

h

)
.

Γνωρίζουµε ότι, για όλα τα y ∈ R,

−1 ≤ sin y ≤ 1 .

Εποµένως

−1 ≤ sin

(
1

h

)
≤ 1 , για h 6= 0 . (2)

Από την (2), παίρνουµε ότι

h ≤ h sin

(
1

h

)
≤ −h , για h < 0 . (3)

Προφανώς

lim
h→0−

h = lim
h→0−

(−h) = 0 . (4)

Από τις (3) και (4) και το Θεώρηµα Σάντουιτς, παίρνουµε ότι

lim
h→0−

h sin

(
1

h

)
= 0 .
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΄Οπως είδαµε παραπάνω

lim
h→0−

f(0 + h)− f(0)

h
= lim

h→0−
h sin

(
1

h

)
.

Από όσα είπαµε, παίρνουµε ότι

lim
h→0−

f(0 + h)− f(0)

h
= 0

και εποµένως

f ′−(0) = 0 .

Από την (2), παίρνουµε ότι

−h ≤ h sin

(
1

h

)
≤ h , για h > 0 . (5)

Προφανώς

lim
h→0+

(−h) = lim
h→0+

h = 0. (6)

Από τις (5) και (6) και το Θεώρηµα Σάντουιτς, παίρνουµε ότι

lim
h→0+

h sin

(
1

h

)
= 0 .

΄Οπως είδαµε παραπάνω

lim
h→0+

f(0 + h)− f(0)

h
= lim

h→0+
h sin

(
1

h

)
.

Από όσα είπαµε, παίρνουµε ότι

lim
h→0+

f(0 + h)− f(0)

h
= 0

και εποµένως

f ′+(0) = 0 .

Εφόσον

f ′−(0) = f ′+(0) = 0 ,

η f(x) είναι παραγωγίσιµη στο x = 0 και f ′(0) = 0.

11



Σηµείωση: (α) Εναλλακτικά ϑα µπορούσαµε να ξεκινήσουµε ως εξής : Εφόσον

f(x) = x2 sin

(
1

x

)
, για x 6= 0, και f(0) = 0, έχουµε ότι

lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0

f(x)− f(0)

x

= lim
h→0

x2 sin

(
1

x

)
− 0

x

= lim
x→0

x sin

(
1

x

)
.

Η συνέχεια είναι ακριβώς η ίδια µε παραπάνω.

(ϐ) Θα µπορούσαµε να δείξουµε ότι

lim
h→0−

h sin

(
1

h

)
= 0

και ως εξής : Θέτουµε u =
1

h
. Από το γνωστό όριο

lim
x→0−

1

x
= −∞

παίρνουµε ότι

h → 0− ⇒ 1

h
→ −∞⇒ u → −∞ .

Εποµένως

lim
h→0−

h sin

(
1

h

)
= lim

u→−∞

sin u

u
.

Γνωρίζουµε ότι, για όλα τα y ∈ R,

−1 ≤ sin y ≤ 1 .

Εποµένως

1

u
≤ sin u

u
≤ −1

u
, για u < 0 . (7)

Γνωρίζουµε ότι

lim
u→−∞

1

u
= lim

u→−∞

(
−1

u

)
= 0 . (8)
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Από τις (7) και (8) και το Θεώρηµα Σάντουιτς, παίρνουµε ότι

lim
u→−∞

sin u

u
= 0 .

Από όσα είπαµε παίρνουµε ότι

lim
h→0−

h sin

(
1

h

)
= 0 .

(γ) Θα µπορούσαµε να δείξουµε ότι

lim
h→0+

h sin

(
1

h

)
= 0

και κατά παρόµοιο τρόπο µε το (ϐ).

(δ) Αντί να δείξουµε ότι

lim
h→0−

h sin

(
1

h

)
= 0

και

lim
h→0+

h sin

(
1

h

)
= 0 ,

όπως κάναµε παραπάνω, ϑα µπορούσαµε να δουλέψουµε ως εξής : Γνωρί-

Ϲουµε ότι, για όλα τα y ∈ R,

0 ≤ | sin y| ≤ 1 .

Εποµένως

0 ≤
∣∣∣∣sin(1

h

)∣∣∣∣ ≤ 1 , για h 6= 0

και άρα

0 ≤
∣∣∣∣h sin

(
1

h

)∣∣∣∣ ≤ |h| , για h 6= 0 . (9)

Προφανώς

lim
h→0

0 = lim
h→0

|h| = 0. (10)

Από τις (9) και (10) και το Θεώρηµα Σάντουιτς, παίρνουµε ότι

lim
h→0

∣∣∣∣h sin

(
1

h

)∣∣∣∣ = 0 .
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Εφόσον

lim
x→x0

|f(x)| = 0 ⇒ lim
x→x0

f(x) = 0 ,

έχουµε ότι

lim
h→0

h sin

(
1

h

)
= 0 .
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Θέµα 3: Να εξεταστεί ως προς την κοιλότητα και τα σηµεία καµπής η

g(x) = x
5
3 − x

2
3 .

Λύση: Προφανώς Dg = R και η g(x) είναι συνεχής στο R.

Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των παραγώγων και τη γνωστή παράγωγο

d

dx
(xn) = n xn−1 , για x στο πεδίο ορισµού της xn−1 ,

παίρνουµε ότι

g′(x) =
d

dx
(x

5
3 − x

2
3 )

=
d

dx
(x

5
3 )− d

dx
(x

2
3 )

=
5

3
x

2
3 − 2

3
x−

1
3 ,

για x 6= 0.

Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των παραγώγων και τη γνωστή παράγωγο

d

dx
(xn) = n xn−1 , για x στο πεδίο ορισµού της xn−1 ,

παίρνουµε ότι

g′′(x) =
d

dx
(g′(x))

=
d

dx

(
5

3
x

2
3 − 2

3
x−

1
3

)
=

5

3

d

dx
(x

2
3 )− 2

3

d

dx
(x−

1
3 )

=
5

3

(
2

3
x−

1
3

)
− 2

3

(
−1

3
x−

4
3

)
=

10

9
x−

1
3 +

2

9
x−

4
3 ,

για x 6= 0.
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Προφανώς η g′′(x) δεν ορίζεται για x = 0.

Εφόσον x−
4
3 6= 0, για x 6= 0, έχουµε ότι

g′′(x) = 0 ⇔ 10

9
x−

1
3 +

2

9
x−

4
3 = 0

⇔ 2

9
x−

4
3 (5x + 1) = 0

⇔ 5x + 1 = 0

⇔ x = −1

5
.

΄Αρα η g(x) έχει πιθανά σηµεία καµπής για x = 0 και x = −1

5
.

Εφόσον x−
4
3 > 0, για x 6= 0, έχουµε ότι

g′′(x) > 0 ⇔ 10

9
x−

1
3 +

2

9
x−

4
3 > 0

⇔ 2

9
x−

4
3 (5x + 1) > 0

⇔ 5x + 1 > 0

⇔ x > −1

5
.

Από τον πίνακα που ακολουθεί

x −∞ −1
5

0 ∞
Πρόσηµο της g′′(x) - + +

Κοιλότητα της g(x) Κοίλα κάτω Κοίλα πάνω Κοίλα πάνω

παίρνουµε ότι η g(x) στρέφει τα κοίλα κάτω στο

(
−∞,−1

5

]
και στρέφει τα

κοίλα πάνω στο

[
−1

5
,∞
)

και έχει σηµείο καµπής για x = −1

5
.
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Θέµα 4: Να ϐρεθούν τα σηµεία στα οποία η εφαπτοµένη της καµπύλης

x = −1

t
, y = ln t, t > 0

είναι παράλληλη στην ευθεία y = 2x− 11.

Λύση: 1ος τρόπος : Η κλίση της ευθείας

y = 2x− 11 (11)

είναι m = 2.

Εποµένως τα σηµεία στα οποία η εφαπτοµένη της καµπύλης

x = −1

t
, y = ln t, t > 0 (12)

είναι παράλληλη στην ευθεία (11) είναι αυτά όπου

dy

dx
= 2 .

Βρίσκουµε την κλίση
dy

dx
σε ένα σηµείο της παραµετρικής καµπύλης (12).

Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των παραγώγων και τη γνωστή παράγωγο

d

dt
(tn) = n tn−1 , για t στο πεδίο ορισµού της tn−1 ,

παίρνουµε ότι

dx

dt
=

d

dt

(
−1

t

)
= − d

dt

(
1

t

)
= −

(
− 1

t2

)
=

1

t2
,

για t 6= 0. Επίσης έχουµε ότι

dy

dt
=

d

dt
(ln t) =

1

t
,

για t > 0. ΄Αρα οι

x = −1

t
και

y = ln t
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είναι παραγωγίσιµες συναρτήσεις του t, για όλα τα σηµεία της παραµετρικής

καµπύλης (12). Επίσης έχουµε ότι

dx

dt
=

1

t2
6= 0,

για t 6= 0, και άρα

dx

dt
6= 0,

για όλα τα σηµεία της παραµετρικής καµπύλης (12). ΄Αρα η κλίση σε ένα

σηµείο της παραµετρικής καµπύλης (12) είναι

dy

dx
=

dy

dt
dx

dt

=

1

t
1

t2

= t.

Εποµένως

dy

dx
= 2 ⇔ t = 2.

΄Αρα η εφαπτοµένη της καµπύλης (12) είναι παράλληλη στην ευθεία (11)

για t = 2. Για t = 2,

x = −1

2
και

y = ln 2.

Εποµένως η εφαπτοµένη της καµπύλης (12) είναι παράλληλη στην ευθεία

(11) στο σηµείο (
−1

2
, ln 2

)
.

2ος τρόπος : Η κλίση της ευθείας

y = 2x− 11 (13)
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είναι m = 2.

Εποµένως τα σηµεία στα οποία η εφαπτοµένη της παραµετρικής καµπύ-

λης

x = −1

t
, y = ln t, t > 0 (14)

είναι παράλληλη στην ευθεία (13) είναι αυτά όπου

dy

dx
= 2 .

΄Εχουµε ότι

x = −1

t
⇔ t = −1

x
.

Επίσης έχουµε ότι, αν

x = −1

t

τότε

t > 0 ⇔ x < 0.

΄Αρα η παραµετρική καµπύλη (14) ταυτίζεται µε την καµπύλη

y = ln

(
−1

x

)
, x < 0. (15)

Βρίσκουµε την κλίση
dy

dx
σε ένα σηµείο της καµπύλης (15). Χρησιµοποιώντας

τις ιδιότητες των παραγώγων και τις γνωστές παραγώγους

d

dx
(ln x) =

1

x
,

d

dx

(
1

x

)
= − 1

x2
,
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παίρνουµε ότι

dy

dx
=

d

dx

(
ln

(
−1

x

))
=

1

−1

x

d

dx

(
−1

x

)

= (−x)
d

dx

(
−1

x

)
= (−x)

(
− d

dx

(
1

x

))
= (−x)

(
− 1

x2

)
= −1

x
.

Εποµένως

dy

dx
= 2 ⇔ −1

x
= 2 ⇔ x = −1

2
.

Για x = −1

2
, από την (15), παίρνουµε ότι

y = ln

− 1(
−1

2

)
 = ln 2 .

΄Αρα η εφαπτοµένη της καµπύλης (14) είναι παράλληλη στην ευθεία (13) στο

σηµείο (
−1

2
, ln 2

)
.
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Θέµα 5: Να ϐρεθούν τα ολικά ακρότατα της

f(x) = e− cos x

στο

[
−π

2
,
π

2

]
.

Λύση: 1ος τρόπος : Η συνάρτηση f1(x) = cos x είναι συνεχής στο

[
−π

2
,
π

2

]
.

Εποµένως η συνάρτηση f2(x) = − cos x είναι συνεχής στο

[
−π

2
,
π

2

]
, εφόσον

είναι γινόµενο της σταθεράς −1 µε τη συνεχή συνάρτηση f1(x). Η συνάρτηση

f3(x) = ex
είναι συνεχής στο f2

([
−π

2
,
π

2

])
= [−1, 1]. ΄Αρα η συνάρτηση f(x)

είναι συνεχής στο

[
−π

2
,
π

2

]
, εφόσον f = f3 ◦ f2.

Εφόσον η f(x) είναι συνεχής στο κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα

[
−π

2
,
π

2

]
,

η f(x) έχει ολικό µέγιστο και ολικό ελάχιστο στο

[
−π

2
,
π

2

]
.

Τα ολικά ακρότατα της f(x) ϐρίσκονται είτε στα κρίσιµα σηµεία της f(x)

είτε στα άκρα του διαστήµατος

[
−π

2
,
π

2

]
, x = −π

2
και x =

π

2
.

Βρίσκουµε τα κρίσιµα σηµεία της f(x). Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες

των παραγώγων και τις γνωστές παραγώγους

d

dx
(ex) = ex ,

d

dx
(cos x) = − sin x ,

παίρνουµε ότι

f ′(x) =
d

dx
(e− cos x)

= e− cos x d

dx
(− cos x)

= e− cos x

(
− d

dx
(cos x)

)
= e− cos x (−(− sin x))

= e− cos x sin x .
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Η f ′(x) ορίζεται για όλα τα x στο

(
−π

2
,
π

2

)
. Εφόσον ex 6= 0, για όλα τα x στο

R, και, για x στο

(
−π

2
,
π

2

)
,

sin x = 0 ⇔ x = 0 ,

έχουµε ότι, για x στο

(
−π

2
,
π

2

)
,

f ′(x) = 0 ⇔ e− cos x sin x = 0

⇔ sin x = 0

⇔ x = 0 .

΄Αρα η f(x) έχει ένα κρίσιµο σηµείο για x = 0.

΄Εχουµε ότι

f(0) = e− cos 0 = e−1 ,

f
(
−π

2

)
= e− cos(−π

2 ) = e−0 = 1 ,

f
(π

2

)
= e− cos(π

2 ) = e−0 = 1 .

Εφόσον, e > 1,

e−1 < 1 .

΄Αρα το ολικό µέγιστο της f(x) στο

[
−π

2
,
π

2

]
είναι 1 (στο x = −π

2
και στο

x =
π

2
) και το ολικό ελάχιστο της f(x) στο

[
−π

2
,
π

2

]
είναι e−1

(στο x = 0).

2ος τρόπος : Η συνάρτηση f1(x) = cos x είναι συνεχής στο

[
−π

2
,
π

2

]
. Εποµέ-

νως η συνάρτηση f2(x) = − cos x είναι συνεχής στο

[
−π

2
,
π

2

]
, εφόσον είναι

γινόµενο της σταθεράς −1 µε τη συνεχή συνάρτηση f1(x). Η συνάρτηση

f3(x) = ex
είναι συνεχής στο f2

([
−π

2
,
π

2

])
= [−1, 1]. ΄Αρα η συνάρτηση f(x)

είναι συνεχής στο

[
−π

2
,
π

2

]
, εφόσον f = f3 ◦ f2.

Εφόσον η f(x) είναι συνεχής στο κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα

[
−π

2
,
π

2

]
,

η f(x) έχει ολικό µέγιστο και ολικό ελάχιστο στο

[
−π

2
,
π

2

]
.

Βρίσκουµε τα κρίσιµα σηµεία της f(x). Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες

των παραγώγων και τις γνωστές παραγώγους

d

dx
(ex) = ex ,
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d

dx
(cos x) = − sin x ,

παίρνουµε ότι

f ′(x) =
d

dx
(e− cos x)

= e− cos x d

dx
(− cos x)

= e− cos x

(
− d

dx
(cos x)

)
= e− cos x (−(− sin x))

= e− cos x sin x .

Η f ′(x) ορίζεται για όλα τα x στο

(
−π

2
,
π

2

)
. Εφόσον ex 6= 0, για όλα τα x στο

R, και, για x στο

(
−π

2
,
π

2

)
,

sin x = 0 ⇔ x = 0 ,

έχουµε ότι, για x στο

(
−π

2
,
π

2

)
,

f ′(x) = 0 ⇔ e− cos x sin x = 0

⇔ sin x = 0

⇔ x = 0 .

΄Αρα η f(x) έχει ένα κρίσιµο σηµείο για x = 0.

Για το πρόσηµο της f ′(x), εφόσον ex > 0, για όλα τα x στο R, και, για x

στο

(
−π

2
,
π

2

)
,

sin x > 0 ⇔ x ∈
(
0,

π

2

)
,

έχουµε ότι, για x στο

(
−π

2
,
π

2

)
,

f ′(x) > 0 ⇔ e− cos x sin x > 0

⇔ sin x > 0

⇔ x ∈
(
0,

π

2

)
.
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Από τον πίνακα που ακολουθεί

x −π
2

0 π
2

Πρόσηµο της f ′(x) - +

Μονοτονία της f(x) Φθίνουσα Αύξουσα

παίρνουµε ότι η f(x) είναι ϕθίνουσα στο

[
−π

2
, 0
]

και αύξουσα στο

[
0,

π

2

]
και έχει τοπικό ελάχιστο στο x = 0 και τοπικό µέγιστο στο x = −π

2
και στο

x =
π

2
.

Εφόσον το µοναδικό τοπικό ελάχιστο της f(x) είναι στο x = 0, η f(x) έχει

ολικό ελάχιστο στο x = 0. ΄Εχουµε ότι

f(0) = e− cos 0 = e−1 .

Εποµένως το ολικό ελάχιστο της f(x) στο

[
−π

2
,
π

2

]
είναι e−1

(στο x = 0).

Εφόσον η f(x) έχει τοπικό µέγιστο στο x = −π

2
και στο x =

π

2
το ολικό

µέγιστο της f(x) ϐρίσκεται είτε στο x = −π

2
είτε στο x =

π

2
. Εφόσον

f
(
−π

2

)
= e− cos(−π

2 ) = e−0 = 1 ,

f
(π

2

)
= e− cos(π

2 ) = e−0 = 1 ,

το ολικό µέγιστο της f(x) στο

[
−π

2
,
π

2

]
είναι 1 (στο x = −π

2
και στο x =

π

2
).
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Θέµα 6: Να υπολογιστεί το εµβαδόν A του χωρίου που περικλείεται από τις

καµπύλες y = e2x
και y = e5x

από x = −2 έως x = −1.

Λύση: 1ος τρόπος : Οι f1(x) = e2x
και f2(x) = e5x

είναι συνεχείς στο [−2,−1].
Για x ≤ 0 ,

0 < ex ≤ 1 .

΄Αρα, για x ≤ 0 ,

(ex)5 ≤ (ex)2

και εποµένως

e5x ≤ e2x.

Εποµένως, για x στο [−2,−1],

e5x ≤ e2x.

΄Αρα το εµβαδόν A του χωρίου που περικλείεται από τις καµπύλες y = e2x

και y = e5x
από x = −2 έως x = −1 είναι

A =

∫ −1

−2

(
e2x − e5x

)
dx .

Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των ορισµένων ολοκληρωµάτων, παίρνουµε

ότι ∫ −1

−2

(
e2x − e5x

)
dx =

∫ −1

−2

e2x dx−
∫ −1

−2

e5x dx .

Χρησιµοποιώντας τη µέθοδο της ολοκλήρωσης µε αντικατάσταση για ορισµέ-

να ολοκληρώµατα, τις ιδιότητες των παραγώγων, τη γνωστή παράγωγο

d

dx
(x) = 1 ,

τις ιδιότητες των ορισµένων ολοκληρωµάτων, το γνωστό αόριστο ολοκλήρωµα∫
ex dx = ex + C,
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και το Θεµελιώδες Θεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού, παίρνουµε ότι∫ −1

−2

e2x dx = Θέτουµε u = 2x.

Τότε du =
d

dx
(2x) dx = 2

d

dx
(x) dx = 2 dx και άρα

1

2
du = dx .

Επίσης έχουµε ότι u(−2) = −4, u(−1) = −2 .


=

∫ −2

−4

1

2
eu du

=
1

2

∫ −2

−4

eu du

=
1

2
[eu]−2

−4

=
1

2

(
e−2 − e−4

)
και ότι∫ −1

−2

e5x dx = Θέτουµε u = 5x.

Τότε du =
d

dx
(5x) dx = 5

d

dx
(x) dx = 5 dx και άρα

1

5
du = dx .

Επίσης έχουµε ότι u(−2) = −10, u(−1) = −5 .


=

∫ −5

−10

1

5
eu du

=
1

5

∫ −5

−10

eu du

=
1

5
[eu]−5

−10

=
1

5

(
e−5 − e−10

)
.

Από όσα είπαµε, παίρνουµε ότι

A =
1

2

(
e−2 − e−4

)
− 1

5

(
e−5 − e−10

)
.

Σηµείωση: (α) Θα µπορούσαµε να δείξουµε ότι, για x ≤ 0,

e5x ≤ e2x
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και ως εξής : Η συνάρτηση f(x) = ex
είναι αύξουσα στο R. Για x ≤ 0 ,

5x ≤ 2x .

΄Αρα, για x ≤ 0 ,

e5x ≤ e2x.

(ϐ) Θα µπορούσαµε να δείξουµε ότι, για x ≤ 0,

e5x ≤ e2x

και ως εξής : Εφόσον, για κάθε x στο R,

ex > 0

και

ex ≤ 1 ⇔ x ≤ 0 ,

χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των εκθετικών συναρτήσεων, παίρνουµε ότι

e5x ≤ e2x ⇔ e5x − e2x ≤ 0

⇔ e2x(e3x − 1) ≤ 0

⇔ e3x − 1 ≤ 0

⇔ e3x ≤ 1

⇔ 3x ≤ 0

⇔ x ≤ 0.

΄Η: Εφόσον, για κάθε x στο R,

ex > 0

και

1 ≤ ex ⇔ 0 ≤ x ,

χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των εκθετικών συναρτήσεων, παίρνουµε ότι

e5x ≤ e2x ⇔ e5x − e2x ≤ 0

⇔ e5x(1− e−3x) ≤ 0

⇔ 1− e−3x ≤ 0

⇔ 1 ≤ e−3x

⇔ 0 ≤ −3x

⇔ x ≤ 0.
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(γ) Θα µπορούσαµε να δείξουµε ότι, για x ≤ 0,

e5x ≤ e2x

και ως εξής : Εφόσον, για κάθε x στο R,

ex > 0

και

ex ≤ 1 ⇔ x ≤ 0 ,

χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των εκθετικών συναρτήσεων, παίρνουµε ότι

e5x ≤ e2x ⇔ e5x

e2x
≤ 1

⇔ e3x ≤ 1

⇔ 3x ≤ 0

⇔ x ≤ 0.

΄Η: Εφόσον, για κάθε x στο R,

ex > 0

και

ex ≤ 1 ⇔ x ≤ 0 ,

χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των εκθετικών συναρτήσεων, παίρνουµε ότι

e5x ≤ e2x ⇔ 1 ≤ e2x

e5x

⇔ 1 ≤ e−3x

⇔ 0 ≤ −3x

⇔ x ≤ 0.

(δ) Θα µπορούσαµε να δείξουµε ότι, για x ≤ 0,

e5x ≤ e2x

και ως εξής : Εφόσον η συνάρτηση f(x) = ln x είναι αύξουσα στο (0,∞) και,

για κάθε x στο R,

ln(ex) = x,
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έχουµε ότι

e5x ≤ e2x ⇔ ln(e5x) ≤ ln(e2x)

⇔ 5x ≤ 2x

⇔ 3x ≤ 0

⇔ x ≤ 0 .

(ε) Θα µπορούσαµε να υπολογίσουµε τα ορισµένα ολοκληρώµατα∫ −1

−2

e2x dx

και ∫ −1

−2

e5x dx

και ως εξής : Χρησιµοποιώντας τη µέθοδο της ολοκλήρωσης µε αντικατά-

σταση για αόριστα ολοκληρώµατα, τις ιδιότητες των παραγώγων, τη γνωστή

παράγωγο

d

dx
(x) = 1 ,

τις ιδιότητες των αόριστων ολοκληρωµάτων και το γνωστό αόριστο ολοκλήρω-

µα ∫
ex dx = ex + C,

παίρνουµε ότι∫
e2x dx =[
Θέτουµε u = 2x.

Τότε du =
d

dx
(2x) dx = 2

d

dx
(x) dx = 2 dx και άρα

1

2
du = dx .

]

=

∫
1

2
eu du

=
1

2

∫
eu du

=
1

2
(eu + C)

=
1

2
eu + C

=
1

2
e2x + C
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και ότι∫
e5x dx =[
Θέτουµε u = 5x.

Τότε du =
d

dx
(5x) dx = 5

d

dx
(x) dx = 5 dx και άρα

1

5
du = dx .

]

=

∫
1

5
eu du

=
1

5

∫
eu du

=
1

5
(eu + C)

=
1

5
eu + C

=
1

5
e5x + C .

Εποµένως, από το Θεµελιώδες Θεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού,∫ −1

−2

e2x dx =

[
1

2
e2x

]−1

−2

=
1

2

[
e2x
]−1

−2

=
1

2

(
e−2 − e−4

)
και ∫ −1

−2

e5x dx =

[
1

5
e5x

]−1

−2

=
1

5

[
e5x
]−1

−2

=
1

5

(
e−5 − e−10

)
.

(στ) Θα µπορούσαµε να υπολογίσουµε τα ορισµένα ολοκληρώµατα∫ −1

−2

e2x dx
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και ∫ −1

−2

e5x dx

και ως εξής : Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των εκθετικών συναρτήσεων, τη

µέθοδο της ολοκλήρωσης µε αντικατάσταση για ορισµένα ολοκληρώµατα, τη

γνωστή παράγωγο

d

dx
(ex) = ex ,

τις ιδιότητες των παραγώγων, τις ιδιότητες των ορισµένων ολοκληρωµάτων, το

γνωστό αόριστο ολοκλήρωµα∫
xn dx =

xn+1

n + 1
+ C, για n 6= −1

και το Θεµελιώδες Θεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού, παίρνουµε ότι∫ −1

−2

e2x dx =

=

∫ −1

−2

exex dx Θέτουµε u = ex.

Τότε du =
d

dx
(ex) dx = ex dx .

Επίσης έχουµε ότι u(−2) = e−2, u(−1) = e−1 .


=

∫ e−1

e−2

u du

=

[
u2

2

]e−1

e−2

=
1

2

[
u2
]e−1

e−2

=
1

2

(
(e−1)2 − (e−2)2

)
=

1

2

(
e−2 − e−4

)
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και ότι ∫ −1

−2

e5x dx =

=

∫ −1

−2

e4xex dx

=

∫ −1

−2

(ex)4ex dx Θέτουµε u = ex.

Τότε du =
d

dx
(ex) dx = ex dx .

Επίσης έχουµε ότι u(−2) = e−2, u(−1) = e−1 .


=

∫ e−1

e−2

u4 du

=

[
u5

5

]e−1

e−2

=
1

5

[
u5
]e−1

e−2

=
1

5

(
(e−1)5 − (e−2)5

)
=

1

5

(
e−5 − e−10

)
.

(Ϲ) Κατά τρόπο παρόµοιο µε το (στ) ϑα µπορούσαµε να υπολογίσουµε τα

αόριστα ολοκληρώµατα ∫
e2x dx

και ∫
e5x dx .

2ος τρόπος : Οι f1(x) = e5x
και f2(x) = e2x

είναι συνεχείς στο [−2,−1].
Βρίσκουµε τα x στο (−2,−1) στα οποία οι καµπύλες y = e2x

και y = e5x

τέµνονται. Εφόσον, για κάθε x στο R,

ex 6= 0

και

ex = 1 ⇔ x = 0 ,

32



έχουµε ότι

e2x = e5x ⇔ e2x − e5x = 0

⇔ e2x(1− e3x) = 0

⇔ 1− e3x = 0

⇔ e3x = 1

⇔ 3x = 0

⇔ x = 0 .

΄Αρα οι καµπύλες y = e2x
και y = e5x

δεν τέµνονται για x στο (−2,−1).
Εποµένως το εµβαδόν A του χωρίου που περικλείεται από τις καµπύλες

y = e2x
και y = e5x

από x = −2 έως x = −1 είναι

A =

∣∣∣∣∫ −1

−2

(
e5x − e2x

)
dx

∣∣∣∣ .
Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των ορισµένων ολοκληρωµάτων παίρνουµε

ότι ∫ −1

−2

(
e5x − e2x

)
dx =

∫ −1

−2

e5x dx−
∫ −1

−2

e2x dx .

΄Οπως στον 1ο τρόπο, παίρνουµε ότι∫ −1

−2

e2x dx =
1

2

(
e−2 − e−4

)
και ∫ −1

−2

e5x dx =
1

2

(
e−5 − e−10

)
.

Από όσα είπαµε, παίρνουµε ότι

A =

∣∣∣∣15 (e−5 − e−10
)
− 1

2

(
e−2 − e−4

)∣∣∣∣ .

Σηµείωση: (α) Θα µπορούσαµε να δείξουµε ότι

e2x = e5x ⇔ x = 0

και ως εξής : Εφόσον, για κάθε x στο R,

ex 6= 0
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και

ex = 1 ⇔ x = 0 ,

χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των εκθετικών συναρτήσεων, παίρνουµε ότι

e2x = e5x ⇔ e5x − e2x = 0

⇔ e5x(1− e−3x) = 0

⇔ 1− e−3x = 0

⇔ e−3x = 1

⇔ −3x = 0

⇔ x = 0.

(ϐ) Θα µπορούσαµε να δείξουµε ότι

e2x = e5x ⇔ x = 0

και ως εξής : Εφόσον, για κάθε x στο R,

ex 6= 0

και

ex = 1 ⇔ x = 0 ,

χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των εκθετικών συναρτήσεων, παίρνουµε ότι

e2x = e5x ⇔ e2x

e5x
= 1

⇔ e−3x = 1

⇔ −3x = 0

⇔ x = 0 .

΄Η: Εφόσον, για κάθε x στο R,

ex 6= 0

και

ex = 1 ⇔ x = 0 ,

χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των εκθετικών συναρτήσεων, παίρνουµε ότι

e2x = e5x ⇔ e5x

e2x
= 1

⇔ e3x = 1

⇔ 3x = 0

⇔ x = 0 .

34



(γ) Θα µπορούσαµε να δείξουµε ότι

e2x = e5x ⇔ x = 0

και ως εξής : Η συνάρτηση f(x) = ex
είναι 1-1. Εποµένως

e2x = e5x ⇔ 2x = 5x

⇔ x = 0 .

(δ) Θα µπορούσαµε να δείξουµε ότι

e2x = e5x ⇔ x = 0

και ως εξής : Εφόσον η συνάρτηση f(x) = ln x είναι 1-1 και, για κάθε x στο

R,

ln(ex) = x,

έχουµε ότι

e2x = e5x ⇔ ln(e2x) = ln(e5x)

⇔ 2x = 5x

⇔ x = 0 .

(ε) Αντί να πάρουµε ότι το εµβαδόν A του χωρίου που περικλείεται από τις

καµπύλες y = e2x
και y = e5x

από x = −2 έως x = −1 είναι

A =

∣∣∣∣∫ −1

−2

(
e5x − e2x

)
dx

∣∣∣∣ ,

ϑα µπορούσαµε να πάρουµε ότι το εµβαδόν A του χωρίου που περικλείεται

από τις καµπύλες y = e2x
και y = e5x

από x = −2 έως x = −1 είναι

A =

∣∣∣∣∫ −1

−2

(
e2x − e5x

)
dx

∣∣∣∣ .
Συνεχίζοντας όπως παραπάνω παίρνουµε ότι

A =

∣∣∣∣12 (e−2 − e−4
)
− 1

5

(
e−5 − e−10

)∣∣∣∣ .

35



Θέµα 7: Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫
x

(x− 1)(x2 + 2)
dx.

Λύση: Χρησιµοποιούµε τη µέθοδο των µερικών κλασµάτων.

Αναλύουµε το
x

(x− 1)(x2 + 2)

σε άθροισµα µερικών κλασµάτων:

x

(x− 1)(x2 + 2)
=

A

x− 1
+

Bx + Γ

x2 + 2
.

Υπολογίζουµε τους συντελεστές A, B, Γ. Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο

µέλη µε (x− 1)(x2 + 2) και εξισώνοντας τους συντελεστές των δυνάµεων του

x ίδιου ϐαθµού, παίρνουµε ότι

x

(x− 1)(x2 + 2)
=

A

x− 1
+

Bx + Γ

x2 + 2
⇔ x = A(x2 + 2) + (Bx + Γ)(x− 1)

⇔ x = Ax2 + 2A + Bx2 + Γx− Bx− Γ

⇔ x = (A + B)x2 + (−B + Γ)x + (2A− Γ)

⇔


A + B = 0

− B + Γ = 1
2A − Γ = 0

.

Λύνουµε το σύστηµα εξισώσεων

A + B = 0
− B + Γ = 1

2A − Γ = 0
.

΄Εχουµε ότι

A + B = 0
− B + Γ = 1

2A − Γ = 0

⇔


A + B = 0

− B + Γ = 1
Γ = 2A

⇔


A + B = 0

2A − B = 1
Γ = 2A
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⇔


A + B = 0

B = 2A− 1
Γ = 2A

⇔


3A = 1
B = 2A− 1
Γ = 2A

⇔


A =

1

3
B = 2A− 1
Γ = 2A

⇔ A =
1

3
, B = −1

3
, Γ =

2

3
.

Εποµένως

x

(x− 1)(x2 + 2)
=

1
3

x− 1
+
−1

3
x + 2

3

x2 + 2

=
1

3
· 1

x− 1
− 1

3
· x

x2 + 2
+

2

3
· 1

x2 + 2
.

Από όσα είπαµε, παίρνουµε ότι∫
x

(x− 1)(x2 + 2)
dx =

∫ (
1

3
· 1

x− 1
− 1

3
· x

x2 + 2
+

2

3
· 1

x2 + 2

)
dx .

Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των αόριστων ολοκληρωµάτων, παίρνουµε

ότι ∫ (
1

3
· 1

x− 1
− 1

3
· x

x2 + 2
+

2

3
· 1

x2 + 2

)
dx =

=

∫
1

3
· 1

x− 1
dx−

∫
1

3
· x

x2 + 2
dx +

∫
2

3
· 1

x2 + 2
dx =

=
1

3

∫
1

x− 1
dx− 1

3

∫
x

x2 + 2
dx +

2

3

∫
1

x2 + 2
dx .

Υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα∫
1

x− 1
dx .

Χρησιµοποιώντας τη µέθοδο της ολοκλήρωσης µε αντικατάσταση για αόριστα

ολοκληρώµατα, τις ιδιότητες των παραγώγων, τις γνωστές παραγώγους

d

dx
(x) = 1 ,
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d

dx
(k) = 0 ,

και το γνωστό ολοκλήρωµα ∫
1

x
dx = ln |x|+ C ,

παίρνουµε ότι∫
1

x− 1
dx = Θέτουµε u = x− 1.

Τότε du =
d

dx
(x− 1) dx =

(
d

dx
(x)− d

dx
(1)

)
dx = (1− 0)dx = dx .


=

∫
1

u
du

= ln |u|+ C

= ln |x− 1|+ C .

Υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα∫
x

x2 + 2
dx .

Χρησιµοποιώντας τη µέθοδο της ολοκλήρωσης µε αντικατάσταση για αόριστα

ολοκληρώµατα, τις ιδιότητες των παραγώγων, τις γνωστές παραγώγους

d

dx
(x2) = 2x,

d

dx
(k) = 0,

τις ιδιότητες των ολοκληρωµάτων και το γνωστό ολοκλήρωµα∫
1

x
dx = ln |x|+ C ,
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παίρνουµε ότι∫
x

x2 + 2
dx =

Θέτουµε u = x2 + 2 .

Τότε du =
d

dx
(x2 + 2) dx =

(
d

dx
(x2) +

d

dx
(2)

)
dx = (2x + 0) dx = 2x dx

και άρα
1

2
du = x dx.


=

∫
1

2
· 1

u
du

=
1

2

∫
1

u
du

=
1

2
(ln |u|+ C)

=
1

2
ln |u|+ C

=
1

2
ln |x2 + 2|+ C

=
1

2
ln(x2 + 2) + C .

Υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα∫
1

x2 + 2
dx .

Χρησιµοποιώντας το γνωστό ολοκλήρωµα∫
1

x2 + a2
dx =

1

a
tan−1

(x

a

)
+ C, για a 6= 0 ,

παίρνουµε ότι ∫
1

x2 + 2
dx =

∫
1

x2 +
(√

2
)2 dx

=
1√
2

tan−1

(
x√
2

)
+ C .
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Από όσα είπαµε παίρνουµε ότι∫ (
1

3
· 1

x− 1
− 1

3
· x

x2 + 2
+

2

3
· 1

x2 + 2

)
dx =

=
1

3
(ln |x− 1|+ C1)−

1

3

(
1

2
ln(x2 + 2) + C2

)
+

2

3

(
1√
2

tan−1

(
x√
2

)
+ C3

)
=

1

3
ln |x− 1| − 1

6
ln(x2 + 2) +

√
2

3
tan−1

(
x√
2

)
+ C .

Σηµείωση: Οι σηµειώσεις (α), (ϐ) και (γ) αναφέρονται σε µεθόδους επίλυσης

συστηµάτων για τις οποίες ϑα µιλήσουµε στο µάθηµα της Γραµµικής ΄Αλγε-

ϐρας :

(α) Θα µπορούσαµε να λύσουµε το σύστηµα

A + B = 0
− B + Γ = 1

2A − Γ = 0
(16)

χρησιµοποιώντας απαλοιφή Gauss-Jordan: Ο επαυξηµένος πίνακας του συ-

στήµατος (16) είναι ο  1 1 0 0
0 −1 1 1
2 0 −1 0

 .

Με απαλοιφή Gauss-Jordan παίρνουµε ότι 1 1 0 0
0 −1 1 1
2 0 −1 0

 ∼
 1 1 0 0

0 −1 1 1
0 −2 −1 0

 προσθέτουµε −2 ϕο-

ϱές την 1η γραµµή

στην 3η

∼

 1 1 0 0
0 1 −1 −1
0 −2 −1 0

 πολλαπλασιάζουµε τη

2η γραµµή µε −1

∼

 1 1 0 0
0 1 −1 −1
0 0 −3 −2

 προσθέτουµε 2 ϕορές

τη 2η γραµµή στην 3η

∼


1 1 0 0
0 1 −1 −1

0 0 1
2

3

 πολλαπλασιάζουµε

την 3η γραµµή µε −1

3
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∼


1 1 0 0

0 1 0 −1

3

0 0 1
2

3

 προσθέτουµε την 3η

γραµµή στη 2η

∼


1 0 0

1

3

0 1 0 −1

3

0 0 1
2

3

 .
προσθέτουµε −1 ϕορά

τη 2η γραµµή στην 1η

Ο τελευταίος πίνακας αντιστοιχεί στο σύστηµα

A =
1

3

B = −1

3

Γ =
2

3

.

Εποµένως η λύση του συστήµατος (16) είναι

A =
1

3
, B = −1

3
, Γ =

2

3
.

(ϐ) Θα µπορούσαµε να λύσουµε το σύστηµα

A + B = 0
− B + Γ = 1

2A − Γ = 0
(17)

χρησιµοποιώντας απαλοιφή Gauss και προς τα πίσω αντικατάσταση: Ο επαυ-

ξηµένος πίνακας του συστήµατος (17) είναι ο 1 1 0 0
0 −1 1 1
2 0 −1 0

 .
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Με απαλοιφή Gauss παίρνουµε ότι 1 1 0 0
0 −1 1 1
2 0 −1 0

 ∼
 1 1 0 0

0 −1 1 1
0 −2 −1 0

 προσθέτουµε −2 ϕο-

ϱές την 1η γραµµή

στην 3η

∼

 1 1 0 0
0 1 −1 −1
0 −2 −1 0

 πολλαπλασιάζουµε τη

2η γραµµή µε −1

∼

 1 1 0 0
0 1 −1 −1
0 0 −3 −2

 προσθέτουµε 2 ϕορές

τη 2η γραµµή στην 3η

∼


1 1 0 0
0 1 −1 −1

0 0 1
2

3

 .
πολλαπλασιάζουµε

την 3η γραµµή µε −1

3

Το αντίστοιχο σύστηµα είναι το

A + B = 0
B − Γ = −1

Γ =
2

3

.

Θα λύσουµε το σύστηµα αυτό µε προς τα πίσω αντικατάσταση. Λύνουµε ώς

προς τις ϐασικές µεταβλητές A, B, Γ και παίρνουµε

A = −B
B = Γ− 1

Γ =
2

3

.

Αντικαθιστώντας την 3η εξίσωση στη 2η παίρνουµε

A = −B

B = −1

3

Γ =
2

3

.
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Αντικαθιστώντας τη 2η εξίσωση στην 1η παίρνουµε

A =
1

3

B = −1

3

Γ =
2

3

.

Εποµένως η λύση του συστήµατος (17) είναι

A =
1

3
, B = −1

3
, Γ =

2

3
.

(γ) Θα µπορούσαµε να λύσουµε το σύστηµα

A + B = 0
− B + Γ = 1

2A − Γ = 0
(18)

χρησιµοποιώντας τον κανόνα του Cramer: Ο πίνακας συντελεστών του συ-

στήµατος (18) είναι ο  1 1 0
0 −1 1
2 0 −1

 .

Χρησιµοποιώντας τον ορισµό της ορίζουσας ενός 3× 3 πίνακα παίρνουµε ότι∣∣∣∣∣∣
1 1 0
0 −1 1
2 0 −1

∣∣∣∣∣∣ = 1 · (−1) · (−1) + 1 · 1 · 2 + 0 · 0 · 0− 0 · (−1) · 2− 1 · 1 · 0− 1 · 0 · (−1)

= 1 + 2 + 0− 0− 0− 0

= 3 .

Εφόσον ∣∣∣∣∣∣
1 1 0
0 −1 1
2 0 −1

∣∣∣∣∣∣ 6= 0 ,

από τον κανόνα του Cramer παίρνουµε ότι το σύστηµα (18) έχει µία λύση,
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την

A =

∣∣∣∣∣∣
0 1 0
1 −1 1
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0
0 −1 1
2 0 −1

∣∣∣∣∣∣
, B =

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 1
2 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0
0 −1 1
2 0 −1

∣∣∣∣∣∣
, Γ =

∣∣∣∣∣∣
1 1 0
0 −1 1
2 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0
0 −1 1
2 0 −1

∣∣∣∣∣∣
.

Χρησιµοποιώντας τον ορισµό της ορίζουσας ενός 3× 3 πίνακα παίρνουµε ότι∣∣∣∣∣∣
0 1 0
1 −1 1
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣ = 0 · (−1) · (−1) + 1 · 1 · 0 + 0 · 1 · 0− 0 · (−1) · 0− 0 · 1 · 0− 1 · 1 · (−1)

= 0 + 0 + 0− 0− 0− (−1)

= 1 ,

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 1
2 0 −1

∣∣∣∣∣∣ = 1 · 1 · (−1) + 0 · 1 · 2 + 0 · 0 · 0− 0 · 1 · 2− 1 · 1 · 0− 0 · 0 · (−1)

= (−1) + 0 + 0− 0− 0− 0

= −1 ,

∣∣∣∣∣∣
1 1 0
0 −1 1
2 0 0

∣∣∣∣∣∣ = 1 · (−1) · 0 + 1 · 1 · 2 + 0 · 0 · 0− 0 · (−1) · 2− 1 · 1 · 0− 1 · 0 · 0

= 0 + 2 + 0− 0− 0− 0

= 2 .

Από όσα είπαµε, παίρνουµε ότι το σύστηµα (18) έχει µία λύση, την

A =
1

3
, B = −1

3
, Γ =

2

3
.
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(δ) Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των λογαρίθµων µπορούµε να πάρουµε ότι

1

3
ln |x− 1| − 1

6
ln(x2 + 2) +

√
2

3
tan−1

(
x√
2

)
+ C =

= ln
(
|x− 1|

1
3

)
− ln

(
(x2 + 2)

1
6

)
+

√
2

3
tan−1

(
x√
2

)
+ C

= ln

(
|x− 1| 13
(x2 + 2)

1
6

)
+

√
2

3
tan−1

(
x√
2

)
+ C .
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Θέµα 8: Εξετάστε αν συγκλίνει το ολοκλήρωµα∫ 0

−∞
xex dx .

Αν συγκλίνει, να ϐρεθεί η τιµή του.

Λύση: Οι συναρτήσεις f1(x) = x και f2(x) = ex
είναι συνεχείς στο (−∞, 0].

Εποµένως η συνάρτηση f(x) = xex
είναι συνεχής στο (−∞, 0], εφόσον είναι

γινόµενο των συνεχών συναρτήσεων f1(x) και f2(x). ΄Αρα∫ 0

−∞
xex dx = lim

a→−∞

∫ 0

a

xex dx .

Υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα∫ 0

a

xex dx ,

για a < 0. Χρησιµοποιώντας τη µέθοδο της ολοκλήρωσης κατά παράγοντες

για αόριστα ολοκληρώµατα, τις γνωστές παραγώγους

d

dx
(x) = 1,

d

dx
(ex) = ex,

και το γνωστό αόριστο ολοκλήρωµα∫
ex dx = ex + C

παίρνουµε ότι ∫
x ex dx =

∫
x (ex)′ dx

= x ex −
∫

(x)′ ex dx

= x ex −
∫

1 · ex dx

= x ex −
∫

ex dx

= x ex − (ex + C)

= x ex − ex + C .
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΄Αρα, από το Θεµελιώδες Θεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού, παίρνουµε

ότι ∫ 0

a

xex dx = [x ex − ex]0a

=
(
0 · e0 − e0

)
− (a · ea − ea)

= −1− (a− 1)ea .

Εποµένως ∫ 0

−∞
xex dx = lim

a→−∞
(−1− (a− 1)ea) .

Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των ορίων και το γνωστό όριο

lim
x→−∞

k = k ,

παίρνουµε ότι

lim
a→−∞

(−1− (a− 1)ea) = lim
a→−∞

(−1)− lim
a→−∞

(a− 1)ea

= −1− lim
a→−∞

(a− 1)ea .

Υπολογίζουµε το όριο

lim
a→−∞

(a− 1)ea .

Από τα γνωστά όρια

lim
x→−∞

x = −∞

και

lim
x→−∞

k = k

και τις ιδιότητες των άπειρων ορίων, παίρνουµε ότι

lim
a→−∞

(a− 1) = lim
a→−∞

a− lim
a→−∞

1 = −∞− 1 = −∞ .

Επίσης έχουµε ότι

lim
a→−∞

ea = 0 .

Εποµένως το όριο

lim
a→−∞

(a− 1)ea
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είναι της µορφής (−∞) · 0. Προφανώς

lim
a→−∞

(a− 1)ea = lim
a→−∞

a− 1

e−a
.

Εφόσον

lim
a→−∞

(a− 1) = −∞

και

lim
a→−∞

e−a = lim
u→∞

eu = ∞ ,

το όριο

lim
a→−∞

a− 1

e−a

είναι της µορφής

−∞
∞

.

Χρησιµοποιώντας τον κανόνα l’ Hôpital, τις ιδιότητες των παραγώγων και τις

γνωστές παραγώγους

d

dx
(x) = 1 ,

d

dx
(k) = 0 ,

d

dx
(ex) = ex ,

τις ιδιότητες των ορίων και το γνωστό όριο

lim
x→−∞

ex = 0 ,

παίρνουµε ότι

lim
a→−∞

a− 1

e−a
= lim

a→−∞

(a− 1)′

(e−a)′

= lim
a→−∞

(a)′ − (1)′

e−a(−a)′

= lim
a→−∞

1− 0

e−a(−1)

= lim
a→−∞

1

−e−a
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= lim
a→−∞

(−ea)

= − lim
a→−∞

ea

= −0

= 0 .

΄Αρα

lim
a→−∞

(−1− (a− 1)ea) = −1− 0 = −1 .

Από όσα είπαµε, παίρνουµε ότι το ολοκλήρωµα∫ 0

−∞
xex dx

συγκλίνει και ∫ 0

−∞
xex dx = −1 .

Σηµείωση: (α) Θα µπορούσαµε να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα∫ 0

a

xex dx

και ως εξής : Χρησιµοποιώντας τη µέθοδο της ολοκλήρωσης κατά παράγοντες

για ορισµένα ολοκληρώµατα, τις γνωστές παραγώγους

d

dx
(x) = 1,

d

dx
(ex) = ex,

το γνωστό αόριστο ολοκλήρωµα∫
ex dx = ex + C
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και το Θεµελιώδες Θεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού, παίρνουµε ότι∫ 0

a

x ex dx =

∫ 0

a

x (ex)′ dx

= [x ex]0a −
∫ 0

a

(x)′ ex dx

= [x ex]0a −
∫ 0

a

1 · ex dx

= [x ex]0a −
∫ 0

a

ex dx

= [x ex]0a − [ex]0a

=
(
0 · e0 − a · ea

)
−
(
e0 − ea

)
= −1− (a− 1)ea .

(ϐ) Θα µπορούσαµε να υπολογίσουµε το όριο

lim
a→−∞

(−1− (a− 1)ea)

και ως εξής : Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των ορίων και τα γνωστά όρια

lim
x→−∞

k = k ,

lim
x→−∞

ex = 0 ,

παίρνουµε ότι

lim
a→−∞

(−1− (a− 1)ea) = lim
a→−∞

(−1)− lim
a→−∞

aea + lim
a→−∞

ea

= −1− lim
a→−∞

aea + 0

= −1− lim
a→−∞

aea .

Υπολογίζουµε το όριο

lim
a→−∞

aea .

΄Εχουµε ότι

lim
a→−∞

a = −∞

και ότι

lim
a→−∞

ea = 0 .
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Εποµένως το όριο

lim
a→−∞

aea

είναι της µορφής (−∞) · 0. Προφανώς

lim
a→−∞

aea = lim
a→−∞

a

e−a
.

Εφόσον

lim
a→−∞

a = −∞
και

lim
a→−∞

e−a = lim
u→∞

eu = ∞ ,

το όριο

lim
a→−∞

a

e−a

είναι της µορφής

−∞
∞

.

Χρησιµοποιώντας τον κανόνα l’ Hôpital, τις ιδιότητες των παραγώγων και τις

γνωστές παραγώγους

d

dx
(x) = 1 ,

d

dx
(ex) = ex ,

και το γνωστό όριο

lim
x→−∞

ex = 0 ,

παίρνουµε ότι

lim
a→−∞

a

e−a
= lim

a→−∞

(a)′

(e−a)′

= lim
a→−∞

(a)′

e−a(−a)′

= lim
a→−∞

1

e−a(−1)

= lim
a→−∞

1

−e−a

= lim
a→−∞

(−ea)
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= − lim
a→−∞

ea

= −0

= 0 .

΄Αρα

lim
a→−∞

(−1− (a− 1)ea) = −1− 0 = −1 .
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