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ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΗ ΕΞΙΣΩΣΗ ΤΗΣ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ

!
!"

( #$
#%&̇
) 	− #$

#%&
= 𝑄,

όπου :

και   j=1,2,…., k

𝑄,= Γενικευµένες Δυνάµεις 

Τ= Κινητική Ενέργεια 

𝑞,= Γενικευµένες συντεταγµένες 

𝑞𝑖̇ = Γενικευµένες 
ταχύτητες 
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𝑄, = − #/
#%&



Εξισώσεις LAGRANGE
Στην περίπτωση κατά την οποία οι εξωτερικές δυνάµεις απορρέουν από δυναµική συνάρτηση, 
δηλαδή:

𝑄, = − #/
#%&

όπου: V=V( r1 , r2 ,…., rN )

και ri = ri (q1 , q2 ,…., qk )

οι εξισώσεις 

!
!"

( #$
#%&̇
) 	− #$

#%&
= 𝑄,

γίνονται:
!
!"

( #$
#%&̇
) 	− #$

#%&
=− #/

#%&
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Εξισώσεις LAGRANGE

Εποµένως εισάγοντας µια καινούργια συνάρτηση L που ορίζεται ως L :

!
!"

( #$
#%&̇
) 	− #$

#%&
=	− #/

#%&

!
!"

(#($12)
#%&̇

) 	− #($1/)
#%&

= −#(/1/)
#%&

!
!"

(#($12)
#%&̇

) 	− #($1/)
#%&

= 0

Εφόσον η V δεν εξαρτάται από τις γενικευµένες ταχύτητες 𝑞,̇

V=V( r1 , r2 ,…., rN )

L = Τ – V 
θα έχουµε : 
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Εξισώσεις LAGRANGE

L = Τ – V 

Η εξίσωση αυτή ονοµάζεται εξίσωση Lagrange  

!
!"

(#($12)
#%&̇

) 	− #($1/)
#%&

= 0

!
!"

( #4
#%&̇
) 	− #4

#%&
= 0
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  (Εξισώσεις LAGRANGE)
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ΑΣΚΗΣΗ  1 
1. Θεωρήστε το απλό εκκρεµές του
σχήµατος που αποτελείται από µία µάζα m
αναρτηµένη από ένα µη-εκτατό αβαρές
νήµα µήκους l .
(i) Υπολογίστε την συνάρτηση Lagrange
του συστήµατος
(ii) Γράψτε τις εξισώσεις Lagrange
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ΑΣΚΗΣΗ  1 (συνέχεια) 
1. Θεωρήστε το απλό εκκρεµές του
σχήµατος που αποτελείται από µία µάζα m
αναρτηµένη από ένα µη-εκτατό αβαρές
νήµα µήκους l .
(i) Υπολογίστε την συνάρτηση Lagrange
του συστήµατος
(ii) Γράψτε τις εξισώσεις Lagrange
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ΑΣΚΗΣΗ  2
2. Θεωρήστε το φυσικό εκκρεµές του
σχήµατος που αποτελείται από µία οµογενή
ράβδο µάζας m και µήκους l η οποία
µπορεί να περιστρέφεται στο κατακόρυφο
επίπεδο γύρω από το ένα άκρο της Ο.
(i) Υπολογίστε την συνάρτηση Lagrange
του συστήµατος
(ii) Γράψτε τις εξισώσεις Lagrange
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ΑΣΚΗΣΗ  2 (συνέχεια)
2. Θεωρήστε το φυσικό εκκρεµές του
σχήµατος που αποτελείται από µία ράβδο
µάζας m και µήκους l η οποία µπορεί να
περιστρέφεται στο κατακόρυφο επίπεδο
γύρω από το ένα άκρο της Ο.
(i) Υπολογίστε την συνάρτηση Lagrange
του συστήµατος
(ii) Γράψτε τις εξισώσεις Lagrange

Κ. ΠΑΠΑΓΕΩΡΓΙΟΥ 12-05-2021



2. Θεωρήστε το φυσικό εκκρεµές του
σχήµατος που αποτελείται από µία ράβδο
µάζας m και µήκους l η οποία µπορεί να
περιστρέφεται στο κατακόρυφο επίπεδο
γύρω από το ένα άκρο της Ο.
(i) Υπολογίστε την συνάρτηση Lagrange
του συστήµατος
(ii) Γράψτε τις εξισώσεις Lagrange

ΑΣΚΗΣΗ  2 (συνέχεια)
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ΑΣΚΗΣΗ  8

ΑΡΜΟΝΙΚΟΣ
ΤΑΛΑΝΤΩΤΗΣ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  (Εξισώσεις LAGRANGE)

Κ. ΠΑΠΑΓΕΩΡΓΙΟΥ 12-05-2021



ΑΣΚΗΣΗ  8

ΑΡΜΟΝΙΚΟΣ
ΤΑΛΑΝΤΩΤΗΣ
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ΑΣΚΗΣΗ  8

ΑΡΜΟΝΙΚΟΣ
ΤΑΛΑΝΤΩΤΗΣ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  (Εξισώσεις LAGRANGE)
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ΑΡΧΗ ΤΗΣ ΕΛΑΧΙΣΤΗΣ ΔΡΑΣΗΣ

F=∫ 𝐿(𝑞𝑘̇, q, t)𝑑𝑡
"?
"@

Η εξέλιξη ενός φυσικού συστήµατος στον θεσεογραφικό χώρο από την χρονική 
στιγµή t1 έως την χρονική στιγµή t2 είναι τέτοια ώστε το συναρτησιοειδές :

όπου L=T-V , να  λαµβάνει ακρότατη τιµή (συνήθως ελάχιστο)

Με άλλα λόγια το µηχανικό σύστηµα από όλες τις δυνατές τροχιές qk(t) στον
θεσεογραφικό χώρο, επιλέγει εκείνη για την οποία η ποσότητα F γίνεται
ακρότατο. Το ολοκλήρωµα F ονοµάζεται δράση του συστήµατος
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Η ποσότητα 

ΑΡΧΗ ΤΗΣ ΕΛΑΧΙΣΤΗΣ ΔΡΑΣΗΣ

είναι σταθερή και ονοµάζεται Hamiltonian του συστήµατος

Ορίζοντας ως γενικευµένη ορµή την ποσότητα που ορίζεται ως

pj=
#4
#%Ċ

τότε η Hamiltonian του συστήµατος γράφεται:

𝐻 =E𝑝,

�

,

𝑞,̇ 	− 𝐿

𝐻 =E𝑞,̇ 	
𝜕𝐿
𝜕𝑞,̇

�

,

− 𝐿
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Εξισώσεις HAMILTON

Οι εξισώσεις :

𝑞𝑗̇ =
#J
#K,
	

𝑝𝑗̇ = -
#J
#%,
	

#J
#" 	
= - #4

#"
	

Είναι γνωστές ως κανονικές εξισώσεις του Hamilton
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Εξισώσεις HAMILTON

Ας θεωρήσουµε για παράδειγµα την επίπεδη κίνηση υλικού σηµείου σε κεντρικό 
πεδίο δυνάµεων V(r). Δεν  υπάρχει σύνδεσµος, εποµένως:

L = Τ – V 

Η = Τ + V 

Αν χρησιµοποιήσουµε τις πολικές συντεταγµένες (r,θ) σαν γενικευµένες συντεταγµένες, τότε:

x=r cos θ  

y=r sinθ  

𝑥̇= 𝑟̇	𝑐𝑜𝑠𝜃 - r sinθ 𝜃̇

𝑦̇= 𝑟̇	𝑠𝑖𝑛𝜃 + r cosθ 𝜃̇

𝑥̇U= 𝑟̇	2cos2θ + r2 sin2θ 𝜃2̇ - 2r 𝑟̇	sinθ cosθ	𝜃̇

𝑦̇U= 𝑟̇	2sin2θ + r2 cos2θ 𝜃2̇ + 2r 𝑟̇	sinθ cosθ	𝜃̇

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ
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Εξισώσεις HAMILTON
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ

Εποµένως :

Τ = W
U

m (𝑥̇U +  𝑦̇U	) 

Τ = W
U

m (𝑟̇	2cos2θ + r2 sin2θ 𝜃2̇ - 2r 𝑟̇	sinθ cosθ	𝜃̇ + 
𝑟̇	2sin2θ + r2 cos2θ 𝜃2̇ + 2r 𝑟̇	sinθ cosθ	𝜃̇) 

Τ = W
U

m (𝑟̇	2cos2θ + r2 sin2θ 𝜃2̇ +  𝑟̇	2sin2θ + r2 cos2θ 𝜃2̇ ) 

1
Τ = W

U
m [ 𝑟̇	2 ( cos2θ + sin2θ )+ r2 𝜃2̇ (sin2θ + cos2θ ) ] 

1

Τ = W
U

m(	𝑟̇U + r2𝜃2̇)
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Εξισώσεις HAMILTON
Εποµένως :

Τ = W
U

m(	𝑟̇U + r2𝜃2̇)

L = Τ – V 

V = 0

L = W
U

m(	𝑟̇U + r2𝜃2̇)

Οπότε :

pr=
#4
#Ẏ
	 pr =

W
U

m 2 𝑟̇ pr =m 𝑟̇

pθ=
#4
#[̇
	 pθ=

W
U

mr2 2𝜃̇ pθ=mr2𝜃̇
Οµοίως :
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Εξισώσεις HAMILTON

Οπότε :

Συνεπώς :

𝑞
Y
=	r

𝑞
[
=	θ

pr =m 𝑟̇
pθ=mr2𝜃̇

𝐻 = 𝑝
Y
𝑟̇ + 𝑝

[
𝜃̇ − 𝐿	

L = W
U

m(	𝑟̇U + r2𝜃2̇) –V(r)

𝐻 = m 𝑟̇	𝑟̇ + m𝑟U𝜃̇𝜃̇ − W
U

 m(	𝑟̇U + r2 𝜃2̇) +V(r)

𝐻 = W
U

 m	𝑟̇U − W
U
	m	r2 𝜃2̇	+ V(r)

𝐻 = K^?

U_
+ K`

?

U_Y?
+ V(r)

𝐻 = m 𝑟̇	2 + m𝑟U𝜃̇2 − W
U

 m	𝑟̇U − W
U
	m	r2 𝜃2̇ + V(r)

𝐻 =E𝑝,

�

,

𝑞,̇ 	− 𝐿
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Εξισώσεις HAMILTON

𝐻 = K^?

U_
+ K`

?

U_Y?
+ V(r)

𝑝𝑗̇ = -
#J
#%,
	

Συνεπώς οι κανονικές εξισώσεις του Hamilton γράφονται :

𝑟̇= #J
#K^

= 	 UK^
U_

= K^
_

	𝜃̇= #J
#K`

= 	 UK`
U_Y?

= K`
_Y?

𝑞𝑗̇ =
#J
#K,
	

𝑟̇ =
𝑝Y
𝑚

	𝜃̇ =
𝑝[
𝑚𝑟U

𝑝𝑟̇= -
#J
#Y
	= - #

#Y
	[	 K^

?

U_
+ K`

?

U_Y?
+ V(r)	]= - [				K`

?

U_
(-1UY

Yd
)	- #/

#Y
	]

𝑝𝑟̇=
	K`
?

_Ye
- #/
#Y

𝑝𝜃̇= -
#J
#[
	

= - [				K`
?

U_
(-1UY

Yd
)	- #/

#Y
	]

𝑝𝜃̇= 0
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ΚΡΟΥΣΕΙΣ
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΕ ΚΡΟΥΣΕΙΣ
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