
ÅÐÉ×ÅÉÑÇÓÉÁÊÇ ÅÑÅÕÍÁ

Ï ÁËÃÏÑÉÈÌÏÓ SIMPLEX - Ç ÌÅÈÏÄÏÓ

ÔÙÍ ÄÕÏ ÖÁÓÅÙÍ

1. ÂÁÓÉÊÇ ÈÅÙÑÉÁ

Åêôüò áðü ôçí ãñáöéêÞ ìÝèïäï åðßëõóçò ð.ã.ð. ðïõ åîåôÜóáìå, ç óõíçèÝóôåñç

ìÝèïäïò áñéèìçôéêÞò åðßëõóçò ð.ã.ð. åßíáé ç ìÝèïäïò Þ áëãüñéèìïò Simplex. Ç

ìÝèïäïò áõôÞ ðñïöáíþò åöáñìüæåôáé êáé óå ðñïâëÞìáôá ìå ðåñéóóüôåñåò áðü äýï

ìåôáâëçôÝò áðüöáóçò (üðïõ ç ãñáöéêÞ ìÝèïäïò äå ìðïñåß íá åöáñìïóôåß).

Ãéá íá ëýóïõìå Ýíá ð.ã.ð. ìå ôïí áëãüñéèìï Simplex áõôü èá ðñÝðåé íá âñß-

óêåôáé óôçí êáíïíéêÞ Þ ôõðéêÞ ìïñöÞ ôïõ äçë.

1) üëåò ïé ìåôáâëçôÝò åßíáé ìç áñíçôéêÝò,

2) ç áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç èá ðñÝðåé íá ìåãéóôïðïéåßôáé (ïðüôå ðñïâëÞìáôá

åëá÷éóôïðïßçóçò èá ðñÝðåé íá ìåôáôñÝðïíôáé óå ðñïâëÞìáôá ìåãéóôïðïßç-

óçò),

3) üëïé ïé ðåñéïñéóìïß, åêôüò ôùí ðåñéïñéóìþí ìç áñíçôéêüôçôáò, èá ðñÝðåé íá

åêöñÜæïíôáé ìå åîéóþóåéò ôá äåîéÜ ìÝëç ôùí ïðïßùí åßíáé ìç áñíçôéêïß áñéè-

ìïß. Ãéá ôïí ëüãï áõôüí óå ðåñéïñéóìïýò ôçò ìïñöÞò ≤ èá ðñïóèÝôïõìå ìç

áñíçôéêÝò ÷áëáñÝò Þ åëëåéìáôéêÝò Þ ðåñéèþñéåò ìåôáâëçôÝò êáé óå ðåñéï-

ñéóìïýò ôçò ìïñöÞò ≥ èá áöáéñïýìå ìç áñíçôéêÝò ðëåïíáóìáôéêÝò ìåôá-

âëçôÝò, ðñïêåéìÝíïõ íá ôïõò ìåôáôñÝðïõìå óå éóüôçôåò. Ïé ÷áëáñÝò Þ/êáé

ïé ðëåïíáóìáôéêÝò áõôÝò ìåôáâëçôÝò èá åìöáíßæïíôáé êáé óôçí áíôéêåéìåíéêÞ

óõíÜñôçóç ìå ìçäåíéêïýò üìùò óõíôåëåóôÝò. ÅðéðëÝïí áí ôï äåîß ìÝëïò åíüò

ðåñéïñéóìïý åßíáé áñíçôéêüò áñéèìüò ôüôå ðïëëáðëáóéÜæïõìå åðß (−1), ïðüôå

êáé áëëÜæåé ç öïñÜ ôçò áíßóùóçò, ðñéí êÜíïõìå ôç ìåôáôñïðÞ óå éóüôçôá.

Ôï ßäéï êÜíïõìå êáé áí êÜðïéá ìåôáâëçôÞ åßíáé áñíçôéêÞ. Áí äåí ãíùñßæïõìå
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ôï ðñüóçìï êÜðïéáò ìåôáâëçôÞò xi ôüôå èÝôïõìå xi = x′i − x′′i ; x
′
i; x

′′
i ≥ 0.

Ð.÷. ôï ð.ã.ð.

max(−2x1 + 3x2)

2x1 + x2 ≤ 10

x1 + 2x2 ≥ 30

x1 ≥ 0

ìå ôçí áíôéêáôÜóôáóç x2 = x′2 − x′′2 ãñÜöåôáé ùò åîÞò

max(−2x1 + 3x′2 − 3x′′2)

2x1 + x′2 − x′′2 ≤ 10

x1 + 2x′2 − 2x′′2 ≥ 30

x1; x
′
2; x

′′
2 ≥ 0

:

ÏõóéáóôéêÜ ç ðåñéèþñéá ìåôáâëçôÞ xi (ôçò i-åîßóùóçò) áíôéóôïé÷åß óôçí ðï-

óüôçôá ôïõ ðüñïõ i ôïõ ðñïâëÞìáôïò ðïõ õðïëåßðåôáé ìÝ÷ñé ôï ìÝãéóôï Þ

Üíù üñéü ôïõ, åíþ ç ðëåïíáóìáôéêÞ ìåôáâëçôÞ xi áíôéóôïé÷åß óôçí ðïóüôçôá

ôïõ ðüñïõ i ðïõ õðåñâáßíåé ôï åëÜ÷éóôï Þ êÜôù üñéü ôïõ.

Ìå âÜóç ôá ðáñáðÜíù ç êáíïíéêÞ Þ ôõðéêÞ ìïñöÞ åíüò ð.ã.ð. åßíáé ç áêüëïõèç

max z = c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

xi ≥ 0, i = 1; 2; : : : ; n, bj ≥ 0, j = 1; 2; : : : ;m, Þ óå ìïñöÞ ðéíÜêùí
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

am1 am12 · · · amn

 ·


x1

x2
...

xn

 =


b1

b2
...

bm


xi ≥ 0, i = 1; 2; : : : ; n, bj ≥ 0, j = 1; 2; : : : ;m.

¼ðùò âëÝðïõìå ç ìïñöÞ áõôÞ ðåñéëáìâÜíåé m åîéóþóåéò ìå n áãíþóôïõò üðïõ

m < n. Ç ëïãéêÞ ôçò ìåèüäïõ åßíáé íá èÝôïõìå ôéò n −m ìåôáâëçôÝò (ðïõ åðé-

ëÝãïíôáé ìå óõãêåêñéìÝíï ôñüðï êÜèå öïñÜ) ßóåò ìå 0 êáé íá ðñïóäéïñßæïõìå ôéò
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ôéìÝò ôùí õðïëïßðùí m ìåôáâëçôþí (ëýíïíôáò ïõóéáóôéêÜ Ýíá m ×m ãñáììéêü

óýóôçìá). Áí ïé m åîéóþóåéò äßíïõí ìéá ìïíáäéêÞ ëýóç, ìå ìç áñíçôéêÝò óõíéóôþ-

óåò, ôüôå ç ëýóç áõôÞ ëÝãåôáé âáóéêÞ åöéêôÞ ëýóç êáé ïé m ìåôáâëçôÝò âáóéêÝò

ìåôáâëçôÝò. Ïé õðüëïéðåò n−m ìçäåíéêÝò ìåôáâëçôÝò åßíáé ïé ìç âáóéêÝò ìåôá-

âëçôÝò. Ïé âáóéêÝò åöéêôÝò ëýóåéò áíôéóôïé÷ïýí óå áêñáßá óçìåßá (êïñõöÝò óôéò 2

äéáóôÜóåéò) ôçò åöéêôÞò ðåñéï÷Þò ôïõ ðñïâëÞìáôïò. Ç âáóéêÞ åöéêôÞ ëýóç ç ïðïßá

ìåãéóôïðïéåß ôçí áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç åßíáé ç âÝëôéóôç Þ Üñéóôç ëýóç. Ï

áëãüñéèìïò Simplex áñ÷ßæåé áðü ìéá âáóéêÞ åöéêôÞ ëýóç êáé ìåôÜ âñßóêåé ôçí åðü-

ìåíç âáóéêÞ åöéêôÞ ëýóç ðïõ âåëôéþíåé ôçí ôéìÞ ôçò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò. Ç

äéáäéêáóßá áõôÞ åðáíáëáìâÜíåôáé ìÝ÷ñé íá âñåèåß ç âÝëôéóôç ëýóç. Äåí äéáôñÝ÷ï-

íôáé áðáñáßôçôá üëåò ïé êïñõöÝò. ÅðåéäÞ êÜèå âáóéêÞ åöéêôÞ ëýóç Ý÷åé m âáóéêÝò

êáé n−m ìç âáóéêÝò ìåôáâëçôÝò, ç åýñåóç ôçò åðüìåíçò âáóéêÞò åöéêôÞò ëýóçò,

âÜóåé ôçò ðñïçãïýìåíçò, óõíåðÜãåôáé ôç ìåôáôñïðÞ ìéáò ìç âáóéêÞò ìåôáâëçôÞò

óå âáóéêÞ, êÜèå öïñÜ, ç ïðïßá ïíïìÜæåôáé åéóåñ÷üìåíç ìåôáâëçôÞ êáé ç ôéìÞ ôçò

áõîÜíåôáé áðü ôç ìçäåíéêÞ. Ôáõôü÷ñïíá ìéá âáóéêÞ ìåôáâëçôÞ ìåôáôñÝðåôáé óå

ìç âáóéêÞ êáé ïíïìÜæåôáé åîåñ÷üìåíç ìåôáâëçôÞ. Ç ôéìÞ ôçò ôüôå ìçäåíßæåôáé.

2. ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁ

Ðñäã. 1 Ôï ðñüâëçìá ðáñáãùãÞò ôóáíôþí ôçò Par Ý÷åé ôçí åîÞò äéáôýðùóç

max z = 10S + 9D

7

10
S +D ≤ 630

1

2
S +

5

6
D ≤ 600

S +
2

3
D ≤ 708

1

10
S +

1

4
D ≤ 135

S;D ≥ 0

Ôá âÞìáôá ôçò ìåèüäïõ Simplex åßíáé ôá áêüëïõèá

ÂÞìá 1
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ÃñÜöïõìå ôï ðñüâëçìá óôçí ôõðéêÞ ôïõ ìïñöÞ

max z = 10S + 9D + 0S1 + 0S2 + 0S3 + 0S4

7

10
S +D + S1 = 630

1

2
S +

5

6
D + S2 = 600

S +
2

3
D + S3 = 708

1

10
S +

1

4
D + S4 = 135

S;D; S1; S2; S3; S4 ≥ 0:

Ðáñáôçñïýìå üôé åðåéäÞ üëïé ïé ðåñéïñéóìïß åßíáé ôçò ìïñöÞò ≤ ðñïóèÝôïõìå ÷á-

ëáñÝò ìåôáâëçôÝò ðñïêåéìÝíïõ íá ôïõò ìåôáôñÝøïõìå óå éóüôçôåò. ÏõóéáóôéêÜ ïé

÷áëáñÝò ìåôáâëçôÝò áíôéóôïé÷ïýí óôéò á÷ñçóéìïðïßçôåò þñåò óå êÜèå óôÜäéï ôçò

ðáñáãùãÞò.

Ôï ðñüâëçìá, óå ìïñöÞ ðéíÜêùí, ãñÜöåôáé ôþñá ùò åîÞò

7

10
1 1 0 0 0

1

2

5

6
0 1 0 0

1
2

3
0 0 1 0

1

10

1

4
0 0 0 1





S

D

S1

S2

S3

S4


=


630

600

708

135



ÂÞìá 2

Ðáñáôçñïýìå üôé õðÜñ÷ïõí m = 4 åîéóþóåéò êáé n = 6 ìåôáâëçôÝò. Áí

èÝóïõìå ôéò ôéìÝò ôùí n − m = 6 − 4 = 2 ìåôáâëçôþí ßóåò ìå 0, ìðïñïýìå

íá ðñïóäéïñßóïõìå ìéá áñ÷éêÞ âáóéêÞ åöéêôÞ ëýóç ìå ôéò 4 õðüëïéðåò ìåôáâëç-

ôÝò ôçò ìç áñíçôéêÝò. ÐïéÝò üìùò ìåôáâëçôÝò èá ìçäåíßóïõìå ðñþôá; Ìçäå-

íßæïõìå ôéò áñ÷éêÝò ìåôáâëçôÝò äåäïìÝíïõ üôé äåí áíôéóôïé÷ïýí óå óôÞëåò ìï-

íáäéáßïõ 4 × 4 õðïðßíáêá. ÈÝôïõìå S = D = 0 áð' üðïõ ðñïêýðôåé ç ëýóç:

(S;D; S1; S2; S3; S4) = (0; 0; 630; 600; 708; 135) (ç åñìçíåßá áõôïý åßíáé üôé áí äåí

ðáñá÷èåß êáìßá ôóÜíôá, ôüôå üëåò ïé äéáèÝóéìåò þñåò ðáñáãùãÞò, ãéá êÜèå óôÜäéï,
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èá ìåßíïõí á÷ñçóéìïðïßçôåò). Ç ëýóç áõôÞ ìáò äßíåé ôéìÞ áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôç-

óçò z = 0. Áõôü åßíáé áíáìåíüìåíï áðü ôç óôéãìÞ ðïõ äåí ðáñÜãåôáé êáé Üñá äåí

ðùëåßôáé ôßðïôá. Ïé S;D åßíáé ïé ìç âáóéêÝò ìåôáâëçôÝò, åíþ ïé S1; S2; S3; S4 åßíáé

ïé âáóéêÝò ìåôáâëçôÝò. ÖôéÜ÷íïõìå ôþñá ôïí áñ÷éêü ðßíáêá Þ tableau Simplex ùò

åîÞò:

1) ç ðñþôç óôÞëç ðåñéëáìâÜíåé ôéò âáóéêÝò ìåôáâëçôÝò S1; S2; S3; S4,

2) ïé óôÞëåò 2− 7 ðåñéëáìâÜíïõí ôïõò óõíôåëåóôÝò üëùí ôùí ìåôáâëçôþí (âá-

óéêþí êáé ìç) óå êÜèå åîßóùóç,

3) ç ôåëåõôáßá óôÞëç ðåñéëáìâÜíåé ôéò óõíéóôþóåò ôçò áñ÷éêÞò âáóéêÞò åöéêôÞò

ëýóçò (ïé âáóéêÝò ìåôáâëçôÝò ðåñéÝ÷ïíôáé óôçí ðñþôç óôÞëç),

4) ç ôåëåõôáßá ãñáììÞ Þ ãñáììÞ ôçò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò z ðåñéëáìâÜíåé

ôïõò óõíôåëåóôÝò êÜèå ìåôáâëçôÞò ðïõ åìöáíßæåôáé óôçí ÝêöñáóÞ ôçò áëëÜ

ìå áíôßèåôï ðñüóçìï,

5) ôï áêñïãùíéáßï óôïé÷åßï ôïõ ðßíáêá (äçë. ôï a68) áíôéóôïé÷åß óôçí ôéìÞ ôçò

áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò ãé' áõôÞ ôçí âáóéêÞ åöéêôÞ ëýóç (åäþ 0). Ç ëýóç

áõôÞ áíôéóôïé÷åß óôçí êïñõöÞ 1 ôçò åöéêôÞò ðåñéï÷Þò (âë. ãñáöéêÞ åðßëõóç).

Ìå âÜóç ôá ðáñáðÜíù Ý÷ïõìå ôïí

Ðßíáêáò 1 

Βασικέ̋ 

μεταβλητέ̋ 
S D 

1
S  

2
S  

3
S  

4
S  Λύση 

1
S  

7

10
 1 1 0 0 0 630 

2
S  

1

2
 

5

6
 0 1 0 0 600 

3
S  1 

2

3
 0 0 1 0 708 

4
S  

1

10
 

1

4
 0 0 0 1 135 

z 10-  9-  0 0 0 0 0 

 

 

ÂÞìá 3
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¼ðùò ðñïåßðáìå ç ëýóç áõôÞ äåí åßíáé âÝëôéóôç áöïý äåí ðáñÜãåôáé ôßðïôá

(S = D = 0). ¢ñá ðñÝðåé íá óõíå÷ßóïõìå ôçí áíáæÞôçóç. Ôï êñéôÞñéï äéáêïðÞò

ôïõ áëãïñßèìïõ äçë. ôï íá ìçí õðÜñ÷åé áñíçôéêüò áñéèìüò óôçí ôåëåõôáßá ãñáììÞ

ôïõ ðßíáêá äåí éêáíïðïéåßôáé êáé óõíåðþò ï áëãüñéèìïò óõíå÷ßæåôáé. Óôçí ôåëåõ-

ôáßá ãñáììÞ ôïõ ðßíáêá åíôïðßæïõìå ôïí ìéêñüôåñï áñíçôéêü áñéèìü (åäþ ôï −10)

ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç ìåôáâëçôÞ S. Ç ìåôáâëçôÞ S èá ãßíåé ç íÝá âáóéêÞ ìåôáâëçôÞ

äçë. åßíáé ç åéóåñ÷üìåíç ìåôáâëçôÞ (ç åñìçíåßá ôçò åðéëïãÞò ôçò S åßíáé ç åîÞò:

áí áõîçèåß ç ðáñáãùãÞ ôóáíôþí S ð.÷. áðü 0 óå 1, ôüôå ôï êÝñäïò èá áõîçèåß áðü

0 óå $ 10, åíþ áí áõîçèåß áíôßóôïé÷á ç ðáñáãùãÞ ôóáíôþí D áðü 0 óå 1, ôüôå ôï

êÝñäïò èá áõîçèåß áðü 0 óå $ 9 ìüíï Þ áëëéþò ï ñõèìüò áýîçóçò ôïõ êÝñäïõò áíÜ

ðáñáãüìåíï ôåìÜ÷éï S åßíáé ìåãáëýôåñïò áðü ôïí áíôßóôïé÷ï ñõèìü áýîçóçò ôïõ

êÝñäïõò áíÜ ðáñáãüìåíï ôåìÜ÷éï D). Ç óôÞëç ôçò ìåôáâëçôÞò S ïíïìÜæåôáé êáé

áîïíéêÞ óôÞëç Þ óôÞëç ïäçãüò.

ÂÞìá 4

Ôï åðüìåíï åñþôçìá åßíáé ôï ðïéÜ ìåôáâëçôÞ èá áöáéñåèåß áðü ôéò âáóéêÝò

ìåôáâëçôÝò äçë. èá ãßíåé åîåñ÷üìåíç ìåôáâëçôÞ, ïðüôå êáé èá ìçäåíéóèåß. Óôïí

ðßíáêá Simplex äéáéñïýìå êÜèå óôïé÷åßï ôçò óôÞëçò Ëýóç ìå ôï áíôßóôïé÷ï óôïé-

÷åßï ôçò áîïíéêÞò óôÞëçò S, ïðüôå ðñïêýðôïõí ïé ëüãïé
630
7

10

,
600
1

2

,
708

1
,
135
1

10

áðü

ôïõò ïðïßïõò åðéëÝãïõìå ôïí ìéêñüôåñï ðïõ åßíáé ï
708

1
êáé áíôéóôïé÷åß óôç ãñáììÞ

ôçò ìåôáâëçôÞò S3. (Óçìåßùóç: åîåôÜæïõìå ìüíï ôá èåôéêÜ ðçëßêá). Ç ìåôáâëçôÞ

S3 èá ãßíåé åîåñ÷üìåíç (ç åñìçíåßá ôçò åðéëïãÞò ôçò S3 åßíáé ç åîÞò: áöïý áðü

õðüèåóç èá ðáñá÷èïýí ìüíï ôóÜíôåò S óýìöùíá ìå ôïí 1ï ðåñéïñéóìü ôï ìÝãéóôï

üñéï ðáñáãùãÞò èá åßíáé

630 äéáèÝóéìåò þñåò êïðÞò êáé âáöÞò
7

10
þñåò êïðÞò êáé âáöÞò áíÜ ôóÜíôáS

=
630
7

10

=
6300

7
= 900 ôóÜíôåò S,

óýìöùíá ìå ôïí 2ï ðåñéïñéóìü ôï ìÝãéóôï üñéï ðáñáãùãÞò èá åßíáé

600 äéáèÝóéìåò þñåò ñáöÞò
1

2
þñåò ñáöÞò áíÜ ôóÜíôáS

= 1200 ôóÜíôåò S;

6



óýìöùíá ìå ôïí 3ï ðåñéïñéóìü ôï ìÝãéóôï üñéï ðáñáãùãÞò èá åßíáé

708 äéáèÝóéìåò þñåò ãéá öéíßñéóìá

1 þñá ãéá öéíßñéóìá áíÜ ôóÜíôá S
= 708 ôóÜíôåò S;

êáé ôÝëïò óýìöùíá ìå ôïí 4ï ðåñéïñéóìü ôï ìÝãéóôï üñéï ðáñáãùãÞò èá åßíáé

135 äéáèÝóéìåò þñåò ãéá Ýëåã÷ï êáé óõóêåõáóßá
1

10
þñåò ãéá Ýëåã÷ï êáé óõóêåõáóßá áíÜ ôóÜíôáS

= 1350 ôóÜíôåò S.

ÅðïìÝíùò ãéá íá éêáíïðïéïýíôáé ôáõôü÷ñïíá üëïé ïé ðåñéïñéóìïß ôï ìÝãéóôï üñéï

áýîçóçò ôçò ðáñáãùãÞò ôóáíôþí S åßíáé ôï min(900; 1200; 708; 1350) = 708 ôóÜ-

íôåò, êáé ôüôå èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí üëåò ïé äéáèÝóéìåò þñåò ãéá öéíßñéóìá). ¸ôóé ç

S3 ðáßñíåé ôçí ôéìÞ 0 êáé ôç èÝóç ôçò ðáßñíåé ç ìåôáâëçôÞ S. Óôïí ðßíáêá Simplex

ç ãñáììÞ ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí åîåñ÷üìåíç ìåôáâëçôÞ S3 ïíïìÜæåôáé áîïíéêÞ

ãñáììÞ Þ ãñáììÞ ïäçãüò. Ôï óçìåßï ôïìÞò áîïíéêÞò ãñáììÞò êáé áîïíéêÞò

óôÞëçò ïíïìÜæåôáé áîïíéêü óôïé÷åßï (åäþ ôï 1).

ÂÞìá 5

Óôï íÝï ðßíáêá Simplex ç S èá ðñïóôåèåß óôç óôÞëç ìå ôéò âáóéêÝò ìåôáâëçôÝò

(áð'ôïí ïðïßïí èá áöáéñåèåß ç S3) êáé åðéðëÝïí éó÷ýåé ï ôýðïò

íÝá áîïíéêÞ ãñáììÞ

(ðñþçí ãñáììÞ S3 êáé íõí ãñáììÞ S)
=

ðáëéÜ áîïíéêÞ ãñáììÞ

áîïíéêü óôïé÷åßï
.

¢ñá ç êáéíïýñãéá ãñáììÞ 4 åßíáé ç[
1

1

2

3
1

0

1

0

1

1

1

0

1

708

1

]
=

[
1

2

3
0 0 1 0 708

]
Ï õðïëïãéóìüò ôùí õðïëïßðùí ãñáììþí ãßíåôáé ìå âÜóç ôïí ôýðï

íÝá ãñáììÞ = ðáëéÜ ãñáììÞ − áíôßóôïé÷ïò óõíôåëåóôÞò

ôçò áîïíéêÞò óôÞëçò × íÝá áîïíéêÞ ãñáììÞ

ïðüôå Ý÷ïõìå

íÝá ãñáììÞ S1
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[
7

10
1 1 0 0 0 630

]
(= ðáëéÜ ãñáììÞ S1)

− 7

10
(= áíôßóôïé÷ï óôïé÷åßï óôçí áîïíéêÞ óôÞëç)×[
1

2

3
0 0 1 0 708

]
[
0

8

15
1 0 − 7

10
0

672

5

]

íÝá ãñáììÞ S2

[1
2

5

6
0 1 0 0 600

]
−1

2
×[
1

2

3
0 0 1 0 708

]
[
0

1

2
0 1 −1

2
0 246

]

íÝá ãñáììÞ S4

[ 1
10

1

4
0 0 0 1 135

]
− 1

10
×[

1
2

3
0 0 1 0 708

]
[
0

11

60
0 0 − 1

10
1

321

5

]

íÝá ãñáììÞ z

[
− 10 −9 0 0 0 0 0

]
−(−10)×
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[
1

2

3
0 0 1 0 708

]
[
0 −7

3
0 0 10 0 7080

]
(Óçìåßùóç: áõôü ðïõ êÜíïõìå ïíïìÜæåôáé, óôçí ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá, ìÝèïäïò

áðáëïéöÞò ôïõ Gauss).

Ï íÝïò (2ïò) ðßíáêáò Simplex åßíáé ï

Ðßíáêáò 2 

Βασικέ̋ 

μεταβλητέ̋ 
S D 

1
S  

2
S  

3
S  

4
S  Λύση 

1
S  0 8

15
 

1 0 7

10
-  

0 672

5
 

2
S  

0 1

2
 0 1 1

2
-  

0 246 

S  1 
2

3
 0 0 1 0 708 

4
S  0 

11

60
 0 0 1

10
-  

1 321

5
 

z 0 
7

3
-  0 0 10 0 7080 

 

ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç âáóéêÞ åöéêôÞ ëýóç (S;D; S1; S2; S3; S4) = (708; 0;
672

4
;

246; 0;
321

5

)
(äçë. ç êïñõöÞ 2 ôçò åöéêôÞò ðåñéï÷Þò óôç ãñáöéêÞ åðßëõóç) ìå ôéìÞ

ôçò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò 7080. Åöüóïí óôç ãñáììÞ z ôïõ ðßíáêá õðÜñ÷åé

áñíçôéêüò óõíôåëåóôÞò
(
− 7

3

)
ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç ìç âáóéêÞ ìåôáâëçôÞD, ç ëýóç

áõôÞ äåí åßíáé âÝëôéóôç, ïðüôå åðáíáëáìâÜíïõìå ôç äéáäéêáóßá êáé åðéóôñÝöïõìå

óôï
ÂÞìá 3

ÅðéëÝãïõìå ùò åéóåñ÷üìåíç ôç ìç âáóéêÞ ìåôáâëçôÞ ìå ôïí ìéêñüôåñï áñíçôéêü

óõíôåëåóôÞ äçë. ôçí D. Ç óôÞëç ôçò D ãßíåôáé ç êáéíïýñãéá áîïíéêÞ óôÞëç.

ÂÞìá 4

Óôï íÝï ðßíáêá Simplex õðïëïãßæïõìå ôïõò ëüãïõò ôùí óõíôåëåóôþí ôçò óôÞ-

ëçò Ëýóç ðñïò ôïõò áíôßóôïé÷ïõò óõíôåëåóôÝò ôçò áîïíéêÞò óôÞëçò, ïðüôå Ý÷ïõìå
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ôïõò ëüãïõò

672

5
8

15

= 84;
246
1

2

= 492;
708
2

3

= 1062;

321

5
11

60

≃ 350; 18:

Ï ìéêñüôåñïò áð' áõôïýò åßíáé ï 84 ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí S1. Ç S1 ëïéðüí ãßíåôáé

åîåñ÷üìåíç ìåôáâëçôÞ, ïðüôå ç íÝá áîïíéêÞ ãñáììÞ åßíáé ç ãñáììÞ ðïõ áíôéóôïé÷åß

óôçí S1 êáé ôï íÝï áîïíéêü óôïé÷åßï åßíáé ôï
8

15
.

ÂÞìá 5

ÊáôáóêåõÜæïõìå ôï íÝï (3ï) ðßíáêá Simplex êáôÜ ôá ãíùóôÜ

íÝá ãñáììÞ 2 (Þ ãñáììÞ D)

 0
8

15

8

15
8

15

1
8

15

0
8

15

−7

10
8

15

0
8

15

672

5
8

15

 =

[
0 1

15

8
0 −21

16
0 252

]

íÝá ãñáììÞ S2

[
0

1

2
0 1 −1

2
0 246

]
−1

2
×[

0 1
15

8
0 −21

16
0 252

]
[
0 0 −15

16
1

5

32
0 120

]

íÝá ãñáììÞ S

[
1

2

3
0 0 1 0 708

]
−2

3
×
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[
0 1

15

8
0 −21

16
0 252

]
[
1 0

5

4
0

15

8
0 540

]
íÝá ãñáììÞ S4

[
0

11

60
0 0 − 1

10
1

321

5

]
−11

60
×[
0 1

15

8
0 −21

16
0 252

]
[
0 0

11

32
0

9

64
1 18

]
íÝá ãñáììÞ z

[
0 −7

3
0 0 10 0 7080

]
−
(
− 7

3

)
×[

0 1
15

8
0 −21

6
0 252

]
[
0 0

35

8
0

11

6
0 7668

]
O 3ïò ðßíáêáò Simplex åßíáé 

Βασικέ̋ 

μεταβλητέ̋ 
S D 

1
S  

2
S  

3
S  

4
S  Λύση 

D 0 1 15

8
 

0 21

16
-  

0 252 

2
S  0 0 15

16
-  

1 5

32
 

0 120 

S  1 0 5

4
 

0 15

8
 

0 540 

4
S  0 0 11

32
 

0 9

64
 

1 18 

z 0 0 35

8
 

0 11

6
 

0 7668 
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Ðáñáôçñïýìå üôé óôç ãñáììÞ ôçò z äåí õðÜñ÷åé áñíçôéêüò áñéèìüò, ïðüôå ç

ëýóç (S;D; S1; S2; S3; S4) = (540; 252; 0; 120; 0; 18) åßíáé âÝëôéóôç ëýóç. Åßíáé ç

ëýóç ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí êïñõöÞ 3 ôçò ãñáöéêÞò ìåèüäïõ åðßëõóçò. Ç ôéìÞ ôçò

áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò åßíáé 7668. Ôï åñþôçìá ðïõ ðñïêýðôåé ôþñá åßíáé ôï

åîÞò: õðÜñ÷åé Üëëç âÝëôéóôç ëýóç; Ç áðÜíôçóç åßíáé ü÷é êé áõôü ãéáôß áí êïé-

ôÜîïõìå ôç ãñáììÞ ôçò z ðáñáôçñïýìå üôé üëåò ïé âáóéêÝò ìåôáâëçôÝò

äçë. ïé S,D, S2, S4 Ý÷ïõí óõíôåëåóôÞ 0, åíþ ïé ìç âáóéêÝò ìåôáâëçôÝò

S1, S3 ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ tableau Ý÷ïõí èåôéêïýò óõíôåëåóôÝò. Ï áëãüñéè-

ìïò Simplex ôåñìáôßæåé åäþ. ÐñÝðåé ëïéðüí íá ðáñá÷èïýí 540 óõìâáôéêÝò ôóÜíôåò

(S = 540), 252 ðïëõôåëåßò ôóÜíôåò (D = 252) ãéá íá åðéôåõ÷èåß ôï ìÝãéóôï êÝñäïò

(z = 7668). Tüôå S1 = 0 äçë. èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí üëåò ïé äéáèÝóéìåò þñåò êïðÞò

êáé âáöÞò, S2 = 120 äçë. èá ìåßíïõí á÷ñçóéìïðïßçôåò 120 þñåò ñáöÞò, S3 = 0

äçë. èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí üëåò ïé þñåò öéíéñßóìáôïò, êáé S4 = 18 äçë. èá ìåßíïõí

á÷ñçóéìïðïßçôåò 18 þñåò åëÝã÷ïõ êáé óõóêåõáóßáò.

Ðñäã. 2 Ôï ðñüâëçìá åëá÷éóôïðïßçóçò êüóôïõò ôçò M & D Chemicals Ý÷åé ôçí

åîÞò äéáôýðùóç min 2A+ 3B

A+B ≥ 350

A ≥ 125

2A+B ≤ 600

A;B ≥ 0:

Éó÷ýåé üôé min(2A+ 3B) = −max(−2A− 3B) ïðüôå áñêåß íá ëýóïõìå ôï ð.ã.ð.

max z1 = −2A− 3B + 0:S1 + 0S2 + 0S3

A+B − S1 = 350

A− S2 = 125

2A+B + S3 = 600

A;B; S1; S2;S3 ≥ 0

Þ óå ìïñöÞ ðéíÜêùí

max z1 = −2A− 3B + 0S1 + 0S2 + 0S3
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
1 0 −1 0 0

1 0 0 −1 0

2 1 0 0 1




A

B

S1

S2

S3


=


350

125

600


A; B; S1; S2; S3 ≥ 0

¸÷ïõìå m = 3 åîéóþóåéò ìå n = 5 ìåôáâëçôÝò åðïìÝíùò ðñÝðåé íá ìçäåíßóïõìå

n −m = 5 − 3 = 2 ìåôáâëçôÝò ãéá íá ðñïóäéïñßóïõìå ìéá áñ÷éêÞ âáóéêÞ åöéêôÞ

ëýóç. ÐïéÝò ìåôáâëçôÝò üìùò èá ìçäåíéóèïýí äåäïìÝíïõ üôé äåí ó÷çìáôßæåôáé

êÜðïéïò 3 × 3 ìïíáäéáßïò õðïðßíáêáò; Ìüíï ç óôÞëç ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç ìåôá-

âëçôÞ S3 ðñïÝñ÷åôáé áðü 3 × 3 ìïíáäéáßï õðïðßíáêá êáé Ý÷åé ôï óôïé÷åßï 1 óôçí

ôñßôç èÝóç äçë. óôïí ôñßôï ðåñéïñéóìü (åîßóùóç). Ãéá íá äçìéïõñãÞóïõìå êáé ôéò

õðüëïéðåò óôÞëåò ðñïóèÝôïõìå äýï ôå÷íçôÝò ìåôáâëçôÝò R1; R2 óôïí ðñþôï êáé

äåýôåñï ðåñéïñéóìü áíôßóôïé÷á. Åöáñìüæïõìå ôç ÌÝèïäï ôùí Äýï ÖÜóåùí.

ÖÜóç 1

Ëýíïõìå ôï åîÞò ð.ã.ð.
min r = R1 +R2

A+B − S1 +R1 = 350

A− S2 +R2 = 125

2A+B + S3 = 600

A;B; S1; S2; S3; R1; R2 ≥ 0

Þ ôï éóïäýíáìï max r1 = −R1 −R2

A+B − S1 +R1 = 350

A− S2 +R2 = 125

2A+B + S3 = 600

A;B; S1; S2; S3; R1; R2 ≥ 0

êáé óå ìïñöÞ ðéíÜêùí

max r1 = −R1 −R2
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
1 1 −1 0 0 1 0

1 0 0 −1 0 0 1

2 1 0 0 1 0 0





A

B

S1

S2

S3

R1

R2


=


350

125

600

 :

A; B; S1; S2; S3 R1; R2 ≥ 0

Ïé âáóéêÝò ìåôáâëçôÝò åßíáé ïé R1; R2; S3. Áíôéêáèéóôïýìå ôéò âáóéêÝò ìåôáâëçôÝò

R1; R2 óôçí Ýêöñáóç ôçò r1 ìå ìç âáóéêÝò ìåôáâëçôÝò. Áðü ôçí ðñþôç åîßóùóç

ðáßñíïõìå üôé R1 = 350 − A − B + S1 êáé áðü ôçí äåýôåñç åîßóùóç üôé R2 =

125−A+S2. Áíôéêáèéóôþíôáò óôçí r1 ðñïêýðôåé üôé r1 = −(350−A−B+S1)−
(125−A+ S2) = −350 +A+B − S1 − 125 +A− S2 = 2A+B − S1 − S2 − 475.

¢ñá ôï ð.ã.ð. ãñÜöåôáé

max r1 = 2A+B − S1 − S2 + 0S3 + 0R1 + 0R2 − 475

A+B − S1 +R1 = 350

A− S2 +R2 = 125

2A+B + S3 = 600

A; B; S1; S2; S3; R1; R2 ≥ 0

Ï áñ÷éêüò ðßíáêáò Simplex åßíáé
 

Βασικέ̋ 

μεταβλητέ̋ 
Α Β 

1
S  

2
S  

3
S  

1
R  

2
R  Λύση 

1
R  1 1 1-  0 0 1 0 350 

2
R  1 0 0 1-  0 0 1 125 

3
S  2 1 0 0 1 0 0 600 

1
r  2-  1-  1 1 0 0 0 475-  

 

Ï äåýôåñïò ðßíáêáò Simplex åßíáé
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Βασικέ̋ 

μεταβλητέ̋ 
Α Β 

1
S  

2
S  

3
S  

1
R  

2
R  Λύση 

1
R  0 1 1-  1 0 1 1-  225 

Α 1 0 0 1-  0 0 1 125 

3
S  0 1 0 2 1 0 2-  350 

1
r  0 1-  1 1-  0 0 2 225-  

 

Ðáñáôçñïýìå üôé äýï äéáöïñåôéêÝò ìåôáâëçôÝò, ïé B êáé S2 áíôéóôïé÷ïýí óôïí

ßäéï ìéêñüôåñï áñíçôéêü áñéèìü äçë. ôïí −1. Ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå üðïéá

èÝëïõìå ùò åéóåñ÷üìåíç ìåôáâëçôÞ. ÅðéëÝãïõìå ð.÷. ôçí B. Ï ôñßôïò ðßíáêáò

Simplex åßíáé
 

Βασικέ̋ 

μεταβλητέ̋ 
Α Β 

1
S  

2
S  

3
S  

1
R  

2
R  Λύση 

B 0 1 1-  1 0 1 1-  225 

Α 1 0 0 1-  0 0 1 125 

3
S  0 0 1 1 1 1-  1-  125 

1
r  0 0 0 0 0 1 1 0 

 

Ï áëãüñéèìïò óôáìáôÜ. Ç âÝëôéóôç ëýóç åßíáé ç 0. Äçë. min r = R1 +R2 = 0 ⇒
R1 = R2 = 0 äåäïìÝíïõ üôé R1; R2 ≥ 0 áðü õðüèåóç. Éó÷ýåé ìÜëéóôá êáé ôï åîÞò:

ôï áñ÷éêü ðñüâëçìá Ý÷åé ëýóç áí êáé ìüíï áí min r = −max(−r) = 0

äçë. áí êáé ìüíïí áí ïé ôå÷íçôÝò ìåôáâëçôÝò Ý÷ïõí óôï ôÝëïò ôçò ÖÜóçò

1 ôçí ôéìÞ 0.

ÐåñíÜìå ôþñá óôçí

ÖÜóç 2

Áðü ôïí ôåëåõôáßï ðßíáêá ôçò ÖÜóçò 1 äéáãñÜöïõìå ôéò óôÞëåò ðïõ áíôéóôïé-

÷ïýí óôéò ôå÷íçôÝò ìåôáâëçôÝò ïðüôå ðáßñíïõìå ôïõò åîÞò ðåñéïñéóìïýò:

B− S1+ S2 = 225

A −S2 = 125

S1+ S2+ S3 = 125

Áðïäåéêíýåôáé üôé áõôïß ïé ðåñéïñéóìïß åßíáé éóïäýíáìïé ìå ôïõò áñ÷éêïýò ðåñéïñé-

óìïýò ôïõ áñ÷éêïý ð.ã.ð. ¢ñá ôï éóïäýíáìï ð.ã.ð. åßíáé

max z1 = −2A− 3B + 0S1 + 0S2 + 0S3
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B− S1+ S2 = 225

A −S2 = 125

S1+ S2+ S3 = 125

A; B; S1; S2; S3 ≥ 0

Þ óå ìïñöÞ ðéíÜêùí

max z1 = −2A− 3B + 0S1 + 0S2 + 0S3


0 1 −1 1 0

1 0 0 −1 0

0 0 1 1 1




A

B

S1

S2

S3


=


225

125

125



A; B; S1 S2; S3 ≥ 0

(Óçìåßùóç: ðáñáôçñïýìå üôé ïé óôÞëåò ôïõ ìïíáäéáßïõ 3 × 3 õðïðßíáêá áíôé-

óôïé÷ïýí óôéò ìåôáâëçôÝò A;B êáé S3 äçë. óôéò âáóéêÝò ìåôáâëçôÝò ôïõ ôåëåõ-

ôáßïõ tableau ôçò ÖÜóçò 1). Áíôéêáèéóôïýìå, üðùò êáé óôçí ÖÜóç 1, ôéò âáóé-

êÝò ìåôáâëçôÝò A;B ðïõ åìöáíßæïíôáé óôçí Ýêöñáóç ôçò z1 ìå ìç ìçäåíéêïýò

óõíôåëåóôÝò, ìå ìç âáóéêÝò ìåôáâëçôÝò. Áðü ôçí ðñþôç åîßóùóç ðáßñíïõìå üôé

B = 225 + S1 − S2 êáé áðü ôç äåýôåñç åîßóùóç üôé A = 125 + S2. Áíôéêáèéóôþ-

íôáò óôçí Ýêöñáóç ôçò z1 ðñïêýðôåé üôé z1 = −2(125 + S2)− 3(225 + S1 − S2) =

−250 − 2S2 − 675 − 3S1 + 3S2 = −3S1 + S2 − 925. ¢ñá ôï ðñüâëçìá ãñÜöåôáé

éóïäýíáìá

max z1 = 0A+ 0B − 3S1 + S2 + 0S3 − 925

B− S1+ S2 = 225

A −S2 = 125

S1+ S2+ S3 = 125

A; B; S1; S2; S3 ≥ 0

Ï áñ÷éêüò ðßíáêáò Simplex åßíáé
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Βασικέ̋ 

μεταβλητέ̋ 
Α Β 

1
S  

2
S  

3
S  Λύση 

Β 0 1 1-  1 0 225 

Α 1 0 0 1-  0 125 

3
S  0 0 1 1 1 125 

1
z  0 0 3 1-  0 925-  

 

 Ï äåýôåñïò ðßíáêáò Simplex åßíáé

Βασικέ̋ 

μεταβλητέ̋ 
Α Β 

1
S  

2
S  

3
S  Λύση 

Β 0 1 2-  0 1-  100 

Α 1 0 1 0 1 250 

2
S  0 0 1 1 1 125 

1
z  0 0 4 0 1 800-  

 

 Ï áëãüñéèìüò ôåñìáôßæåé. ¢ñá max z1 = −800 ãéá A = 250, B = 100. Éóïäýíáìá

min z = −(−800) = 800 ãéá Á = 250, Â = 100 (ç ëýóç äçë. ðïõ âñÞêáìå êáé ìå

ôç ãñáöéêÞ ìÝèïäï).

(Óçìåßùóç: ôá ðåñéóóüôåñá ãíùóôÜ ëïãéóìéêÜ ÷ñçóéìïðïéïýí ôç ìÝèïäï ôùí äýï

öÜóåùí ùò áëãüñéèìï åðéëïãÞò ðñïêåéìÝíïõ íá åðéëýóïõí ðñïâëÞìáôá ãñáììéêïý

ðñïãñáììáôéóìïý. ÐáñïõóéÜæåé ðëåïíåêôÞìáôá Ýíáíôé ôçò Ìåèüäïõ ôïõ ÌåãÜ-

ëïõ M , áëëÜ êáé ôçò Ìåèüäïõ Karmakar).

3. ÅÉÄÉÊÅÓ ÐÅÑÉÐÔÙÓÅÉÓ

á) ÅíáëëáêôéêÝò âÝëôéóôåò ëýóåéò (âéâëßï óåë. 101-103). Èåùñïýìå ðÜëé ôï

ðñüâëçìá ôçò Par Inc. üìùò ìå ôç íÝá õðüèåóç üôé ôï êÝñäïò áíÜ óõìâáôéêÞ

ôóÜíôá ðñïóäéïñßæåôáé óå $ 6,30 áíôß ãéá $ 10. Ç íÝá áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç

åßíáé 6; 30S + 9D êáé ôï ð.ã.ð. äéáôõðþíåôáé ùò åîÞò

max z = 6; 30S + 9D
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7

10
S+ D ≤ 630

1

2
S+

5

6
D ≤ 600

S+
2

3
D ≤ 708

1

10
S+

1

4
D ≤ 135

S; D ≥ 0

ÃñáöéêÜ ðñïóäéïñßæïõìå üôé ç åöéêôÞ ðåñéï÷Þ ôïõ ðñïâëÞìáôïò áðïôåëåßôáé áðü

ôéò êïñõöÝò ìå óõíôåôáãìÝíåò (0; 0), (708; 0), (540; 252), (300; 420), (0; 540). Ç

áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç ìåãéóôïðïéåßôáé (= 5670) óå äýï äéáöïñåôéêÝò êïñõöÝò

ìå óõíôåôáãìÝíåò (540; 252) êáé (300; 420) áíôßóôïé÷á, ïðüôå êáé êÜèå óçìåßï ôïõ

åõèõãñÜììïõ ôìÞìáôïò ðïõ áõôÝò ïñßæïõí åßíáé åðßóçò âÝëôéóôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞ-

ìáôïò. Ìå Üëëá ëüãéá ôï ðñüâëçìá Ý÷åé Üðåéñåò âÝëôéóôåò ëýóåéò. Ðáñáôçñïýìå,

óôçí ãñáöéêÞ åðßëõóç üôé ç åõèåßá ôçò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò åßíáé ðáñÜëëçëç

(ãéá ôçí áêñßâåéá óõìðßðôåé) ìå ôçí áêìÞ ðïõ ïñßæïõí ïé êïñõöÝò 3 êáé 4. Èá åîå-

ôÜóïõìå ôþñá ôç óõìðåñéöïñÜ ôïõ áëãüñéèìïõ Simplex óå áõôÝò ôéò ðåñéðôþóåéò.

Ç êáíïíéêÞ ìïñöÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò åßíáé

max z = 6; 305 + 9D + 0S1 + 0S2 + 0S3 + 0S4

7

10
S+ D+ S1 = 630

1

2
S+

5

6
D+ S2 = 600

S+
2

3
D+ S3 = 708

1

10
S+

1

4
D+ S3 = 135

S; D; S1; S2; S3; S4 ≥ 0

Þ óå ìïñöÞ ðéíÜêùí

7

10
1 1 0 0 0

1

2

5

6
0 1 0 0

1
2

3
0 0 1 0

1

10

1

4
0 0 0 1





S

D

S1

S2

S3

S4


=


630

600

708

135


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S; D; S1; S2; S3; S4 ≥ 0

ÊáôÜ ôá ãíùóôÜ, Ý÷ïõìå m = 4 åîéóþóåéò ìå n = 6 ìåôáâëçôÝò ïðüôå ðñÝðåé

íá ìçäåíßóïõìå n −m = 6 − 4 = 2 ìåôáâëçôÝò ðïõ äåí áíôéóôïé÷ïýí óå óôÞëåò

ìïíáäéáßïõ õðïðßíáêá äçë. ôéò S;D. ÈÝôïíôáò S = D = 0 ðñïêýðôåé üôé S1 = 630,

S2 = 600, S3 = 708, S4 = 135 êáé ç ôéìÞ ôçò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò z = 0. Ï

áñ÷éêüò ðßíáêáò Simplex åßíáé

 

Βασικέ̋ 

μεταβλητέ̋ 
S D 

1S  2S  3S  4S  Λύση 

1S  
7

10
 1 1 0 0 0 630 

2S  
1

2
 

5

6
 0 1 0 0 600 

3S  1 
2

3
 0 0 1 0 708 

4S  
1

10
 

1

4
 0 0 0 1 135 

z 6,3-  9-  0 0 0 0 0 

 

Ï äåýôåñïò ðßíáêáò Simplex åßíáé 

Βασικέ̋ 

μεταβλητέ̋ 
S D 

1S  2S  3S  4S  Λύση 

1S  
3

10
 0 1 0 0 4-  90 

2S  
1

6
 0 0 1 0 10

3
-  

150 

3S  11

15
 

0 
0 0 1 8

3
-  

348 

D 
2

5
 1 0 0 0 4 540 

z 2,7-  0 0 0 0 36 4860 

 

Ï ôñßôïò ðßíáêáò Simplex åßíáé
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Βασικέ̋ 

μεταβλητέ̋ 
S D 

1
S  

2
S  

3
S  

4
S  Λύση 

S  1 0 10

3
 

0 0 40

3
-  

300 

2
S  0 0 5

9
-  

1 0 10

9
-  

100 

3
S  0 0 22

9
-  

0 1 64

9
 

128 

D 
0 

1 4

3
-  

0 0 28

3
 

420 

z 0 0 9 0 0 0 5670 

 

Ðñïêýðôåé ç âÝëôéóôç ëýóç ìå ìåôáâëçôÝò áðüöáóçò (S;D) = (300; 420) êáé ôéìÞ

áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò z = 5670. Ðáñáôçñïýìå üôé ôï ôåëåõôáßï óôïé÷åßï ôçò

óôÞëçò ôçò ìç âáóéêÞò ìåôáâëçôÞò S4 åßíáé 0 (åíþ èá Ýðñåðå íá åßíáé > 0 áí åß÷áìå

ìïíáäéêÞ ëýóç), ïðüôå ìðïñïýìå íá ôçí åéóÜãïõìå óôç âÜóç ÷ùñßò íá áëëÜîåé ç

ôéìÞ ôçò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò. Ï ôÝôáñôïò ðßíáêáò Simplex åßíáé

 

Βασικέ̋ 

μεταβλητέ̋ 
S D 

1
S  

2
S  

3
S  

4
S  Λύση 

S  1 0 5

4
-  

0 15

8
 

0 540 

2
S  0 0 135

144
-  

1 5

32
 

0 120 

                                                                                                         

4
S  

0 0 11

32
-  

0 9

64
 

1 18 

D 
0 

1 15

8
 

0 21

16
-  

0 252 

z 0 0 9 0 0 0 5670 

 

Ðñïêýðôåé ç äåýôåñç âÝëôéóôç ëýóç (S;D) = (540; 252) ðïõ âñÞêáìå êáé ìå ôç

ãñáöéêÞ ìÝèïäï. Ðáñáôçñïýìå üôé ç ìç âáóéêÞ ìåôáâëçôÞ S3 áíôéóôïé÷åß óå óôÞëç

ìå ôåëåõôáßï óôïé÷åßï ôï 0, ïðüôå ìðïñåß íá ìðåé óôç âÜóç ÷ùñßò ìåôáâïëÞ óôçí

ôéìÞ ôçò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò. Ï ðÝìðôïò ðßíáêáò Simplex åßíáé
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Βασικέ̋ 

μεταβλητέ̋ 
S D 

1
S  

2
S  

3
S  

4
S  Λύση 

S  1 0 10

3
 

0 0 40

3
-  

300 

2
S  0 0 5

9
-  

1 0 10

9
-  

100 

                                                                              

3
S  

0 0 22

9
-  

0 1 64

9
 

128 

D 
0 

1 4

3
-  

0 0 28

3
 

420 

z 0 0 9 0 0 0 5670 

 

äçë. ï ôñßôïò ðßíáêáò Simplex. ¢ñá ðñïêýðôïõí äýï âÝëôéóôåò ëýóåéò ìå óõ-

íôåôáãìÝíåò (300; 420) êáé (540; 252) áíôßóôïé÷á. Ôï ãåãïíüò üôé êáé êÜèå êõñ-

ôüò óõíäõáóìüò ôïõò åßíáé åðßóçò âÝëôéóôç ëýóç äå ìðïñåß íá ðñïêýøåé áðü ôïí

ðñùôåýïíôá áëãüñéèìï Simplex. ×ñåéÜæåôáé ìßá ðáñáëëáãÞ ôïõ ðïõ ïíïìÜæåôáé

äõúêüò áëãüñéèìïò Simplex.

â) Ìç öñáãìÝíç ëýóç (âéâëßï óåë. 105-106). Èåùñïýìå ôï ð.ã.ð.

max 20x+ 10y

x ≥ 2

y ≤ 5

x; y ≥ 0

Ç êáíïíéêÞ ôïõ ìïñöÞ åßíáé

max z = 20x+ 10y + 0S1 + 0S2

x− S1 = 2

y + S2 = 5

x; y; S1; S2 ≥ 0

Þ óå ìïñöÞ ðéíÜêùí

maxz = 20x+ 10y + 0S1 + 0S2

(
1 0 −1 0

0 1 0 1

)
x

y

S1

S2

 =

(
2

5

)
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x; y; S1; S2 ≥ 0

¸÷ïõìå m = 2 åîéóþóåéò ìå n = 4 ìåôáâëçôÝò ïðüôå ãéá íá ðñïóäéïñßóïõìå

áñ÷éêÞ âáóéêÞ åöéêôÞ ëýóç èá ðñÝðåé íá ìçäåíßóïõìå n−m = 4−2 = 2 ìåôáâëçôÝò.

Ðáñáôçñïýìå üôé õðÜñ÷ïõí 3 äéáöïñåôéêÝò ìåôáâëçôÝò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå óôÞëåò

ìïíáäéáßïõ õðïðßíáêá (ïé x; y; S2). Ìçäåíßæïõìå ð.÷. ôçí y ïðüôå ðñïêýðôåé ç ëýóç

(x; y; S1; S2) = (2; 0; 0; 5) ìå ôéìÞ ôçò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò z = 20 · 2 + 10 ·
0 + 0 · 0 + 0 · 5 = 40. Ï ðñþôïò ðßíáêáò Simplex åßíáé

Βασικέ̋  

μεταβλητέ̋ 
x y 

1
S  

2
S  Λύση 

x 1 0 1-  0 2 

2
S  0 1 0 1 5 

z 20-  10-  0 0 40 

 

 

Ðáñáôçñïýìå üôé ç óôÞëç ôçò ìç âáóéêÞò ìåôáâëçôÞò S1 (äçë. ïé óõíôåëå-

óôÝò ôçò óôïõò ðåñéïñéóìïýò ôïõ ðñïâëÞìáôïò) áðïôåëåßôáé áðü ìç èåôéêÜ (≤ 0)

óôïé÷åßá. Áõôü óçìáßíåé üôé ç åöéêôÞ ðåñéï÷Þ ôïõ ðñïâëÞìáôïò åßíáé ìç öñáãìÝíç

óôçí êáôåýèõíóç ôçò ìåôáâëçôÞò áõôÞò. Áöïý ç S1 ìðïñåß íá ãßíåé áðåñéüñéóôá

ìåãÜëç ãéá íá ìçí ðáñáâéÜæåôáé ï ðñþôïò ðåñéïñéóìüò èá ðñÝðåé êáé ç x íá ìå-

ãáëþíåé áðåñéüñéóôá. Áí ðñïóðáèÞóïõìå íá åðáíáëÜâïõìå ôïí áëãüñéèìï êáé íá

êáôáóêåõÜóïõìå ôïí äåýôåñï ðßíáêá Simplex ïäçãïýìáóôå óôçí áíôßöáóç ç ìå-

ôáâëçôÞ x íá åßíáé ôáõôü÷ñïíá åéóåñ÷üìåíç êáé åîåñ÷üìåíç. Óå Üëëåò áíÜëïãåò

ðåñéðôþóåéò, óôïí õðïëïãéóìü ôùí ðçëßêùí ìðïñåß íá ðñïêýøïõí ìç áðïäåêôÜ

áðïôåëÝóìáôá (äçë. áñíçôéêïß áñéèìïß Þ äéáßñåóç äéá 0), ïðüôå ðÜëé äå ìðïñïýìå

íá åðéëÝîïõìå åîåñ÷üìåíç ìåôáâëçôÞ. Óå ôÝôïéåò ðåñéðôþóåéò ç ãñáöéêÞ ìÝèïäïò

åðßëõóçò, üðïõ åöáñìüæåôáé, ðñïóöÝñåé ìåãáëýôåñç åðïðôåßá.

ã) Ìç åöéêôü ðñüâëçìá (âéâëßï óåë. 103-105). ÕðïèÝôïõìå üôé ç äéåýèõíóç ôçò

Par Inc. áðïöÜóéóå ôçí ðáñáãùãÞ ôïõëÜ÷éóôïí 500 óõìâáôéêþí êáé 360 ðïëõôå-

ëþí ôóáíôþí. Ôï ð.ã.ð. ðáßñíåé ôþñá ôç ìïñöÞ

max 10S + 9D
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7

10
S+ D ≤ 630

1

2
S+

5

6
D ≤ 600

S+
2

3
D ≤ 708

1

10
S+

1

4
D ≤ 135

S ≥ 500

D ≥ 360

S;D ≥ 0

Ìå ôç ãñáöéêÞ ìÝèïäï ðáñáôçñïýìå üôé äåí õðÜñ÷åé óçìåßï ðïõ íá éêáíïðïéåß

ôáõôü÷ñïíá üëïõò ôïõò ðåñéïñéóìïýò. ¢ñá äåí õðÜñ÷åé åöéêôÞ ðåñéï÷Þ êáé ôï

ðñüâëçìá ïíïìÜæåôáé ìç åöéêôü äçë. äåí ëýíåôáé. Ìðïñïýìå íá êÜíïõìå ôçí

äéáðßóôùóç áõôÞ êáé ìå ôç ìÝèïäï Simplex;

ÃñÜöïõìå ôï ðñüâëçìá óôçí êáíïíéêÞ ôïõ ìïñöÞ

max z = 10S + 9D + 0S1 + 0S2 + 0S3 + 0S4 + 0S5 + 0S6

7

10
S+ D+ S1 = 630

1

2
S+

5

6
D+ S2 = 600

S+
2

3
D+ S3 = 708

1

10
S+

1

4
D+ S4 = 135

S − S5 = 500

D − S6 = 360

S; D; S1; S2; S3; S4; S5; S6 ≥ 0
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Þ óå ìïñöÞ ðéíÜêùí

7

10
1 1 0 0 0 0 0

1

2

5

6
0 1 0 0 0 0

1
2

3
0 0 1 0 0 0

1

10

1

4
0 0 0 1 0 0

1 0 0 0 0 0 −1 0

0 1 0 0 0 0 0 −1





S

D

S1

S2

S3

S4

S5

S6


=



630

600

708

135

500

360



S; D; S1; S2; S3; S4; S5; S6 ≥ 0

Ðñïêýðôïõí m = 6 åîéóþóåéò êáé n = 8 ìåôáâëçôÝò ïðüôå ðñÝðåé íá ìçäåíéóèïýí

n − m = 8 − 6 = 2 ìåôáâëçôÝò. Óôïí ðßíáêá ôïõ óõóôÞìáôïò üìùò õðÜñ÷ïõí

ìüíï 4 óôÞëåò ôïõ 6 × 6 ìïíáäéáßïõ õðïðßíáêá ìå ôéò ìïíÜäåò íá áíôéóôïé÷ïýí

óôïõò 4 ðñþôïõò ðåñéïñéóìïýò êáé óôéò ìåôáâëçôÝò S1; S2; S3; S4 áíôßóôïé÷á. Ãéá

íá äçìéïõñãÞóïõìå êáé ôéò õðüëïéðåò óôÞëåò ðñïóèÝôïõìå äýï ôå÷íçôÝò ìåôáâëçôÝò

R1; R2 óôïí 5ï êáé óôïí 6ï ðåñéïñéóìü áíôßóôïé÷á. Ǻôóé ëýíïõìå, óå ðñþôç öÜóç,

ôï ð.ã.ð.

min r = R1 +R2

7

10
S+ D+ S1 = 630

1

2
S+

5

6
D+ S2 = 600

S+
2

3
D+ S3 = 708

1

10
S+

1

4
D+ S4 = 135

S − S5+ R1 = 500

D − S6+ R2 = 360

S; D; S1; S2; S3; S4; S5; S6; R1; R2 ≥ 0

Þ óå ìïñöÞ ðéíÜêùí (ôï éóïäýíáìï)

max r1 = −R1 −R2
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

7

10
1 1 0 0 0 0 0 0 0

1

2

5

6
0 1 0 0 0 0 0 0

1
2

3
0 0 1 0 0 0 0 0

1

10

1

4
0 0 0 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 −1 0 1 0

0 1 0 0 0 0 0 −1 0 1





S

D

S1

S2

S3

S4

S5

S6

R1

R2



=



630

600

708

135

500

360



S; D; S1; S2; S3; S4; S5; S6; R1; R1 ≥ 0

ÐñÝðåé íá ìçäåíéóèïýí n−m = 10− 6 = 4 ìåôáâëçôÝò. Ðáñáôçñïýìå üôé ïé ìåôá-

âëçôÝò S1; S2; S3; S4; R1; R2 áíôéóôïé÷ïýí óå óôÞëåò ìïíáäéáßïõ õðïðßíáêá ïðüôå

èÝôïõìå S = D = S5 = S6 = 0. ÅðéðëÝïí åêöñÜæïõìå ôéò âáóéêÝò ìåôáâëçôÝò

R1; R2 óôçí Ýêöñáóç ôçò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò r1 óõíáñôÞóåé ôùí ìç âá-

óéêþí ìåôáâëçôþí. Áðü ôïí 5ï ðåñéïñéóìü ðñïêýðôåé üôé R1 = 500 − S + S5

êáé áðü ôïí 6ï ðåñéïñéóìü üôé R2 = 360 − D + S6. Áíôéêáèéóôþíôáò óôçí áíôé-

êåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç ðñïêýðôåé üôé r1 = −(500 − S + S5) − (360 − D + S6) =

−500+S−S5− 360+D−S6 = S+D−S5−S6− 860. ¢ñá ôï éóïäýíáìï ð.ã.ð.

åßíáé

max r1 = S +D + 0S1 + 0S2 + 0S3 + 0S4 − S5 − S6 + 0R1 + 0R2 − 860



7

10
1 1 0 0 0 0 0 0 0

1

2

5

6
0 1 0 0 0 0 0 0

1
2

3
0 0 1 0 0 0 0 0

1

10

1

4
0 0 0 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 −1 0 1 0

0 1 0 0 0 0 0 −1 0 1





S

D

S1

S2

S3

S4

S5

S6

R1

R2



=



630

600

708

135

500

360



S; D; S1; S2; S3; S4; S5; S6 R1; R2 ≥ 0
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Ï áñ÷éêüò ðßíáêáò Simplex åßíáé

Βασικέ̋ 

μεταβλητέ̋ 
S D 

1
S  

2
S  

3
S  

4
S  

5
S  

6
S  

1
R  

2
R  Λύση 

1
S  7

10
 

1 1 0 0 0 0 0 0 0 630 

2
S  1

2
 

5

6
 

0 1 0 0 0 0 0 0 600 

3
S  1 

2

3
 0 0 1 0 0 0 0 0 708 

4
S  

1

10
 

1

4
 0 0 0 1 0 0 0 0 135 

1
R  1 0 0 0 0 0 1-  0 1 0 500 

2
R  0 1 0 0 0 0 0 1-  0 1 360 

1
r  1-  1-  0 0 0 0 1 1 0 0 860-  

 

 Ï äåýôåñïò ðßíáêáò Simplex åßíáé

Βασικέ̋ 

μεταβλητέ̋ 
S D 

1
S  

2
S  

3
S  

4
S  

5
S  

6
S  

1
R  

2
R  Λύση 

1
S  0 1 1 0 0 0 

7

10
 0 

7

10
-  0 280 

2
S  0 

5

6
 0 1 0 0 

1

2
 0 

1

2
-  0 350 

3
S  0 

2

3
 0 0 1 0 1 0 1-  0 208 

4
S  0 

1

4
 0 0 0 1 

1

10
 0 

1

10
-  0 85 

S 1 0 0 0 0 0 1-  0 1 0 500 

2
R  0 1 0 0 0 0 0 1-  0 1 360 

1
r  0 1-  0 0 0 0 0 1 1 0 360-  

 

 Ï ôñßôïò ðßíáêáò Simplex åßíáé
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Βασικέ̋ 

μεταβλητέ̋ 
S D 

1
S  

2
S  

3
S  

4
S  

5
S  

6
S  

1
R  

2
R  Λύση 

D 0 1 1 0 0 0 
7

10
 0 

7

10
-  0 280 

2
S  0 0 

5

6
-  1 0 0 

1

12
-  0 

1

12
 0 

350

3
 

3
S  1 

1

3
-  1-  0 1 0 

7

10
-  0 

7

10
 0 428 

4
S  1

10
 

3

20
 

1

10
-  0 0 1 

7

100
-  0 

7

100
 0 107 

S 1 1-  1-  0 0 0 
17

10
-  0 

17

10
 0 220 

2
R  0 1 0 0 0 0 0 1-  0 1 360 

1
r  0 1-  0 0 0 0 0 1 1 0 360-  

 

 Áí ðñïóðáèÞóïõìå íá åðáíáëÜâïõìå ôïí áëãüñéèìï þóôå íá êáôáóêåõÜóïõìå

ôïí ôÝôáñôï ðßíáêá Simplex ïäçãïýìáóôå óôçí áíôßöáóç ç ìåôáâëçôÞ D íá åßíáé

ôáõôü÷ñïíá åéóåñ÷üìåíç êáé åîåñ÷üìåíç. Ðáñáôçñïýìå åäþ üôé óôïí ôåëåõôáßï

ðßíáêá ç ôå÷íçôÞ ìåôáâëçôÞ R2 ðáñáìÝíåé âáóéêÞ ìå óõíôåëåóôÞ 0 óôçí ôåëåõ-

ôáßá ãñáììÞ (äçë. óôçí ãñáììÞ ôçò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò). Ôï ðñüâëçìá

ôçò öÜóçò 1 äåí ëýíåôáé êáé óõíåðþò ïýôå ôï áñ÷éêü ðñüâëçìá ëýíåôáé. Êáé óôéò

ðåñéðôþóåéò áõôÝò ç ãñáöéêÞ ìÝèïäïò, áí åöáñìüæåôáé, ðáñÜãåé ãñçãïñüôåñï áðï-

ôÝëåóìá.

ä) ÅêöõëéóìÝíç âÝëôéóôç ëýóç

Èåùñïýìå ôï åîÞò ð.ã.ð.

max z = 3x1 + 9x2

x1+ 4x2 ≤ 8

x1+ 2x2 ≤ 4

x1; x2 ≥ 0

Ç êáíïíéêÞ ôïõ ìïñöÞ åßíáé

max z = 3x1 + 9x2 + 0S1 + 0S2

x1+ 4x2+ S1 = 8

x1+ 2x2+ S2 = 4

x1; x2 S1; S2 ≥ 0
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Ï ðñþôïò ðßíáêáò Simplex åßíáé

Βασικέ̋  

μεταβλητέ̋ 1
x  

2
x  

1
S  

2
S  Λύση 

1
S  1 4 1 0 8 

2
S  1 2 0 1 4 

z 3-  9-  0 0 0 

 

 Ðáñáôçñïýìå üôé ïé S1; S2 éóïâáèìïýí ãéá åîåñ÷üìåíåò ìåôáâëçôÝò. ÅðéëÝãïõìå

óôçí ôý÷ç ôçí S1 ïðüôå ï äåýôåñïò ðßíáêáò Simplex åßíáé

Βασικέ̋  

μεταβλητέ̋ 1
x  

2
x  

1
S  

2
S  Λύση 

2
x  

1

4
 1 

1

4
 0 2 

2
S  

1

2
 0 

1

2
-  1 0 

z 
3

4
-  0 

9

4
 0 18 

 

Ðáñáôçñïýìå üôé ç âáóéêÞ ìåôáâëçôÞ S2 Ý÷åé ôéìÞ 0. Ç ëýóç áõôÞ ïíïìÜ-

æåôáé åêöõëéóìÝíç âáóéêÞ åöéêôÞ ëýóç. Áõôü óõíÞèùò óçìáßíåé üôé õðÜñ÷åé

Ýíáò ðëåïíÜæùí ðåñéïñéóìüò. ÐñÜãìáôé óôçí ãñáöéêÞ åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò

âëÝðïõìå üôé ç åöéêôÞ ðåñéï÷Þ ôïõ ðñïâëÞìáôïò êáèïñßæåôáé áðü ôïí äåýôåñï ðå-

ñéïñéóìü êáé ôïõò ðåñéïñéóìïýò ìç áñíçôéêüôçôáò, ïðüôå ï ðñþôïò ðåñéïñéóìüò

åßíáé ðëåïíÜæùí.
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Ï ôñßôïò ðßíáêáò Simplex åßíáé

Βασικέ̋  

μεταβλητέ̋ 1
x  

2
x  

1
S  

2
S  Λύση 

2
x  0 1 

1

2
 1

2
-  

2 

1
x  1 0 

1-  
2 0 

z 0 0 
3

2
 3

2
 

18 

 

ïðüôå ðñïêýðôåé ç âÝëôéóôç ëýóç (x1; x2; S1; S2) = (0; 2; 0; 0) ìå ôéìÞ ôçò áíôéêåé-

ìåíéêÞò óõíÜñôçóçò z = 18. Ìéá ôÝôïéá ëýóç ðïõ Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí ìéá âáóéêÞ

ìåôáâëçôÞ (åäþ ôçí x1) ßóç ìå 0 ïíïìÜæåôáé åêöõëéóìÝíç âÝëôéóôç ëýóç. Ðáñá-

ôçñïýìå åðßóçò üôé ç ôéìÞ ôçò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò äåí Üëëáîå áðü ôï ðñïç-

ãïýìåíï âÞìá. Óôçí ãñáöéêÞ åðßëõóç, ç âÝëôéóôç ëýóç åßíáé óçìåßï ôïìÞò ôñéþí

ðåñéïñéóôéêþí åõèåéþí (ü÷é äýï). Óå ðåñéðôþóåéò åêöõëéóìÝíùí ëýóåùí õðÜñ÷åé

ï êßíäõíïò ï áëãüñéèìïò Simplex íá ðÝóåé óå âñü÷ï äçë. íá åðáíáëáìâÜíåé ôçí

ßäéá áëëçëïõ÷ßá ëýóåùí êáé ç ôéìÞ ôçò z íá ðáñáìÝíåé óôáèåñÞ þóôå áêüìá êáé íá

ìç ìðïñåß íá âñåèåß ç âÝëôéóôç ëýóç. Áõôü åßíáé ãíùóôü êáé ùò öáéíüìåíï ôçò

áíáêýêëùóçò. Óôçí ðñÜîç äåí Ý÷åé áíáöåñèåß ðïôÝ ôÝôïéï öáéíüìåíï. Áí óõìâåß

áðëÜ óôáìáôÜìå ðñéí ôçí âÝëôéóôç ëýóç äåäïìÝíïõ üôé ç ôéìÞ ôçò áíôéêåéìåíéêÞò

óõíÜñôçóçò äåí áëëÜæåé.
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