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Εισαγωγή I

Σε αρκετές εφαρµογές πρέπει να υπολογίσουµε ολοκληρώµατα σε

χώρους µεγάλης διάστασης ή πολύπλοκα ολοκληρώµατα που ίσως δεν

έχουν έχουν αναλυτική έκφραση σε µία διάσταση. Κάποια

παραδείγµατα, µεταξύ άλλων περιλαµβάνουν

I Στατιστική κατά Bayes: Για παράµετρο (διάνυσµα) θ ∈ Θ και

δεδοµένα y ∈ Y η posterior υπολογίζεται από

p(θ | y) =
p(y | θ)p(θ)∫

Θ p(y|θ′)p(θ′)dθ′

I Εύρεση περιθώριας κατανοµής-Missing data representation:
΄Ολα τα µοντέλα δύναται να ϑεωρηθούν ως µοντέλα ελλιπών

δεδοµένων, δηλαδή η πυκνότητα των παρατηρήσεων µπορεί να

δοθεί από ολοκλήρωµα της µορφής :

p(y|θ) =

∫
Z

p(y, z|θ)ν(dz).
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Εισαγωγή II

I Υπολογισµός αναµενόµενης τιµής: E[f(y)] =
∫
Y f(y)ν(dy).

I ΄Αλλα προβλήµατα από τη Στατιστική Μηχανική, model selection,

computer vision.

Είναι ϕανερό ότι αν η τυχαία µεταβλητή είναι διακριτή τα παραπάνω

ολοκληρώµατα παριστούν αθροίσµατα. Τότε η Monte Carlo µέθοδος

απαλλάσει από το υπολογιστικό κόστος του αθροίσµατος τιµών

‘δύσκολων’ συναρτήσεων.
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Υπολογισµός ολοκληρωµάτων µε τη µέθοδο MC I

΄Εστω ότι ϑέλουµε να υπολογίσουµε ολοκλήρωµα της µορφής

I =

∫
1

0

g(x)dx.

Αν U ∼ U(0, 1) µε fU(u) = 1, u ∈ (0, 1) τότε

I =

∫
1

0

g(u)fU(u)du =

∫
1

0

g(u) · 1du = E[g(U)].

Αν U1, . . . , Un

iid∼ U(0, 1) τότε και g(U1), . . . , g(Un), iid µε κοινή µέση

τιµή I και διακύµανση έστω Var[g(Ui)] = σ2. Τότε από τον ΙΝΜΑ έπεται

ότι

1

n

n∑
i=1

g(Ui)
a.s→ E[g(U)] = I.
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Υπολογισµός ολοκληρωµάτων µε τη µέθοδο MC II

΄Αρα λοιπόν για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος µε τη µέθοδο

Monte Carlo παράγουµε ένα ‘µεγάλο’ πλήθος n τυχαίων αριθµών

Ui ∼ U(0, 1) και έχουµε

I =

∫
1

0

g(u)du =
1

n

n∑
i=1

g(Ui).
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Σφάλµα της µεθόδου MC I

Οι τυχαίες µεταβλητές g(Ui), i = 1, . . . , n αποτελούν τυχαίο δείγµα µε

µέση τιµή I και διακύµανση Var[g(Ui)] = σ2. Τότε από το Κεντρικό

Οριακό Θεώρηµα για ‘µεγάλο’ n η τ.µ Sn =
∑

n

i=1
g(Ui) ακολουθεί

κανονική κατανοµή

Sn ∼ N (nI, nσ2).

Από τις ιδιότητες έπεται ότι

P(nI − 3σ
√

n < Sn < nI + 3σ
√

n) ≈ 0.997,

ή ισοδύναµα

P

(∣∣∣∣∣g(U1) + . . .+ g(Un)

n
− I

∣∣∣∣∣ < 3σ√
n

)
≈ 0.997.

I Η µέθοδος Monte Carlo εκτός από τον τρόπο υπολογισµού

ολοκληρωµάτων µας παρέχει και µία εκτίµηση του σφάλµατος.
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Σφάλµα της µεθόδου MC II

I Το σφάλµα της µεθόδου είναι της τάξης O(n
−1/2).

I Για παράδειγµα αν n = 100 έχουµε σφάλµα της τάξης

O(100−1/2) = 0.1.

I Πρακτικά, αν ϑέλουµε να αυξήσουµε την ακρίβεια κατά 10 ϕορές

(ισοδύναµα να ελαττώσουµε την τυπική απόκλιση), ϑα πρέπει να

χρησιµοποιήσουµε επιπλέον 100 τυχαίους αριθµούς g(Ui).

I Εν γένει, η σύγκλιση της µεθόδου είναι πιο γρήγορη σε σχέση µε

άλλες µεθόδους αριθµητικής ανάλυσης.
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Παραδείγµατα I

Για ολοκληρώµατα της µορφής

I =

∫
b

a

g(x)dx,

ϑέτουµε y = x−a

b−a
µε dy = dx

b−a
και έχουµε ότι

I =

∫
b

a

g(x)dx =

∫
1

0

g(a + (b − a)y)(b − a)dy
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Παραδείγµατα ΙΙ

Για ολοκληρώµατα της µορφής

I =

∫ ∞
0

g(x)dx,

ϑέτουµε y = 1

x+1
µε dy = − dx

(x+1)2 και έχουµε ότι

I =

∫ ∞
0

g(x)dx =

∫
1

0

g

(
1− y

y

)
y
−2dy

Τον ίδιο µετασχηµατισµό εφαρµόζουµε και για ολοκληρώµατα της

µορφής

I =

∫
0

−∞
g(x)dx
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Εφαρµογή I

΄Εστω X ∼ E(1). Να υπολογιστούν

1. Η πιθανότητα η τ.µ X να πάρει τιµές µικρότερες ή ίσες του 2.

2. Η αναµενόµενη τιµή της τυχαίας µεταβλητής X
2.

Λύση.

1. Για τον αναλυτικό υπολογισµό της πιθανότητας έχουµε

P(X ≤ 2) =

∫
2

0

e
−xdx = −e

−x |20 = 1− e
−2 ≈ 0.8647.

Για τον υπολογισµό της πιθανότητας µε χρήση Monte Carlo

εφαρµόζουµε το µετασχηµατισµό y = (x − 0)/2 µε x = 2y και

dy = dx/2. ΄Αρα έχουµε ότι∫
2

0

e
−xdx =

∫
1

0

2e
−2ydy.
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Εφαρµογή II

I Παραγωγή U1, . . . , Un ∼ U(0, 1)
I Υπολογισµός n

−1
∑

n

i=1
2e

−2ui .

2. Για την αναµενόµενη τιµή έχουµε

E[X 2] =

∫ ∞
0

x
2
fX (x)dx =

∫ ∞
0

x
2
e
−xdx = Γ(3) = (3− 1)! = 2.

Για τον υπολογισµό της αναµενόµενης τιµής µε χρήση Monte

Carlo εφαρµόζουµε το µετασχηµατισµό y = 1/(x + 1) µε

x = (1− y)/y και dy = −1/(x + 1)2dx. ΄Επεται ότι

I =

∫ ∞
0

x
2
e
−xdx =

∫
1

0

(
1− y

y

)2

e

y−1

y y
−2dy.

I Παραγωγή U1, . . . , Un ∼ U(0, 1)

I Υπολογισµός n
−1
∑

n

i=1

(
1−ui

ui

)2

e

ui−1

ui u
−2

i
.
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