
Σημειώσεις Χρηματοοικονομικά

Μαθηματικά ΙΙ

Οι σημειώσεις αυτές είναι μέρος του βιβλίου Εφαρ-

μοσμένα Μαθηματικά για Οικονομολόγους και Μηχα-

νικούς

Χρησιμοποιούμε το ελεύθερο μαθηματικό λογισμικόGe-

ogebra για υπολογισμούς.

Μπορείτε να στείλετε παρατηρήσεις στην ηλεκτρονική

διεύθυνση Νίκος Χαλιδιάς.
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Η αγορά διαμορφώνει τις τιμές των

μετοχών (assets), συμβολαίων (options)

κ.τ.λ. όπως επίσης η αγορά διαμορφώνει

τα μαθηματικά μοντέλα που προσπαθούν

να μοντελοποιήσουν αυτά τα φαινόμενα.

Ακριβώς όπως οι καιρικές συνθήκες

διαμορφώνουν τα προγνωστικά μαθηματικά

μοντέλα και όχι το ανάποδο!
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Θα ασχοληθούμε με τις συναλλαγές που γίνονται

στο χρηματιστήριο ξεκινώντας από τις μετοχές.

Μετοχή (μιας εταιρείας) είναι ένας τίτλος ο οποίος

αντιστοιχεί σε ένα μερίδιο αξίας της εταιρείας.

Η τιμή μιας μετοχής προκύπτει έπειτα από καθημε-

ρινή διαπραγμάτευση. Οι κάτοχοι, δηλαδή, των μετο-

χών που θέλουν να πουλήσουν κάποιες το δηλώνουν

στο Χρηματιστήριο (δίνοντας ίσως μια κατώτερη τι-

μή) και οι ενδιαφερόμενοι αγοράζουν. Αν εκδηλώσουν

ενδιαφέρον αγοράς για περισσότερες μετοχές από ότι

πωλούνται τότε προφανώς η τιμή ανεβαίνει, αλλιώς κα-

τεβαίνει. Η τελευταία τιμή πώλησης στη συγκεκριμένη

ημέρα είναι και η τιμή της μετοχής εκείνη την ημέρα.

Είναι προφανές ότι κανείς δεν μπορεί να προβλέψει την

αυριανή τιμή της μετοχής όμως μπορεί να μαντέψει ότι

πιθανόν αύριο να εκδηλωθεί ιδιαίτερο ενδιαφέρον αγο-

ράς διότι η εταιρεία πρόκειται να επεκτείνει τις δρα-

στηριότητες της κτλ. ΄Ομως δεν μπορεί κανείς να προ-

βλέψει πόσο θα ανέβει, αν συμβεί κάτι τέτοιο τελικά.
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Μπορούμε να κάνουμε ορισμένες απλοποιήσεις και

να προσπαθήσουμε να μοντελοποιήσουμε το φαινόμε-

νο προκειμένου να εξάγουμε αργότερα κάποια συμπε-

ράσματα.

Μπορούμε να μελετήσουμε την κίνηση της μετο-

χής τον τελευταίο χρόνο (ή και παλαιότερα) και να

βγάλουμε ένα μέσο όρο για την ανοδική και καθοδι-

κή πορεία της. Δηλαδή, αν η τιμή ανέβει από την

n στην n + 1 ημέρα, ποιο είναι το μέσο ποσοστό α-

νόδου (και αντίστοιχα καθόδου). Μπορούμε έτσι να

καταλήξουμε σε δυο νούμερα u, d τα οποία θα είναι οι

μέσοι όροι ανόδου και καθόδου αντίστοιχα σε σχέση

με την προηγούμενη ημέρα. Δηλαδή, αν η τιμή της

μετοχής σήμερα είναι S0 τότε την επόμενη ημέρα θα

είναι uS0 αν ανέβει και dS0 αν κατέβει. Σημειώστε

όμως ότι αυτή η μέση τιμή ανόδου και καθόδου αφο-

ρά το παρελθόν και όχι το μέλλον. Προκειμένου

να χρησιμοποιήσουμε αυτή την πληροφορία όμως θα

κάνουμε μια παραδοχή. Θα υποθέσουμε ότι το ίδιο

θα συμβεί και στο μέλλον προκειμένου να βγάλουμε

κάποια συμπεράσματα. Σίγουρα η υπόθεση αυτή δεν
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είναι σωστή αλλά ελπίζουμε να μην αποκλίνει πολύ από

αυτό που θα συμβεί στο μέλλον.

΄Ενας τρόπος να αποτυπώσουμε σχηματικά τα πα-

ραπάνω είναι να κατασκευάσουμε το παρακάτω δέντρο

τιμών της μετοχής. Υποθέτουμε ότι σήμερα είναι η

χρονική στιγμή 0 και αύριο είναι η χρονική στιγμή 1.

Το παρακάτω δέντρο (μιας περιόδου) αποτυπώνει τις

τιμές της μετοχής.
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Σχήμα 1

Μπορούμε να μελετήσουμε την κίνηση της μετο-

χής στο παρελθόν και να βγάλουμε τον μέσο όρο κα-

θόδου ή ανόδου για την περίοδο μιας εβδομάδας, ενός

μήνα, εξαμήνου ή όποια άλλη περίοδο θέλουμε. Σε

αυτή την περίπτωση το παραπάνω δέντρο θα αναπαρι-

στά την κίνηση της μετοχής σε αυτήν την περίοδο, π.χ.

ενός τριμήνου.

Επίσης, αν η περίοδος που θέλουμε να μελετήσου-

με τη μετοχή στο μέλλον είναι μεγάλη μπορούμε να τη

χωρίσουμε σε μικρότερες. Αν π.χ. θέλουμε να μελε-

τήσουμε τη μετοχή για τον επόμενο χρόνο μπορούμε

να χωρίσουμε το χρόνο σε εξάμηνα (και αφού υπο-

λογίσουμε με ιστορικά δεδομένα τα u, d εξαμήνου) να

κατασκευάσουμε το παρακάτω δέντρο
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Σχήμα 2

’ρα, έχοντας κάνει την υπόθεση ότι στο μέλλον

η μετοχή θα έχει τον ίδιο ρυθμό ανόδου και καθόδου

καταγράψαμε τις πιθανές κινήσεις της μετοχής. Δεν

γνωρίζουμε ποιο μονοπάτι θα ακολουθήσει η μετοχή

αλλά (αν η υπόθεσή μας είναι σωστή για τους ρυθ-

μούς ανόδου και καθόδου) γνωρίζουμε όλα τα πιθανά

μονοπάτια της μετοχής.

Στην πράξη, αν θέλουμε να έχουμε καλύτερη ει-

κόνα, πρέπει να χωρίσουμε την περίοδο σε 20 με 30

υποπεριόδους και να κατασκευάσουμε το αντίστοιχο

δέντρο τιμών της μετοχής. Σε τέτοιες περιπτώσεις

μόνο με χρήση υπολογιστών μπορεί να γίνει η μελέτη.
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Παράδειγμα 1 ΄Εστω ότι θέλουμε να κατασκευάσουμε
το δέντρο τιμών μιας μετοχής για τον επόμενο χρόνο

χωρίζοντας το χρόνο σε εξάμηνα. Για να γίνει αυτό θα

πρέπει να γνωρίζω τα u, d εξαμήνου και για να τα υπο-

λογίσω χρησιμοποιώ στοιχεία 10 ετών (για παράδειγ-

μα) όσον αφορά την κίνηση της μετοχής ανά εξάμηνο

οπότε και υπολογίζω τους μέσους όρους καθόδου και

ανόδου. Ας υποθέσουμε ότι είναι u = 2 και d = 1/2.

Τότε το δέντρο τιμών της μετοχής (δυο περιόδων) θα

είναι

Σχήμα 3

Παρατήρηση 2 Πως υπολογίζουμε τους ρυθμούς ανόδου
και καθόδου; ΄Εστω ότι έχουμε παρελθοντικές τιμές της

μετοχής, για παράδειγμα, τις τιμές των τελευσταίων

N ημερών. Αν Sn είναι η τιμή της μετοχής για μια
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συγκεκριμένη ημέρα και Sn+1 η τιμή της για την ε-

πόμενη ημέρα, τότε υπολογίζουμε τους λόγους
Sn+1
Sn
.

Κάποιοι από αυτούς τους λόγους θα είναι μεγαλύτεροι

της μονάδας και κάποιοι άλλοι μικρότεροι της μονάδας.

Συμβολίζουμε με u1, u2, · · · τους λόγους που είναι με-
γαλύτεροι της μονάδας και με d1, d2, · · · τους υπόλοι-
πους. Αυτό που θέλουμε στην ουσία να κάνουμε είναι

να μαντέψουμε τους μελλοντικούς ρυθμούς ανόδου και

καθόδου. Το μόνο στοιχείο που έχουμε στα χέρια μας

είναι οι ui, di. ΄Ενας τρόπος είναι να θεωρήσουμε πως

στο μέλλον οι ρυθμοί ανόδου και καθόδου θα είναι κο-

ντά στη μέση τιμή των παρελθοντικών τιμών το οποίο

βέβαια είναι μια αυθαίρετη υπόθεση. Μάλιστα, παρα-

τηρούμε ότι οι παρελθοντικοί ρυθμοί δεν είναι σταθεροί

αλλά κυμαινόμενοι οπότε προφανώς και στο μέλλον θα

συμβεί το ίδιο. ΄Οπως θα δούμε παρακάτω η αξία της

μετοχής μεταβάλλεται εντονότερα όταν η διαφορά u−d
αυξάνεται αλλά και αντίστροφα. Για ευκολία θα υπο-

θέσουμε ότι υπάρχουν κάποιοι αριθμοί σ
i>0 τέτοιοι ώστε

ui = eσi
√
δ
και di = e−σi

√
δ
. ΄Οσο μεγαλύτερη είναι

η μεταβλητότητα της αξίας της μετοχής τόσο μεγα-
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λύτεροι είναι και οι αριθμοί σi. Είναι επίσης προφανές

ότι η μεταβλητότητα μιας μετοχής μπορεί να αλλάξει

στο μέλλον και να μειωθεί ή να αυξηθεί. Αν μας ενδια-

φέρει η μεταβλητότητα της μετοχής, το οποίο πράγματι

ισχύει όπως θα δούμε παρακάτω, τότε είναι σκόπιμο να

υποθέσουμε ότι η μελλοντική μεταβλητότητα θα είναι

μεγαλύτερη από το μέσο όρο των παρελθοντικών τιμών

της έτσι ώστε οι όποιες εκτιμήσεις μας να είναι ασφα-

λέστερες, δηλαδή να υποθέσουμε ότι οι μεταβολές των

τιμών της μετοχής στο μέλλον θα είναι εντονότερες και

άρα οι εκτιμήσεις μας να είναι προσαρμοσμένες σε ένα

τέτοιο «κακό» σενάριο. Οπότε σε μια τέτοια περίπτωση

θα διαλέξουμε ως σ να είναι τέτοιο ώστε η πιθανότητα

η μελλοντική μεταβλητότητα να την ξεπεράσει να είναι

μικρή, για παράδειγμα διαλέγοντας σ = max{σi} αντί
για σ το μέσο όρο των σi.

Παρατήρηση 3 Ας υποθέσουμε ότι κάποιος έχει τοπο-
θετήσει τα χρήματα του σε ένα αγαθό με χαμηλή με-

ταβλητότητα ή και μηδενική, όπως ένας τραπεζικός

λογαριασμός. Σε μια τέτοια περίπτωση δεν υπάρχει
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σχεδόν καμία ανασφάλεια εκ μέρους του επενδυτή και

επομένως δεν θα χρειαστεί να εξασφαλιστεί με κάποιο

τρόπο. Το κέρδος είναι σχεδόν σίγουρο αλλά βέβαια

μικρό. Σε αντίθετη περίπτωση, αν κάποιος επενδύσει

σε ένα αγαθό με μεγάλη μεταβλητότητα τότε στο άμε-

σο μέλλον θα μπορούσε να έχει μεγάλη ζημιά αλλά

βέβαια και μεγάλο κέρδος. Σε αυτές τις περιπτώσεις

κανείς αναζητά τρόπους εξασφάλισης έναντι μιας πιθα-

νής ζημιάς, δηλαδή ένα τρόπο μεταφοράς του ρίσκου.

Η άλλη πλευρά η οποία θα αποδεχθεί να εξασφαλίσει τον

επενδυτή ουσιαστικά θα αναλάβει το ρίσκο με κάποιο

αντίτιμο. Ο τρόπος υπολογισμού αυτού του αντιτίμου

είναι μια δύσκολη υπόθεση η οποία απαιτεί μαθηματι-

κή αλλά και στατιστική μελέτη του φαινομένου. Είναι

επίσης προφανές ότι το αντίτιμο αυτό θα είναι μεγάλο

όσο μεγάλη είναι και η μεταβλητότητα.

Για παράδειγμα, ας υποθέσουμε ότι κάποιος έχει α-

γοράσει μερικές μετοχές η αξία των οποίων είχε με-

γάλη μεταβλητότητα στο παρελθόν. Αυτό βέβαια δεν

σημαίνει ότι το ίδιο θα συμβεί και στο μέλλον αλλά ε-

ίναι λογικό να το υποθέσει κανείς. Στο άμεσο μέλλον
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θα μπορούσε η αξία της μετοχής να πέσει κατακόρυ-

φα οπότε ο επενδυτής θα έχει μεγάλη ζημιά. Γνωρίζο-

ντας την πιθανότητα αυτή ο επενδυτής θα αναζητήσει

τρόπους εξασφάλισης, ίσως μερικής εξασφάλισης. Πα-

ρόμοια, ένας επενδυτής μπορεί να έχει δανειστεί μετο-

χές σήμερα, να τις έχει πουλήσει και τα χρήματα να

τα έχει επενδύσει κάπου αλλού. Μετά από ένα χρονι-

κό διάστημα θα πρέπει να επιστρέψει τις μετοχές οπότε

θα τις αγοράσει στη τρέχουσα τιμή. Η τιμή αυτή όμως

μπορεί να είναι πολύ πιο μεγάλη από την τιμή που είχαν

όταν τις δανείστηκε και τις πούλησε επομένως η ζημιά

μπορεί να είναι επίσης μεγάλη και μάλιστα δεν είναι

άνω φραγμένη. Σε μια τέτοια περίπτωση ο επενδυτής

θα χρειαστεί να εξασφαλιστεί έναντι μιας μεγάλης ζη-

μιάς ή ακόμη και χρεοκοπίας. ΄Οσο μεγαλύτερη είναι

η μεταβλητότητα τόσο μεγαλύτερη είναι και η πιθανή

ζημιά και επομένως τόσο μεγαλύτερο θα είναι και το

αντίτιμο για να αγοράσει μια τέτοια εξασφάλιση.
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Ας υποθέσουμε ότι κάποιος θέλει να επενδύσει τα

χρήματά του σε μια μετοχή και σε κατάθεση σε τράπεζα

με επιτόκιο περιόδου r. Αγοράζει λοιπόν ένα πλήθος

a μετοχών τη χρονική στιγμή 0 και καταθέτει και ένα

ποσό b στην τράπεζα. Λέμε τότε ότι έχει κατασκευάσει

ένα χαρτοφυλάκιο με συγκεκριμένη αξία τη χρονική

στιγμή 0 η οποία είναι

V0 = aS0 + b

Δηλαδή, πολλαπλασιάζουμε το πλήθος των μετοχών

με την (γνωστή) τιμή της μετοχής τη χρονική στιγ-

μή 0 και προσθέτουμε και τα χρήματα που κατέθεσε

στην τράπεζα. Η αξία του χαρτοφυλακίου τη χρονι-

κή στιγμή 0 συμβολίζεται με V0. Ποια θα είναι η αξία

του χαρτοφυλακίου στο μέλλον; Προφανώς εξαρτάται

από την τιμή της μετοχής, διότι το ποσό στην τράπεζα

θα έχει προκαθορισμένη αξία μετά τους υπολογισμούς

των τόκων.
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Για το λόγο αυτόν θα κάνουμε την κατασκευή του

δέντρου τιμών της μετοχής, έχοντας κάνει όπως περι-

γράψαμε τις απαραίτητες υποθέσεις και υπολογισμούς.

Τη χρονική στιγμή 1 η αξία του χαρτοφυλακίου θα

είναι

V u
1 = a(uS0) + b(1 + r)

V d
1 = a(dS0) + b(1 + r)

Η V u
1 είναι για την περίπτωση που η μετοχή ανέβει ενώ

η V d
1 είναι για την περίπτωση που η μετοχή κατέβει. Α-

ντίστοιχα, υπολογίζουμε την αξία του χαρτοφυλακίου

για τη χρονική στιγμή 2 η οποία θα είναι

V uu
2 = a(uuS0) + b(1 + r)2

V ud
2 = a(udS0) + b(1 + r)2

V du
2 = a(duS0) + b(1 + r)2

V dd
2 = a(ddS0) + b(1 + r)2
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Τις αξίες του χαρτοφυλακίου μαζί με τις τιμές της

μετοχής μπορούμε αν θέλουμε να τις αποτυπώσουμε

στο αντίστοιχο δέντρο τιμών.

Σχήμα 4

Κατασκευή Χαρτοφυλακίου Προκαθορισμένης Αξίας

Ας ξαναγυρίσουμε στο μοντέλο μιας περιόδου και

ας υποθέσουμε ότι μας δίνονται συγκεκριμένες τιμές

A,B οι οποίες πρέπει να είναι ίσες με την αξία του

χαρτοφυλακίου τη χρονική στιγμή 1, δηλαδή να ισχύει

V u
1 = A και V d

1 = B. Σχηματικά,
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Σχήμα 5
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Το ερώτημα είναι ποιο πρέπει να είναι το ποσό V0,

πόσες μετοχές πρέπει να αγοράσει ή να δανειστεί ο

κάτοχος του χαρτοφυλακίου και πόσα χρήματα να το-

ποθετήσει ή να δανείστεί από/στην τράπεζα με επι-

τόκιο περιόδου r;

Ας υποθέσουμε ότι αγοράζει a μετοχές τη στιγμή

0 και καταθέτει b ποσό στην τράπεζα. Τότε το χαρτο-

φυλάκιο θα έχει αξία

V0 = aS0 + b

τη χρονική στιγμή 0 ενώ τη χρονική στιγμή 1 οι πιθα-

νές αξίες θα είναι

V u
1 = a(uS0) + b(1 + r) = A,

V d
1 = a(dS0) + b(1 + r) = B

Απαιτώντας οι αξίες του χαρτοφυλακίου να έχουν συ-

γκεκριμένη τιμή προκύπτουν οι παραπάνω δυο εξισώσεις

με δυο αγνώστους. Για να υπολογίσουμε την λύση,

αφαιρούμε την δεύτερη εξίσωση από την πρώτη και

έχουμε

a(u− d)S0 = A−B ⇒ a =
A−B

(u− d)S0
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Αντικαθιστώντας το a στην πρώτη εξίσωση, υπολο-

γίζουμε και το b. Συνεπώς, η λύση του συστήματος

είναι

a =
A−B

(u− d)S0
,

b =
Bu− Ad

(u− d)(1 + r)

Η αξία του χαρτοφυλακίου είναι V0 = aS0 + b την

χρονική στιγμή 0. Αντικαθιστώντας τα a και b που

υπολογίσαμε έχουμε

V0 = aS0 + b =
A−B

(u− d)S0
S0 +

Bu− Ad

(u− d)(1 + r)

=
(A−B)(1 + r) +Bu− Ad

(u− d)(1 + r)

=
A(1 + r − d) +B(u− (1 + r))

(u− d)(1 + r)

Επομένως, η αρχική αξία του χαρτοφυλακίου θα είναι

ίση με

V0 =
1

1 + r

(
qA + (1− q)B

)
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όπου q = 1+r−d
u−d .

Μπορούμε να γενικεύσουμε το αποτέλεσμα αυτό

και για ένα δέντρο δυο περιόδων και να απαιτήσουμε

(σχηματικά) το εξής
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Σχήμα 6

όπου A4
2, A

3
2, A

2
2, A

1
2 είναι δοσμένοι αριθμοί. Με τον

τρόπο που περιγράψαμε πριν υπολογίζουμε τις αξίες

που πρέπει να έχει τη στιγμή 1,

V u
1 =

1

1 + r
(qA4

2 + (1− q)A3
2)

V d
1 =

1

1 + r
(qA2

2 + (1− q)A1
2)

Δηλαδή, από τις εξισώσεις

V uu
2 = au1(uuS0) + bu1(1 + r) = Auu

2

V ud
2 = au1(udS0) + bu1(1 + r) = Aud

2
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προκύπτει εύκολα ότι

au1 =
Auu

2 − Aud
2

(u− d)uS0

bu1 =
Aud

2 − Auu
2

(u− d)(1 + r)

Εφόσον

V u
1 = au1(uS0) + bu1

αντικαθιστώντας τα au1 και b
u
1 προκύπτει ο παραπάνω

τύπος για το V u
1 . Εντελώς παρόμοια προκύπτει και ο

τύπος για το V d
1 .
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Αντίστοιχα μπορούμε να υπολογίσουμε το πλήθος

των μετοχών που πρέπει να έχει στην κατοχή του κα-

θώς και το ποσό στην τράπεζα σε κάθε περίπτωση.

Στην συνέχεια, μπορούμε να υπολογίσουμε την αρχική

αξία του χαρτοφυλακίου καθώς και το αρχικό πλήθος

μετοχών και ποσού που πρέπει να έχει στην τράπεζα.

Με λίγα λόγια έχουμε απαντήσει στο εξής ερώτη-

μα. Ποιες κινήσεις πρέπει να κάνω (αγορά μετοχών,

κατάθεση σε τράπεζα) στο χρόνο μηδέν για να φτάσω

στο χρόνο 2 σε δοσμένες αξίες του χαρτοφυλακίου.

Σημειώστε, ότι αν διαλέξετε συγκεκριμένες τιμές των

Ai
2 υπάρχει η πιθανότητα να προκύψει κάπου αρνητι-

κός αριθμός μετοχών (το οποίο σημαίνει δανεισμό με-

τοχών) ή και αρνητικό ποσό κατάθεσης στην τράπεζα

(το οποίο σημαίνει δανεισμό ποσού από τράπεζα με ε-

πιτόκιο r).
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Παρατήρηση 4 ΄Εχουμε υποθέσει ότι το επιτόκιο δανει-
σμού είναι ίσο με το επιτόκιο κατάθεσης κάτι το οποίο

δεν είναι σωστό εν γένει. Παρόλα αυτά μπορούμε να

το δικαιολογήσουμε ως εξής: μπορεί κάποιος να έχει

ένα ποσό σε ένα τραπεζικό λογαριασμό με επιτόκιο r

από όπου μπορεί να αφαιρεί ή να προσθέτει χρήματα

ανά πάσα στιγμή χωρίς να αλλάζει το επιτόκιο. Αυτό

είναι ισοδύναμο με το να καταθέτεις με επιτόκιο r αλλά

και να δανείζεσαι (από τον δικό σου λογαριασμό) με το

ίδιο επιτόκιο.

Παράδειγμα 5 Υποθέστε ότι μας δίνονται τα u = 2, d =

1/2 και το r = 0.03 καθώς και A4
2 = 2, A3

2 = A2
2 =

A1
2 = 0. Να υπολογίσετε (σε ένα δυο περιόδων δέντρο

τιμών) την αρχική αξία του χαρτοφυλακίου καθώς και

το πλήθος των μετοχών και κατάθεσης σε τράπεζα ο-

ύτως ώστε το χαρτοφυλάκιο να έχει αξίες τις τιμές Ai
2.

Τέλος υποθέστε ότι η σημερινή τιμή της μετοχής είναι

S0 = 1.

Απάντηση. Υπολογίζουμε πρώτα το q = 1+r−d
u−d =

0.35 ενώ το 1 − q = 0.65. ΄Επειτα υπολογίζουμε τις
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αξίες

V u
1 =

1

1 + r
(qA4

2 + (1− q)A3
2) =

0.35 · 2
1.03

=
0.7

1.03
= 0.67

V d
1 =

1

1 + r
(qA2

2 + (1− q)A1
2) = 0.

Στη συνέχεια υπολογίζουμε την αρχική αξία του χαρ-

τοφυλακίου

V0 =
1

1 + r
(qV u

1 + (1− q)V d
1 ) =

0.35 · 0.7
1.03

= 0.23

Στη συνέχεια θα καταγράψουμε τις απαραίτητες κι-

νήσεις που πρέπει να κάνει ο κάτοχος του χαρτοφυ-

λακίου για να έχει την προκαθορισμένη αξία.

Αντικαθιστώντας στους τύπους προκύπτει ότι

a =
V u
1 − V d

1

(u− d)S0
= 0.44

b =
uV d

1 − dV u
1

(u− d)(1 + r)
= −0.21

Αυτό σημαίνει ότι την χρονική στιγμή 0 με το ποσό

V0 = 0.23 θα αγοράσει 0.44 μετοχές και θα δανειστεί

από την τράπεζα 0.21.
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Στη συνέχεια, την περίοδο 1 (μετά από ένα εξάμη-

νο για παράδειγμα) ο κάτοχος του χαρτοφυλακίου θα

πρέπει να αναδιοργανώσει το χαρτοφυλάκιό του ανάλο-

γα με την περίσταση. Τη χρονική στιγμή 1 η τιμή της

μετοχής είτε θα έχει ανέβει είτε θα έχει κατέβει. Στην

περίπτωση που έχει ανέβει θα πρέπει να αναδιοργα-

νώσει το χαρτοφυλάκιο ως εξής,

a2 =
A4

2 − A3
2

(u− d)(uS0)
= 2/3

b2 =
uA3

2 − dA4
2

(u− d)(1 + r)
= −0.64

ενώ στην περίπτωση που η μετοχή έχει κατέβει θα

πρέπει να αναδιοργανώσει το χαρτοφυλάκιό του ως ε-

ξής

a1 =
A2

2 − A1
2

(u− d)(dS0)
= 0

b1 =
uA1

2 − dA2
2

(u− d)(1 + r)
= 0

το οποίο είναι λογικό αφού η αξία του χαρτοφυλακίου
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του είναι μηδενική σε αυτή την περίπτωση. Σχηματικά

έχουμε

Σχήμα 7
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Vn

V d
n+1

V u
n+1

(an, bn)

dS
n

uSn

n n+ 1

Σχήμα 8: Γενικότερα, κατά τη χρονική στιγμή n η αξία του χαρτοφυλακίου
συμβολίζεται με Vn επομένως οι πιθανές αξίες του κατά τη χρονική στιγμή
n + 1 συμβολίζονται με V u

n+1 και V
d
n+1. Εφαρμόζοντας το προηγούμενο

σκεπτικό διαπιστώνουμε ότι αρκεί

Vn =
1

1 + r

(
qV u

n+1 + (1− q)V d
n+1

)
και επιπλέον

an =
V u
n+1 − V d

n+1

(u− d)Sn

bn =
uV d

n+1 − dV u
n+1

(u− d)(1 + r)

όπου Sn είναι η τρέχουσα αξία της μετοχής.
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Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το matlab για να

κάνουμε τους παραπάνω υπολογισμούς ως εξής.

>> syms x y S

1 u =
2

3 2
4

5 >> d=1/2
6

7 d =
8

9 0.5000
10

11 >> r=0.03
12

13 r =
14

15 0.0300
16

17 >> q=(1+r-d)/(u-d)
18

19 q =
20

21 0.3533

Στη συνέχεια δημιουργούμε τρεις συναρτήσεις. Η

μια θα είναι για τον υπολογισμό της αξίας του χαρ-

τοφυλακίου και οι άλλες δυο για τον υπολογισμό των
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a, b.

1 >> V(x,y)=1/(1+r)*(q*x+(1-q)*y)
2

3 V(x, y) =
4

5 (106*x)/309 + (194*y)/309
6 >> a(x,y,S)=(x-y)/((u-d)*S)
7

8 a(x, y, S) =
9

10 (2*(x - y))/(3*S)
11

12 >> b(x,y)=(d*x-u*y)/((u-d)*(1+r))
13

14 b(x, y) =
15

16 (100*x)/309 - (400*y)/309
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Κατασκευή Χαρτοφυλακίου Προκαθορισμένης Αξίας

με Ενδιάμεσες Απαιτήσεις

Ας υποθέσουμε τώρα ότι μας ζητείται να κατασκευ-

άσουμε το μικρότερο χαρτοφυλάκιο με αξίες στο τέλος

της δεύτερης περιόδου μεγαλύτερες ή ίσες από δο-

σμένες τιμές αλλά επιπλέον μας ζητείται οι αξίες του

χαρτοφυλακίου να υπερβαίνουν συγκεκριμένες ποσότη-

τες στους ενδιάμεσους χρόνους. Δηλαδή, θέλουμε

χαρτοφυλάκιο του οποίου οι αξίες στη δεύτερη περίο-

δο να είναι μεγαλύτερες ή ίσες από A4
2, A

3
2, A

2
2, A

1
2 και

επίσης στη χρονική στιγμή 1 οι αξίες του χαρτοφυ-

λακίου να υπερβαίνουν τις A2
1, A

1
1 δοσμένες τιμές και

τέλος τη χρονική στιγμή 0 να ισχύει ότι V0 ≥ A0 για

δοσμένο A0. Σχηματικά, μας ζητείται το εξής
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Σχήμα 9

Σκεπτόμενοι όπως πριν η αξία του χαρτοφυλακίου

V u
1 θα πρέπει να είναι ίση με την E

u
1 = 1

1+r(qA
4
2+(1−

q)A3
2) και επιπλέον μεγαλύτερη ή ίση της A

2
1 επομένως

είναι λογικό να απαιτήσω η αξία V u
1 = max{A2

1, E
u
1}.

Παρόμοια και για τις υπόλοιπες αξίες. Δηλαδή

V d
1 = max{A1

1, E
d
1}

V0 = max
{
A0,

1

1 + r
(qV u

1 + (1− q)V d
1 )
}
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Vn ≥ Xn

V d
n+1

V u
n+1

(an, bn)

dSn

uSn

n n+ 1

Σχήμα 10: Αν κατά τη χρονική στιγμμή n η αξία του χαρτοφυλακίου πρέπει
να είναι μεγαλύτερη ή ίση μιας δεδομένης τιμής Xn τότε θα πρέπει να είναι

ίση με max{Xn,
1

1+r

(
qV u

n+1 + (1− q)V d
n+1

)
} έτσι ώστε να ισχύει αυτή η

προϋπόθεση και ταυτόχρονα να είναι αρκετή έτσι ώστε στην επόμενη χρο-

νική στιγμή να έχει τις απαιτούμενες αξίες.
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Παράδειγμα 6 Κατασκευάστε χαρτοφυλάκιο τ.ω. οι
αξίες του στο χρόνο 2 να είναι μεγαλύτερες ή ίσες από

A4
2 = 2, A3

2 = A2
2 = A1

2 = 0 και επίσης οι αξίες τη

χρονική στιγμή 1 να είναι μεγαλύτερες ή ίσες απόA2
1 =

3/2 και A1
1 = 1. Θεωρούμε τα υπόλοιπα δεδομένα τα

ίδια με το προηγούμενο παράδειγμα.

Απάντηση. Το q = 0.35 και το 1− q = 0.65. Αν οι

αξίες στη χρονική στιγμή 1 είναι ίσες με

V u
1 =

1

1 + r
(qA4

2 + (1− q)A3
2) =

0.35 · 2
1.03

=
0.7

1.03
= 0.67

V d
1 =

1

1 + r
(qA2

2 + (1− q)A1
2) = 0.

τότε, όπως έχουμε δει, στο χρόνο 2 οι αξίες θα είναι

ίσες με τις απαιτούμενες. ΄Ομως, εδώ μας ζητείται επι-

πλέον οι αξίες V u
1 , V

d
1 να είναι μεγαλύτερες ή ίσες από

3/2, 1 αντίστοιχα. Επομένως, απαιτώ οι αξίες να είναι

ως εξής

V u
1 = max{3/2, 0.67} = 3/2

V d
1 = max{1, 0} = 1
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Υπολογίζω τώρα την αρχική αξία του χαρτοφυλακίου

V0 =
1

1 + r
(qV u

1 + (1− q)V d
1 ) = 1.14

Στη συνέχεια υπολογίζω τη σύσταση του χαρτοφυλα-

κίου σε κάθε περίσταση. Στο χρόνο μηδέν θα πρέπει

να έχει το χαρτοφυλάκιο

a =
V u
1 − V d

1

(u− d)S0
= 1/3

b =
uV d

1 − dV 2
1

(u− d)(1 + r)
= 0.80

Συνεχίζοντας, υπολογίζουμε τα a2, b2, a1, b1 όπως και

στο προηγούμενο παράδειγμα.
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Ασκηση 7 ΄Ενας επενδυτής μας ζητά να επενδύσει ένα
ποσό σε αγορά μετοχών και σε κατάθεση σε τράπε-

ζα έτσι ώστε (σε ένα δέντρο μιας περιόδου) μετά την

πάροδο μιας περιόδου η απόδοση της επένδυσης αυ-

τής να ξεπερνά την απόδοση κατάθεσης σε τράπεζα του

ίδιου ποσού. Μπορείτε να μετατρέψετε το πρόβλημα αυ-

τό σε ένα μαθηματικό πρόβλημα και στην συνέχεια να

δώσετε τις κατάλληλες απαντήσεις στον επενδυτή; Υ-

ποθέστε ότι η τιμή της μετοχής σήμερα είναι S0, οι

ρυθμοί ανόδου και καθόδου είναι u, d και το επιτόκιο

περιόδου είναι r.

Απάντηση. ΄Εστω ότι θα επενδύσουμε το ποσό V0
σήμερα. Μετά από μια περίοδο η αξία του χαρτοφυ-

λακίου θα είναι V u
1 = V0 + A ή V d

1 = V0 + B. Αυ-

τό που στην πραγματικότητα θέλει ο επενδυτής (στην

γλώσσα των μαθηματικών) είναι Vo · r < min{A,B}.
Πράγματι, το ποσό V0 · r είναι το κέρδος του μετά από
μια περίοδο στην περίπτωση που καταθέσει το ποσό

V0 σήμερα στην τράπεζα. Ενώ αν επενδύσει σε κάποιο

χαρτοφυλάκιο όπως περιγράψαμε πριν το κέρδος του
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θα είναι τουλάχιστον το ποσό min{A,B}. Αυτό λοι-
πόν που επιθυμεί ο επενδυτής είναι η επένδυση του σε

χαρτοφυλάκιο να ξεπερνά σε απόδοση την αντίστοιχη

κατάθεση σε τράπεζα, δηλαδή Vo ·r < min{A,B}. Ας
δούμε κάτω από ποιες προϋποθέσεις είναι εφικτό.

΄Οπως γνωρίζουμε, αν επενδύσουμε σήμερα το πο-

σό V0 και θέλουμε να έχει τελικές αξίες V
u
1 = V0 +A

ή V d
1 = V0 +B τότε θα πρέπει να ισχύει η σχέση

V0 =
1

1 + r
(q(V0 + A) + (1− q)(V0 +B)) ⇒

(1 + r)V0 = qV0 + qA + (1− q)V0 + (1− q)B ⇒
V0r = q(A−B) +B

Διακρίνουμε δυο περιπτώσεις.

• min{A,B} = B. Εφόσον πρέπει V0r < B έπε-

ται ότι q(A−B)+B < B το οποίο σημαίνει ότι (αφού

A − B > 0) θα πρέπει να ισχύει ότι q < 0 δηλαδή

1 + r < d.

• min{A,B} = A. Εφόσον πρέπει V0r < A έπεται

ότι q(A − B) + B < A το οποίο σημαίνει ότι (αφού

A − B < 0) θα πρέπει να ισχύει ότι q > 1 ή αλλιώς
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1 + r − d > u− d δηλαδή 1 + r > u.

• Αν A = B τότε προκύπτει ότι V0r = B και

επομένως δεν γίνεται V0r < min{A,B} = B.

Τελικά είναι εφικτή η κατασκευή ενός τέτοιου χαρ-

τοφυλακίου αρκεί

1 + r /∈ (d, u)

Στην πρώτη περίπτωση όπου A > B ο επενδυτής

θα αγοράσει σήμερα μετοχές και θα τις πουλήσει στο

τέλος της περιόδου προκειμένου να έχει το ζητούμε-

νο κέρδος. ΄Οταν αυτή η δυνατότητα γίνει αντιληπτή

στο ευρύ επενδυτικό κοινό πολλοί θα θελήσουν να α-

ποκομίσουν κέρδος με αυτό τον τρόπο. Αυτό όμως

θα σημαίνει ότι όλοι αυτοί θα θελήσουν να πουλήσουν

τις μετοχές τους στο τέλος της πρώτης περιόδου με

συνέπεια ο ρυθμός καθόδου d να ελαττωθεί και έτσι

κάποια στιγμή να γίνει μικρότερος του 1 + r. Πα-

ρόμοιος συλλογισμός μπορεί να διατυπωθεί στην πε-

ρίπτωση που A < B. Τέτοιες ευκαιρίες σίγουρου κέρ-

δους, όπως ονομάζονται, παρουσιάζονται συχνά στην

αγορά αλλά διατηρούνται για μικρό χρονικό διάστημα.
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Προθεσμιακά Συμβόλαια και Συμβόλαια Μελλοντικής

Εκπλήρωσης

Τα προθεσμιακά συμβόλαια λαμβάνουν μέρος μετα-

ξύ δυο ενδιαφερομένων οι οποίοι έχουν την υποχρέωση

μετά την πάροδο καθορισμένου χρόνου να ανταλλάξουν

περιουσιακά στοιχεία με προκαθορισμένο τρόπο. ΄Ε-

στω ότι ο A υποχρεούται να πουλήσει στον B μετά

από έναν χρόνο 100 μετοχές μιας συγκεκριμένης εται-

ρείας στην τιμή (παράδοσης) K ανά μετοχή την οποία

συμφωνούν την ημέρα που υπογράφουν το συμβόλαιο.

Σημειώστε ότι κανείς δεν γνωρίζει την τιμή της μετο-

χής μετά από ένα χρόνο επομένως υπάρχει και για τους

δυο ένα ρίσκο. Παρόμοιο είναι και το συμβόλαιο μελ-

λοντικής εκπλήρωσης με τη διαφορά ότι τέτοια συμ-

βόλαια είναι υπό διαπραγμάτευση στο χρηματιστήριο.

Είναι δηλαδή τυποποιημένα συμβόλαια (π.χ. 100 μετο-

χές της εταιρείας A μετά από τρεις μήνες) και διαπραγ-

ματεύονται την τιμή K.

Για ποιον λόγο υπάρχουν αυτά τα συμβόλαια; Υπο-
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θέστε ότι ο επενδυτής A διαισθάνεται ότι η τιμή μιας

μετοχής πρόκειται να κατέβει κατά τη διάρκεια του συμ-

βολαίου ενώ από την άλλη μεριά ένας άλλος επενδυτής

B φοβάται ότι η τιμή της μετοχής θα είναι υψηλή στο

τέλος του συμβολαίου. Σε αυτή την περίπτωση μπο-

ρούν να συνάψουν ένα συμβόλαιο όπως παραπάνω και

προφανώς κερδισμένος θα πρέπει να είναι (όταν η τιμή

παράδοσης είναι λογική) αυτός του οποίου η διαίσθηση

επαληθευτεί.

Ποιες είναι οι κινήσεις του A και ποιες του B μετά

τη σύναψη του συμβολαίου; Ο B μπορεί να καταθέσει

στην τράπεζα οποιαδήποτε στιγμή t ∈ [0, T ] το ποσό

Ke−r(T−t) το οποίο στη λήξη του συμβολαίου θα ε-

ίναι ίσο με την τιμή παράδοσης. Ο A προκειμένου να

πουλήσει τη μετοχή στον B θα πρέπει πρώτα να την

αγοράσει αν δεν είναι ήδη στην κατοχή του. Ποια είναι

η καταλληλότερη στιγμή αγοράς της μετοχής; Προφα-

νώς συμφέρει να την αγοράσει όταν η μετοχή πάρει τη

μικρότερη τιμή κατά τη διάρκεια του συμβολαίου αλλά

μην γνωρίζοντας το μέλλον δεν μπορεί να είναι σίγου-

ρος πότε είναι η κατάλληλη στιγμή. Διαπιστώνουμε
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ότι μετά τη σύναψη του συμβολαίου μόνο ο A έχει τη

δυνατότητα να ρισκάρει προκειμένου να κερδίσει πε-

ρισσότερα και αυτό επιλέγοντας το χρόνο αγοράς των

μετοχών.

Ο επενδυτής A θα μπορούσε να καταθέσει το ποσό

S0 στην τράπεζα τη χρονική στιγμή μηδέν και να λάβει

S0e
rT
χωρίς ρίσκο τη χρονική στιγμή T . Αν η τιμή πα-

ράδοσης K είναι μεγαλύτερη αυτού του ποσού τότε ο

A μπορεί να αγοράσει τις μετοχές τη στιγμή μηδέν και

στη λήξη του να τις πουλήσει στην τιμή K > S0e
rT

ανεξάρτητα από το πώς θα κινηθεί η μετοχή. Θα έχει

επομένως σίγουρο κέρδος, χωρίς ρίσκο, μεγαλύτερο

από την τοποθέτηση σε τράπεζα, κάτι το οποίο δεν

είναι δίκαιο. Με το ποσό, λοιπόν, S0e
rT
ο A έχει εκ-

μηδενίσει το ρίσκο. Αν ο B μπορεί να πουλήσει στο

χρόνο μηδέν δανεισμένες μετοχές τοποθετεί το ποσό

αυτό στην τράπεζα και στο χρόνο T είναι ίσο με S0e
rT
.

Στο χρόνο T αγοράζει τις μετοχές από τον A (και τις

επιστρέφει αφού τις είχε δανειστεί) στην τιμή S0e
rT
,

επομένως και ο B μπορεί να εκμηδενίσει το ρίσκο. ΄Ε-

τσι το ποσό S0e
rT
θεωρείται η δίκαιη τιμή παράδοσης
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αφού και οι δυο μπορούν να αντισταθμίσουν το ρίσκο

όταν ο B έχει τη δυνατότητα να πουλήσει δανεισμένες

μετοχές. Αν δεν έχει αυτή τη δυνατότητα τότε οι δυο

αντισυμβαλλόμενοι δεν είναι ισοδύναμοι απέναντι στο

ρίσκο όταν η τιμή παράδοσης είναι S0e
rT
.

Τα συμβόλαια αυτά είναι υπό διαπραγμάτευση (είτε

στο χρηματιστήριο είτε εξωχρηματιστηριακά) και επο-

μένως η τιμή παράδοσης K μπορεί να διαφέρει από την

S0e
rT
. Δίνουμε τον παρακάτω ορισμό που διαχωρίζει

αυτές τις έννοιες.

Ορισμός 8 Το ποσό S0e
rT
ονομάζεται αξία παράδο-

σης ενώ το ποσό K θα το ονομάζουμε τιμή παράδοσης

ενός προθεσμιακού συμβολαίου ή συμβολαίου μελλοντι-

κής εκπλήρωσης.

Η αξία παράδοσης είναι η λεγόμενη δίκαιη τιμή κα-

τά την οποία κανένα από τα δυο συμβαλλόμενα μέρη

δεν είναι κερδισμένο (εκ των προτέρων) ενώ η τιμή

παράδοσης είναι η τιμή που θα συμφωνήσουν μετά την

διαπραγμάτευση. Η τιμή μπορεί να διαφέρει από την

αξία ανάλογα με τις προσδοκίες των επενδυτών όσον
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αφορά το υποκείμενο αγαθό. Αν οι επενδυτές διαι-

σθάνονται ότι η τιμή της μετοχής θα ανέβει πολύ πάνω

από την σημερινή τιμή τότε η τιμή παράδοσης μπορε-

ί να συμφωνηθεί να είναι αρκετά μεγαλύτερη από την

αξία παράδοσης. Οι παραπάνω ισχυρισμοί ταιριάζουν

για οποιαδήποτε περίπτωση αγαθού στη θέση της με-

τοχής.

΄Ενα παράδειγμα το οποίο δεν αναφέρεται σε αγο-

ραπωλησία μετοχών αλλά αγαθών είναι η συμφωνία

πώλησης και παράδοσης πετρελαίου. Υποθέστε ότι ο

Α είναι πωλητής πετρελαίου και ο Β επιχειρηματίας ο

οποίος χρησιμοποιεί το πετρέλαιο ως βασική πηγή ε-

νέργειας. Ο Β χρειάζεται συγκεκριμένη ποσότητα πε-

τρελαίου κάθε χρόνο χωρίς όμως να είναι σε θέση να

αγοράσει μεγαλύτερη ποσότητα για λόγους αποθήκευ-

σης και φύλαξης. Ο Β για να είναι εξασφαλισμένος

ότι τον επόμενο χρόνο θα αγοράσει το πετρέλαιο που

χρειάζεται στη σημερινή τιμή και όχι στην μελλοντική

η οποία μπορεί να είναι αρκετά υψηλότερη, χρειάζεται

ένα προθεσμιακό συμβόλαιο με το οποίο θα εξασφα-

λίζει την τιμή αλλά και το ότι θα του παραδοθεί τον
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επόμενο χρόνο. Ο Α επίσης, με ένα τέτοιο συμβόλαιο

θα είναι σίγουρος για τις μελλοντικές του πωλήσεις

και έτσι αποθηκεύει την απαραίτητη ποσότητα πετρε-

λαίου και ταυτόχρονα «κλειδώνει» την τιμή πώλησης

της ποσότητας αυτής.
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Δικαιώματα Προαίρεσης

Ιδιαίτερο μαθηματικό ενδιαφέρον παρουσιάζουν τα

λεγόμενα δικαιώματα προαίρεσης. Υποθέστε ότι ο Α

συνάπτει ένα συμβόλαιο με τον Β το οποίο να υπο-

χρεώνει τον Α να πουλήσει στον Β ένα συγκεκρι-

μένο αριθμό μετοχών σε συγκεκριμένη τιμή (τιμή ε-

ξάσκησης) και σε συγκεκριμένη χρονική στιγμή στο

μέλλον (λήξη του συμβολαίου). Ο Β από την άλλη δεν

είναι υποχρεωμένος να το κάνει αλλά έχει το δικα-

ίωμα ανάλογα αν τον συμφέρει. Αν π.χ. η τιμή της

μετοχής στη λήξη του συμβολαίου, έστω ST , είναι με-

γαλύτερη της K τότε ο Β θα αγοράσει μετοχές από

τον Α φθηνότερα από ότι πωλούνται στην αγορά με

συνέπεια να κερδίσει την διαφορά τιμών.

Είναι προφανές ότι ο Β βρίσκεται σε πλεονεκτική

θέση έναντι του Α και επομένως κανένας δεν πρόκειται

να βρεθεί στη θέση του Α χωρίς κάποιο αντίτιμο. ΄Ετσι

λοιπόν ο Α συμφωνεί να βρεθεί σε αυτή τη μειονεκτική

θέση αν του δοθεί ένα ποσό από τον Β.

Το ερώτημα για τον Α είναι ποιο ποσό πρέπει να
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ζητήσει από τον Β. Αυτό εξαρτάται από το πώς θα

χρησιμοποιήσει τα χρήματα αυτά για να καλύψει τον Β

στην περίπτωση που εξασκήσει το δικαίωμα. Αν π.χ.

η τιμή της μετοχής ανέβει ψηλότερα από Κ τότε το

ποσό που διεκδικεί στην πραγματικότητα ο Β είναι το

ST −K (για κάθε μετοχή). Επομένως ο Α ουσιαστικά
πρέπει να καταβάλλει στον Β το ποσό αυτό.

Ας το δούμε σε ένα δέντρο μιας περιόδου. Ας υ-

ποθέσουμε ότι ο Α πρέπει να παραδώσει στον Β μια

μετοχή στο χρόνο 1 και σε τιμή Κ. Υποθέτουμε ε-

πίσης ότι S0 = 1, u = 2 και d = 1/2, K = 2/3.

Επομένως, το ποσό που θα κερδίσει ο Β στο χρόνο 1

φαίνεται σχηματικά

Σχήμα 11

Εφόσον ο Β έχει το δικαίωμα να εξασκήσει το συμ-

βόλαιο αν τον συμφέρει διαπιστώνουμε ότι δεν θα το
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κάνει αν η τιμή της μετοχής πέσει ενώ θα το εξασκήσει

αν ανέβει με κέρδος 4/3. Σχηματικά, φαίνεται παρα-

κάτω τα χρήματα που πρέπει να έχει στη διάθεσή του

ο Α σε κάθε περίπτωση

Σχήμα 12

Πώς θα έχει αυτά τα χρήματα; ΄Ενας τρόπος είναι να

χρησιμοποιήσει κατάλληλα τα χρήματα από την πώλη-

ση του συμβολαίου έτσι ώστε να κατασκευάσει κατάλ-

ληλο χαρτοφυλάκιο με αξίες τη χρονική στιγμή 1 αυτές

που χρειάζεται. ΄Οπως ήδη είδαμε ο Α μπορεί να υπο-

λογίσει το ποσό που του χρειάζεται για να κατασκευ-

άσει τέτοιο χαρτοφυλάκιο και αυτό το ποσό ακριβώς

θα ζητήσει από τον Β για να υπογράψει ένα τέτοιο

συμβόλαιο. Αν υποθέσουμε ότι r = 0.03 τότε το ποσό
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που χρειάζεται είναι

V0 =
1

1 + r

(
q
4

3
+ (1− q)0

)
=

0.35 · 4
3 · 1.03

= 0.45

ανά μετοχή. Με το ποσό αυτό θα αγοράσει μετοχές

και θα κάνει κατάθεση στην τράπεζα σύμφωνα με τους

τύπους

a =
4/3− 0

(2− 1/2) · 1
= 8/9

b =
2 · 0− 1/2 · 4/3
(2− 1/2) · 1.03

= −0.43

Δηλαδή θα αγοράσει 0.88 μετοχές και θα δανειστεί

0.43 από την τράπεζα, πάντοτε ανά μετοχή.

Αν η επιλογή των u, d προκύψει σωστή τότε είναι

σίγουρο ότι ο Α θα είναι σε θέση να καλύψει τον Β σε

κάθε περίπτωση. Θυμηθείτε όμως ότι τα u, d υπολο-

γίσθηκαν με βάση την παρελθοντική συμπεριφορά της

μετοχής και επομένως δεν είναι καθόλου σίγουρο αν

ακολουθήσει την ίδια και στο μέλλον.

Προφανώς παρόμοιοι υπολογισμοί μπορούν να γίνουν

και σε ένα δέντρο δυο περιόδων και το πρόβλημα α-
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νάγεται στο να υπολογίσουμε τις τιμές A4
2, A

3
2, A

2
2, A

1
2

που πρέπει να έχει το χαρτοφυλάκιο τη χρονική στιγμή

2 και επομένως ανάγεται στην κατασκευή χαρτοφυλακίου

προκαθορισμένης αξίας. Ας το δούμε σχηματικά,

Σχήμα 13

Το συμβόλαιο που περιγράψαμε λέγεται Ευρωπα-

ϊκό συμβόλαιο αγοράς. Με τον όρο Ευρωπαϊκό εννοο-

ύμε ότι ο αγοραστής (ο Β) του συμβολαίου μπορεί να

εξασκήσει το συμβόλαιο μόνο τη συγκεκριμένη χρο-

νική στιγμή, στη λήξη του. Ο όρος Ευρωπαϊκό δεν

είναι γεωγραφικός όρος, τέτοια συμβόλαια χρησιμο-

ποιούνται παντού. Επίσης το λέμε συμβόλαιο αγοράς
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διότι ο αγοραστής έχει το δικαίωμα να αγοράσει μετο-

χές από τον Α. Υπάρχει και το λεγόμενο Ευρωπαϊκό

δικαίωμα πώλησης με το οποίο ο Β έχει δικαίωμα να

πουλήσει στον Α μετοχές σε προκαθορισμένη τιμή. Σε

ένα τέτοιο συμβόλαιο ο Β θα είναι κερδισμένος αν η με-

τοχή πέσει κάτω από την τιμή Κ (πουλώντας τη στον

Α ακριβότερα). Για τον Α το μόνο που αλλάζει είναι

ο υπολογισμός των Ai
2 ούτως ώστε να αποφασίσει για

την τιμή πώλησης V0 του συμβολαίου. Σχηματικά, για

ένα Ευρωπαϊκό συμβόλαιο πώλησης έχουμε το παρα-

κάτω

Σχήμα 14
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έχοντας υποθέσει τα συνηθισμένα νούμερα.

Αμερικανικά Συμβόλαια

Τα συμβόλαια αυτά έχουν τη διαφορά με τα αντίστοι-

χα Ευρωπαϊκά ότι ο αγοραστής του συμβολαίου έχει το

δικαίωμα να εξασκήσει το συμβόλαιο ανά πάσα στιγμή

μέχρι τη λήξη του. Δηλαδή, σε ένα δέντρο τιμών 2

περιόδων έχει το δικαίωμα να εξασκήσει το συμβόλαιο

τις χρονικές στιγμές 1 ή 2, όποτε τον συμφέρει. Σε

ένα δικαίωμα αγοράς το ποσό που θα εισπράξει θα ε-

ίναι St − K αν αυτό είναι θετικό αλλιώς δεν θα το

εξασκήσει. Συνοπτικά, γράφουμε ότι το ποσό που θα

εισπράξει (και άρα το ποσό που πρέπει να έχει διαθέσι-

μο ο πωλητής του συμβολαίου) είναι

max{St −K, 0}

για το συμβόλαιο αγοράς, ενώ για το συμβόλαιο πώλη-

σης θα είναι

max{K − St, 0}

όπου St είναι η τιμή της μετοχής τη στιγμή που θα

επιλέξει να το εξασκήσει. Το πρόβλημα για την τι-
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μή που θα δώσει ο Α ανάγεται πάλι στην κατασκευή

χαρτοφυλακίου προκαθορισμένης αξίας με ενδιάμεσες

απαιτήσεις. Ας το δούμε σχηματικά, για ένα Αμερι-

κανικό συμβόλαιο αγοράς

Σχήμα 15

Γενικά, ο Β σε ένα Αμερικανικό συμβόλαιο θα ε-

ξασκήσει όποτε τον συμφέρει. Δεν γνωρίζει το μέλ-

λον όμως για να επιλέξει εκ των προτέρων τη χρονική

στιγμή εξάσκησης, επομένως ένα λογικό κριτήριο για

να εξασκήσει είναι να εξετάσει αν ισχύει η ανισότητα

Xn > V0(1 + r)n

όπου με Xn συμβολίζουμε το κέρδος του Β αν εξα-

51



σκήσει στο χρόνο n. Αν αυτό το κέρδος υπερβαίνει το

ποσό V0(1+ r)
n
(το οποίο είναι το κόστος του συμβο-

λαίου τοκιζόμενο για n χρονικές περιόδους) τότε τον

συμφέρει να το εξασκήσει τη χρονική στιγμή εκείνη

διότι θα έχει κερδίσει περισσότερα από ότι αν τοποθε-

τούσε τα V0 στην τράπεζα.

Στο παραπάνω παράδειγμα, κάνοντας τους υπολο-

γισμούς έχουμε σχηματικά

Σχήμα 16

Κάνοντας τους υπολογισμούς και αν η μετοχή α-

κολουθήσει συνεχή ανοδική πορεία τότε ο Β θα έχει

μεγαλύτερο κέρδος από κατάθεση σε τράπεζα αν εξα-

52



σκήσει τη χρονική στιγμή 2. Σε κάθε άλλη περίπτωση

κίνησης της μετοχής είτε θα έχει χάσει το ποσό των

0.527 που κατέβαλε για την αγορά του συμβολαίου ε-

ίτε η απολαβή του θα είναι μικρότερη από κατάθεση σε

τράπεζα.

Κατάλληλος χρόνος εξάσκησης

΄Εστω ένα Αμερικανικό συμβόλαιο αγοράς με K =

5/2, N = 3, u = 2, d = 1/2 και r = 1/2. Ας υπο-

θέσουμε ότι η μετοχή κινείται ανοδικά στις δυο πρώτες

περιόδους. Ο κάτοχος του δικαιώματος, στο χρόνο

n = 2, πρέπει να αποφασίσει αν θα εξασκήσει το δικα-

ίωμα ή όχι. Κάνοντας τους υπολογισμούς φαίνεται ότι

πρέπει να εξασκήσει στο χρόνο n = 2 διότι το κέρδος

του τότε θα είναι

(Suu2 −K)− V0(1 + r)2 = 3/2− 0.48(1 + 1/2)2 > 0

Ας σημειώσουμε ότι αν για κάποιο n ισχύει ότι

V A
n = Xn και αν υποθέσουμε ότι ο κάτοχος δεν εξα-

σκήσει σε αυτόν το χρόνο τότε ο πωλητής έχει περισ-

σότερα χρήματα στο χαρτοφυλάκιό του από ότι χρει-

άζεται για να προχωρήσει στο επόμενο βήμα.
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Συμβολίζουμε με Hn την παρακάτω ακολουθία,

Hn =

{
XN , για n = N,

max{Xn,
1

1+r

(
qHu

n+1 + (1− q)Hd
n+1

)
}, για n = N − 1, · · · , 0

Λέμε ότι η Hn είναι η δίκαιη τιμή (ή η αξία) του Α-

μερικανικού συμβολαίου κατά το χρόνο n. Η τιμή Hn

είναι λοιπόν το ελάχιστο ποσό που χρειάζεται ο πωλη-

τής τη χρονική στιγμή n για να είναι καλυμμένος για

τις επόμενες χρονικές στιγμές.

Διαπιστώνουμε ότι η αξία του χαρτοφυλακίου τη

χρονική στιγμή n = 2 είναι V2,2 = 2.44 > X2,2 και

επομένως ο πωλητής είναι επίσης κερδισμένος.

Σχήμα 17
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Στην περίπτωση που ο κάτοχος δεν εξασκήσει το

συμβόλαιο τη χρονική στιγμή n = 2 τότε ο πωλητής

έχει στην κατοχή του περισσότερα χρήματα από ότι

χρειάζεται για να προχωρήσει στην επόμενη χρονική

στιγμή. ΄Ετσι λοιπόν, μπορεί να επενδύσει μόνο αυ-

τά που χρειάζεται και να κρατήσει τα υπόλοιπα (πόσα

χρειάζεται και πόσα θα κρατήσει;) ή μπορεί να τα ε-

πενδύσει όλα.

Αν το συμβόλαιο είναι υπό διαπραγμάτευση στο

χρηματιστήριο τότε ενδέχεται ο αγοραστής να μπορεί

να πουλήσει το συμβόλαιο σε μεγαλύτερη τιμή από την

απολαβή αν το εξασκήσει. Η αξία του συμβολαίου τη

στιγμή n = 2 είναι πράγματι μεγαλύτερη από την απο-

λαβή και αποδεικνύεται παρακάτω ότι συμβαίνει πάντα

στα Αμερικανικά δικαιώματα αγοράς για κάθε n. Στην

εξωχρηματιστηριακή αγορά, τα συμβόλαια που πωλο-

ύνται είναι συνήθως πιο εξειδικευμένα (για τις ανάγκες

του αγοραστή) και είναι δυσκολότερο να πουλήσεις ένα

τέτοιο συμβόλαιο πριν τη λήξη του. Αν ο αγοραστής

έχει τη δυνατότητα να πουλήσει το υποκείμενο αγαθό

(χωρίς να το έχει) τότε προκύπτει ότι είναι προτιμότε-
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ρο να κάνει αυτή την κίνηση τη χρονική στιγμή n = 2

από το να εξασκήσει το δικαίωμα. Σε κάθε περίπτωση,

τη χρονική στιγμή n = 2 πρέπει να αποφασίσει το πώς

θα εκμεταλλευτεί το συμβόλαιο που έχει στην κατοχή

του.

Στην πράξη κάποιος θα μπορούσε να αγοράσει ένα

συμβόλαιο μόνο και μόνο για την περίπτωση όπου η

τιμή του υποκείμενου αγαθού ανέβει ή κατέβει περισ-

σότερο από τις ιστορικές εκτιμήσεις u, d. ΄Ετσι θα

είναι καλυμμένος σε μια περίπτωση ακραίας συμπεριφο-

ράς της τιμής του υποκείμενου αγαθού αλλά χαμένος

στην περίπτωση όπου η τιμή του υποκείμενου αγαθού

κινηθεί στα πλαίσια του παρελθόντος.

Γενικά Σχόλια

Διαπιστώνουμε ότι η τιμή V0 εξαρτάται από τις τι-

μές u, d που θα δώσει ο κάθε πωλητής. ΄Οπως πε-

ριγράψαμε μπορεί κάποιος να χρησιμοποιήσει ιστορικά

δεδομένα ενός μήνα, δυο μηνών, 1 χρόνου κτλ. Σε

κάθε μια περίπτωση θα υπολογίσει διαφορετικά u, d

και άρα θα δώσει διαφορετική τιμή V0. Οι τιμές u, d
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δεν είναι παρά μια υπόθεση για το μέλλον την οπο-

ία κανείς μπορεί να την κάνει και με γεγονότα που

συνέβησαν πρόσφατα και ακόμη δεν έχουν επιδράσει

στην κίνηση της μετοχής, π.χ. η εταιρεία προσέλαβε

νέο προσωπικό, άνοιξε νέα υποκαταστήματα στο εξω-

τερικό ή αντιθέτως ένα προϊόν της παρουσίασε σοβαρά

ελαττώματα και επομένως η μεταβλητότητα πρόκειται

να αλλάξει ραγδαία. Τα συμβόλαια τα οποία είναι υπό

διαπραγμάτευση στο οργανωμένο χρηματιστήριο πω-

λούνται σύμφωνα με την προσφορά και τη ζήτηση. Οι

τιμές τους αντικατοπτρίζουν τις προσδοκίες των επεν-

δυτών και στην ουσία αντικατοπτρίζεται η προσδοκία

των επενδυτών όσον αφορά τη μεταβλητότητα της υ-

ποκείμενης μετοχής αλλά και την άνοδο ή κάθοδο της

μετοχής στο μέλλον.

Θεωρήσαμε ως τώρα ότι ο ανατοκισμός είναι περιο-

δικός με επιτόκιο περιόδου r. Για διάφορους λόγους

είναι προτιμότερο να υποθέτουμε συνεχή ανατοκισμό.

Σε αυτή την περίπτωση αν r είναι το ετήσιο επιτόκιο

συνεχούς ανατοκισμού και T (σε χρόνια) ο τελικός

χρόνος για τον οποίο ενδιαφερόμαστε μπορούμε να χω-
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ρίσουμε το [0, T ] σε n ίσα υποδιαστήματα χρονικής δι-

άρκειας δ. Τότε μια νομισματική μονάδα που τοκίζεται

στον χρόνο μηδέν γίνεται erδ στον χρόνο ένα, ekrδ στον

χρόνο k κ.τ.λ. ΄Ολες οι σχέσεις που έχουμε αποδείξει

(ή που θα αποδείξουμε παρακάτω) υποθέτοντας περιο-

δικό ανατοκισμό ισχύουν και στον συνεχή ανατοκισμό

αντικαθιστώντας το 1 + r με το erδ.
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Παράδειγμα 9 Ας θεωρήσουμε ένα Αμερικανικό συμ-
βόλαιο πώλησης με τιμή εξάσκησης K = 1, u = 2,

d = 1/2 και r = 0.03 σε ένα διωνυμικό δέντρο δυο

περιόδων. Κάνοντας τους υπολογισμούς έχουμε ότι η

αρχική αξία του αντισταθμιστικού χαρτοφυλακίου είναι

ίση με V0 = 0.3139. Στην περίπτωση που η μετοχή

κατέβει κατά τη χρονική στιγμή n = 1 η απολαβή είναι

ίση με Xd
1 = 0.5 ενώ τα χρήματα που χρειάζεται να

έχει το χαρτοφυλάκιο για την επόμενη χρονική στιγμή

είναι Ed
1 = 0.4709 και επομένως η αξία του χαρτοφυλα-

κίου σε αυτό το χρονικό σημείο είναι ίση με V d
1 = 0.5.

Αν ο αγοραστής δεν εξασκήσει σε αυτή τη χρονική

στιγμή τότε περισσεύουν χρήματα στο χαρτοφυλάκιο

(0.5 − 0.4709) τα οποία ο πωλητής (και κάτοχος του

χαρτοφυλακίου) μπορεί να τα καταναλώσει.

Για ποιο λόγο ο αγοραστής θα αγοράσει ένα τέτοιο

συμβόλαιο και όχι να δημιουργήσει μόνος του ένα τέτοιο

αντισταθμιστικό χαρτοφυλάκιο; ΄Ενας πιθανός λόγος ε-

ίναι ότι ο πωλητής μπορεί να έχει τη δυνατότητα να κα-

τασκευάσει αντισταθμιστικό χαρτοφυλάκιο με λιγότερα

χρήματα, αν για παράδειγμα έχει τη δυνατότητα να δα-
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νείζει με μεγαλύτερο επιτόκιο. ΄Ενας ακόμη λόγος είναι

ότι ο αγοραστής του συμβολαίου θα πάρει τα χρήματα

τα οποία έχει συμφωνήσει ανεξάρτητα αν το αντισταθ-

μιστικό χαρτοφυλάκιο έχει αυτή την αξία. Ο πωλητής

του συμβολαίου μπορεί να πέσει έξω στους υπολογι-

σμούς των u, d με συνέπεια το αντισταθμιστικό του

χαρτοφυλάκιο να έχει μικρότερη αξία από την απολαβή

του αγοραστή. Παρόλα αυτά θα είναι υποχρεωμένος να

πληρώσει στον αγοραστή την απολαβή που έχει συμ-

φωνηθεί. Με αυτό το τρόπο δηλαδή, ο αγοραστής με-

ταθέτει τον κίνδυνο στον πωλητή.

΄Ενα ακόμη ερώτημα είναι το εξής: Η αρχική αξία

του αντισταθμιστικού χαρτοφυλακίου όπως κατασκευ-

άσθηκε είναι η μκρότερη δυνατή ή μήπως μπορούμε με

λιγότερα χρήματα να κατασκευάσουμε αντισταθμιστικό

χαρτοφυλάκιο; Σε αυτό θα απαντήσουμε παρακάτω και

θα δώσουμε τις προϋποθέσεις κάτω από τις οποίες είναι

πράγματι η μικρότερη δυνατή τιμή. Στην ουσία, συμ-

βολίζοντας με En το ποσό που χρειάζεται να έχει το

χαρτοφυλάκιο για να προχωρήσει στην επόμενη χρο-

νική στιγμή, αρκεί να μελετήσουμε τις προϋποθέσεις
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κάτω από τις οποίες το ποσό En μπορεί να είναι μι-

κρότερο.

Ελάχιστη τιμή συμβολαίου, Arbitrage και πληρότητα

Το μοντέλο που περιγράψαμε (το ότι η μετοχή μπο-

ρεί να πάρει δυο τιμές στην επόμενη χρονική περίοδο)

ονομάζεται διωνυμικό.

Arbitrage (ή αλλιώς ευκαιρία σίγουρου κέρδους)

είναι μια συγκεκριμένη ακολουθία χρηματιστηριακών

κινήσεων (ή αλλιώς στρατηγική επένδυσης) που κατα-

λήγει σε κέρδος με μηδενικό ρίσκο και μηδενικό αρχι-

κό κεφάλαιο. Στην αγορά σπάνια παρατηρείται τέτοια

ευκαιρία διότι όταν εμφανίζεται οι επενδυτές την εκμε-

ταλλεύονται με συνέπεια να πάψει να υπάρχει.

Με τη χρήση της απουσίας ευκαιρίας σίγουρου κέρ-

δους είμαστε σε θέση να βγάλουμε χρήσιμα συμπε-

ράσματα για τις πραγματικές τιμές των μετοχών και

των συμβολαίων, ιδιαίτερα για τη σχέση μεταξύ τους

αλλά δυστυχώς δεν μπορούμε να έχουμε και την τιμή

αυτή καθ΄ αυτή της μετοχής ή του συμβολαίου. Για το

λόγο αυτόν αναπτύσσουμε μοντέλα (όπως το διωνυ-
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μικό) με τα οποία (και κάτω από συγκεκριμένες υπο-

θέσεις) προσπαθούμε να καταγράψουμε τις τιμές των

μετοχών και συμβολαίων σε κάθε πιθανή περίπτωση

στο μέλλον.

Θεώρημα 10 Στο διωνυμικό μοντέλο δεν υπάρχουν
ευκαιρίες σίγουρου κέρδους ανν 0 < d < 1 + r < u.

Απόδειξη.
• ΄Εστω ότι δεν υπάρχουν ευκαιρίες σίγουρου κέρ-

δους. Ας υποθέσουμε ότι το (1 + r) /∈ (d, u) και ας

υποθέσουμε αρχικά ότι 1 + r ≤ d. Τότε μπορώ να

δανειστώ χρήματα από την τράπεζα για να αγοράσω

με αυτά μετοχές. Αν η τιμή της μετοχής στο χρόνο

μηδέν είναι S0 τότε το χαρτοφυλάκιο τη στιγμή 0 θα

έχει αξία

V0 = aS0 + b = 0

Αυτό συμβαίνει διότι όσα χρήματα δανείστηκα τα εξαρ-

γύρωσα σε μετοχές. Οπότε συνολικά έχω μηδενικό

κεφάλαιο στην κατοχή μου. Στο χρόνο 1 το χαρτοφυ-
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λάκιο θα έχει τις εξής αξίες

V u
1 = auS0 + b(1 + r) = aS0(u− (1 + r)) > 0,

V d
1 = adS0 + b(1 + r) = aS0(d− (1 + r)) ≥ 0

Δηλαδή στην περίπτωση που το 1+r ≤ d τότε έχω τη

δυνατότητα κέρδους από το μηδέν. Κατασκευάζω χαρ-

τοφυλάκιο με δανεικά χρήματα το οποίο στη χειρότερη

περίπτωση θα έχει μηδενική αξία (δεν θα έχω κέρδος

αλλά ούτε ζημιά) ενώ υπάρχει η περίπτωση να έχω κέρ-

δος χωρίς να έχω ρισκάρει. Δηλαδή έχουμε άτοπο με

την αρχική μας ότι 1 + r ≤ d. Παρόμοια συλλογιστι-

κή (πουλώντας δανεισμένες μετοχές και καταθέτοντας

το ποσό στην τράπεζα) μπορεί να κάνει κάποιος για

την περίπτωση που 1 + r ≥ u. Αναγκαστικά λοιπόν

0 < d < 1 + r < u.

• Για το αντίστροφο, υποθέτουμε ότι d < 1+r < u

οπότε πρέπει να αποδείξουμε ότι δεν μπορεί να δημιουρ-

γηθεί ευκαιρία σίγουρου κέρδους. ΄Εστω ότι μπορώ

να κατασκευάσω χαρτοφυλάκιο μηδενικής αξίας στον

χρόνο 0, δηλαδή

V0 = aS0 + b = 0
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και έστω ότι V u
1 > 0 και V d

1 ≥ 0. Τότε, αφού a > 0

(το οποίο προκύπτει από τις ανισότητες V u
1 > 0 και

u > 1 + r) προκύπτει ότι d ≥ 1 + r το οποίο είναι

άτοπο. Παρομοίως, αν υποθέσουμε ότι V u
1 ≥ 0 και

V d
1 > 0

Παρατήρηση 11 Ας υποθέσουμε ότι έχουμε τα αριθμη-
τικά στοιχεία από μια τράπεζα που αφορούν τα δάνεια

(καταναλωτικά, πιστωτικές κάρτες κ.τ.λ.) των τελευ-

ταίων 20 ετών. Δηλαδή γνωρίζουμε σε κάθε έτος ότι

δάνεισε το ποσό A και εισέπραξε το ποσό B μέσω πλη-

ρωμών των δανείων. Αν τα τελευταία 20 χρόνια τα

ποσά B είναι πάντοτε μεγαλύτερα από τα ποσά A τότε

μπορούμε να πούμε ότι για τη συγκεκριμένη τράπε-

ζα ο δανεισμός ήταν μια επένδυση χωρίς ρίσκο. Σε

αυτή τη περίπτωση θα έχει νόημα να μετρήσουμε το

μέσο επιτόκιο του κέρδους, το οποίο συμβολίζουμε με

R. Αν μετρήσουμε επίσης τους ετήσιους ρυθμούς α-

νόδου και καθόδου των μετοχών για τα τελευταία 20

χρόνια, ενδέχεται να βρούμε κάποια μετοχή για την ο-

ποία να ίσχυε u ≤ 1+R. Αυτό θα σημαίνει ότι υπήρχε
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ευκαιρία σίγουρου κέρδους. Ας σημειώσουμε ότι αυ-

τή την ευκαιρία σίγουρου κέρδους δεν μπορούν να την

εκμεταλλευτούν πολλοί και επομένως μπορεί να παρα-

μείνει για σχετικά μεγάλο χρονικό διάστημα. Γενικά

λοιπόν εμφανίζονται συχνά ευκαιρίες σίγουρου κέρδους

και αυτές διατηρούνται για χρονικό διάστημα το οποίο

είναι αντιστρόφως ανάλογο με την ένταση εκμετάλλευ-

σης της.

Ας ξαναγυρίσουμε στο δέντρο τιμών μιας περιόδου.

Αν A,B δοσμένοι αριθμοί έχουμε κατασκευάσει ένα

χαρτοφυλάκιο με αρχική αξία V0 και συγκεκριμένη στρα-

τηγική επένδυσης (a, b), δηλαδή αγορά μετοχών και

κατάθεση σε τράπεζα, έτσι ώστε το χαρτοφυλάκιο να

έχει στο χρόνο 1 τις τιμές A,B. Προκύπτει το α-

ντίστροφο ερώτημα. Με τα χρήματα V0 μπορεί κάποιος

να κατασκευάσει στρατηγική επένδυσης (a
′
, b

′
) που να

τον οδηγήσει σε τιμές μεγαλύτερες των A,B, π.χ.

A + ε1, B + ε2 με ε1, ε2 ≥ 0; Δηλαδή προκύπτει το
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σύστημα

a
′
uS0 + b

′
(1 + r) = A + ε1,

a
′
ds0 + b

′
(1 + r) = B + ε2

όπου a
′
, b

′
είναι τέτοια ώστε V0 = a

′
S0 + b

′
. Η λύση

του συστήματος είναι

a
′
=

A−B + ε1 − ε2
(u− d)S0

b
′
=

(B + ε2)u− (A + ε1)d

(u− d)(1 + r)

Σχηματίζουμε την ποσότητα a
′
S0 + b

′
και έχουμε

a
′
S0 + b

′
= aS0 +

ε1 − ε2
u− d

+ b +
ε2u− ε1d

(u− d)(1 + r)

= V0 +
ε1(1 + r − d) + ε2(u− (1 + r))

(u− d)(1 + r)

όπου χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι τα a, b είναι

τέτοια ώστε aS0 + b = V0. Η ποσότητα a
′
S0 + b

′

πρέπει επίσης να είναι ίση με V0 και για να ισχύει αυτό

αρκεί ε1(1+r−d)+ε2(u−(1+r)) = 0. Διαπιστώνου-

με εύκολα (κάτω από την υπόθεση d < 1+ r < u) ότι
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δεν υπάρχει τέτοιο χαρτοφυλάκιο που ξεκινά με V0 και

οδηγεί σε τιμές μεγαλύτερες των A,B.
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Ευκαιρία σίγουρου κέρδους και δίκαιη

τιμή πώλησης ενός συμβολαίου

Τα παρακάτω προέρχονται από την εργασία On the

Option Pricing by the Binomial Model.

΄Εστω ένα παράγωγο με χρόνο λήξης T . Διαμε-

ρίζουμε το χρονικό διάστημα σε υποδιαστήματα μήκους

δ > 0 έτσι ώστε Nδ = T για κάποιο N ∈ N. Αν r̂
είναι το ετήσιο επιτόκιο ανατοκισμού της χωρίς ρίσκο

επένδυσης τότε θεωρούμε το ισοδύναμο επιτόκιο r συ-

νεχούς ανατοκισμού, δηλαδή είναι τέτοιο ώστε er =

1 + r̂. Αρα 1 Ευρώ σε κάθε χρονική περίοδο δ τοκι-

ζόμενο γίνεται erδ.

Συμβολίζουμε με X ένα οποιοδήποτε παράγωγο

και με Xn την απολαβή του την χρονική στιγμή n.

Υποθέτουμε ότι ο κάτοχος του παραγώγου έχει δι-

καίωμα να το εξασκήσει κατά τις χρονικές στιγμές

e0 < e1 < · · · < em = T όπου e0 > 0, δηλα-

δή δεν έχει δικαίωμα να το εξασκήσει στην χρονική

στιγμή 0. Οι υπόλοιπες χρονικές στιγμές κατά τις ο-

ποίες δεν έχει δικαίωμα εξάσκησης συμβολίζονται με
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0 = k0 < k1 < · · · < kl < T . Το παράγωγο X μπο-

ρεί να είναι οποιουδήποτε τύπου, δηλαδή η απολαβή του

μπορεί να εξαρτάται από όλες τις τιμές της μετοχής στο

συγκεκριμένο μονοπάτι.

Μας ενδιαφέρει να δώσουμε ένα λογικό ορισμό για

την δίκαιη τιμή πώλησης ενός τέτοιου παραγώγου. ΄Ε-

νας συνηθισμένος τρόπος που υπάρχει στην βιβλιογρα-

φία είναι εφαρμόζοντας no arbitrage τεχνικές οπότε σε

αυτή την περίπτωση υπολογίζουμε την λεγόμενη arbi-

trage free τιμή του συμβολαίου. Σκοπός μας εδώ είναι

να δώσουμε ένα λογικό ορισμό της δίκαιης τιμής πώλη-

σης αλλά και τις συνθήκες στις οποίες μπορεί να γίνει

αυτό, χρησιμοποιώντας απλά μαθηματικά εργαλεία αλ-

λά όχι no arbitrage τεχνικές. Το σκεπτικό που θα

ακολουθήσουμε στηρίζεται στα λεγόμενα αντισταθμι-

στικά χαρτοφυλάκια, δηλαδή στην κατασκευή χαρτο-

φυλακίου προκαθορισμένης αξίας με ενδιάμεσες απαι-

τήσεις.

Είναι εύκολο να δούμε ότι ένα αντισταθμιστικό χαρ-

τοφυλάκιο για το παράγωγο X με πιθανή κατανάλωση
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είναι το επόμενο,

VN = XN

για n = 0, · · · , N − 1 θέτουμε

Vn =

{
max{Xej , e

−rδ(qV u
ej+1 + (1− q)V d

ej+1) όταν n = ej , για κάποιο j = 0, · · · ,m− 1

e−rδ(qV u
ki+1 + (1− q)V d

ki+1), όταν n = ki για κάποιο i = 0, · · · , l

an =
V u
n+1 − V d

n+1

(u− d)Sn
,

bn =
V d
n+1u− V u

n+1d

(u− d)erδ
,

cn =

{
max{Xen − e−rδ(qV u

en+1 + (1− q)V d
en+1), 0}, όταν n = ej , για κάποιο j = 0, · · · ,m− 1

0, όταν n = ki για κάποιο i = 0, · · · , l

Η σχέση που συνδέει τα παραπάνω είναι Vn = anSn+

bn + cn για n = 0, · · · , N − 1 ενώ VN = XN . Παρα-

τηρήστε ότι ο αγοραστής ενδέχεται να μην εξασκήσει

το δικαίωμα σε κάποια χρονική στιγμή en για την ο-

ποία ισχύει Ven = Xen > e−rδ(qV u
en+1 + (1− q)V d

en+1).

Αυτό σημαίνει ότι ο πωλητής μπορεί να καταναλώσει

το ποσό cn. Η αξία του χαρτοφυλακίου Vn όπως δίνε-

ται παραπάνω είναι μετά την κατανάλωση του ποσού∑n−1
k=1 ck.

Παρατήρηση 12 Ονομάζουμε το παραπάνω χαρτοφυ-
λάκιο θεμελιώδες και το συμβολίζουμε με (aX , bX).
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Ορισμός 13 Λέμε ότι το χαρτοφυλάκιο (ak, bk) αντισταθμίζει
το παράγωγο X αν Ven ≥ Xen, για n = 0, · · · ,m.
Λέμε ότι το αντισταθμιστικό χαρτοφυλάκιο (ak, bk) ε-

ίναι αποδεκτό από τον πωλητή αν αντισταθμίζει το

παράγωγο χωρίς να χρειάζεται να προσθέτει κατά την

διάρκεια του συμβολαίου επιπλέον χρήματα αλλά να α-

φήνει το περιθώριο για κατανάλωση συγκεκριμένου πο-

σού. Τέλος ένα αποδεκτό από τον πωλητή χαρτοφυλάκιο

θα ονομάζεται τίμιο αν ο αγοραστής μπορεί να εξα-

σκήσει κατάλληλα έτσι ώστε η απολαβή του να είναι α-

κριβώς ίση με την αξία του χαρτοφυλακίου και επιπλέον

η συνολική κατανάλωση να είναι μηδενική, δηλαδή να

υπάρχει κάποιος χρόνος en έτσι ώστε Ven = Xen και

ταυτόχρονα
∑en

k=1 ck = 0.

Προφανώς το θεμελιώδες χαρτοφυλάκιο είναι απο-

δεκτό από τον πωλητή και θα αποδείξουμε παρακάτω

ότι είναι πάντοτε τίμιο. Θα μπορούσαμε να ορίσουμε ως

δίκαιη τιμή πώλησης την αρχική τιμή του θεμελιώδες

χαρτοφυλακίου διότι ο πωλητής θα μπορεί να αποπλη-

ρώσει τον αγοραστή σε κάθε περίπτωση. Μια εύλογη
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όμως ερώτηση είναι η εξής: μήπως υπάρχει άλλο α-

ποδεκτό αντισταθμιστικό χαρτοφυλάκιο με μικρότερη

αρχική αξία; Αν υπάρχει τότε ο πωλητής μπορεί να κα-

λυφθεί με λιγότερα χρήματα. Παρακάτω θα εξετάσου-

με ακριβώς αυτό το ερώτημα και θα δώσουμε τις ικανές

και αναγκαίες συνθήκες κάτω από τις οποίες μπορούμε

να ορίσουμε την δίκαιη τιμή πώλησης.

Θεώρημα 14 Το ποσό V = e−rδ
(
qV u

n+1+(1−q)V d
n+1

)
είναι ίσο με την ελάχιστη δυνατή αξία του χαρτοφυλα-

κίου την χρονική στιγμή n έτσι ώστε οι αξίες του την

χρονική στιγμή n+1 να είναι τουλάχιστον ίσες με V u
n+1

και V d
n+1 αν και μόνο αν d ≤ erδ ≤ u.

Απόδειξη. Η Vn είναι η αξία του χαρτοφυλακίου την
χρονική στιγμή n το οποίο αποτελείται από an το πλήθος

μετοχές και bn ποσό σε επένδυση χωρίς ρίσκο, δηλα-

δή Vn = anSn + bn. Οι αξίες του χαρτοφυλακίου,

την χρονική στιγμή n + 1, θα είναι anuSn + bne
rδ
και

andSn + bne
rδ
. Σχηματίζουμε το σύστημα των εξι-
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σώσεων

anuSn + bne
rδ = V u

n+1

andSn + bne
rδ = V d

n+1

Λύνοντας το σύστημα με αγνώστους τα an, bn προ-

κύπτει ότι

an =
V u
n+1 − V d

n+1

(u− d)Sn
, bn =

V d
n+1u− V u

n+1d

(u− d)erδ

Παρατηρήστε ότι το σύστημα αυτό έχει πάντοτε λύση

και ότι είναι μοναδική (δείτε την ορίζουσα του συ-

στήματος).

Με απλούς υπολογισμούς, αντικαθιστώντας τα an, bn,

προκύπτει ότι

Vn = e−rδ
(
qV u

n+1 + (1− q)V d
n+1

)
Δηλαδή, αν την χρονική στιγμή n+1 οι αξίες του χαρ-

τοφυλακίου πρέπει να είναι τουλάχιστον ίσες με V u
n+1

και V d
n+1, τότε με το ποσό e

−rδ
(
qV u

n+1+(1− q)V d
n+1

)
μπορούμε να κατασκευάσουμε κατάλληλο χαρτοφυλάκιο

για να έχουμε τις ζητούμενες τελικές αξίες.
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• (Ευθύ) ΄Εστω ότι d ≤ erδ ≤ u. Θα αποδείξουμε

ότι το ποσό Vn = e−rδ
(
qV u

n+1 + (1− q)V d
n+1

)
είναι το

ελάχιστο δυνατό έτσι ώστε το χαρτοφυλάκιο να έχει

αξίες την χρονική στιγμή n τουλάχιστον ίσες με V u
n+1

και V d
n+1. ΄Εστω ότι υπάρχουν ε > 0 και ε1, ε2 ≥ 0

τέτοια ώστε με το ποσό Vn−ε να μπορούμε να βρούμε
κατάλληλα a′, b′ με Vn − ε = a′Sn + b′ και a′uSn +

b′erδ = V u
n+1 + ε1, a

′dSn + b′erδ = V d
n+1 + ε2.

Λύνοντας τις εξισώσεις με αγνώστους τα a′, b′ προ-

κύπτει ότι

a′ = an +
ε1 − ε2

(u− d)Sn︸ ︷︷ ︸
V1

b′ = bn +
ε2u− ε1d

(u− d)erδ︸ ︷︷ ︸
V2

Θα πρέπει να ισχύει επίσης ότι

Vn − ε = a′Sn + b′ = anSn + bn + V1Sn + V2 = Vn + V1Sn + V2
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Αντικαθιστώντας τα V1 και V2 προκύπτει η ισότητα

ε1(e
rδ − d) + ε2(u− erδ)

(u− d)erδ
= −ε (1)

Η ισότητα αυτή μπορεί να ικανοποιηθεί μόνο αν erδ /∈
[d, u] οπότε οδηγούμαστε σε άτοπο.

• (Αντίστροφο)Υποθέτουμε ότι το ποσό e−rδ
(
qV u

n+1+

(1 − q)V d
n+1

)
είναι το ελάχιστο δυνατό όπως το περι-

γράψαμε παραπάνω. Θα αποδείξουμε ότι υποχρεωτικά

ισχύει η ανισότητα d ≤ erδ ≤ u. ΄Εστω ότι δεν ισχύει

και ας υποθέσουμε ότι erδ < d. Τότε, για οποιο-

δήποτε ε > 0 διαλέγουμε ε2 = 0 και ε1 = ε(u−d)e
rδ

d−erδ
και επομένως τα a′, b′ όπως κατασκευάστηκαν παρα-

πάνω οδηγούν στις ζητούμενες τελικές αξίες οπότε

οδηγούμαστε σε άτοπο με την υπόθεση ότι το ποσό

e−rδ
(
qV u

n+1 + (1− q)V d
n+1

)
είναι το ελάχιστο δυνατό.

Παρόμοια και στην περίπτωση που u < erδ.

Παρατήρηση 15 Στην περίπτωση που δεν ισχύει η α-
νισότητα d ≤ erδ ≤ u τότε παρατηρούμε ότι με οποιο-

δήποτε ποσό V0 ∈ R στον χρόνο n (δηλαδή ακόμη και
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αρνητικό) μπορούμε να κατασκευάσουμε χαρτοφυλάκιο

με αξίες στον χρόνο n + 1 τουλάχιστον ίσες με V u
n+1

και V d
n+1.

Ορισμός 16 Συμβολίζουμε με RX
το υποσύνολο του

R το οποίο περιέχει τις σημερινές αξίες όλων των απο-
δεκτών από τον πωλητή χαρτοφυλακίων που αντισταθ-

μίζουν το παράγωγο X , δηλαδή τις τιμές V
(ak,bk)
0 όπου

(ak, bk) οποιοδήποτε αποδεκτό από τον πωλητή αντι-

σταθμιστικό χαρτοφυλάκιο του X .

Σημειώστε ότι το RX
είναι μη κενό αφού περιέχει

το ποσό V
(aX ,bX)
0 .

Πόρισμα 17 Ισχύει ότι d ≤ erδ ≤ u ανν το σύνολο

RX
είναι κάτω φραγμένο. Στην περίπτωση που το RX

είναι κάτω φραγμένο τότε το κάτω φράγμα του είναι το

V
(aX ,bX)
0 .

Απόδειξη. ΄Εχουμε υποθέσει ότι ο αγοραστής δεν
μπορεί να εξασκήσει στον χρόνο 0 άρα V0 = e−rδ(qV u

1 +

(1− q)V d
1 ).
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• (Ευθύ) ΄Εστω ότι d ≤ erδ ≤ u. Τότε εφαρ-

μόζοντας επανειλημμένα το θεώρημα 14 για n = N −
1, · · · , 0 προκύπτει ότι το RX

είναι κάτω φραγμένο και

μάλιστα το κάτω φράγμα του είναι το ποσό V
(aX ,bX)
0 .

• (Αντίστροφο) ΄Εστω ότι το σύνολο RX
είναι

κάτω φραγμένο. Θα αποδείξουμε ότι ισχύει η ανισότη-

τα d ≤ erδ ≤ u. Αν δεν ισχύει τότε από το θεώρημα

14 προκύπτει ότι το RX
δεν είναι κάτω φραγμένο διότι

έχουμε υποθέσει ότι ο αγοραστής δεν μπορεί να εξα-

σκήσει στον χρόνο 0 και επομένως με οποιοδήποτε πο-

σό (ακόμη και αρνητικό) μπορούμε να κατασκευάσου-

με κατάλληλο αντισταθμιστικό χαρτοφυλάκιο. Δηλα-

δή έχουμε άτοπο με την αρχική μας υπόθεση.

Στην περίπτωση που το RX
είναι κάτω φραγμένο

τότε ικανοποιείται η ανισότητα d ≤ erδ ≤ u οπότε το

κάτω φράγμα του είναι το ποσό V
(aX ,bX)
0 .

Ορισμός 18 (Δίκαιη Τιμή Πώλησης Συμβολαίου)

Αν d ≤ erδ ≤ u τότε η V
(aX ,bX)
0 ορίζεται να είναι η

δίκαιη τιμή πώλησης του παραγώγου X .
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Παρατήρηση 19 Σημειώστε ότι στην περίπτωση όπου
erδ /∈ [d, u] δεν μπορούμε να ορίσουμε την δίκαιη τι-

μή πώλησης του παραγώγου X με κανένα τρόπο δι-

ότι μπορούμε να κατασκευάσουμε αποδεκτό αντισταθμι-

στικό χαρτοφυλάκιο με οσοδήποτε μικρή αρχική αξία.

Επίσης, έχουμε δώσει τον ορισμό της δίκαιης τιμής

πώλησης ενός συμβολαίου ακόμη και στην περίπτωση

όπου erδ = d το οποίο σημαίνει ότι το επιτόκιο είναι

αρνητικό. Δηλαδή έχουμε συμπεριλάβει περισσότερες

περιπτώσεις από ότι (ίσως) στην πραγματικότητα συμ-

βαίνουν. Τέλος, θα μπορούσε κάποιος να δώσει ένα

διαφορετικό ορισμό της δίκαιης τιμής πώλησης ενός

συμβολαίου μόνο στην περίπτωση που erδ /∈ [d, u]. Αυ-

τός όμως ο ορισμός θα είχε νόημα αν η τιμή πώλησης

ήταν μικρότερη από αυτή που έχουμε ορίσει παραπάνω

ή αν η μαθηματική πολυπλοκότητα του ορισμού ήταν

μικρότερη!

Παρατήρηση 20 Αν d = erδ τότε με το ποσό e−rδ
(
qV u

n+1+

(1−q)V d
n+1

)
, θέτοντας ε = ε2 = 0, μπορούμε να κατα-

σκευάσουμε χαρτοφυλάκιο με τελικές αξίες V u
n+1 + ε1
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και V d
n+1 για οποιοδήποτε ε1. Δηλαδή, ενώ δεν μπο-

ρούμε με μικρότερο ποσό να έχουμε τις ζητούμενες τε-

λικές αξίες μπορούμε με το ποσό αυτό να έχουμε με-

γαλύτερη αξία στην περίπτωση που η μετοχή ανέβει.

Παρόμοια και στην περίπτωση που u = erδ. Δηλαδή

σε αυτές τις δυο περιπτώσεις υπάρχει μονοπάτι (της τι-

μής της μετοχής) στο οποίο ο αγοραστής δεν μπορεί

να εξασκήσει κατάλληλα έτσι ώστε να μην περισσέψουν

χρήματα στο αντισταθμιστικό χαρτοφυλάκιο και άρα το

χαρτοφυλάκιο δεν είναι τίμιο.

Θεώρημα 21 Το θεμελιώδες χαρτοφυλάκιο (aX , bX) ε-
ίναι πάντοτε τίμιο. Στο διωνυμικό μοντέλο ισχύει ότι

d < erδ < u ανν το σύνολο RX
είναι κάτω φραγ-

μένο (στην περίπτωση αυτή το ελάχιστο είναι το πο-

σό V
(aX .bX)
0 ) και ταυτόχρονα με το ποσό V

(aX .bX)
0 δεν

μπορούμε να κατασκευάσουμε αποδεκτό χαρτοφυλάκιο

το οποίο να μην είναι τίμιο.

Απόδειξη. Σημειώστε ότι Vek ≥ Xek για κάθε k =

0, · · · ,m. Θα αποδείξουμε ότι το θεμελιώδες αντι-
σταθμιστικό χαρτοφυλάκιο είναι τίμιο αποδεικνύοντας
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ότι υπάρχει κάποιο j = 0, · · · ,m τέτοιο ώστε Vej =

Xej και
∑ej

i=0 ci = 0. Συμβολίζουμε με

j = min{k ∈ {0, · · · ,m} : Vek = Xek}
Από την κατασκευή του θεμελιώδους αντισταθμιστι-

κού χαρτοφυλακίου έχουμε ότι VN = XN οπότε ej ≤
N . Για το j αυτό προφανώς ισχύει ότι Vej = Xej

και ότι cn = 0 για n = 0, · · · , ej. Επομένως υ-
πάρχει πάντοτε κάποιο j ∈ {0, · · · ,m} τέτοιο ώστε
Vej = Xej και

∑ej
i=0 ci = 0.

• ΄Εστω d < erδ < u. Από το Πόρισμα 17 προ-

κύπτει ότι το RX
είναι κάτω φραγμένο και το ελάχιστο

είναι το ποσό V
(aX ,bX)
0 . Επιπλέον, από την απόδει-

ξη του θεωρήματος 14 προκύπτει ότι ε = ε1 = ε2

επομένως με το ποσό V
(aX ,bX)
0 δεν μπορούμε να κατα-

σκευάσουμε αποδεκτό χαρτοφυλάκιο το οποίο να μην

είναι τίμιο.

• ΄Εστω ότι το RX
είναι κάτω φραγμένο, σε αυτή

την περίπτωση το ελάχιστο θα είναι το ποσό V
(aX ,bX)
0 ,

και υποθέτουμε ότι με το ποσό αυτό δεν μπορούμε να

κατασκευάσουμε αποδεκτό χαρτοφυλάκιο το οποίο να
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μην είναι τίμιο. Από το Πόρισμα 17 έχουμε την ανι-

σότητα d ≤ erδ ≤ u. ΄Εστω ότι d = erδ ή ότι u = erδ.

Τότε από την Παρατήρηση 20 προκύπτει ότι με το πο-

σό V
(aX ,bX)
0 μπορούμε να κατασκευάσουμε αποδεκτό

χαρτοφυλάκιο το οποίο δεν είναι τίμιο επομένως έχου-

με άτοπο. Δηλαδή υποχρεωτικά οι ανισότητες είναι

αυστηρές.

Συχνά στην βιβλιογραφία ο χρόνος ej όπως ορίσθη-

κε στην παραπάνω απόδειξη, δηλαδή η πρώτη φορά

που η αξία του χαρτοφυλακίου είναι ίση με την απο-

λαβή και ταυτόχρονα ο κάτοχος του συμβολαίου έχει

δικαίωμα εξάσκησης, ονομάζεται βέλτιστος χρόνος

εξάσκησης. Αυτό δεν έχει να κάνει με το βέλτιστο

κέρδος του αγοραστή αλλά με το ότι εξασκώντας σε

αυτή την χρονική στιγμή δεν περισσεύουν χρήματα στο

αντισταθμιστικό χαρτοφυλάκιο. Για τον ιδανικό χρόνο

εξάσκησης, όσον αφορά τον αγοραστή, δείτε το εδάφιο

;;, όπου εκεί είναι ξεκάθαρο ότι στο μονοπάτι uud ε-

ίναι προτιμότερο να εξασκήσει στον χρόνο n = 2 ενώ

ο βέλτιστος χρόνος εξάσκησης είναι ο n = 3.
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Παρατήρηση 22 Ο ορισμός της δίκαιης τιμής πώλη-
σης όπως ορίσθηκε παραπάνω είναι ανεξάρτητος από

την δυνατότητα ο αγοραστής του συμβολαίου να κα-

τασκευάσει αντίθετο ή παρόμοιο χαρτοφυλάκιο και ε-

ίναι καλά ορισμένος ακόμη και στις περιπτώσεις όπου

d = erδ ή u = erδ. Παρατηρήστε ότι καθώς το δ → 0

η δίκαιη τιμή αλλάζει. Παρακάτω, κάνοντας ακόμη

μια υπόθεση, θα αποδείξουμε ότι συγκλίνει. Η πα-

ραπάνω οπτική είναι ιδιαίτερα απλή συγκρινόμενη με

την αντίστοιχη πιθανοθεωρητική προσέγγιση. Στην

περίπτωση των Αμερικανικών συμβολαίων μάλιστα θα

λέγαμε ότι η πιθανοθεωρητική προσέγγιση είναι «απα-

γορευτική» από την άποψη της μαθηματικής πολυπλο-

κότητας (δείτε για παράδειγμα το [;], Θεώρημα 423).

Παράδειγμα 23 Θεωρείστε ένα call option με τιμή
εξάσκησης K = 1 και υποκείμενο αγαθό με σημερι-

νή αξία S0 = 1. Εργαστείτε με το διωνυμικό μοντέλο

μιας περιόδου για να αποτιμήσετε αυτό το συμβόλαιο

θεωρώντας ότι r = 0 για ευκολία. Υποθέστε ότι έχετε
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εκτιμήσει τους ρυθμούς ανόδου και καθόδου και είναι

u = 2 και d = 1/2. ΄Εστω όμως ότι στην πράξη οι

ρυθμοί προκύπτουν διαφορετικοί και ας τους συμβο-

λίσουμε με û και d̂. Με το χαρτοφυλάκιο που θα έχετε

κατασκευάσει θα είσαστε καλυμμένοι; Πόσα επιπλέον

χρήματα πρέπει να δώσετε εκτός από την αξία του χαρ-

τοφυλακίου στον αγοραστή στην περίπτωση που η αξία

της μετοχής ανέβει και όταν û > u; Αν û → ∞ η

ζημιά μήπως συγκλίνει στο άπειρο; Ο πωλητής και ο

αγοραστής είναι ισοδύναμοι απέναντι στον κίνδυνο; Α-

ποδείξτε ότι ο πωλητής θα έχει κέρδος αν û < u ενώ θα

έχει μηδενικό κέρδος ή και ζημιά αν û ≥ u. Συνεπώς,

επειδή ο λόγος που κάποιος θα βρεθεί στη θέση του

πωλητή είναι κερδοσκοπικός, ο πωλητής θα πρέπει να

επιλέξει ως u κάποιον αριθμό μεγαλύτερο του û. Τον û

όμως θα τον γνωρίζει όταν θα έχει λήξει το συμβόλαιο

για αυτό το λόγο λέμε ότι πρόκειται για ένα παιχνίδι

πρόβλεψης.

Παράδειγμα 24 Θεωρείστε ένα put option με τιμή

εξάσκησης K = 1 και υποκείμενο αγαθό με σημερινή
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αξία S0 = 1. Εργαστείτε με το διωνυμικό μοντέλο μιας

περιόδου για να αποτιμήσετε αυτό το συμβόλαιο θεω-

ρώντας ότι r = 0 για ευκολία. Υποθέστε ότι έχετε εκτι-

μήσει τους ρυθμούς ανόδου και καθόδου και είναι u = 2

και d = 1/2. ΄Εστω όμως ότι στην πράξη οι ρυθμοί

προκύπτουν διαφορετικοί και ας τους συμβολίσουμε με

û και d̂. Προφανώς η απολαβή ενός τέτοιου συμβολαίου

είναι άνω φραγμένη από τοK επομένως ο πωλητής δεν

διατρέχει κίνδυνο χρεοκοπίας. Αν όμως κατασκευάσει

αντισταθμιστικό χαρτοφυλάκιο σύμφωνα με το διωνυ-

μικό μοντέλο τότε θα πρέπει να δανεισθεί μετοχές το

οποίο όμως είναι εξαιρετικά επικίνδυνο στη περίπτωση

που το û είναι πολύ μεγαλύτερο του u. Αυτό σημα-

ίνει ότι ενώ η απολαβή είναι άνω φραγμένη ο κίνδυνος

χρεοκοπίας εμφανίζεται με την κατασκευή του αντι-

σταθμιστικού χαρτοφυλακίου! Σε μια τέτοια περίπτω-

ση ο πωλητής θα μπορούσε να αγοράσει και αντίστοιχο

πλήθος call option έτσι ώστε να φράξει από πάνω την

πιθανή ζημιά. Αποδείξτε ότι ο πωλητής θα έχει κέρδος

αν û < u ενώ θα έχει μηδενικό κέρδος ή και ζημιά αν

û ≥ u. Συνεπώς, επειδή ο λόγος που κάποιος θα βρεθεί
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στη θέση του πωλητή είναι κερδοσκοπικός, ο πωλητής

θα πρέπει να επιλέξει ως u κάποιον αριθμό μεγαλύτερο

του û. Τον û όμως θα τον γνωρίζει όταν θα έχει λήξει

το συμβόλαιο για αυτό το λόγο λέμε ότι πρόκειται για

ένα παιχνίδι πρόβλεψης.

Παρατήρηση 25 Μελετήσαμε το διωνυμικό μοντέλο
για την κατασκευή αντισταθμιστικού χαρτοφυλακίου.

Ο λόγος που υπάρχουν τέτοια συμβόλαια είναι καθα-

ρά κερδοσκοπικός και για τις δυο πλευρές αν και στην

πλευρά του αγοραστή υπάρχει επιπλέον και ο λόγος της

εξασφάλισης. Αν η μελλοντική μεταβλητότητα της

μετοχής προκύψει ίδια με αυτή που υπέθεσε ο πωλη-

τής τότε το κέρδος του θα είναι μηδενικό. Αν προκύψει

μικρότερη θα έχει κέρδος ενώ αν προκύψει μεγαλύτε-

ρη θα έχει ζημιά. Για το λόγο αυτό θα πρέπει να δώσει

ιδιαίτερο βάρος στην εκτίμηση της μελλοντικής μετα-

βλητότητας.

Τα συμβόλαια μπορούμε να τα χωρίσουμε σε δυο

ομάδες: σε αυτά των οποίων οι απολαβές δεν είναι άνω

φραγμένες, όπως τα συμβόλαια αγοράς, και σε αυτά
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των οποίων οι απολαβές είναι άνω φραγμένες, όπως τα

συμβόλαια πώλησης. Στην πρώτη περίπτωση υπάρχει

ο κίνδυνος χρεοκοπίας για τον πωλητή αφού το ποσό

που θα πρέπει να καταβάλλει μπορεί να είναι οσοδήποτε

μεγάλο. Στη δεύτερη περίπτωση το ποσό της απολαβής

είναι άνω φραγμένο οπότε ο κίνδυνος χρεοκοπίας είναι

μηδενικός. ΄Ομως, αν ο πωλητής κατασκευάσει αντι-

σταθμιστικό χαρτοφυλάκιο δανειζόμενος μετοχές τότε

αυτομάτως δημιουργείται κίνδυνος χρεοκοπίας διότι θα

πρέπει να επιστρέψει τις μετοχές σε τιμή η οποία μπο-

ρεί να είναι οσοδήποτε μεγάλη! Δηλαδή σε μια τέτοια

περίπτωση ίσως είναι καλύτερο να μη κατασκευάσει

αντισταθμιστικό χαρτοφυλάκιο! Αυτό είναι ένα μειο-

νέκτημα της μεθόδου τιμολόγησης μέσω αντισταθμι-

στικών χαρτοφυλακίων αλλά όχι το μοναδικό. Σε κάθε

αναπροσαρμογή του χαρτοφυλακίου υπάρχουν τα κόστη

συναλλαγής τα οποία επίσης θα πρέπει να υπολογισθούν

και να προστεθούν στην αρχική αξία. Επίσης, τα πι-

θανά μερίσματα των δανεισμένων μετοχών μπορούν να

δημιουργήσουν προβλήματα αλλά και ο δανεισμός μετο-

χών μπορεί να είναι ανέφικτος στην πράξη. Υπάρχουν
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δηλαδή πολλά πρακτικά προβλήματα στην εφαρμογή

των αντισταθμιστικών μεθόδων τιμολόγησης τα οποία

ο πωλητής θα πρέπει να λάβει υπόψη του.

Αν θέλουμε να τιμολογήσουμε ένα συμβόλαιο με

περισσότερα από ένα υποκείμενα αγαθά μέσω αντισταθ-

μιστικού χαρτοφυλακίου μπορούμε να κάνουμε το εξής:

να κατασκευάσουμε ένα χαρτοφυλάκιο τη χρονική στιγ-

μή 0 έτσι ώστε

V0 = a1S1 + · · · + adSd + b

όπου S1, · · · , Sd είναι οι σημερινές τιμές των αγαθών
και b ποσό σε τράπεζα. Θα πρέπει να υπολογίσουμε τα

a1, · · · , ad ∈ R+ και b ∈ R έτσι ώστε με την ελάχιστη
αρχική αξία V0 να ισχύει ότι οι τελικές αξίες να είναι

τ.ω. VT ≥ PT . Διαλέξαμε τα a1, · · · , ad θετικά για να
αποφύγουμε δανεισμό μετοχών. Αν όμως θέλουμε να το

κάνουμε αυτό μπορούμε να αγοράσουμε και ένα call op-

tion για κάθε δανεισμένη μετοχή προκειμένου να εξα-

σφαλιστούμε. Υπολογίζουμε και τα διάφορα κόστη για

την κατασκευή αυτού του χαρτοφυλακίου πριν δώσουμε

την προσφορά μας στον αγοραστή. Για την κατασκευή
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αυτού του χαρτοφυλακίου θα χρειαστεί να εκτιμήσουμε

τις μελλοντικές μεταβλητότητες των μετοχών. Ο πω-

λητής θα επιλέξει αν αυτές θα είναι ο μέσος όρος των

παρελθοντικών μεταβλητοτήτων ή μεγαλύτερες. ΄Οσο

μεγαλύτερες μεταβλητότητες υποθέσει τόσο πιο σίγου-

ρο είναι το κέρδος αλλά ταυτόχρονα και πιο ακριβό το

χαρτοφυλάκιο.

Ας δούμε όμως και έναν εντελώς διαφορετικό τρόπο

τιμολόγησης οποίος δεν στηρίζεται σε κατασκευή αντι-

σταθμιστικού χαρτοφυλακίου και επομένως δεν προ-

βληματίζουν τα κόστη συναλλαγής, το αν μπορεί να

δανεισθεί χρήματα ή μετοχές ανά πάσα στιγμή κ.τ.λ.

Ο πωλητής μπορεί να σκεφτεί ως εξής: με ποιο ποσό

κατά πάσα πιθανότητα θα είμαι καλυμμένος, ειδικά αν

πρόκειται για συμβόλαιο του οποίου η απολαβή δεν ε-

ίναι άνω φραγμένη; Ας δούμε μια πιθανή απάντηση σε

αυτό μέσω του επόμενου παραδείγματος.

Παράδειγμα 26 ΄Εστω ότι έχουμε δυο υποκείμενα α-
γαθά με αξίες S, V και έστω ότι θέλουμε να αποτι-
μήσουμε ένα συμβόλαιο με απολαβή X = max{S −
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V, 0} κατά το χρόνο λήξης T με S0 = V0 = 1. Μπο-
ρούμε να χρησιμοποιήσουμε το διωνυμικό μοντέλο για

να υπολογίσουμε πιθανές αξίες οι οποίες θα ήταν α-

ποδεκτές από τον πωλητή. Υποθέτουμε για ευκολία

ότι εφαρμόζουμε το διωνυμικό μοντέλο για μια περίοδο

και ότι έχουμε υπολογίσει τους ρυθμούς ανόδου και κα-

θόδου της κάθε μετοχής, δηλαδή u1 = 2, d1 = 1/2 και
u2 = 3/2, d2 = 2/3 καθώς και την πιθανότητα ανόδου
της κάθε μετοχής, δηλαδή p1 = 2/3 και p2 = 1/2. Θα
υπολογίσουμε τις απολαβές μετά από μια περίοδο κα-

θώς και την πιθανότητα να έχει αυτή την απολαβή το

συμβόλαιο. ΄Ετσι θα έχουμε

P u1u2 = max{Su1 − V u2 , 0} = {2− 3/2, 0} = 1/2, wu1u2 = p1p2 = 1/3

P u1d2 = max{Su1 − V d2 , 0} = {2− 2/3, 0} = 4/3, wu1d2 = p1(1− p2) = 1/3

P d1u2 = max{Sd1 − V u2 , 0} = {1/2− 3/2, 0} = 0, wd1u2 = (1− p1)p2 = 1/6

P d1d2 = max{Sd1 − V d2 , 0} = {1/2− 2/3, 0} = 0, wd1d2 = (1− p1)(1− p2) = 1/6

όπου P είναι οι πιθανές απολαβές και w οι αντίστοιχες

πιθανότητες τους. Τοποθετούμε τις απολαβές μαζί με

τις αντίστοιχες πιθανότητες κατά σειρά, ως εξής

4/3 1/3

1/2 1/3

0 1/6

0 1/6
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Διαλέγοντας ως τιμή πώλησης την 1/2 η πιθανότη-

τα η απολαβή να είναι μεγαλύτερη αυτής είναι ίση με

1−1/3−1/6−1/6. Προφανώς, για να έχουμε καλύτε-

ρη εκτίμηση θα πρέπει να διακριτοποιήσουμε σε περισ-

σότερες χρονικές υποπεριόδους το χρονικό διάστημα

[0, T ].

Ο πωλητής, ο οποίος θα διακινδυνεύσει τα χρήματα

του, θα αποφασίσει τελικά με ποιο τρόπο θα σκεφθεί

προκειμένου να αποφασίσει για τη τιμή πώλησης ενός

συμβολαίου. Εμείς (οι επιστήμονες) είμαστε υποχρε-

ωμένοι να του δώσουμε όλες τις εναλλακτικές προ-

σεγγίσεις που γνωρίζουμε, τους κινδύνους που έχουν

καθώς και πως θα εφαρμοστούν στην πράξη (π.χ. α-

ναδιαμόρφωση χαρτοφυλακίου) .

1 Διαχείριση Χαρτοφυλακίου

Υποθέστε ότι μας δίνεται το ποσό V0 με το οποίο έχου-

με τη δυνατότητα να κατασκευάσουμε χαρτοφυλάκιο,

να αγοράσουμε/πουλήσουμε, δηλαδή, αριθμό μετοχών
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και να καταθέσουμε/δανειστούμε χρήματα στην τράπε-

ζα. Στόχος μας είναι, θεωρώντας το διωνυμικό μο-

ντέλο μιας περιόδου, να κάνουμε τις καλύτερες δυνα-

τές κινήσεις έτσι ώστε στο χρόνο n = 1 να έχουμε

την καλύτερη δυνατή απόδοση.

΄Εστω p ∈ (0, 1) και q = 1 − p δοσμένα. Ας συμ-

βολίσουμε με V u
1 την αξία του χαρτοφυλακίου τη χρο-

νική στιγμή n = 1 στην περίπτωση που η τιμή της

μετοχής ανέβει και αντίστοιχα V d
1 την αξία του χαρ-

τοφυλακίου στην περίπτωση που η τιμή της μετοχής

κατέβει. Ψάχνουμε το κατάλληλο ζευγάρι (a, b) τ.ω.

V d
1 ≥ 0,

V u
1 ≥ 0,

V0 = aS0 + b

και ταυτόχρονα να μεγιστοποιείται η ποσότητα

pV u
1 + qV d

1

Κάνοντας τις πράξεις προκύπτει ότι

pV u
1 + qV d

1 = aS0

(
pu + qd− (1 + r)

)
+ V0(1 + r)
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Από τις τρεις πρώτες σχέσεις προκύπτει ότι

− V0(1 + r)

S0(u− (1 + r))
≤ a ≤ V0(1 + r)

S0(1 + r − d)

Αν pu+ qd ≥ 1 + r τότε η ζητούμενη ποσότητα μεγι-

στοποιείται όταν επιλέξουμε

a =
V0(1 + r)

S0(1 + r − d)
, b = V0 − aS0

ενώ αν pu + qd < 1 + r τότε η ζητούμενη ποσότητα

μεγιστοποιείται όταν

a = − V0(1 + r)

S0(u− (1 + r))
, b = V0 − aS0

2 Το διωνυμικό μοντέλο και η εξίσωση

των Black - Scholes

Χρησιμοποιώντας ένα διωνυμικό δέντρο μιας περιόδου

είναι σαν να υποθέτουμε ότι στον τελικό χρόνο T η

μετοχή θα έχει δυο πιθανές τιμές. Αντίστοιχα σε ένα

δέντρο 2 περιόδων υποθέτουμε ότι θα έχει 4 πιθανές τι-

μές και ούτω κάθε εξής. Στην πραγματικότητα όμως η
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τιμή της μετοχής στον τελικό χρόνο T έχει άπειρες πι-

θανές τιμές. Επομένως είναι λογικό να υποψιαζόμαστε

ότι αυξάνοντας τις περιόδους σε ένα διωνυμικό δέντρο

και άρα πολλαπλασιάζοντας τις πιθανές τιμές της με-

τοχής στον χρόνο T θα έχουμε ολοένα και καλύτερα

αποτελέσματα, πιο κοντά στη πραγματικότητα.

Θα υποθέσουμε ότι ud = 1 και επομένως αρκεί

να συσχετιστούν με μια μόνο παράμετρο, την σ, την

οποία θα ονομάζουμε μεταβλητότητα της μετοχής. Υ-

ποθέτουμε ότι το ετήσιο επιτόκιο συνεχούς ανατοκι-

σμού είναι r. Χωρίζουμε το χρονικό διάστημα [0, T ]

(T σε χρόνια) σε n ίσα υπο-διαστήματα μήκους δ. ΄Ο-

πως είδαμε ένα ποσό K με συνεχή ανατοκισμό γίνεται

Kerδ σε κάθε υποδιάστημα όταν το ετήσιο επιτόκιο

συνεχούς ανατοκισμού είναι r και το δ είναι σε έτη.

Σημειώστε ότι όλα τα αποτελέσματα που έχουν ανα-

φερθεί (ή που θα αναφερθούν στην συνέχεια) ισχύουν

αντικαθιστώντας το 1 + r με erδ.

Προκειμένου να αποδείξουμε ότι η δίκαιη τιμή πώλη-

σης ενός Ευρωπαϊκού δικαιώματος μέσω του διωνυμι-

κού μοντέλου συγκλίνει, υποθέτουμε ότι υπάρχει κάποιο

93



σ > 0 τέτοιο ώστε u = eσ
√
δ
και d = e−σ

√
δ
. Σημει-

ώστε ότι αυτό δεν ισχύει γενικά και μπορεί κάποιος

να το εξακριβώσει λαμβάνοντας πραγματικά δεδομένα.

Γενικά, στα εφαρμοσμένα μαθηματικά, όπως στα χρη-

ματοοικονομικά μαθηματικά, δυο είναι τα βασικά βήμα-

τα που κάνουμε. Το πρώτο είναι να καταγράψουμε

κάποιες υποθέσεις που αφορούν το φαινόμενο το οπο-

ίο μελετάμε και το δεύτερο είναι, με βάση τις υποθέσεις

αυτές, να καταγράψουμε και να αποδείξουμε διάφορες

ιδιότητες του. Στο πρώτο βήμα θα πρέπει να δικαιολο-

γήσουμε (πειραματικά ή χρησιμοποιώντας πραγματικά

δεδομένα) ότι οι υποθέσεις που έχουμε κάνει είναι λο-

γικές και ότι το φαινόμενο το οποίο μελετούμε σχεδόν

τις ικανοποιεί. ΄Ομως, για να είναι πλήρης η μελέτη μας,

θα πρέπει να εξετάσουμε πως επιδρούν οι μικρές διαφο-

ρές στις υποθέσεις στα τελικά συμπεράσματα. Διότι αν

η επίδραση είναι μεγάλη τότε δεν θα έχουμε αξιόπιστα

αποτελέσματα. Στην προκειμένη περίπτωση, αν υπο-

θέσουμε ότι υπάρχει κάποιο σ > 0 τ.ω. u = eσ
√
δ
και

d = e−σ
√
δ
, θα πρέπει να το δικαιολογήσουμε με βάση
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πραγματικά δεδομένα της αγοράς. Θα δούμε ότι για μι-

κρό δ τα πραγματικά δεδομένα σχεδόν ικανοποιούν την

υπόθεση αυτή. Αυτό το «σχεδόν» όμως μπορεί να κα-

ταστρέψει εντελώς την αξιοπιστία των αποτελεσμάτων

μας αν δεν μελετήσουμε την επίδραση του πάνω σε αυ-

τά. Αν δηλαδή η πραγματικότητα διαφέρει λίγο από τις

υποθέσεις που κάνουμε και ταυτόχρονα τα μαθηματικά

συμπεράσματα που έχουμε επίσης διαφέρουν λίγο από

τη πραγματικότητα τότε είμαστε σε καλό δρόμο. Για

ποιο λόγο όμως κάνουμε μια τέτοια υπόθεση; Ο λόγος

είναι ότι μας διευκολύνει στους μαθηματικούς μας υ-

πολογισμούς για αυτό το λόγο πολλές φορές είμαστε

υποχρεωμένοι να υποθέσουμε κάτι (το οποίο δεν θα

θέλαμε) μόνο και μόνο επειδή τα μαθηματικά μας θα

γίνουν απλούστερα.
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V (t, S)

V (t + δ, dS)

V (t + δ, uS)

dS

uS

t = kδ t = kδ + δ

Σχήμα 18: Διωνυμικό δέντρο μιας περιόδου. Αν οι αξίες την χρονική

στιγμή t = kδ + δ πρέπει να ίσες με V (t + δ, uS) και V (t + δ, dS) τότε η
ελάχιστη τιμή του χαρτοφυλακίου την χρονική στιγμή t = kδ είναι ίση με

V (t, S) = e−rδ
(
qV (t+ δ, uS) + (1− q)V (t+ δ, dS)

)
όπου q = erδ−d

u−d
όταν

d ≤ erδ ≤ u. Σημειώστε ότι V (t, S) = aS + b όπου a είναι το πλήθος
των μετοχών την χρονική στιγμή t και b το ποσό την χρονική στιγμή t
σε επένδυση χωρίς ρίσκο με επιτόκιο συνεχούς ανατοκισμού r. Σκοπός
μας είναι να αποδείξουμε ότι η V (t, S; δ) συγκλίνει καθώς δ → 0 σε μια
συνάρτηση V (t, S) η οποία ικανοποιεί μια εξίσωση με μερικές παραγώγους
παραβολικού τύπου.

Σημειώστε ότι για οποιεσδήποτε τιμές των r, σ υ-

πάρχει κάποιο n τέτοιο ώστε από κει και πάνω να μην

υπάρχει ευκαιρία σίγουρου κέρδους (δες Θεώρημα 10).

Παρακάτω θα χρησιμοποιήσουμε το θεώρημα του
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Taylor το οποίο είναι το εξής.

Θεώρημα 27 Αν η συνάρτηση f έχει συνεχείς πα-
ραγώγους μέχρι τάξεως n στο διάστημα [a, b] και η

f (n+1)(x) υπάρχει στο ανοικτό (a, b) τότε για κάθε x0, x ∈
[a, b] υπάρχει ξ ∈ (a, b) τ.ω.

f (x) = f (x0) +
f

′
(x0)

1!
(x− x0) + · · · + f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n

+
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
(x− x0)

n+1

Αν αναπτύξουμε γύρω από το x0 και υποθέσουμε ότι

η f (n)(x0) υπάρχει για κάθε n τότε για x = x0 + h

έχουμε ότι

f (x0 + h) = f (x0) +
f

′
(x0)

1!
h + · · · + f (n)(x0)

n!
hn + · · ·

αν και μόνο αν

Rn(h) = f (n+1)(ξ)
hn+1

(n + 1)!
→ 0 καθώς n→ ∞.

Θα χρησιμοποιήσουμε το θεώρημα Taylor στη συ-

νάρτηση f (x) = ex αναπτύσσοντας γύρω από το μηδέν

(δηλαδή x0 = 0) και διαλέγοντας h = σ
√
δ.
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Γράφουμε τότε

u = eσ
√
δ = 1 + σ

√
δ +

σ2

2
δ + o(δ),

d = e−σ
√
δ = 1− σ

√
δ +

σ2

2
δ + o(δ),

erδ = 1 + rδ + o(δ),

q =
erδ − d

u− d
= 1/2 +

1

2σ

(
r − σ2

2

)√
δ + o

(√
δ
)

όπου με o(δ) εννοούμε μια ποσότητα η οποία αν διαι-

ρεθεί με το δ συγκλίνει στο μηδέν καθώς δ → 0.

Συμβολίζουμε με V (t, S) την αξία ενός Ευρωπα-

ϊκού συμβολαίου την χρονική στιγμή t και όταν η τιμή

της μετοχής είναι S. Χρησιμοποιώντας το διωνυμικό

μοντέλο έχουμε

V (t, S) = e−rδ
(
qV (t + δ, uS) + (1− q)V (t + δ, dS)

)
Συμβολίζοντας με

V = V (t, S), V u = V (t + δ, uS), V d = V (t + δ, dS)

και

JδV (t, S) = −erδV + qV u + (1− q)V d
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έχουμε από το διωνυμικό μοντέλο ότι

JδV (t, S) = 0

Στο επόμενο θεώρημα θα χρησιμοποιήσουμε το θε-

ώρημα Taylor για συναρτήσεις δυο μεταβλητών το ο-

ποίο και διατυπώνουμε παρακάτω.

Θεώρημα 28 ΄Εστω η συνάρτηση δυο μεταβλητών f (x, y)
η οποία υποθέτουμε ότι έχει συνεχείς μερικές παρα-

γώγους μέχρι n + 1 τάξης. Τότε ισχύει το εξής,

f(a+ h, b+ k) = f(a, b) + (hDx + kDy)f(a, b) + · · ·+ 1

n!
(hDx + kDy)

nf(a, b)

+
1

(n+ 1)!
(hDx + kDy)

n+1f(a+ θh, b+ θk)

όπου θ ∈ (0, 1).

Σημειώστε ότι

(hDx + kDy)f (a, b) = h
∂f

∂x
(a, b) + k

∂f

∂y
(a, b) = hfx(a, b) + kfy(a, b)

Θεώρημα 29 Αν υποθέσουμε ότι η V (t, S) είναι αρκε-

τά ομαλή τότε

0 = LBS = lim
δ→0+

JδV (t, S)

δ
= 0
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όπου

LBSV (t, S) = Vt(t, S) +
σ2S2

2
VSS(t, S) + rSVS(t, S)− rV (t, S)

και ονομάζεται τελεστής Black-Scholes. Επιπλέον, το

πλήθος των μετοχών a(t, S) που πρέπει να έχει το α-

ντισταθμιστικό χαρτοφυλάκιο κατά την χρονική στιγ-

μή t και όταν η τιμή της μετοχής είναι S είναι ίσο με

VS(t, S).

Απόδειξη. Διαλέγουμε h = δ και k = (u − 1)S, α-
ναπτύσσουμε την V u

κατά Taylor γύρω από το (t, S)
και έπειτα αντικαθιστούμε τα u, d με τα αντίστοιχα α-
ναπτύγματα τους. Παρόμοια για την V d

όπου εκεί δια-

λέγουμε k = (d− 1)S. ΄Ετσι έχουμε

V u = V (t+ δ, uS) = V (t+ δ, S + (u− 1)S) = V + δVt + (u− 1)SVS +
1

2
(u− 1)2S2VSS + o(δ)

V d = V (t+ δ, dS) = V (t+ δ, S + (d− 1)S) = V + δVt + (d− 1)SVS +
1

2
(d− 1)2S2VSS + o(δ)

Παρατηρήστε ότι ο όρος

1

2
(δDt + (u− 1)SDS)

2V =
1

2
(u− 1)2S2VSS + o(δ)

Οι υψηλότερης τάξης όροι
1
n!(δDt + (u − 1)SDS)

nV

για n ≥ 3 είναι κλάσης o(δ). Παρόμοια και για την

V d
.
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΄Ομως

(u− 1)S = σS
√
δ + σ2Sδ + o(δ)

(d− 1)S = −σS
√
δ + σ2Sδ + o(δ)

Αρα

V u − V = σSVS
√
δ + LV δ + o(δ),

V d − V = −σSVS
√
δ + LV δ + o(δ)

όπου

LV = Vt +
σ2

2
SVS +

σ2S2

2
VSS

Οπότε

0 = JδV (t, S) = −erδV + qV u + (1− q)V d

= −(1 + rδ + o(δ))V + qV u + (1− q)V d

= −(q + (1− q))V − rδV − o(δ)V + qV u + (1− q)V d

= q(V u − V ) + (1− q)(V d − V )− rδV − o(δ)V

Αντικαθιστώντας τα V u − V , V d − V και q με τα

αναπτύγματα τους θα έχουμε τελικά

0 = JδV (t, S) = δLBSV + o(δ)
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Διαιρώντας με δ και λαμβάνοντας το όριο καθώς δ → 0

προκύπτει ότι η συνάρτηση V (t, S) ικανοποιεί την ε-

ξίσωση των Black-Scholes. Δηλαδή η αξία του συμβο-

λαίου τη χρονική στιγμή t και όταν η τιμή της μετοχής

είναι ίση με S δίνεται από την παρακάτω μερική διαφο-

ρική εξίσωση

Vt(t, S) +
σ2S2

2
VSS(t, S) + rSVS(t, S)− rV (t, S) = 0(2)

Το πλήθος των μετοχών στο αντισταθμιστικό χαρτο-

φυλάκιο είναι ίσο με

a(t, S; δ) =
V (t + δ, uS)− V (t + δ, dS)

(u− d)S

Χρησιμοποιώντας όπως πριν τα αναπτύγματα Taylor

και λαμβάνοντας το όριο καθώς δ → 0 προκύπτει ότι

a(t, S; δ) → VS(t, S).

Αν συγκεκριμένα έχουμε ένα συμβόλαιο αγοράς

τότε πρέπει επιπλέον να ικανοποιείται και μια τελική

συνθήκη η οποία είναι

V (T, S) = (S −K)+
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όπου K είναι η τιμή εξάσκησης.

Για την επίλυση της εξίσωσης Black-Scholes μπο-

ρείτε να δείτε το εδάφιο ;;.

Παρόμοιο αποτέλεσμα ισχύει για Αμερικανικού τύπου

συμβόλαια με τη διαφορά ότι το διωνυμικό μοντέλο συ-

γκλίνει σε μια μεταβολική ανισότητα αντί για μερική

διαφορική εξίσωση (δες [;]). Η διαφορά προκύπτει από

την ύπαρξη του maximum στην αναδρομική σχέση του

Hn οπότε η αντίστοιχη συνάρτηση (δηλαδή η H(t, S)

για τα Αμερικανικά δικαιώματα) δεν είναι ούτε μια φορά

συνεχώς παραγωγίσιμη.

3 Αναλογία αγοράς - πώλησης Ευρωπα-

ϊκών δικαιωμάτων

Θα συμβολίζουμε με

a+ = max{0, a},
a− = −min{0, a}
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Ισχύουν τα παρακάτω, για κάθε a ∈ R,

a− = max{0,−a} = (−a)+,
a+ = −min{0,−a} = (−a)−,
a = a+ − a−,

|a| = a+ + a−

΄Εστω ένα Ευρωπαϊκό δικαίωμα αγοράς με τιμή ε-

ξάσκησηςK και το αντίστοιχο δικαίωμα πώλησης. Συμ-

βολίζουμε με V E,call
n και V E,put

n τις αξίες των θεμε-

λιωδών χαρτοφυλακίων εργαζόμενοι σε ένα διωνυμικό

δέντροN -περιόδων. Θα αποδείξουμε διάφορες σχέσεις

που ικανοποιούνται μεταξύ αυτών των αξιών. Οι σχέσεις

αυτές αποδεικνύεται ότι ικανοποιούνται (περίπου, διότι

στη πράξη υπάρχει και το κόστος συναλλαγής) και α-

πό τις πραγματικές τιμές των συμβολαίων όταν ισχύει

1 + r ∈ [d, u].

Ισχύει η επόμενη αναλογία (put - call parity),

V E,call
n − V E,put

n = Sn −K
1

(1 + r)N−n , n = 0, · · · , N
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Πράγματι, για n = N έχουμε

V E,call
N − V E,put

N = (SN −K)+ − (K − SN)
+

= (SN −K)+ − (SN −K)−

= SN −K.

Υποθέτοντας ότι ισχύει για κάποιο n θα αποδείξουμε

ότι ισχύει και για n− 1. ΄Εχουμε ότι

V E,call
n−1 − V E,put

n−1

=

(
q(V u,E,call

n − V u,E,put
n ) + (1− q)(V d,E,call

n − V d,E,put
n )

)
1 + r

=

(
q(uSn−1 −K 1

(1+r)N−n) + (1− q)(dSn−1 −K 1
(1+r)N−n)

)
1 + r

= Sn−1 −K
1

(1 + r)N−n+1

4 Σχέση μεταξύ Ευρωπαϊκών και Αμερι-

κανικών δικαιωμάτων

Εν γένει είναι εύκολο να δούμε ότι
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V E
n ≤ Hn, n = 0, · · · , N

Πράγματι, για n = N έχουμε ότι

V E
N = XN = HN

όπου XN είναι η απολαβή του αγοραστή στο χρόνο N .

Υποθέτουμε ότι ισχύει για κάποιο n, δηλαδή

V E
n ≤ Hn

Θα αποδείξουμε ότι ισχύει και για n − 1. Μπορούμε

να γράψουμε

Hn−1 = max
{
Xn−1,

1

1 + r

(
qHu

n + (1− q)Hd
n

)}
≥ max

{
Xn−1,

1

1 + r

(
qV u,E

n + (1− q)V d,E
n

)}
= max{Xn−1, V

E
n−1}

≥ V E
n−1

΄Εστω τώρα ένα Ευρωπαϊκό συμβόλαιο αγοράς με

τιμή εξάσκησηςK και το αντίστοιχο Αμερικανικό συμ-
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βόλαιο. Αν r ≥ 0 τότε οι αξίες των συμβολαίων συ-

μπίπτουν, δηλαδή

V E,call
n = Hcall

n (όταν r ≥ 0), n = 0, · · · , N

Θα αποδείξουμε πρώτα ότι

V E,call
n ≥ Xn = (Sn −K)+ (όταν r ≥ 0), n = 0, · · · , N

χρησιμοποιώντας επαγωγή, οπότε ξεκινάμε για n = N

όπου έχουμε προφανώς V E,call
N = (SN − K)+. Υ-

ποθέτουμε ότι ισχύει για κάποιο n, δηλαδή V E,call
n ≥

Xn = (Sn − K)+ και θα αποδείξουμε ότι ισχύει για
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n− 1. ΄Εχουμε

Sn−1 −K =
(qu + (1− q)d)

1 + r
(Sn−1 −K)

=
1

1 + r

(
q(uSn−1 −K) + (1− q)(dSn−1 −K)

)
+

1

1 + r

(
qK(1− u) + (1− q)K(1− d)

)
≤ 1

1 + r

(
q(uSn−1 −K)+ + (1− q)(dSn−1 −K)+

)
+

1

1 + r

(
qK(1− u) + (1− q)K(1− d)

)
≤ 1

1 + r

(
qV u,E,call

n + (1− q)V d,E,call
n

)
= V E,call

n−1

όπου έχουμε χρησιμοποιήσει το γεγονός ότι 1 + r =

qu + (1− q)d και ότι

qK(1− u) + (1− q)K(1− d) = K −K(1 + r) ≤ 0

Επειδή V E,call
n−1 ≥ 0 τότε έχουμε ότι

Xn−1 ≤ V E,call
n−1
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Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι V E,call
n = Hcall

n

για n = 0, · · · , N όταν r ≥ 0. Επαγωγικά, ξεκινάμε

για n = N και προφανώς ισχύει η ισότητα. Υπο-

θέτουμε ότι ισχύει για κάποιο n και θα αποδείξουμε

ότι αναγκαστικά ότι θα ισχύει και για n− 1.

Πράγματι,

Hcall
n−1 = max

{
Xn−1,

1

1 + r

(
qHu,call

n + (1− q)Hd,call
n

)}
= max

{
Xn−1,

1

1 + r

(
qV u,E,call

n + (1− q)V d,E,call
n

)}
= max{Xn−1, V

E,call
n−1 }

= V E,call
n−1

Επομένως σε κάθε χρονική στιγμή n δεν υπάρχουν

επιπλέον χρήματα για τον πωλητή άρα

V A,call
n = V AC,call

n

Για δικαιώματα πώλησης στην περίπτωση που r = 0

μπορούμε να αποδείξουμε το ίδιο αποτέλεσμα. Δηλαδή

V E,put
n = Hput

n (όταν r = 0), n = 0, · · · , N
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Για να το αποδείξουμε αυτό θα δείξουμε πρώτα ότι

Xn = (K − Sn)
+ ≤ V E,put

n (όταν r = 0), n = 0, · · · , N

Επαγωγικά, ξεκινώντας για n = N ισχύει με προφανή

τρόπο. Υποθέτουμε ότι ισχύει για κάποιο n και θα

αποδείξουμε ότι ισχύει και για n− 1. Πράγματι,

K − Sn−1 = K − dSn−1 + Sn−1(d− 1)

= (1− q)(K − dSn−1) + q(K − dSn−1) + Sn−1(d− 1)

= (1− q)(K − dSn−1) + q(K − uSn−1)

+qSn−1(u− d) + Sn−1(d− 1)

≤ (1− q)(K − dSn−1)
+ + q(K − uSn−1)

+

+qSn−1(u− d) + Sn−1(d− 1)

≤ V E,put
n−1

όπου έχουμε χρησιμοποιήσει το ότι q = 1−d
u−d οπότε και

Sn−1(d− 1) = −qSn−1(u− d)
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Επειδή, V E,put
n−1 ≥ 0 έχουμε ότι

Xn−1 ≤ V E,put
n−1 , n = 1, · · · , N

Επαγωγικά είναι εύκολο να αποδείξουμε ότιHput
n =

V E,put
n . Πράγματι, για n = N ισχύει με προφανή τρόπο

και υποθέτοντας ότι ισχύει για κάποιο n θα αποδείξου-

με ότι ισχύει και για n− 1. Πράγματι,

Hput
n−1 = max

{
Xn−1,

(
qHu,put

n + (1− q)Hd,put
n

)}
= max

{
Xn−1,

(
qV u,E,put

n + (1− q)V d,E,put
n

)}
= max{Xn−1, V

E,put
n−1 }

= V E,put
n−1

Τέλος, εφόσον δεν υπάρχουν επιπλέον χρήματα στο

χαρτοφυλάκιο κατά το χρόνο n τότε

V AC,put
n = V A,put

n , (όταν r = 0).
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5 Αναλογία αγοράς - πώλησης Αμερικα-

νικών συμβολαίων

Θεωρούμε τώρα ένα Αμερικανικό συμβόλαιο αγοράς με

τιμή εξάσκησης K και το αντίστοιχο συμβόλαιο πώλη-

σης. Η επόμενη αναλογία ισχύει σε ένα διωνυμικό μο-

ντέλο N -περιόδων, όταν r ≥ 0,

Hcall
n −Hput

n ≤ Sn −K
1

(1 + r)N−n , n = 0, · · · , N

Για να το αποδείξουμε αυτό θα χρησιμοποιήσουμε ότι

Hcall
n = V E,call

n και ότι V E,put
n ≤ Hput

n και επομένως

έχουμε

Hcall
n −Hput

n ≤ V E,call
n − V E,put

n = Sn −K
1

(1 + r)N−n

Η επόμενη ανισότητα επίσης ισχύει

Sn −K ≤ Hcall
n −Hput

n , n = 0, · · · , N

Θα την αποδείξουμε με επαγωγή. Για n = N έχου-

με ότι

Hcall
N −Xput

N = SN −K
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Υποθέτουμε ότι ισχύει για κάποιο n, δηλαδή

Hcall
n −Hput

n ≥ Sn −K

και θα αποδείξουμε ότι ισχύει και για n− 1, δηλαδή

Hcall
n−1 −Hput

n−1 ≥ Sn−1 −K

Σημειώστε ότι

Hput
n−1 = max

{
(K − Sn−1)

+,
1

1 + r

(
qHu,put

n + (1− q)Hd,put
n

)}
Hcall
n−1 = max

{
(Sn−1 −K)+,

1

1 + r

(
qHu,call

n + (1− q)Hd,call
n

)}
Επομένως

Hcall
n−1 −Hput

n−1

= Hcall
n−1 +min

{
− (Sn−1 −K)−,

−1

1 + r

(
qHu,put

n + (1− q)Hd,put
n

)}
= min

{
Hcall
n−1 − (Sn−1 −K)−, Hcall

n−1 −
1

1 + r

(
qHu,put

n + (1− q)Hd,put
n

)}
≥ min

{
(Sn−1 −K),

(
q(Hu,call

n −Hu,put
n ) + (1− q)(Hd,call

n −Hd,put
n )

)
1 + r

}
≥ min

{
(Sn−1 −K),

(q(uSn−1 −K) + (1− q)(dSn−1 −K))

1 + r

}
≥ Sn−1 −K
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΄Εχουμε χρησιμοποιήσει τις προφανείς ανισότητες

Hcall
n−1 ≥ (Sn−1 −K)+

και

Hcall
n−1 ≥

1

1 + r

(
qHu,call

n + (1− q)Hd,call
n

)
Συνολικά έχουμε αποδείξει τις ανισότητες - αναλο-

γίες για τις τιμές των Αμερικανικών δικαιωμάτων (put

- call parity),

Sn −K ≤ Hcall
n −Hput

n ≤ Sn −K
1

(1 + r)N−n , n = 0, · · · , N

5.1 Φράγματα για τις αξίες των συμβολαίων

Θα αποδείξουμε το παρακάτω φράγμα,

V E,call
n = Hcall

n ≤ Sn

Για n = N έχουμε ότι

V E,call
N = (SN −K)+ ≤ SN
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Υποθέτουμε ότι

V E,call
n ≤ Sn

και θα αποδείξουμε ότι

V E,call
n−1 ≤ Sn−1

Ισχύει το εξής

V E,call
n−1 =

1

1 + r

(
qV u,E,call

n + (1− q)V d,E,call
n

)
≤ 1

1 + r
(quSn−1 + (1− q)dSn−1) = Sn−1

Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι

V E,call
n ≥ Sn −K

1

(1 + r)N−n

Για n = N ισχύει ότι

V E,call
N = (SN −K)+ ≥ SN −K

΄Εστω ότι ισχύει για κάποιο n, δηλαδή

V E,call
n ≥ Sn −K

1

(1 + r)N−n

Θα αποδείξουμε ότι

V E,call
n−1 ≥ Sn−1 −K

1

(1 + r)N−n+1
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Ισχύει ότι

V E,call
n−1

=

(
qV u,E,call

n + (1− q)V d,E,call
n

)
1 + r

≥

(
q(uSn−1 −K 1

(1+r)N−n) + (1− q)(dSn−1 −K 1
(1+r)N−n)

)
1 + r

= Sn−1 −K
1

(1 + r)N−n+1

Επομένως, έχουμε αποδείξει ότι

Sn −K
1

(1 + r)N−n ≤ V E,call
n = Hcall

n ≤ Sn, n = 0, · · · , N

Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι

K
1

(1 + r)N−n − Sn ≤ V E,put
n ≤ K

1

(1 + r)N−n , n = 0, · · · , N

Για n = N προφανώς ισχύει ότι

K − SN ≤ V E,put
N ≤ K

116



Υποθέτουμε ότι ισχύει για κάποιο n, δηλαδή,

K
1

(1 + r)N−n − Sn ≤ V E,put
n ≤ K

1

(1 + r)N−n

Θα αποδείξουμε ότι ισχύει και για n− 1 δηλαδή

K
1

(1 + r)N−n+1
− Sn−1 ≤ V E,put

n−1 ≤ K
1

(1 + r)N−n+1

Ισχύει ότι

V E,put
n−1 =

(
qV u,E,put

n + (1− q)V d,E,put
n

)
1 + r

≤ K
1

(1 + r)N−n+1

ενώ

V E,put
n−1

=

(
qV u,E,put

n + (1− q)V d,E,put
n

)
1 + r

≥

(
q(K 1

(1+r)N−n − uSn−1) + (1− q)(K 1
(1+r)N−n − dSn−1)

)
1 + r

= K
1

(1 + r)N−n+1
− Sn−1
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Τέλος για Αμερικανικά δικαιώματα πώλησης έχου-

με προφανώς

(K − Sn)
+ ≤ Hput

n , n = 0, · · · , N

αλλά και

Hput
n ≤ K, n = 0, · · · , N

Για n = N είναι προφανές. Θα υποθέσουμε ότι ισχύει

για κάποιο n και θα αποδείξουμε ότι ισχύει και για

n− 1, δηλαδή

Hput
n−1 ≤ K

Πράγματι,

Hput
n−1 = max

{
(K − Sn−1)

+,
1

1 + r

(
qHu,put

n + (1− q)Hd,put
n

)}
≤ max

{
(K − Sn−1)

+,
1

1 + r
K
}

≤ K
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΄Ολες οι παραπάνω σχέσεις, χρησιμοποιώντας τα α-

ποτελέσματα της εργασίας [;], ικανοποιούνται και στο

αντίστοιχο συνεχούς χρόνου μοντέλο, δηλαδή για τη

λύση της εξίσωσης Black-Scholes για τα Ευρωπαϊκά

συμβόλαια και για την αντίστοιχη μεταβολική ανισότη-

τα για τα Αμερικανικά συμβόλαια.

Οι αναλογίες αγοράς - πώλησης, η σχέση μεταξύ

Αμερικανικών και Ευρωπαϊκών δικαιωμάτων καθώς και

τα φράγματα αποδείχτηκαν συγκεκριμένα για το διωνυ-

μικό μοντέλο. Χρησιμοποιώντας τη μη ύπαρξη ευκαι-

ρίας σίγουρου κέρδους μπορεί κάποιος να αποδείξει ότι

ισχύουν οι παραπάνω σχέσεις και για τις πραγματικές

τιμές (δες [;]) και επομένως ως συμπέρασμα έχουμε ότι

το διωνυμικό μοντέλο εκφράζει αρκετά καλά την πραγ-

ματικότητα. Σημειώστε ότι δεν γνωρίζουμε τις πραγ-

ματικές τιμές μετοχών και συμβολαίων αλλά γνωρίζου-

με τη σχέση που πρέπει να έχουν μεταξύ τους έτσι

ώστε να μην εμφανίζεται ευκαιρία σίγουρου κέρδους.

Με το διωνυμικό μοντέλο (και άλλα μοντέλα) προσπα-
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θούμε να εκτιμήσουμε και τις πιθανές τιμές των μετο-

χών και συμβολαίων (μαντεύοντας τα u, d) και μέσω

αυτών προκύπτουν και οι παραπάνω σχέσεις μεταξύ

τους. Αν τα πραγματικά u, d τελικά είναι πολύ διαφο-

ρετικά από αυτά που εκτιμήσαμε οι τιμές των μετοχών

και των συμβολαίων θα είναι και αυτές πολύ διαφορετι-

κές από αυτές που εκτιμήσαμε αλλά οι σχέσεις μεταξύ

τους παραμένουν ίδιες.

5.1.1 Σχόλια

Δείξαμε με απλά μαθηματικά ότι στο διωνυμικό μο-

ντέλο δεν υπάρχει ευκαιρία σίγουρου κέρδους ανν d <

1 + r < u και ότι είναι πλήρες μοντέλο. Επιπλέον υ-

πολογίσαμε τις μικρότερες δυνατές τιμές πώλησης των

Ευρωπαϊκών και Αμερικανικών δικαιωμάτων έτσι ώστε

ο πωλητής να καταστρώσει στρατηγική αντιστάθμισης

την οποία επίσης περιγράψαμε. Αυτό σημαίνει ότι που-

λώντας σε αυτή την τιμή ο πωλητής δεν θα έχει ποτέ

κέρδος (αλλά δεν θα χάσει επίσης) αν τοποθετήσει τα

χρήματα αυτά σε χαρτοφυλάκιο όπως περιγράψαμε. Αν
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ο αγοραστής έχει την δυνατότητα κατασκευής του α-

ντίθετου χαρτοφυλακίου λέμε τότε ότι η τιμή αυτή είναι

η δίκαιη τιμή πώλησης. Για την περίπτωση όπου ο

αγοραστής δεν έχει την δυνατότητα κατασκευής του α-

ντίθετου χαρτοφυλακίου μπορεί να δει κάποιος μερικές

σκέψεις στην εργασία [;]. ΄Ολα αυτά με την παραδοχή

ότι τα u, d προκύψουν όπως τα προέβλεψε.

Για την περαιτέρω και βαθύτερη μελέτη τέτοιων

συμβολαίων απαιτείται είτε η χρήση θεωρίας πιθανο-

τήτων και στοχαστικών διαδικασιών είτε θεωρία με-

ρικών διαφορικών εξισώσεων και μεταβολικών ανισο-

τήτων. Δεν θεωρείται κάποια από τις δυο τεχνικές

περισσότερο ικανή αλλά μάλλον αλληλοσυμπληρώνο-

νται.

Ασκηση 30 (Barrier options) θεωρήστε ένα Αμε-

ρικανικό δικαίωμα με απολαβή

Xn = min
{
max{Sn, K1}, K2

}
.

Τα δεδομένα μας είναι u = 2, d = 1/2, S0 = 1,

K1 = 1, K2 = 2, r = 1/2, N = 2. Υπολογίστε
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τις αξίες του συμβολαίου σε όλες τις χρονικές στιγμές

n καθώς και τη στρατηγική επένδυσης.

Απάντηση. Σχηματίζουμε το δέντρο τιμών της με-

τοχής, θεωρώντας ένα διωνυμικό μοντέλο δυο περι-

όδων, αφού πρώτα υπολογίσουμε όλες τις πιθανές α-

πολαβές

Xuu
2 = min{max{Suu2 , 1}, 2} = 2,

Xud
2 = min{max{Sud2 , 1}, 2} = 1 = Xdu

2 ,

Xdd
2 = min{max{Sdd2 , 1}, 2} = 1,

Xu
1 = min{max{Su1 , 1}, 2} = 2,

Xd
1 = min{max{Sd1 , 1}, 2} = 1,

X0 = min{max{S0, 1}, 2} = 1
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Σχήμα 19

Θα υπολογίσουμε τώρα την αξία του συμβολαίου σε

κάθε χρονική στιγμή και σε κάθε πιθανή τιμή της μετο-

χής. Στο χρόνο n = 2 η αξία του συμβολαίου θα είναι

ίση με την απολαβή διότι αν πουληθεί το συμβόλαιο

εκείνη τη στιγμή θα εξασκηθεί αμέσως, επομένως, ότι

χρήματα θα πάρει ο πωλητής θα πρέπει να καταβάλλει

στον αγοραστή προκειμένου να μην υπάρχει ευκαιρία

σίγουρου κέρδους. ’ρα

Huu
2 = Xuu

2 ,

Hud
2 = Xud

2 ,

Hdd
2 = Xdd

2
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Στην συνέχεια χρησιμοποιούμε τον αναδρομικό τύπο

Hn = max
{
Xn,

1

1 + r

(
qHu

n+1 + (1− q)Hd
n+1

)}
, n = 0, 1

δηλαδή

Hu
1 = max

{
Xu

1 ,
1

1 + r

(
qHuu

2 + (1− q)Hud
2

)}
,

Hd
1 = max

{
Xd

1 ,
1

1 + r

(
qHdu

2 + (1− q)Hdd
2

)}
,

H0 = max
{
X0,

1

1 + r

(
qHu

1 + (1− q)Hd
1

)}
Θα υπολογίσουμε παρακάτω την αντισταθμιστική στρα-

τηγική. Στο χρόνο n = 0 ο πωλητής θα πρέπει να έχει

στην κατοχή του a το πλήθος μετοχές και b χρήματα

στην τράπεζα έτσι ώστε τη χρονική στιγμή n = 1 η

αξία του χαρτοφυλακίου του να είναι ίση ή μεγαλύτερη

από την αξία του συμβολαίου. Πρέπει να ικανοποιο-

ύνται οι παρακάτω δυο εξισώσεις,

auS0 + b(1 + r) = Hu
1 ,

adS0 + b(1 + r) = Hd
1
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από όπου και υπολογίζουμε τους δυο αγνώστους a, b.

Στη συνέχεια, και στην περίπτωση που η μετοχή α-

νέβει, θα υπολογίσουμε τα a2, b2 τα οποία θα είναι

τέτοια ώστε

a2uuS0 + b2(1 + r) = Huu
2 ,

a2udS0 + b2(1 + r) = Hud
2

ενώ στην περίπτωση που η μετοχή κατέβει θα υπολο-

γίσουμε τα a1, b1 από τις εξισώσεις

a1duS0 + b1(1 + r) = Hdu
2 ,

a1ddS0 + b1(1 + r) = Hdd
2

Ασκηση 31 (Look-back options) Θεωρείστε Αμε-

ρικανικά δικαιώματα με τις παρακάτω απολαβές,

X1
n = max{Smaxn −K, 0},

X2
n = max{K − Sminn , 0},

X3
n = Sn − Sminn ,

X4
n = Smaxn − Sn

όπου Smaxn = max{S0, · · · , Sn} και Sminn = min{S0, · · · , Sn}.
Τα δεδομένα μας είναι u = 2, d = 1/2, S0 = 1,
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K = 3/2, r = 1/2, N = 2. Υπολογίστε τις αξίες των

συμβολαίων σε όλες τις χρονικές στιγμές n καθώς και

τη στρατηγική επένδυσης.

Απάντηση. Θα υπολογίσουμε πρώτα τα Smaxn , Sminn

σε κάθε πιθανή εξέλιξη της μετοχής. ΄Ετσι στο μονο-

πάτι uu έχουμε ότι Smax,uu2 = 4 στο μονοπάτι ud έχου-

με Smax,ud2 = 2, στο μονοπάτι du έχουμε Smax,du2 = 1

και τέλος στο μονοπάτι dd έχουμε Smax,dd2 = 1. Ε-

πίσης, Smax,u1 = 2 και Smax.d1 = 1. Παρόμοια για τον

υπολογισμό των Sminn . Θα υπολογίσουμε τώρα τις α-

πολαβές X1
,

X1,uu
2 = max(Smax,uu2 −K, 0) = max(4− 3/2, 0) = 5/2,

X1,ud
2 = max(Smax,ud2 −K, 0) = max(2− 3/2, 0) = 1/2,

X1,du
2 = max(Smax,du2 −K, 0) = max(1− 3/2, 0) = 0,

X1,dd
2 = max(Smax,dd2 −K, 0) = max(1− 3/2, 0) = 0,

X1,u
1 = max(Smax,u1 −K, 0) = max(2− 3/2, 0) = 1/2,

X1,d
1 = max(Smax,d1 −K, 0) = max(1− 3/2, 0) = 0,

X0 = max(1− 3/2, 0) = 0.

Διαπιστώνουμε ότι X1,ud ̸= X1,du
δηλαδή η απολαβή
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εξαρτάται όχι μόνο από τη τιμή της μετοχής την χρο-

νική στιγμή 1 αλλά και από το συγκεκριμένο μονοπάτι

που ακολούθησε για να φτάσει σε αυτή την τιμή.

Για να υπολογίσουμε την αξία του συμβολαίου Hn

εξισώνουμε τα αντίστοιχα H2 με τα X
1
2 και έπειτα χρη-

σιμοποιούμε τον αναδρομικό τύπο

Hn = max
{
X1
n,

1

1 + r

(
qHu

n+1 + (1− q)Hd
n+1

)}
Για να υπολογίσουμε τις στρατηγικές αντιστάθμισης

θα σχηματίσουμε τα αντίστοιχα συστήματα δυο εξι-

σώσεων με δύο αγνώστους, δηλαδή,

auS0 + b(1 + r) = Hu
1 ,

adS0 + b(1 + r) = Hd
1

a2uuS0 + b2(1 + r) = Huu
2 ,

a2udS0 + b2(1 + r) = Hud
2

a1duS0 + b1(1 + r) = Hdu
2 ,

a1ddS0 + b1(1 + r) = Hdd
2
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Εντελώς παρόμοια εργαζόμαστε και στις άλλες περι-

πτώσεις απολαβών.

Ασκηση 32 (Asian options) Θεωρείστε ένα Αμε-

ρικανικό δικαίωμα με τις παρακάτω πιθανές απολαβές,

X1
n =

1

n + 1

n∑
i=0

Si, (αριθμητικός μέσος όρος)

X2
n = n+1

√√√√ n∏
i=0

Si, (γεωμετρικός μέσος όρος)

Τα δεδομένα μας είναι u = 2, d = 1/2, S0 = 1, r =

1/2, N = 2. Υπολογίστε τις αξίες του συμβολαίου σε

όλες τις χρονικές στιγμές n καθώς και τη στρατηγική

επένδυσης.

Απάντηση. Το πρώτο που κάνουμε είναι να υπολο-

γίσουμε τις απολαβές για όλα τα πιθανά μονοπάτια της
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μετοχής. ΄Εχουμε

X1,uu
2 =

S0 + uS0 + uuS0

3
= 7/3,

X1,ud
2 =

S0 + uS0 + udS0

3
= 4/3,

X1,du
2 =

S0 + dS0 + duS0

3
= 5/6,

X1,dd
2 =

S0 + dS0 + ddS0

3
= 7/12,

X1,u
1 =

S0 + uS0

2
= 3/2,

X1,d
1 =

S0 + dS0

2
= 3/4,

X0 = 1

Διαπιστώνουμε και πάλι ότι οι απολαβές εξαρτώνται

όχι μόνο από την τρέχουσα τιμή της μετοχής αλλά και

από τη διαδρομή που ακολούθησε μέχρι εκεί.

Για να υπολογίσουμε τις αξίες του συμβολαίου εξι-

σώνουμε τιςH2 με τις αντίστοιχεςX2 και έπειτα χρησι-

μοποιούμε τον αναδρομικό τύπο. Τέλος, υπολογίζουμε

την αντισταθμιστική στρατηγική εντελώς παρόμοια με

τις προηγούμενες ασκήσεις.
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Εντελώς παρόμοια είναι και η περίπτωση του γεω-

μετρικού μέσου όρου.

Ασκηση 33 (Bermudan options) Θεωρείστε ένα

διωνυμικό μοντέλο N περιόδων και ένα συμβόλαιο με

απολαβήXn σε κάθε χρονική στιγμή και το οποίο ο αγο-

ραστής μπορεί να εξασκήσει μόνο στις χρονικές στιγ-

μές n = 1, n = 3 και γενικά n = 2k + 1 καθώς και

στη λήξη του συμβολαίου. Υπολογίστε τις αξίες του

συμβολαίου σε όλες τις χρονικές στιγμές n καθώς και

τη στρατηγική επένδυσης.

Απάντηση. Για να υπολογίσουμε την αξία του συμ-

βολαίου σε κάθε χρονική στιγμή εξισώνουμε αρχικά τις

HN με τις XN αφού ο αγοραστής μπορεί να εξασκήσει

την χρονική στιγμή n = N .

Για τις χρονικές στιγμές n = 2k εφόσον ο αγορα-

στής δεν μπορεί να εξασκήσει τότε τα ελάχιστα χρήμα-

τα που χρειάζεται ο πωλητής είναι αυτά για να περάσει

στο επόμενο βήμα, δηλαδή,

H2k =
1

1 + r

(
qHu

2k+1 + (1− q)Hd
2k+1

)
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Τις χρονικές στιγμές n = 2k+ 1 ο αγοραστής έχει το

δικαίωμα να εξασκήσει αν τον συμφέρει. Επομένως,

ο πωλητής χρειάζεται να έχει τουλάχιστον τα χρήματα

της απολαβής για τη χρονική στιγμή n = 2k + 1 αλλά

και τα χρήματα για να προχωρήσει στο επόμενο βήμα

αν χρειαστεί. Δηλαδή,

H2k+1 = max
{
X2k+1,

1

1 + r

(
qHu

2k+2 + (1− q)Hd
2k+2

)}
Για να υπολογίσουμε την αντισταθμιστική στρατη-

γική επένδυσης δουλεύουμε ως συνήθως.

anuSn + bn(1 + r) = Hu
n+1,

andSn + bn(1 + r) = Hd
n+1

με n = 0, · · · , N − 1 όπου an, bn είναι το πλήθος

των μετοχών και της κατάθεσης σε τράπεζα αντίστοιχα

οι οποίες πρέπει να γίνουν τη χρονική στιγμή n έτσι

ώστε το χαρτοφυλάκιο να έχει τις απαιτούμενες αξίες

τη χρονική στιγμή n + 1.

Αν απομονώσουμε μια χρονική στιγμή n τότε σχη-

ματικά έχουμε
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Σχήμα 20

Ασκηση 34 (Shout options) Θεωρείστε ένα διωνυ-

μικό μοντέλο N -περιόδων και ένα συμβόλαιο με απο-

λαβή Xn την κάθε χρονική στιγμή. Υποθέτουμε ότι

ο αγοραστής έχει τη δυνατότητα να «κλειδώσει» την

απολαβή μιας ενδιάμεσης χρονικής στιγμής (όποτε το

επιλέξει) έστω n0 και στη λήξη του συμβολαίου η απο-

λαβή του να είναι

max(XN , Xn0)

Υπολογίστε την αξία του συμβολαίου σε κάθε χρονική

στιγμή καθώς και την στρατηγική αντιστάθμισης.

Απάντηση. Ο πωλητής δεν γνωρίζει εκ των προ-

τέρων ποια χρονική στιγμή θα κλειδώσει ο αγοραστής
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επομένως δεν μπορεί παρά να υποθέσει το χειρότερο

σενάριο, δηλαδή να κλειδώσει τη χρονική στιγμή όπου

η απολαβή είναι η μέγιστη δυνατή για το κάθε πιθανό

μονοπάτι. ’ρα η απολαβή του αγοραστή μπορούμε να

υποθέσουμε ότι θα είναι

YN = max{XN , max
n∈{0,··· ,N−1}

Xn}

Εξισώνοντας τις HN με YN και χρησιμοποιώντας τον

αναδρομικό τύπο

Hn =
1

1 + r

(
qHu

n+1 + (1− q)Hd
n+1

)
υπολογίζουμε την αξία του συμβολαίου σε κάθε χρονι-

κή στιγμή. Στη συνέχεια υπολογίζουμε και τη στρα-

τηγική αντιστάθμισης με το γνωστό τρόπο.

Στην περίπτωση που μπορεί να κλειδώσει σε προ-

καθορισμένες χρονικές στιγμές, έστω n0, n1, · · · , nm
τότε αρκεί να υποθέσουμε ότι η απολαβή του αγοραστή

θα είναι

YN = max{XN , max
n∈{n0,n1,··· ,nm}

Xn}
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Ασκηση 35 (Chooser options) Θεωρείστεm συμ-

βόλαια με απολαβές X1
n, X

2
n ,· · · ,Xm

n σε κάθε χρονι-

κή στιγμή. Υποθέτοντας ένα διωνυμικό δέντρο N -

περιόδων υπολογίστε την αξία ενός συμβολαίου στο ο-

ποίο ο αγοραστής έχει το δικαίωμα τη χρονική στιγμή

n = n0 (εκ των προτέρων γνωστή) να αποφασίσει ποιο

από τα m συγκεκριμένα συμβόλαια θα εξασκήσει στο

χρόνο N . Τι γίνεται αν δεν είναι προκαθορισμένος ο

χρόνος επιλογής n0;

Απάντηση. Τη χρονική στιγμή n = n0 ο αγοραστής

θα πρέπει να επιλέξει ποιο από όλα τα συμβόλαια θα

εξασκήσει τη χρονική στιγμή n = N . Αρκεί να υπο-

θέσουμε ότι η αξία του συμβολαίου τη χρονική στιγμή

N είναι ίση με

HN = max{X1
N , · · · , Xm

N }

Αν ο αγοραστής δεν επιλέξει το μέγιστο τότε ο πωλη-

τής μπορεί να καταναλώσει τη διαφορά και να χρησιμο-

ποιήσει τα υπόλοιπα για κατασκευή αντισταθμιστικού

χαρτοφυλακίου.
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Γνωρίζοντας την αξία του συμβολαίου τη χρονική

στιγμή n = N υπολογίζουμε τις αξίες στους χρόνους

n = 0, ..., N − 1 με τον αναδρομικό τύπο

Hn =
1

1 + r

(
qHu

n+1 + (1− q)Hd
n+1

)
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Γενικά Σχόλια

Για την τιμολόγηση συμβολαίων χρησιμοποιήσαμε

το διωνυμικό μοντέλο καθώς και το μοντέλο Black-

Scholes. Σε αυτά ουσιαστικά υποθέσαμε ότι τα παρελ-

κόμενα έξοδα κατασκευής αντισταθμιστικού χαρτοφυ-

λακίου είναι μηδενικά, όπως π.χ. τα κόστη συναλλα-

γής. Αν δεν είναι μηδενικά θα πρέπει να υπολογισθο-

ύν όλα τα παρελκόμενα έξοδα και να προστεθούν στην

αρχική αξία του αντισταθμιστικού χαρτοφυλακίου. Να

σημειώσουμε ότι πρακτική αξία έχει το διωνυμικό μο-

ντέλο καθώς μπορεί όντως κάποιος να αναδιαμορφώνει

το χαρτοφυλάκιο σε διακριτό χρόνο (π.χ. κάθε εβδο-

μάδα) ενώ το μοντέλο Black-Scholes έχει μόνο θεω-

ρητική αξία καθώς δεν είναι πρακτικά δυνατό κάποιος

να αναδιαμορφώνει το χαρτοφυλάκιο σε χρόνο συνεχή.

Επίσης, υποθέσαμε ότι ο κατασκευαστής ενός τέτοιου

χαρτοφυλακίου έχει τη δυνατότητα να δανείζεται όσες

μετοχές ή χρήματα θέλει ανά πάσα στιγμή. Μια χρήσι-

μη πληροφορία που έρχεται από την θεωρητική τιμο-

λόγηση μέσω του μοντέλου Black-Scholes είναι ότι η
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αξία του χαρτοφυλακίου αυξάνεται όσο αυξάνεται η με-

ταβλητότητα του υποκείμενου αγαθού όπως επίσης και

ο χρόνος λήξης του συμβολαίου. Η συσχέτιση αυτή θα

πρέπει να ληφθεί υπόψη στην περίπτωση που κάποιος

θέλει να τιμολογήσει με διαφορετικό τρόπο ένα συμ-

βόλαιο.

Οι αξίες των συμβολαίων τα οποία είναι διαπραγμα-

τεύσιμα στην χρηματιστηριακή αγορά παραγώγων, δη-

λαδή των call και put, προκύπτουν σύμφωνα με τη προ-

σφορά και τη ζήτηση, ακριβώς όπως και οι τιμές των

μετοχών σε αντίθεση με τα εξωχρηματιστηριακά συμ-

βόλαια. Ο πωλητής ενός εξωχρηματιστηριακού συμ-

βολαίου έχει ως στόχο να δώσει μια προσφορά για την

τιμή της πώλησης η οποία να τον καλύπτει με κάποιο

συγκεκριμένο τρόπο. Για παράδειγμα, υποθέτοντας ότι

τα παρελκόμενα έξοδα είναι μηδενικά και ότι έχει τη δυ-

νατότητα να δανείζεται όσες μετοχές ή χρήματα θέλει

ανά πάσα στιγμή, μπορεί να πουλήσει το συγκεκρι-

μένο συμβόλαιο στην αρχική τιμή του αντισταθμιστι-

κού χαρτοφυλακίου. Το ρίσκο που αναλαμβάνει σε μια

τέτοια περίπτωση είναι η εκτίμηση των μελλοντικών
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ρυθμών ανόδου και καθόδου του υποκείμενου αγαθού

ενώ ο αγοραστής μεταθέτει αυτό το ρίσκο στον πωλη-

τή και ουσιαστικά αυτός είναι ο λόγος για τον οποίο

δεν κατασκευάζει μόνος ένα τέτοιο αντισταθμιστικό

χαρτοφυλάκιο.

Τι γίνεται στη περίπτωση που δεν μπορεί κάποιος να

δανείζεται όσες μετοχές χρειάζεται ανά πάσα στιγμή;

Μπορούμε να δώσουμε μια πρώτη απλή απάντηση σε

αυτό το ερώτημα ως εξής:

Ας υποθέσουμε ότι το συμβόλαιο έχει γενικότερα d

το πλήθος υποκείμενα αγαθά και ας υποθέσουμε ότι τα

παρελκόμενα έξοδα είναι μηδενικά ή θα υπολογισθούν

και θα προστεθούν στο τέλος στην αξία του συμβολα-

ίου. Ο πωλητής θέλει να κατασκευάσει ένα αντισταθ-

μιστικό χαρτοφυλάκιο χρησιμοποιώντας το διωνυμικό

μοντέλο και για ευκολία θα εργαστούμε σε μια περίο-

δο. Βεβαίως θα πρέπει να γνωρίζουμε τον τύπο της

απολαβής, π.χ. για ένα συγκεκριμένο συμβόλαιο με

δυο υποκείμενα αγαθά, ο τύπος της απολαβής μπορεί

να είναι ο X = max{S − V, 0} όπου S, V οι αξίες
των αγαθών την χρονική στιγμή που μας ενδιαφέρει.
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Τότε ο πωλητής θα κατασκευάσει στο χρόνο μηδέν ένα

χαρτοφυλάκιο ως εξής:

V0 = a1S1 + a2S2 + · · · + adSd + b

όπου a1, · · · , ad ∈ R+ και b ∈ R, δηλαδή υποθέτουμε
ότι δεν μπορεί να δανείζεται μετοχές αλλά μπορεί να δα-

νείζεται χρήματα. Εδώ ai είναι το πλήθος των μετοχών

της μετοχής Si και b το ποσό σε τράπεζα. Το μαθη-

ματικό πρόβλημα είναι: για ποια a1, · · · , ad ∈ R+ και

b ∈ R το ποσό V0 είναι το ελάχιστο δυνατό για την κα-
τασκευή αντισταθμιστικού χαρτοφυλακίου με τον πα-

ραπάνω τρόπο, δηλαδή τέτοιο ώστε VT ≥ X όπου X

η απολαβή του συμβολαίου; Το πρόβλημα αυτό προ-

φανώς έχει πάντοτε λύση. ΄Οταν ο πωλητής υπολο-

γίσει την αξία αυτή τότε μπορεί να προσθέσει και τα

παρελκόμενα έξοδα, να το πουλήσει στη τιμή που θα

προκύψει και στη συνέχεια (αν θέλει) να κατασκευάσει

και το αντισταθμιστικό χαρτοφυλάκιο. Ενδεχομένως,

να μπορεί κάποιος να κατασκευάσει αντισταθμιστικό

χαρτοφυλάκιο με μικρότερη αρχική αξία προσθέτοντας

όμως ακόμη κάποιες παραμέτρους (π.χ. συνδιακύμαν-
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ση μετοχών κ.α.)

Ας δούμε όμως και έναν εντελώς διαφορετικό τρόπο

τιμολόγησης οποίος δεν στηρίζεται σε κατασκευή αντι-

σταθμιστικού χαρτοφυλακίου και επομένως δεν προ-

βληματίζουν τα κόστη συναλλαγής, το αν μπορεί να

δανεισθεί χρήματα ή μετοχές ανά πάσα στιγμή κ.τ.λ.

Ο πωλητής μπορεί να σκεφτεί ως εξής: με ποιο ποσό

κατά πάσα πιθανότητα θα είμαι καλυμμένος, ειδικά αν

πρόκειται για συμβόλαιο του οποίου η απολαβή δεν ε-

ίναι άνω φραγμένη; Ας δούμε μια πιθανή απάντηση σε

αυτό μέσω του επόμενου παραδείγματος.

Παράδειγμα 36 ΄Εστω ότι έχουμε δυο υποκείμενα α-
γαθά με αξίες S, V και έστω ότι θέλουμε να αποτι-
μήσουμε ένα συμβόλαιο με απολαβή X = max{S −
V, 0} κατά το χρόνο λήξης T με S0 = V0 = 1. Μπο-
ρούμε να χρησιμοποιήσουμε το διωνυμικό μοντέλο για

να υπολογίσουμε πιθανές αξίες οι οποίες θα ήταν α-

ποδεκτές από τον πωλητή. Υποθέτουμε για ευκολία

ότι εφαρμόζουμε το διωνυμικό μοντέλο για μια περίοδο

και ότι έχουμε υπολογίσει τους ρυθμούς ανόδου και κα-

θόδου της κάθε μετοχής, δηλαδή u1 = 2, d1 = 1/2 και
u2 = 3/2, d2 = 2/3 καθώς και την πιθανότητα ανόδου
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της κάθε μετοχής, δηλαδή p1 = 2/3 και p2 = 1/2. Θα
υπολογίσουμε τις απολαβές μετά από μια περίοδο κα-

θώς και την πιθανότητα να έχει αυτή την απολαβή το

συμβόλαιο. ΄Ετσι θα έχουμε

P u1u2 = max{Su1 − V u2 , 0} = {2− 3/2, 0} = 1/2, wu1u2 = p1p2 = 1/3

P u1d2 = max{Su1 − V d2 , 0} = {2− 2/3, 0} = 4/3, wu1d2 = p1(1− p2) = 1/3

P d1u2 = max{Sd1 − V u2 , 0} = {1/2− 3/2, 0} = 0, wd1u2 = (1− p1)p2 = 1/6

P d1d2 = max{Sd1 − V d2 , 0} = {1/2− 2/3, 0} = 0, wd1d2 = (1− p1)(1− p2) = 1/6

όπου P είναι οι πιθανές απολαβές και w οι αντίστοιχες

πιθανότητες τους. Τοποθετούμε τις απολαβές μαζί με

τις αντίστοιχες πιθανότητες κατά σειρά, ως εξής

4/3 1/3

1/2 1/3

0 1/6

0 1/6

Διαλέγοντας ως τιμή πώλησης την 1/2 η πιθανότη-

τα η απολαβή να είναι μεγαλύτερη αυτής είναι ίση με

1−1/3−1/6−1/6. Προφανώς, για να έχουμε καλύτε-

ρη εκτίμηση θα πρέπει να διακριτοποιήσουμε σε περισ-

σότερες χρονικές υποπεριόδους το χρονικό διάστημα

[0, T ].
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Η τιμολόγηση μέσω αντισταθμιστικών χαρτοφυ-

λακίων υποθέτει ότι δεν υπάρχουν κόστη συναλλαγής

(που υπάρχουν!) ότι δεν υπάρχουν μερίσματα (που υ-

πάρχουν!) ότι μπορούμε να δανειζόμαστε όσα χρήματα

ή μετοχές χρειαζόμαστε ανά πάσα στιγμή (δεν είναι

τόσο προφανές αυτό) κ.τ.λ. Αντίθετα, η τιμολόγηση

με το παραπάνω σκεπτικό δεν υποθέτει τίποτε από αυ-

τά.

Βάλτε τον εαυτό σας στη θέση του πωλητή ενός

συμβολαίου. Αν αυτό είναι κάποιο συμβόλαιο το οποίο

είναι διαπραγματεύσιμο στο χρηματιστήριο παραγώγων

και θέλετε σήμερα να το πουλήσετε τότε θα το που-

λήσετε στη τρέχουσα τιμή η οποία προκύπτει σύμφωνα

με την προσφορά και τη ζήτηση και όχι μέσω κάποιας

μαθηματικής μεθόδου. Αν το συμβόλαιο θέλετε να το

πουλήσετε στην εξωχρηματιστηριακή αγορά θα πρέπει

να δώσετε μια προσφορά στους αγοραστές. Η προσφο-

ρά που θα δώσετε σε τι θα προτιμούσατε να στηρίζεται;

Στη συνέχεια βάλτε τον εαυτό σας στη θέση του αγο-

ραστή ενός εξωχρηματιστηριακού συμβολαίου. Σε ποια

τιμή θα αγοράζατε; Θα λάβετε υπόψη σας την αξιοπι-
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στία του πωλητή;
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6 Βελτιστοποίηση Χαρτοφυλακίου

Σε αυτή την ενότητα θα μελετήσουμε το πρόβλημα της

βελτιστοποίησης ενός χαρτοφυλακίου στην περίπτωση

που αυτό αποτελείται από δυο και περισσότερες μετο-

χές. Για να αναπτύξουμε την κατάλληλη θεωρία θα

παρουσιάσουμε αρχικά τα βασικά μαθηματικά εργαλεία

που προέρχονται κυρίως από τη θεωρία πιθανοτήτων.

Ξεκινάμε με την έννοια της συνδιακύμανσης δυο τυ-

χαίων μεταβλητών X, Y η οποία περιγράφει τον τρόπο

που αλλάζει η μια τυχαία μεταβλητή σε σχέση με την

άλλη. Ορίζεται ως εξής,

Cov(X, Y ) = E(X − E(X))(Y − E(Y ))

Εύκολα αποδεικνύεται ότι

Cov(X, Y ) = E(XY )− E(X)E(Y )

Ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες για τη συνδιακύμαν-

ση.

� Cov(X,X) = Var(X),

� Cov(X, Y ) = Cov(Y,X),

144

https://en.wikipedia.org/wiki/Mathematical_optimization


� Cov(X + Y, Z) = Cov(X,Z) + Cov(Y, Z),

� Cov

(
n∑
i=1

Xi,

m∑
i=1

Yi

)
=

n∑
i=1

m∑
i=1

Cov(Xi, Yi),

� Var

(
n∑
i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

n∑
j=1

Cov(Xi, Xj).

΄Εστω ότι μπορούμε να επενδύσουμε το ποσό V

σε n το πλήθος μετοχές. Δηλαδή, θέλουμε να αγο-

ράσουμε ki μετοχές από την Si όπου i = 1, · · · , n.
Συμβολίζουμε με

wi =
kiS

0
i

n∑
j=1

kjS
0
j

όπου ισχύει προφανώς ότι

n∑
i=1

wi = 1

δηλαδή θα ξοδέψουμε το ποσό wiV για αγορά ki με-

τοχών της Si. Ψάχνουμε να βρούμε τα wi τέτοια ώστε
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το κέρδος μας στο χρόνο T να είναι το μέγιστο με το

ελάχιστο δυνατόν ρίσκο.

Η απόδοση της κάθε μετοχής µi στη χρονική πε-

ρίοδο [0, T ] είναι μια τυχαία μεταβλητή τέτοια ώστε

STi
S0
i

= 1 + µi

όπου S0
i και S

T
i είναι η τιμή της μετοχής στο χρόνο

0 και στο χρόνο T αντίστοιχα. Υποθέτουμε ότι γνω-

ρίζουμε από ιστορικά δεδομένα τη μέση τιμή mi της

απόδοσης µi, τη διακύμανση σi της απόδοσης καθώς

και την συνδιακύμανση σij των αποδόσεων των με-

τοχών Si και Sj. Θα υποθέσουμε ότι οι ίδιες τιμές

θα ισχύουν και στη χρονική περίοδο [0, T ]. Σκοπός

μας είναι να κατασκευάσουμε χαρτοφυλάκιο τη χρονι-

κή στιγμή 0 έτσι ώστε τη χρονική στιγμή T να έχει τη

μέγιστη απόδοση κατά μέση τιμή m και τη μικρότερη

δυνατή διακύμανση.

Η απόδοση µ του χαρτοφυλακίου συνολικά θα είναι

τ.ω.

V T

V
= 1 + µ
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οπότε

µ =

∑n
i=1 ki(S

T
i − S0

i )

V
=

∑n
i=1 µikiS

0
i

V
=

n∑
i=1

µiwi

Επομένως, η μέση τιμή της απόδοσης του χαρτο-

φυλακίου θα

m = E(µ) =
n∑
i=1

wiE(µi)

Η διακύμανση της απόδοσης του χαρτοφυλακίου θα

είναι ίση με

σ = Var(µ) = Var

(
n∑
i=1

wiµi

)
=

n∑
i=1

n∑
j=1

wiwjσij

Αν θέσουμε wt = (w1, · · · , wn), Σ = [σij] και

mt = (m1, · · · ,mn) τότε έχουμε

1tw = 1,

wtm = m,

wtΣw = σ
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όπου 1t = (1, · · · , 1) και wt
είναι ο ανάστροφος του

w. Σημειώστε ότι, αφού η διακύμανση του χαρτοφυ-

λακίου είναι πάντοτε θετικός αριθμός τότε, ο πίνακας

συνδιακυμάνσεων Σ είναι θετικά ορισμένος.

Το πρόβλημά μας έχει αναχθεί σε ένα πρόβλημα

ελαχιστοποίησης με προϋποθέσεις. Θεωρούμε ως m0

μια απαιτούμενη μέση απόδοση του χαρτοφυλακίου μας

και θέλουμε να υπολογίσουμε τα wi έτσι ώστε να έχου-

με την ελάχιστη δυνατή διακύμανση του χαρτοφυλα-

κίου, δηλαδή επίλυση του παρακάτω προβλήματος

min wtΣw

κάτω από τις προϋποθέσεις

1tw = 1,

wtm = m0 (3)

Χρησιμοποιώντας τη μέθοδο των πολλαπλασιαστών

Lagrange λαμβάνουμε τις παρακάτω εξισώσεις,

2Σw = λ11 + λ2m,

1tw = 1,

wtm = m0
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Αν ο πίνακας Σ είναι αντιστρέψιμος τότε λύνουμε ως

προς w την πρώτη εξίσωση και έχουμε

w =
1

2
Σ−1 (λ11 + λ2m) =

1

2
Σ−1[m 1]

(
λ1
λ2

)
(4)

Οι εξισώσεις 1tw = 1 και wtm = m0 γράφονται και

ως

[m 1]tw =

(
m0

1

)
Πολλαπλασιάζοντας την 4 με τον [m 1]t προκύπτει

ότι

[m 1]tw =
1

2
[m 1]tΣ−1[m 1]

(
λ1
λ2

)
=

(
m0

1

)
Θέτουμε A = [m 1]tΣ−1[m 1] και εύκολα αποδει-

κνύουμε ότι είναι θετικά ορισμένος. Πράγματι,

[y1 y2]A

(
y1
y2

)
= [y1m + y21]

tΣ−1[y1m + y21]
t

οπότε προκύπτει το ζητούμενο λόγω του ότι ο πίνακας

Σ−1
είναι θετικά ορισμένος. Σημειώστε ότι ο Σ είναι
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αντιστρέψιμος αν wtΣw = σ > 0 διότι από το θε-

ώρημα ;; προκύπτει ότι όλες οι ιδιοτιμές του πίνακα Σ

είναι αυστηρά θετικές και από τις ανάλογες ιδιότητες

των ιδιοτιμών (δες ;;) προκύπτει ότι είναι αντιστρέψι-

μος. Επίσης, ο αντίστροφος του θα έχει ως ιδιοτιμές

τις
1
λi
οι οποίες θα είναι όλες θετικές και επομένως

πάλι από το θεώρημα (από το αντίστροφο του τώρα)

;; προκύπτει ότι είναι και αυτός θετικά ορισμένος.

Αντικαθιστώντας τον πίνακα A προκύπτει ότι

1

2
A

(
λ1
λ2

)
=

(
m0

1

)
Αντιστρέφοντας τον A υπολογίζουμε το διάνυσμα w

και έχουμε

w = Σ−1[m 1]A−1

(
m0

1

)
(5)

Μπορούμε να υπολογίσουμε την διακύμανση έχο-

ντας το διάνυσμα w. ΄Εχουμε ότι

σ2 = wtΣw =
A11 − 2A12m0 + A14m

2
0

|A|
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όπου A ο 2× 2 που ορίσαμε παραπάνω. Λύνοντας ως

προς m0 παίρνουμε δυο λύσεις. Το γράφημα του m0

συναρτήσει της σ2 είναι στο σχήμα 21.

Σχήμα 21: Μπορούμε να σχεδιάσουμε την μέση απόδοση του χαρτοφυλα-

κίου συναρτήσει της διακύμανσης του οπότε θα έχουμε το παραπάνω σχήμα.

Τα χαρτοφυλάκια τα οποία βρίσκονται στο πάνω μέρος της καμπύλης είναι

χαρτοφυλάκια ελάχιστης διακύμανσης και ονομάζονται αποτελεσματικά

χαρτοφυλάκια ενώ η καμπύλη ονομάζεται αποτελεσματική μεθόριος.

Επιπλέον μπορεί να αποδειχθεί το παρακάτω θε-

ώρημα, δείτε [;] το οποίο αναφέρεται σε χαρτοφυλάκια

με τον ίδιο πίνακα συνδιακυμάνσεων και τις ίδιες μέσες

τιμές των αποδόσεων των μετοχών.

Θεώρημα 37 (Θεώρημα διαχωρισμού δυο κεφαλαίων)
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΄Εστω x1 και x2 δυο χαρτοφυλάκια ελάχιστης διακύμαν-

σης με μέσες αποδόσεις m1 και m2 αντίστοιχα και

τέτοιες ώστε m1 ̸= m2. Τότε

(i) κάθε χαρτοφυλάκιο x3 ελάχιστης διακύμανσης θα

είναι γραμμικός συνδυασμός των χαρτοφυλακίων

x1 και x2.

(ii) κάθε χαρτοφυλάκιο x3 το οποίο είναι γραμμικός

συνδυασμός των x1 και x2, δηλαδή x3 = ax1+(1−
a)x2, είναι χαρτοφυλάκιο ελάχιστης διακύμανσης.

(iii) κάθε χαρτοφυλάκιο x3 τέτοιο ώστε x3 = ax1 +

(1−a)x2 όπου a ∈ [0, 1] και x1, x2 αποτελεσματικά

χαρτοφυλάκια είναι επίσης αποτελεσματικό χαρτο-

φυλάκιο.

Απόδειξη. Θα χρησιμοποιήσουμε την μορφή της λύσης
του προβλήματος βελτιστοποίησης.

(i) ΄Εστω ότι m3 είναι η μέση απόδοση του χαρτο-

φυλακίου x3. Διαλέγουμε κάποιο a ∈ R τέτοιο
ώστε

m3 = am1 + (1− a)m2
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Θα αποδείξουμε ότι x3 = ax1+(1−a)x2. ΄Εχουμε
ότι

x3 = Σ−1[m 1]A−1

(
m3

1

)
= Σ−1[m 1]A−1

(
am1 + (1− a)m2

a + (1− a)

)
= aΣ−1[m 1]A−1

(
m1

1

)
+ (1− a)Σ−1[m 1]A−1

(
m2

1

)
= ax1 + (1− a)x2

(ii) Η απόδειξη γίνεται με την αντίστροφη λογική όπως

στο πρώτο μέρος.

(iii) Παρόμοια με το (ii) με την επιπλέον παρατήρηση

ότι m1 ≤ m3 ≤ m2 όταν m1 ≤ m2 και a ∈ [0, 1].

Παρατήρηση 38 Λύνοντας το παραπάνω πρόβλημα βελ-
τιστοποίησης ορισμένα από τα wi μπορεί να προκύψουν

αρνητικά. Αυτό σημαίνει ότι ο επενδυτής θα δανεισθεί

πλήθος μετοχών της i μετοχής, θα τις πουλήσει στην
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σημερινή τιμή της αγοράς αλλά θα είναι υποχρεωμένος

να τις επιστρέψει στο μέλλον στον δανειστή του (short

selling). Η κίνηση αυτή μπορεί να έχει απεριόριστη

ζημιά στον επενδυτή, αφού η αξία της μετοχής μπορεί

(θεωρητικά) να αυξηθεί απεριόριστα στο μέλλον ενώ ο

επενδυτής θα είναι υποχρεωμένος να αγοράσει ακριβά

τις μετοχές τις οποίες δανείστηκε και πρέπει να επι-

στρέψει. Προκειμένου η πιθανή ζημιά του επενδυτή να

είναι άνω φραγμένη θα πρέπει να αγοράσει και ένα συμ-

βόλαιο αγοράς (call option) ανά μετοχή προκειμένου

να εξασφαλιστεί. Τα δικαιώματα αγοράς και πώλησης

έχουν κυρίως τον ρόλο της εξασφάλισης του επενδυτή.

Παρόλα αυτά όμως μπορεί κάποιος να τα χρησιμοποι-

ήσει για λόγους κερδοσκοπίας ακριβώς όπως τις με-

τοχές, ειδικά όταν αυτά τα συμβόλαια είναι διαπραγμα-

τεύσιμα στην χρηματιστηριακή αγορά. Για παράδειγμα

μπορεί κάποιος να αγοράσει ένα συμβόλαιο αγοράς ή

πώλησης με την προσδοκία ότι θα ανέβει η αξία του

συμβολαίου και θα το πουλήσει ακριβότερα, πριν την

λήξη του προφανώς.
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Στην περίπτωση που επιπλέον απαιτήσουμε τα wi ≥
0 τότε αυτό πρέπει να συμπεριληφθεί στις προϋπο-

θέσεις 3 (δείτε [;]).

Στην συνέχεια θα δώσουμε τρεις οπτικές βελτιστο-

ποίησης χαρτοφυλακίου με την επιπλέον προϋπόθεση

ότι wi ≥ 0 θεωρώντας χαρτοφυλάκια με μικρό πλήθος

μετοχών έτσι ώστε οι υπολογισμοί να είναι εφικτοί.

6.0.1 Βελτιστοποίηση Χαρτοφυλακίου ελάχιστης διακύμαν-

σης με τρεις μετοχές

΄Εστω ότι θέλουμε να υπολογίσουμε το χαρτοφυλάκιο

ελάχιστης διακύμνανσης το οποίο να αποτελείται από

τρεις μετοχές. Η διακύμανση της απόδοσης του χαρ-

τοφυλακίου είναι ως εξής

σ = f (w1, w2, w3)

= w2
1σ1 + w2

2σ2 + w2
3σ3 + 2w1w2σ12 + 2w1w3σ13 + 2w2w3σ23

όπου σi = σii. Η μέση τιμή της απόδοσης του χαρτο-

φυλακίου είναι ίση με

m1w1 +m2w2 +m3w3 = m0 (6)
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Δεν χρειάζεται να υπολογίσουμε τίποτε όταν ισχύει

m1 = m2 = m3 οπότε θα υποθέσουμε, χωρίς βλάβη

της γενικότητας, ότι m1 ̸= m2.

Προφανώς θα πρέπει να ισχύει ότι

w1 + w2 + w3 = 1 (7)

Από τις 6 και 7 προκύπτει ότι

w1 =
t(m2 −m3) +m0 −m2

m1 −m2

w2 =
t(m3 −m1) +m1 −m0

m1 −m2

όπου t = w3. Στην συνέχεια αντικαθιστούμε τα w1, w2

στην f (w1, w2, w3) οπότε προκύπτει συνάρτηση μιας

μεταβλητής, της μεταβλητής t. Δηλαδή θα πρέπει να

ελαχιστοποιήσουμε την συνάρτηση ως προς t σε όλο

το R αν δεν έχουμε κάποια επιπλέον απαίτηση για τα
w1, w2, w3.

Αν επιπλέον θέλουμε τα w1, w2, w3 να είναι θετι-

κά τότε θα πρέπει να απαιτήσουμε το t να κινείται στο

κατάλληλο υποσύνολο του [0, 1] στο οποίο τα w1, w2
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να είναι θετικά και άρα να ελαχιστοποίησουμε την δια-

κύμανση ορισμένη στο διάστημα αυτό. Αν m1−m2 >

0 τότε η απαίτηση w1 ≥ 0 σημαίνει ότι t(m2 −m3) +

m0 − m2 ≥ 0 και η απαίτηση w2 ≥ 0 σημαίνει ότι

t(m3−m1)+m1−m0 ≥ 0. Διαλέγουμε το διάστημα

στο οποίο θα κινείται το t έτσι ώστε να είναι υποσύνο-

λο του [0, 1] και ταυτόχρονα να ικανοποιούνται και οι

δυο απαιτήσεις. Αν αυτό δεν γίνεται τότε το πρόβλημα

ελαχιστοποίησης δεν έχει λύση. Παρόμοια και στην

περίπτωση που m1 −m2 < 0.

Στο επόμενο σχήμα δείτε πως μπορούμε να υπο-

λογίσουμε μέσω του Geogebra την συνάρτηση g(t) =

f (w1, w2, t) θέτοντας w3 = t και αντικαθιστώντας τα

w1, w2.
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Σχήμα 22

6.0.2 Βελτιστοποίηση Χαρτοφυλακίου μέγιστης απόδοσης

με δυο μετοχές

Μια άλλη οπτική βελτιστοποίησης είναι να βρεθεί το

διάνυσμα w = (w1, w2) έτσι ώστε η διακύμανση του

χαρτοφυλακίου να είναι ίση με ένα δοσμένο αριθμό σ0
και να μεγιστοποιηθεί η μέση απόδοση του χαρτοφυλα-

κίου. Δηλαδή το μαθηματικό πρόβλημα είναι ως εξής:
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max
(w1,w2)

(w1m1 + w2m2)

δεδομένου

σ = σ1w
2
1 + σ2w

2
2 + 2σ12w1w2 = σ0

w1 + w2 = 1

w1 ≥ 0, w2 ≥ 0

Για να επιλύσουμε το πρόβλημα μπορούμε να θέσου-

με w2 = t και άρα w1 = 1 − t οπότε αντικαθιστούμε

στην ισότητα της διακύμανσης. Τελικά θα έχουμε το

πρόβλημα μεγιστοποίησης

max
t∈[0,1]

(m1(1− t) +m2t)

σ1(1− t)2 + σ2t
2 + 2σ12(1− t)t− σ0 = 0

Η δεύτερη ισότητα θα έχει πιθανόν δυο λύσεις, έστω

t1, t2. Θα διαλέξουμε εκείνη η οποία ανήκει στο δι-

άστημα [0, 1] (αν υπάρχει) και ταυτόχρονα μεγιστο-

ποιεί την ζητούμενη ποσότητα.
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6.0.3 Βελτιστοποίηση Χαρτοφυλακίου μέγιστης διαφοράς

απόδοσης και διακύμανσης

Μια ακόμη οπτική είναι να μεγιστοποιήσουμε την δια-

φορά της μέσης τιμής και της διακύμανσης. Δηλαδή

max
(w1,w2)

(
m1w1 +m2w2 − λ(σ1w

2
1 + σ2w

2
2 + 2σ12w1w2)

)
δεδομένου w1 + w2 = 1

w1 ≥ 0, w2 ≥ 0

για κάποιο δοσμένο λ > 0. Για να επιλύσουμε το

πρόβλημα αυτό μπορούμε να θέσουμε w2 = t και άρα

w1 = 1− t. Οπότε το αρχικό μας πρόβλημα ανάγεται

στο

max
t∈[0,1]

(m1(1− t) +m2t− λ(σ1(1− t)2 + σ2t
2 + 2σ12(1− t)t))

6.0.4 Βελτιστοποίηση Χαρτοφυλακίου αποτελούμενου από

μετοχές και χωρίς ρίσκο επένδυση

Σε όλες τις παραπάνω περιπτώσεις μπορούμε να κα-

τασκευάσουμε κατάλληλα χαρτοφυλάκιο το οποίο να

αποτελείται από μετοχές αλλά και από μια επένδυση
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χωρίς ρίσκο με γνωστή απόδοση m̂. Προφανώς α-

πό μαθηματικής άποψης δεν θα αλλάξει τίποτε αφού

μπορούμε να δούμε την χωρίς ρίσκο επένδυση ως μια

επένδυση η οποία είναι τέτοια ώστε η διακύμανση της

θα είναι ίση με το μηδέν καθώς και η συνδιακύμανση

με οποιαδήποτε άλλη μετοχή θα είναι μηδέν.

Παρατήρηση 39 Σε όλες τις παραπάνω περιπτώσεις μπο-
ρούμε να βελτιστοποιήσουμε χαρτοφυλάκια αποτελούμε-

να από περισσότερες μετοχές αλλά τότε θα πρέπει να

στραφούμε σε κατάλληλο μαθηματικό λογισμικό· ειδι-

κά στην περίπτωση όπου απαιτούμε τα βάρηw1, · · · , wn
να είναι θετικά. Παρατηρήστε ότι τα χαρτοφυλάκια ε-

λάχιστης διακύμανσης με την επιπλέον προϋπόθεσηwi ≥
0 δεν είναι, εν γένει, αποτελεσματικά χαρτοφυλάκια.

Στο βιβλίο [;] μπορεί κανείς να δει περισσότερα για

τη βελτιστοποίηση χαρτοφυλακίου σε συνεχή χρόνο.

6.0.5 Κίνδυνος Χρεοκοπίας

΄Εστω ότι έχουμε κατασκευάσει ένα χαρτοφυλάκιο του

οποίου έχουμε υπολογίσει την μέση τιμή και την δια-
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κύμανση της απόδοσης. Τα στοιχεία αυτά αναφέρονται

σε μια συγκεκριμένη χρονική περίοδο, π.χ. ανά ημέρα,

ανά μήνα κ.τ.λ.

΄Ενα ενδιαφέρον ερώτημα είναι: σε μια ημέρα, ποια

είναι η μέγιστη ζημιά (σε Ευρώ) με πιθανότητα a;

Αν συμβολίσουμε με V0 την σημερινή αξία του χαρ-

τοφυλακίου και με Vt την αυριανή τότε το παραπάνω

ερώτημα μετατρέπεται σε μαθηματικό πρόβλημα ως ε-

ξής: ποιο είναι το x > 0 (ποσό σε Ευρώ) έτσι ώστε

P (Vt − V0 ≤ −x) = 1− a

Χρησιμοποιώντας την απόδοση του χαρτοφυλακίου, η

παραπάνω εξίσωση γράφεται

P

(
Vt − V0
V0

≤ − x

V0

)
= 1− a

όπου µt =
Vt−V0
V0
είναι η ημερήσια απόδοση του χαρτο-

φυλακίου.

Γνωρίζουμε την μέση τιμή m0 και την διακύμανση

σ2 της απόδοσης και υποθέτουμε ότι ακολουθεί την

κανονική κατανομή με μέση τιμή m0 και διακύμανση
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σ2. Με την υπόθεση αυτή μπορούμε να υπολογίσουμε

το κατάλληλο x > 0 το οποίο συνήθως συμβολίζεται

με V aRa(t) όπου t είναι η χρονική περίοδος που μας

ενδιαφέρει, π.χ. ανά ημέρα.

Εφόσον η απόδοση ακολουθεί την κανονική κατα-

νομή με μέση τιμή m0 και διακύμανση σ
2
τότε

P

(
Vt − V0
V0

≤ − x

V0

)
=

1√
2πσ2

∫ − x
V0

−∞
e
− (t−m0)

2

2σ2 dt(8)

Μπορούμε να συσχετίσουμε τα παραπάνω με την

συνάρτηση σφάλματος erf(x) = 2√
π

∫ x
0 e

−t2dt μέσω της

σχέσης

P (Y ≤ x) =
1

2
+

1

2
erf

(
x−m0√

2σ

)
όπου η Y ακολουθεί την κανονική κατανομή με μέση

τιμή m0 και διακύμανση σ
2
.
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Σχήμα 23: Θέτουμε την συνάρτηση g(x) όπως περιγράψαμε. Για την ε-
ρώτηση ποια είναι η ελάχιστη ζημιά με πιθανότητα 0.01 δίνουμε την εντολή
NSolve(g(x) = 0.01) ενώ για την ερώτηση ποια είναι η πιθανότητα να
έχουμε ζημιά τουλάχιστον 120 Ευρώ γράφουμε g(120).

Θα αποδείξουμε την σχέση αυτή με τον εξής τρόπο

P (Y ≤ x) =
1√
2πσ2

∫ x

−∞
e
− (t−m0)

2

2σ2 dt

=
1√
2πσ2

∫ x−m0
σ
√
2

−∞
e−y

2
σ
√
2dy

=
1√
π

∫ x−m0
σ
√
2

−∞
e−y

2
dy

=
1√
π

∫ 0

−∞
e−y

2
dy +

1√
π

∫ x−m0
σ
√
2

0

e−y
2
dy

=
1

2
+

1

2
erf

(
x−m0

σ
√
2

)
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Ξαναγυρνώντας στην 8 έχουμε

g(x) = P

(
Vt − V0
V0

≤ − x

V0

)
=

1

2
+

1

2
erf

(− x
V0

−m0

σ
√
2

)
Στο σχήμα ;; φαίνεται πως μπορούμε να χρησιμοποι-

ήσουμε το Geogebra για τους παραπάνω υπολογισμο-

ύς.

Μπορούμε να υπολογίσουμε την μέση τιμή της ζη-

μιάς δεδομένου ότι η ζημιά θα ξεπεράσει ένα δεδομένο

ποσό p < 0. Θα ισχύει

E(Vt − V0|{Vt − V0 < p}) =
1√

2πV 2σ2

∫ p
−∞ xe

− (x−m0V )2

2V 2σ2 dx

1√
2πV 2σ2

∫ p
−∞ e

− (x−m0V )2

2V 2σ2 dx

7 Γενικές Ασκήσεις

Πρώτο Θέμα

΄Εστω ότι έχουμε τις τιμές μιας μετοχής ανά δεκαπεν-

θήμερο για τον τελευταίο χρόνο. ΄Εστω ότι αυτές οι
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τιμές είναι

S24 = 0.99, S23 = 1.0, S22 = 0.98, S21 = 0.97, S20 = 0.96, S19 = 0.97, S18 = 0.98,

S17 = 0.99, S16 = 1.0, S15 = 0.99, S14 = 0.98, S13 = 0.99,

S12 = 0.98, S11 = 1.0, S10 = 1.01, S9 = 1.02,

S8 = 1.03, S7 = 1.04, S6 = 1.03, S5 = 1.02, S4 = 1.01, S5 = 1.0,

S4 = 0.99, S3 = 0.98, S2 = 0.99, S1 = 1.0, S0 = 1.0

όπου S24 είναι η τιμή της μετοχής πριν ένα έτος, οι

υπόλοιπες είναι ανά 15 ημέρες και S0 η σημερινή τιμή

της μετοχής. Υπολογίστε τους ρυθμούς ανόδου και

καθόδου u, d αντίστοιχα. Ας υποθέσουμε ότι η τράπε-

ζα εφαρμόζει ένα από τα τρία επιτόκια τ1 = 0.04, τ2 =

0.01, τ3 = −0.05 ανά δεκαπενθήμερο. Εργαζόμενοι σε

ένα δέντρο 2 περιόδων κατασκευάστε χαρτοφυλάκιο

με τελικές αξίες Auu
2 = 4, Aud

2 = 5, Adu
2 = 6, Add

2 = 7

μετά από 30 ημέρες από σήμερα. Εργαστείτε και με τα

τρία επιτόκια.

Δεύτερο Θέμα

΄Εστω ότι έχουμε τις τιμές μιας μετοχής του προη-

γούμενου έτους. Αν μετρήσουμε τους ρυθμούς ανόδου

και καθόδου ανά εξάμηνο, τρίμηνο, μήνα, εβδομάδα, η-

μέρα, ώρα, λεπτό κ.τ.λ. διαπιστώνουμε ότι αλλάζουν.
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Προσπαθήστε να δικαιολογήσετε το γεγονός ότι συ-

γκλίνουν στην μονάδα καθώς η περίοδος μικραίνει. Ο

ρυθμός ανόδου συγκλίνει στην μονάδα από πάνω και ο

ρυθμός καθόδου συγκλίνει στην μονάδα από κάτω. Για

τον λόγο αυτό το γινόμενο ud συγκλίνει στην μονάδα,

εν γένει ταλαντευόμενο γύρω από αυτή. Αρα, αν η πε-

ρίοδος είναι πολύ μικρή τότε μπορούμε να υποθέσουμε

ότι ud ⋍ 1. Παρόλα αυτά, δεν είμαστε σίγουροι για το

πόσο μικρή πρέπει να είναι η περίοδος καθότι εξαρτάται

από το πόσο έντονα μεταβάλλεται η μετοχή.

Τρίτο Θέμα

Αναζητήστε στην βιβλιογραφία ή στο διαδίκτυο πλη-

ροφορίες που αφορούν αρνητικά επιτόκια κατάθεσης

(negative interest rates). Προσπαθήστε να καταλάβε-

τε τους λόγους για τους οποίους αυτό συμβαίνει. Ε-

πίσης, συγκρίνετε τα επιτόκια κατάθεσης και δανεισμο-

ύ. Διαπιστώστε ότι είναι διαφορετικά μεταξύ τους και

προσπαθήστε να δικαιολογήσετε το γεγονός αυτό.

Τέταρτο Θέμα
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΄Οπως έχουμε αναφέρει, αν οι ρυθμοί ανόδου και

καθόδου που έχουμε υπολογίσει μέσω ιστορικών δε-

δομένων προκύψουν ίδιοι και στο μέλλον τότε η κα-

τασκευή του χαρτοφυλακίου προκαθορισμένης τελικής

αξίας θα είναι πετυχημένη. Ενδέχεται όμως από τον

χρόνο 0 ως τον ζητούμενο τελικό χρόνο οι ρυθμοί αυ-

τοί να αλλάξουν δραματικά (Time-Varying Volatility)

με συνέπεια ο αρχικός σχεδιασμός του χαρτοφυλακίου

να μην είναι αποδεκτός. Αυτό σημαίνει ότι στην πραγ-

ματικότητα έχει αλλάξει το q = 1+r−d
u−d . Σε ένα δέντρο

δυο περιόδων εξετάστε το ενδεχόμενο να λάβετε υ-

πόψη τις αλλαγές αυτές με τα νέα δεδομένα και άρα να

επικαιροποιήσετε τους ρυθμούς ανόδου και καθόδου

κατά την λήξη της πρώτης περιόδου. Σε μια τέτοια πε-

ρίπτωση θα αλλάξει το q και αυτό θα έχει ως συνέπεια

την ανάλογη αναδιάθρωση του χαρτοφυλακίου. Πα-

ρόμοια, σε ένα δέντρο N περιόδων, η αντίστοιχη επι-

καιροποίηση μπορεί να γίνει κατά την λήξη της κάθε πε-

ριόδου οπότε, εν γένει, σε κάθε περίοδο θα έχουμε και

διαφορετικό q, δηλαδή μια ακολουθία q1, q2, · · · , qN−1.

Διαπιστώστε ότι το πλεονέκτημα της επικαιροποίησης
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αυτής είναι ότι οι τελικές αξίες του χαρτοφυλακίου θα

είναι πιο κοντά στις απαιτούμενες τελικές αξίες από την

περίπτωση που δεν γινόταν επικαιροποίηση. Στην πε-

ρίπτωση της επικαιροποίησης θα εμφανιστεί το επόμε-

νο μαθηματικό πρόβλημα: ΄Εστω A,B δεδομένες τε-

λικές αξίες και έστω ότι η αξία του χαρτοφυλακίου

τώρα είναι V0. Πως πρέπει να αναδιαθρώσω το χαρ-

τοφυλάκιο έτσι ώστε η τελική αξία του να είναι όσο

πιο κοντά στις ζητούμενες αξίες A και B; Με άλ-

λα λόγια να υπολογίσω τα κατάλληλα a, b με V0 =

aS0 + b και έτσι ώστε να ελαχιστοποιηθεί η ποσότη-

τα (A− V u
1 ) + (B − V d

1 ) = (A− auS0 − b(1 + r)) +

(B − adS0 − b(1 + r)) =: f (a, b) όπου u, d είναι οι

επικαιροποιημένοι ρυθμοί ανόδου και καθόδου. Δηλα-

δή προκύπτει πρόβλημα ελαχιστοποίησης συνάρτησης

δυο μεταβλητών (της f (a, b)) υπό προϋποθέσεις (την

προϋπόθεση V0 = aS0 + b). Για το σκοπό αυτό δείτε

και το εδάφιο «Διαχείριση Χαρτοφυλακίου».

Πέμπτο Θέμα

΄Εστω ότι d ≤ 1+r ≤ u και έστω A,B δοσμένοι αριθ-
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μοί. Αποδείξτε ότι το ποσό V0 =
1

1+r(qA + (1− q)B)

είναι το ελάχιστο δυνατό ποσό με το οποίο μπορεί κα-

νείς να κατασκευάσει χαρτοφυλάκιο με τελικές αξίες

τουλάχιστον ίσες με A,B. Αντίθετα, αν 1+r /∈ [d, u],

με το ποσό V0 μπορούμε να κατασκευάσουμε χαρτο-

φυλάκιο το οποίο να καταλήγει σε μεγαλύτερα από τα

A,B ποσά. Στην πραγματική αγορά είναι δυνατό να

συμβεί 1+ r /∈ [d, u]; Για να το διαπιστώσετε αυτό δεν

έχετε παρά να πάρετε πραγματικά δεδομένα. Για πα-

ράδειγμα στην ιστοσελίδα τιμές μετοχών μπορείτε να

βρείτε τις τιμές διάφορων μετοχών, τόσο τις σημερινές

όσο και παρελθοντικές (αλλά δυστυχώς όχι τις μελλο-

ντικές!). Κατασκευάζοντας κατάλληλο αρχείο excel

μπορείτε να υπολογίσετε τους παρελθοντικούς ρυθμο-

ύς ανόδου και καθόδου της κάθε μετοχής, ανά μήνα,

τρίμηνο, εξάμηνο, έτος κ.τ.λ. Μπορείτε να εντοπίσετε

περιπτώσεις όπου 1 + r /∈ [d, u]; Αν εντοπίσετε τέτοια

περίπτωση τι μπορείτε να κάνετε; Σε αυτό το σημείο

μπορείτε να δείτε το Arbitrage αλλά και την περιγραφή

των Abritrageurs.
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΄Εκτο Θέμα

΄Εστω ένα Ευρωπαϊκό συμβόλαιο αγοράς με τιμή ε-

ξάσκησης K και έστω ότι εργαζόμαστε στο διωνυ-

μικό μοντέλο σε ένα δέντρο μιας περιόδου. Θέτουμε

A = max(uS0 −K, 0) και B = max(dS0 −K, 0). Αν

d ≤ 1+ r ≤ u τότε το ποσό V0 =
1

1+r(qA+(1− q)B)

είναι το ελάχιστο δυνατό ποσό που χρειάζεται κάποιος

για να κατασκευάσει χαρτοφυλάκιο με τελικές αξίες

τις A,B. Το ποσό αυτό ορίζεται ως η δίκαιη τιμή

πώλησης του συγκεκριμένου συμβολαίου μιας και ο

πωλητής μπορεί να το επενδύσει κατάλληλα και έτσι

στη λήξη του συμβολαίου να είναι σε θέση να αποπλη-

ρώσει τον αγοραστή του συμβολαίου. Ο ορισμός αυτός

είναι ανεξάρτητος από την δυνατότητα ή όχι του αγο-

ραστή να κατασκευάσει το αντίθετο ή παρόμοιο χαρτο-

φυλάκιο. Σημειώστε ότι ο αγοραστής και ο πωλητής

ενός συμβολαίου δεν είναι ισοδύναμοι απέναντι στον

κίνδυνο. Ο αγοραστής στην χειρότερη περίπτωση θα

χάσει ένα συγκεκριμένο ποσό (την αξία του συμβολα-

ίου) ενώ ο πωλητής μπορεί να έχει απεριόριστη ζημι-
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ά στην περίπτωση που οι ρυθμοί ανόδου και καθόδου

αλλάξουν δραματικά. Για παράδειγμα σε ένα συμβόλαιο

αγοράς ο πωλητής θα πρέπει ουσιαστικά να πληρώσει

το ποσό ST −K το οποίο δεν είναι άνω φραγμένο σε

αντίθεση με τον αγοραστή ο οποίος θα χάσει το ποσό

V0 το πολύ. Αν δεν ισχύει η ανισότητα d ≤ 1 + r ≤ u

τότε δεν υπάρχει ελάχιστη τιμή χαρτοφυλακίου με αυ-

τές τις τελικές αξίες και ως εκ τούτου δεν ορίζεται η

δίκαιη τιμή του συμβολαίου. Παρόμοια για Αμερικα-

νικά, Bermudan και άλλα εξωτικά συμβόλαια (exotic

options).

Μελετώντας τις τιμές της αγοράς και συγκρίνο-

ντας την τιμή ενός Ευρωπαϊκού συμβολαίου αγοράς

με την τιμή του αντίστοιχου συμβολαίου πώλησης δια-

πιστώνουμε ότι ισχύει μια συγκεκριμένη σχέση η οπο-

ία ονομάζεται αναλογία αγοράς - πώλησης (put -

call parity). Μελετήστε την εξήγηση για το ότι η πα-

ραπάνω αναλογία ισχύει στις τιμές της αγοράς. Αν

υπολογίσω την τιμή ενός Ευρωπαϊκού συμβολαίου α-

γοράς μέσω του διωνυμικού μοντέλου είναι σωστό να

υπολογίσω από αυτή την τιμή μέσω της put - call par-
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ity και την αξία του συμβολαίου πώλησης; Με άλλα

λόγια, το διωνυμικό μοντέλο ικανοποιεί την ιδιότητα

αυτή; Αν ναι, αποδείξτε το (δείτε An Elementary Ap-

proach to the Option Pricing Problem). Παρόμοιες

σχέσεις ισχύουν και για Αμερικανικά δικαιώματα.

Το διωνυμικό μοντέλο προβλέπει ότι η αξία ενός

Ευρωπαϊκού συμβολαίου αγοράς σε κάθε χρονική στιγ-

μή κυμαίνεται μεταξύ δυο ποσοτήτων που εξαρτώνται

από την τρέχουσα τιμή της μετοχής. Αποδείξτε αυτή

την σχέση και στην συνέχεια ελέγξτε αν ικανοποιείται

και από τις πραγματικές τιμές της αγοράς λαμβάνοντας

πραγματικά δεδομένα από την αγορά παραγώγων.

΄Εβδομο Θέμα

΄Εχουμε δει ότι καθώς πολλαπλασιάζουμε το πλήθος

των περιόδων μέχρι τον ζητούμενο χρόνο λήξης προ-

κύπτουν όλο και περισσότερες πιθανές τιμές της μετο-

χής. Επειδή στην πραγματικότητα οι πιθανές τιμές της

μετοχής κατά την λήξη του χρόνου είναι άπειρες προ-

κύπτει ότι όσο περισσότερες περιόδους έχουμε τόσο

πιο κοντά στην πραγματικότητα είμαστε. Στην πε-
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ρίπτωση Ευρωπαϊκών συμβολαίων η αξία του χαρτοφυ-

λακίου μέσω του διωνυμικού μοντέλου συγκλίνει, κα-

θώς το πλήθος των περιόδων τείνει στο άπειρο, στην

τιμή που δίνει το μοντέλο των Black-Scholes (μελε-

τήστε την απόδειξη, είναι μια εφαρμογή των σειρών

Taylor). Επομένως, είναι προτιμότερο για τέτοια συμ-

βόλαια να εργαζόμαστε με το μοντέλο των Black-Scholes.

Στην περίπτωση όμως Αμερικανικών συμβολαίων η α-

ξία του συμβολαίου μέσω του διωνυμικού μοντέλου δεν

συγκλίνει στο μοντέλο των Black-Scholes αλλά σε κάτι

άλλο πιο πολύπλοκο (ψάξτε στην βιβλιογραφία ή στο

διαδίκτυο) το οποίο δεν είναι δυνατό να επιλυθεί α-

ναλυτικά. Για τον λόγο αυτό, για την αποτίμηση πιο

περίπλοκων δικαιωμάτων, ίσως το διωνυμικό μοντέλο

είναι βολικότερο (δείτε όμως και Convergence of Bi-

nomial Trees). Πόσες περιόδους πρέπει να παρεμβάλ-

λουμε μέχρι την λήξη του ζητούμενου χρόνου για να

έχουμε σχετικά καλά αποτελέσματα;

΄Ογδοο Θέμα

Τα συμβόλαια που έχουμε περιγράψει χωρίζονται
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σε δυο κατηγορίες όσον αφορά τον τρόπο με τον οπο-

ίο γίνεται η αγοραπωλησία τους. Η πρώτη κατηγορία

είναι τα συμβόλαια τα οποία μπορούν να αγορασθούν

ή να πωληθούν στο χρηματιστήριο παραγώγων και η

άλλη κατηγορία είναι τα συμβόλαια τα οποία μπορο-

ύν να αγορασθούν ή να πωληθούν στην εξωχρηματι-

στηριακή αγορά. Στην πρώτη κατηγορία οι τιμές των

συμβολαίων προκύπτουν ανάλογα με την προσφορά και

την ζήτηση, ακριβώς όπως και οι μετοχές, επομένως

η αποτίμηση τέτοιων συμβολαίων ίσως δεν έχει νόη-

μα. Στην δεύτερη κατηγορία οι τιμές των συμβολα-

ίων προκύπτουν μετά από συμφωνία των δυο μερών

(τράπεζα με ιδιώτη, μεταξύ δυο εταιριών κ.τ.λ.) Ο α-

γοραστής ενός συμβολαίου πώλησης (put option) ου-

σιαστικά θέλει να ελαχιστοποιήσει την ζημιά που θα

έχει στην περίπτωση πτώσης της τιμής μιας μετοχής ή

ενός αγαθού. Αν ο αγοραστής του συμβολαίου μπο-

ρεί να κατασκευάσει χαρτοφυλάκιο όπως έχουμε πε-

ριγράψει τότε αντί να αγοράσει ένα τέτοιο συμβόλαιο

μπορεί απλά να το κατασκευάσει ο ίδιος έτσι ώστε να

ελαχιστοποιήσει την πιθανή ζημιά. Το αποτέλεσμα θα
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είναι το ίδιο με την προϋπόθεση ότι οι ρυθμοί ανόδου

και καθόδου προκύψουν όπως τους έχει υπολογίσει.

Στην πράξη όμως αυτό δεν συμβαίνει πάντοτε οπότε α-

γοράζοντας το συμβόλαιο από κάποιον άλλο μεταθέτει

στον πωλητή το ρίσκο αυτό. Ακόμη όμως και αν θέλει

να αναλάβει το ρίσκο αυτό ίσως δεν είναι δυνατό να

κατασκευάσει ένα τέτοιο χαρτοφυλάκιο. Μια τράπε-

ζα δανείζει χρήματα με μεγαλύτερο επιτόκιο από ότι

ένας ιδιώτης και επίσης δανείζεται χρήματα με πολύ μι-

κρότερο επιτόκιο από ότι ένας ιδιώτης. Επομένως είναι

γενικά ευκολότερο από την πλευρά των τραπεζών να

κατασκευάσουν το ζητούμενο αντισταθμιστικό χαρτο-

φυλάκιο με μικρότερη αρχική αξία.

΄Ενατο Θέμα

Στο θέμα αυτό θα πρέπει να αποτιμήσετε μέσω του

διωνυμικού μοντέλου ένα Ευρωπαϊκό συμβόλαιο αγο-

ράς σε «πραγματικές» συνθήκες. Δηλαδή έχετε ως

δεδομένα τα πιθανά επιτόκια καθώς και παρελθοντικές

τιμές της υποκείμενης μετοχής. Θα πρέπει μόνοι σας

να αποφασίσετε ποιους ρυθμούς ανόδου και καθόδου
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της μετοχής θα χρησιμοποιήσετε καθώς και σε πόσες

υποπεριόδους θα χωρίσετε το χρονικό διάστημα.

΄Εστω ότι έχουμε τις τιμές μιας μετοχής ανά δεκα-

πενθήμερο για τον τελευταίο χρόνο. ΄Εστω ότι αυτές

οι τιμές είναι [

S24 = 0.99, S23 = 1.0, S22 = 0.98, S21 = 0.97, S20 = 0.96, S19 = 0.97, S18 = 0.98,

S17 = 0.99, S16 = 1.0, S15 = 0.99, S14 = 0.98, S13 = 0.99,

S12 = 0.98, S11 = 1.0, S10 = 1.01, S9 = 1.02,

S8 = 1.03, S7 = 1.04, S6 = 1.03, S5 = 1.02, S4 = 1.01, S5 = 1.0,

S4 = 0.99, S3 = 0.98, S2 = 0.99, S1 = 1.0, S0 = 1.0

όπου S24 είναι η τιμή της μετοχής πριν ένα έτος, οι υ-

πόλοιπες είναι ανά 15 ημέρες και S0 η σημερινή τιμή της

μετοχής. Ας υποθέσουμε ότι η τράπεζα εφαρμόζει ένα

από τα τρία ετήσια επιτόκια τ1 = 0.4, τ2 = 0.1, τ3 =

−0.5. Αν K = 1.01 να αποτιμήσετε την αξία ενός

Ευρωπαϊκού συμβολαίου αγοράς με τιμή εξάσκησης K

το οποίο λήγει σε τρεις μήνες από τώρα και με τα τρία

δοθέντα επιτόκια.

Δέκατο Θέμα

Αποτιμήστε ένα Αμερικανικό συμβόλαιο πώλησης 1.000

μετοχών χρησιμοποιώντας το διωνυμικό μοντέλο. Η
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διάρκεια του συμβολαίου είναι 3 μήνες, η τιμή εξάσκη-

σης είναι K = 0.95 · S όπου S η σημερινή τιμή της
μετοχής και υποκείμενη μετοχή είναι η μετοχή της Ε-

θνικής Τράπεζας. Μπορείτε να έχετε παρελθοντικές

τιμές της μετοχής από εδώ (το σύμβολο της μετοχής

είναι ETE.ATH). Προκειμένου να αποτιμήσετε το συμ-

βόλαιο αυτό σκεφτείτε αν μπορείτε να κατασκευάσετε

συγκεκριμένο χαρτοφυλάκιο το οποίο να έχει αξία σε

κάθε μελλοντική χρονική στιγμή ίση (ή μεγαλύτερη) α-

πό την απολαβή του αγοραστή. Το χαρτοφυλάκιο αυτό

θα αποτελείται από κατάλληλο πλήθος μετοχών, άλλο-

τε θετικό (long position) και άλλοτε αρνητικό (short

position), και επένδυσης ποσού χωρίς ρίσκο. Η επέν-

δυση χωρίς ρίσκο μπορεί να είναι κατάθεση σε τράπεζα

ή αγορά ομολόγου ή οτιδήποτε άλλο νομίζετε ότι δεν

έχει ρίσκο. Μπορείτε άραγε να επενδύσετε σε ομόλο-

γα τα οποία λήγουν σε 5 χρόνια ενώ το συμβόλαιο σε

τρεις μήνες; Ψάξτε στο διαδίκτυο για όλες τις πιθανές

επενδύσεις χωρίς ρίσκο με το μεγαλύτερο δυνατόν ε-

πιτόκιο. Για την κατασκευή αυτού του χαρτοφυλακίου

θα χρειαστείτε τους μελλοντικούς ρυθμούς ανόδου και
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καθόδου της μετοχής καθώς και το επιτόκιο (αλλά και

την περίοδο ανατοκισμού) της χωρίς ρίσκο επένδυσης.

Αν το επιτόκιο αυτό είναι, για παράδειγμα, ετήσιου α-

νατοκισμού θα χρειαστεί να υπολογίσετε το ισοδύναμο

επιτόκιο που αφορά την περίοδο που θα χρησιμοποι-

ήσετε στο διωνυμικό μοντέλο. Μικρές αποκλίσεις που

προέρχονται από τον τρόπο υπολογισμού των τόκων

επικαλύπτονται από την έντονη «ασάφεια» των ρυθ-

μών ανόδου και καθόδου. Τους ρυθμούς ανόδου και

καθόδου της μετοχής θα πρέπει ουσιαστικά να τους

μαντέψετε και ένας τρόπος είναι να χρησιμοποιήσετε

παρελθοντικά δεδομένα. Τέλος, θα πρέπει να υπολο-

γίσετε την ελάχιστη δυνατή τιμή πώλησης του συμβο-

λαίου αυτού, μια πληροφορία η οποία θα είναι χρήσιμη

κατά την διάρκεια της διαδικασίας πώλησης («παζάρι»)

του συμβολαίου!

11 Θέμα

΄Εστω ότι στις 6 Ιουλίου του 2020 αποτιμήσατε ένα

συμβόλαιο πώλησης 1.000 μετοχών με υποκείμενη με-

τοχή την μετοχή της Εθνικής Τράπεζας και τιμή ε-
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ξάσκησης K = 0.95 · S όπου S η τιμή της μετοχής
την ημέρα εκείνη. Για το λόγο αυτό υπολογίσατε τους

ρυθμούς ανόδου και καθόδου της μετοχής ανά μήνα με

ιστορικά στοιχεία ενός έτους, δηλαδή μέχρι τον Ιούλιο

του 2019. Το συμβόλαιο έληγε μετά από 4 μήνες, δη-

λαδή τον Νοέμβριο του 2020. Οι ρυθμοί ανόδου και

καθόδου που προβλέψατε με ιστορικά στοιχεία ενός

έτους προέκυψαν τελικά όπως προβλέψατε και αν όχι

πόσο κοντά ήταν; Αν τον Ιούλιο του 2020 είχατε τα

στοιχεία που θα είχατε τον Νοέμβριο του 2020 (δηλα-

δή κατά την λήξη του συμβολαίου) ποια τιμή θα δίνατε

ως αξία του συμβολαίου και πόση διαφορά έχει αυτή

από την τιμή που τελικά δώσατε;

12 Θέμα

Αποτιμήστε ένα Ευρωπαϊκού τύπου δικαίωμα που

αφορά 1.000 μετοχές του ΟΤΕ (σύμβολο HTO.ATH).

Η διάρκεια του συμβολαίου είναι 3 μήνες, η απολαβή

είναι τύπου Lookback και είναι ίση με X = Smax −K

ανά μετοχή όπου K = 1.05 · S και S η σημερινή αξία
της μετοχής, χρησιμοποιώντας το διωνυμικό μοντέλο
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τριών περιόδων. Αφού υπολογίσετε την αξία του συμ-

βολαίου αποδείξτε ότι είναι η ελάχιστη δυνατή τιμή που

μπορείτε να δώσετε, αν φυσικά είναι.

13 Θέμα

Αποτιμήστε ένα δικαίωμα τύπου Bermudan που α-

φορά 1.000 μετοχές του ΟΠΑΠ (σύμβολοOPAP.ATH)

το οποίο μπορεί να εξασκηθεί ανά μήνα. Η διάρκεια

του συμβολαίου είναι 3 μήνες, η απολαβή είναι τύπου

Barrier και είναι ίση με X = min{max{Ŝ,K1}, K2}
ανά μετοχή όπου K1 = 0.95 · S, K2 = 1.05 · S, S
η σημερινή αξία της μετοχής και Ŝ η τρέχουσα αξία

της μετοχής, χρησιμοποιώντας το διωνυμικό μοντέλο

τριών περιόδων. Αφού υπολογίσετε την αξία του συμ-

βολαίου αποδείξτε ότι είναι η ελάχιστη δυνατή τιμή που

μπορείτε να δώσετε, αν φυσικά είναι.

14 Θέμα

Προκειμένου να κατασκευάσετε ένα αντισταθμιστικό

χαρτοφυλάκιο θα χρειαστεί να επιλέξετε ένα τρόπο ε-

πένδυσης χωρίς ρίσκο. Σημειώστε ότι κατά την ανα-

διάρθρωση του χαρτοφυλακίου θα χρειαστεί, εν γένει,
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τόσο να επενδύσετε όσο και να δανειστείτε (το b άλλο-

τε θα είναι θετικό και άλλοτε αρνητικό). Το μαθηματι-

κό πρόβλημα που δημιουργείται σε αυτό το σημείο είναι

το ότι το επιτόκιο επένδυσης και το επιτόκιο δανεισμού

διαφέρουν.

Επίσης, θα πρέπει να ελέγξετε το επιτόκιο r της

επένδυσης αυτής. Αυτό μπορεί να είναι ετήσιου ανα-

τοκισμού ή κάτι άλλο. Αν το επιτόκιο είναι ετήσιου

ανατοκισμού και είναι ίσο με r ενώ για παράδειγμα η

περίοδος του διωνυμικού δέντρου είναι μικρότερη του

ενός έτους ποιος είναι ο τόκος που αναλογεί σε επέν-

δυση 1 Ευρώ για την περίοδο αυτή; Αν δεν μπορούμε

να έχουμε την πληροφορία αυτή (από τους όρους της

συγκεκριμένης επένδυσης) τότε μπορούμε να υπολο-

γίσουμε τον τόκο με έναν από τους παρακάτω τρόπους.

i) 1 Ευρώ θα γίνει 1+r·t, όπου t σε χρόνια (εξίσωση
απλού τόκου).

ii) 1 Ευρώ θα γίνει 1 + r̂, όπου r̂ είναι το ισοδύναμο

επιτόκιο περιόδου.

iii) 1 Ευρώ θα γίνει er̂t, όπου r̂ είναι το ισοδύναμο ε-
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πιτόκιο συνεχούς ανατοκισμού και t σε χρόνια. Η

τελευταία αυτή περίπτωση είναι βολική για μαθη-

ματικούς υπολογισμούς και περισσότερο σε θεω-

ρητικό επίπεδο μιας και στην πράξη ο ανατοκισμός

είναι περιοδικός (π.χ. ετήσιος, εξαμηνιαίος κ.τ.λ.)

Ο καθένας από τους παραπάνω τρόπους θα δώσει και

ένα διαφορετικό αποτέλεσμα. Αν η περίοδος του διω-

νυμικού δέντρου είναι μικρή το ίδιο μικρή θα είναι και

η απόκλιση των αποτελεσμάτων. ΄Οπως και να έχει

όμως η οποιαδήποτε απόκλιση από τον υπολογισμό των

τόκων επικαλύπτεται από τον (υποχρεωτικά από τους

νόμους της φύσης!) ασαφή τρόπο υπολογισμού των

μελλοντικών ρυθμών ανόδου και καθόδου.

15 Θέμα

΄Οπως γνωρίζουμε, οι τιμές των συμβολαίων τα ο-

ποία πωλούνται στο χρηματιστήριο παραγώγων, προ-

κύπτουν σύμφωνα με την αγορά και την ζήτηση ακρι-

βώς όπως και οι μετοχές. Ας υποθέσουμε ότι οι τιμές

αυτές συμβαδίζουν με αυτές του διωνυμικού μοντέλου

τριών περιόδων. Σκοπός του θέματος αυτού είναι να
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υπολογίσουμε το επιτόκιο το οποίο εφαρμόζεται. Για

το σκοπό αυτό θα πρέπει να υπολογίσετε τους ρυθμο-

ύς ανόδου και καθόδου της μετοχής που αντιστοιχεί

στην κάθε περίοδο και στην συνέχεια έχοντας την τι-

μή V0 από το χρηματιστήριο να λύσετε ως προς το r.

Αυτό θα είναι το επιτόκιο που αναφέρεται στην περίο-

δο του διωνυμικού μοντέλου. Μπορείτε να κάνετε την

ίδια μελέτη υποθέτοντας ότι οι τιμές των συμβολαίων

συμβαδίζουν με αυτές του μοντέλου Black-Scholes και

επομένως να εκτιμήσετε και με αυτό τον τρόπο το επι-

τόκιο r το οποίο όμως σε αυτή την περίπτωση θα είναι

το ετήσιο επιτόκιο συνεχούς ανατοκισμού. Συγκρίνετε

τα αποτελέσματα που προκύπτουν μέσω του διωνυμι-

κού μοντέλου τριών περιόδων με αυτά που προκύπτουν

μέσω του μοντέλου Black-Scholes. Η ίδια μελέτη μπο-

ρεί να γίνει για όλα τα συμβόλαια (call - put) και με

όλες τις υποκείμενες μετοχές. Ποια είναι η σχέση των

επιτοκίων που προκύπτει για κάθε τέτοιο συμβόλαιο με

διαφορετική υποκείμενη μετοχή;

16 Θέμα
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΄Εστω ότι γνωρίζουμε το επιτόκιο της χωρίς ρίσκο

επένδυσης καθώς και σημερινές τιμές συμβολαίων μιας

συγκεκριμένης υποκείμενης μετοχής, για παράδειγμα

την σημερινή τιμή ενός συμβολαίου αγοράς. ΄Εστω ότι

εργαζόμαστε με το διωνυμικό μοντέλο και έστω ότι η

περίοδος του είναι αρκετά μικρή έτσι ώστε να ισχύει

ότι u = eσ
√
δ, d = e−σ

√
δ
για κάποιο σ > 0 και για για

αρκετά μικρό δ > 0. Το δ είναι η χρονική περίοδος

του διωνυμικού μοντέλου ενώ το σ μετρά ουσιαστικά

το πόσο έντονα μεταβάλλεται η μετοχή σε κάθε χρο-

νική περίοδο για αυτό και ονομάζεται μεταβλητότητα

της μετοχής. Εφόσον γνωρίζουμε την τιμή του συμ-

βολαίου V0 και το επιτόκιο r τότε μπορούμε να υπο-

λογίσουμε την μεταβλητότητα σ από την σχέση που

τα συνδέουν. ΄Οταν υπολογίζουμε με τον τρόπο αυτό

την μεταβλητότητα τότε αυτή ονομάζεται συνεπαγόμε-

νη μεταβλητότητα και είναι ένας διαφορετικός τρόπος

υπολογισμού της μεταβλητότητας σε σχέση με τα ιστο-

ρικά δεδομένα. Την ίδια μελέτη μπορούμε να κάνουμε

και με το μοντέλο των Black - Scholes. Υπολογίστε

την συνεπαγόμενη μεταβλητότητα όπως προκύπτει α-
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πό πραγματικά δεδομένα για διαφορετικές ημέρες. Πως

μεταβάλλεται;

17 Θέμα

΄Εστω ότι τον Μάρτιο του 2019 είχατε επενδύσει σε

τρεις μετοχές το ποσό των 1.000 Ευρώ. Το ποσό αυ-

τό το είχατε κατανείμει κατάλληλα (χρησιμοποιώντας

το εργαλείο Excel) έτσι ώστε να έχετε μια ζητούμε-

νη μέση απόδοση με την ελάχιστη δυνατή διακύμανση

του χαρτοφυλακίου. Μετά από δυο χρόνια ποια είναι

η απόδοση του χαρτοφυλακίου σας; Επαναλάβετε την

ίδια μελέτη με διαφορετικές μετοχές κάθε φορά.

18 Θέμα

Ενδιαφέρομαι να επενδύσω το ποσό των 1.500 Ευ-

ρώ στις μετοχές με σύμβολα VIO.ATH, OLYMP.ATH,

GEBKA.ATH. Πόσες μετοχές πρέπει να αγοράσω α-

πό την κάθε μια; Τι μπορώ να κάνω για να εξασφαλι-

στώ σε μια απότομη μελλοντική πτώση της τιμής μιας

εκ των μετοχών παραπάνω; Ποια είναι η μέγιστη ζη-

μιά που μπορεί να έχω σε μια ημέρα; Απαντήστε με

186

http://www.samos.aegean.gr/actuar/nick/Metoxes.xlsx


πιθανότητα 0.98 και περιγράψτε πως υπολογίσατε την

μέγιστη ζημιά. Σε περίπτωση που κάποια μέρα έχω ζη-

μιά ποια είναι η μέση τιμή της ζημιάς; Επαναλάβετε την

ίδια μελέτη με διαφορετικές τριάδες μετοχών.

19 Θέμα

΄Εχουμε αποδείξει ότι όταν d ≤ 1 + r ≤ u τότε η

αξία ενός Ευρωπαϊκού συμβολαίου όταν υπολογίζεται

μέσω της ακολουθίας

Vn−1 =
1

1 + r

(
qV u

n + (1− q)V d
n

)
,

VN = XN (όπου XN η απολαβή) (9)

είναι η μικρότερη δυνατή. Στην λήξη του συμβολαίου

η αξία του αντισταθμιστικού χαρτοφυλακίου θα είναι

πάντοτε ίση με την απολαβή του αγοραστή. Στα Αμε-

ρικανικά δικαιώματα η αντίστοιχη ακολουθία είναι

V A
n−1 = max{Xn−1, En}
V A
N = XN (10)

όπου En =
1

1+r

(
qV u,A

n + (1− q)V d,A
n

)
. Μπορούμε να

αποδείξουμε εύκολα ότι υπάρχει κάποιο k ∈ {0, 1, · · · , N}
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τέτοιο ώστε V A
k = Xk δηλαδή ο αγοραστής έχει την

επιλογή να εξασκήσει κατάλληλα έτσι ώστε η απολαβή

του να είναι ίση με την αξία του αντισταθμιστικού χαρ-

τοφυλακίου και επομένως να μην περισσέψουν χρήμα-

τα στον πωλητή. Πράγματι, έστω ότι Ek > Xk−1 για

κάθε k ∈ {1, 2, · · · , N} άρα

V A
n−1 =

1

1 + r

(
qV u,A

n + (1− q)V d,A
n

)
, για κάθε n = 1, 2, · · · , N

V A
N = XN

Προκύπτει λοιπόν, στην περίπτωση που Ek > Xk−1

για k = 1, · · · , N , ότι οι αναδρομικές ακολουθίες 9
και 10 συμπίπτουν. Αυτό σημαίνει ότι στην λήξη του

συμβολαίου η αξία του αντισταθμιστικού χαρτοφυλα-

κίου θα είναι ίση με την απολαβή του αγοραστή και άρα

ακόμη και σε αυτή την περίπτωση ο αγοραστής μπο-

ρεί να εξασκήσει κατάλληλα έτσι ώστε να μην περισ-

σέψουν χρήματα στο αντισταθμιστικό χαρτοφυλάκιο.

Δηλαδή σε κάθε περίπτωση το αντισταθμιστικό χαρ-

τοφυλάκιο θα είναι ίσο κάποια στιγμή με την απολαβή

και εφόσον d < 1 + r < u προκύπτει ότι η αξία του
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συμβολαίου μέσω της ακολουθίας 10 είναι η μικρότερη

δυνατή οπότε ορίζεται και ως η δίκαιη τιμή πώλησης

ενός τέτοιου συμβολαίου. Παρόμοια βέβαια και στην

περίπτωση των Bermudan δικαιωμάτων.

Για να αποδείξει κανείς ότι είναι η ελάχιστη τιμή

όταν d < 1 + r < u αρκεί να εργαστεί αναδρομικά

από τον χρόνο N ως τον χρόνο 0 με το ίδιο ακριβώς

σκεπτικό όπως και στα Ευρωπαϊκά δικαιώματα.

20 Θέμα

Τα πρώτα βήματα ενός Arbitrageur!

΄Εχουμε αποδείξει την αναλογία αγοράς - πώλησης των

τιμών όπως προκύπτουν από το διωνυμικό μοντέλο και

είναι η επόμενη

V E,call
n − V E,put

n = Sn −K
1

(1 + r)N−n , n = 0, · · · , N

Ας υποθέσουμε ότι παρατηρούμε στην πραγματική α-

γορά τις τιμές αυτών των συμβολαίων με την ίδια υπο-

κείμενη μετοχή, τον ίδιο χρόνο λήξης και την ίδια τιμή

εξάσκησης και διαπιστώνουμε ότι δεν ισχύει η παρα-
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πάνω ισότητα αλλά για παράδειγμα η επόμενη

V E,call
n − V E,put

n > Sn −K
1

(1 + r)N−n , n = 0, · · · , N

κατά τη χρονική στιγμή n. Αυτό μπορεί να συμβεί

στην πράξη αν για παράδειγμα υπάρξει ξαφνικά μεγάλη

ζήτηση σε συγκεκριμένα συμβόλαια αγοράς οπότε και

οι αντίστοιχες τιμές θα αυξηθούν απότομα αφού εξαρ-

τώνται από την προσφορά και τη ζήτηση (και όχι από

το διωνυμικό μοντέλο!) Τότε δημιουργείται μια ευκαι-

ρία σίγουρου κέρδους. Ας υποθέσουμε ότι μπορούμε

να δανειστούμε ένα συμβόλαιο αγοράς και να το που-

λήσουμε στη τρέχουσα αξία δηλαδή V E,call
n . Τα χρήμα-

τα αυτά τα τοποθετούμε σε χωρίς ρίσκο επένδυση με ε-

πιτόκιο r. Αγοράζουμε επίσης ένα συμβόλαιο πώλησης

και μια μετοχή στη τρέχουσα αξία αφού δανειστούμε

το αντίστοιχο ποσό με επιτόκιο r. Οι κινήσεις αυ-

τές έγιναν με μηδενικό αρχικό κεφάλαιο δανειζόμενοι

τα αντίστοιχα ποσά. Στο χρόνο N δυο περιπτώσεις

έχουμε: η αξία της μετοχής να είναι μικρότερη του

K οπότε σε αυτή την περίπτωση το συμβόλαιο αγο-

ράς δεν κοστίζει τίποτε και επομένως δεν χρειάζεται
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να επιστρέψουμε κάτι στο δανειστή. ΄Εχουμε το πο-

σό V E,call
n (1 + r)N−n

στην κατοχή μας όπως επίσης

ένα συμβόλαιο πώλησης και μια μετοχή αλλά χρωστάμε

το ποσό (V E,put
n + Sn)(1 + r)N−n

. Μπορούμε να ε-

ξασκήσουμε το συμβόλαιο πώλησης οπότε θα έχουμε

επιπλέον το ποσό K άρα το συνολικό ποσό που κα-

τέχουμε υπερβαίνει το ποσό που χρωστάμε. Παρόμοια

και στην περίπτωση όπου η τιμή της μετοχής ξεπεράσει

το ποσό K. Στη περίπτωση που δεν μπορούμε να δα-

νειστούμε ένα συμβόλαιο αγοράς αλλά το έχουμε στη

κατοχή μας δημιουργείται πάλι ευκαιρία σίγουρου κέρ-

δους.

Το συμπέρασμα είναι ότι και στην πραγματική α-

γορά θα ισχύει (περίπου) η παραπάνω αναλογία. Δεν

θα ισχύει ποτέ ακριβώς διότι υπάρχουν και τα κόστη

συναλλαγών. Αρα το διωνυμικό μοντέλο προβλέπει

σωστά αυτή την αναλογία κάτι το οποίο δεν είναι προ-

φανές ότι σε κάθε μοντέλο θα ισχύει κάτι τέτοιο.

Χρησιμοποιήστε παρόμοια επιχειρήματα για την πε-

ρίπτωση που στην αγορά παρατηρήσετε την αντίστρο-

φη ανισότητα. Επίσης χρησιμοποιήστε παρόμοια επι-
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χειρήματα για όλες τις σχέσεις που έχουν αποδειχτεί

παραπάνω και έτσι καταγράψτε τις περιπτώσεις ευκαι-

ρίας σίγουρου κέρδους καθώς και τις χρηματιστηριακές

κινήσεις που θα κάνετε σε κάθε τέτοια περίπτωση. ΄Ο-

πως είναι κατανοητό, αν υποθέσουμε ότι αναθέτουμε

σε έναν υπολογιστή να κάνει αυτούς τους ελέγχους

στις τιμές της αγοράς τότε ο υπολογιστής επίσης μπο-

ρεί να πραγματοποιήσει αυτόματα τις αντίστοιχες χρη-

ματιστηριακές κινήσεις για εμάς!

Σημειώστε επίσης ότι υποθέσαμε ότι επιτόκιο δα-

νεισμού είναι το ίδιο με το επιτόκιο επένδυσης. Αυ-

τό στη πράξη δεν συμβαίνει ποτέ και μάλιστα για μια

χρηματιστηριακή τράπεζα το επιτόκιο επένδυσης είναι

πολύ μεγαλύτερο από ότι το επιτόκιο δανεισμού. Επο-

μένως οι ευκαιρίες σίγουρου κέρδους είναι συχνότερες

από την οπτική αυτών των χρηματιστηριακών τραπε-

ζών συγκριτικά με έναν ιδιώτη όπου τα αντίστοιχα ε-

πιτόκια είναι αντίστροφα. Παρατηρήστε επίσης ότι αν

αυτές οι χρηματιστηριακές κινήσεις γίνουν λίγο πριν

την λήξη των συμβολαίων τότε τα επιτόκια δανεισμού

και κατάθεσης είναι πρακτικά μηδέν!
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Παρατήρηση 40 ΄Οταν γράφουμε σημερινή αξία μετοχής
εννοούμε την αξία της μετοχής κατά την ημέρα της

σύναψης του συμβολαίου ενώ όταν γράφουμε τρέχουσα

αξία μετοχής εννοούμε την αξία της μετοχής κατά

την μελλοντική χρονική περίοδο που μελετούμε. Ση-

μειώστε ότι το όνομα του δικαιώματος και η αντίστοιχη

απολαβή (π.χ. Barrier) μπορεί να διαφέρουν από βιβλίο

σε βιβλίο. Σημασία βέβαια έχει ο τύπος της απολαβής

καθώς και να τον εφαρμόζουμε σωστά.
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Η αγορά διαμορφώνει τις τιμές των

μετοχών (assets), συμβολαίων (options)

κ.τ.λ. όπως επίσης η αγορά διαμορφώνει

τα μαθηματικά μοντέλα που προσπαθούν

να μοντελοποιήσουν αυτά τα φαινόμενα.

Ακριβώς όπως οι καιρικές συνθήκες

διαμορφώνουν τα προγνωστικά μαθηματικά

μοντέλα και όχι το ανάποδο!
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Βήματα για την αποτίμηση δικαιωμάτων

Τα βήματα για να αποτιμήσετε ένα δικαίωμα χρησιμο-

ποιώντας το διωνυμικό μοντέλο είναι τα παρακάτω,

1. Αποφασίζετε σε πόσες περιόδους θα διαμερίσετε

την χρονική διάρκεια του συμβολαίου.

2. Μαντεύετε τους ρυθμούς ανόδου και καθόδου

της μετοχής που αντιστοιχούν στην περίοδο που

επιλέξατε, συνήθως από ιστορικά δεδομένα ή

μέσω της συνεπαγόμενης μεταβλητότητας.

3. Αποφασίζετε ποια θα είναι η χωρίς ρίσκο επένδυ-

ση που θα κάνετε και πως θα υπολογίζετε τους

τόκους που αναλογούν σε χρονική περίοδο που

θα είναι κλάσμα του χρόνου ανατοκισμού.

4. Εφαρμόζετε το διωνυμικό μοντέλο με τα παρα-

πάνω δεδομένα.

5. Αποδεικνύετε ότι η τιμή που υπολογίσατε είναι η

μικρότερη δυνατή.

Σημειώστε ότι η ελάχιστη τιμή που υπολογίσατε με-

ταβάλλεται όταν: α) μεταβληθεί το πλήθος των πε-

ριόδων του διωνυμικού δέντρου, β) μεταβληθούν οι

ρυθμοί ανόδου και καθόδου (π.χ. τους υπολογίσετε

με ιστορικά δεδομένα 2 ετών αντί για ένα έτος κ.τ.λ.),

γ) μεταβληθεί το επιτόκιο της χωρίς ρίσκο επένδυσης.
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Παρατήρηση 41 Αν αποτιμήσουμε ένα δικαίωμα με ι-
στορικά δεδομένα ή μέσω της συνεπαγόμενης μετα-

βλητότητας τότε θα πάρουμε διαφορετική τιμή για το

συμβόλαιο κάθε φορά που αλλάζουμε τρόπο υπολογι-

σμού της μεταβλητότητας. ΄Ενας τρόπος θα ήταν να

αποτιμήσουμε το συμβόλαιο με διαφορετικά ιστορικά

δεδομένα (π.χ. μηνός, τριμήνου, εξαμήνου κ.τ.λ.) κα-

θώς και μέσω της συνεπαγόμενης μεταβλητότητας και

να θεωρήσουμε ως δίκαιη τιμή το μέσο όρο αυτών και

μάλιστα με κάποιο βάρος. Για παράδειγμα θα μπορούσα-

με να βάλουμε μεγαλύτερο βάρος στην συνεπαγόμενη

μεταβλητότητα, ύστερα στη μεταβλητότητα που προ-

κύπτει από τα ιστορικά δεδομένα μηνός κ.τ.λ.
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Παρατήρηση 42 Για ποιο λόγο μας ενδιαφέρει να εκτι-
μήσουμε την αξία ενός συμβολαίου; Μιλώντας πάντοτε

για την εξωχρηματιστηριακή αγορά, ο πωλητής ενός

τέτοιου συμβολαίου χρειάζεται μια τάξη μεγέθους (1

Ευρώ, 10 Ευρώ, 100 Ευρώ κ.τ.λ.) του ποσού που εν-

δέχεται να καταβάλλει στον αγοραστή. Ο αγοραστής

επίσης χρειάζεται μια τέτοια εκτίμηση προκειμένου να

γνωρίζει αν τυχόν είναι υπερτιμημένο από κάποιον πω-

λητή.

΄Ενας διαφορετικός λόγος είναι για τον υπολογισμό

της συνεπαγόμενης μεταβλητότητας μια μετοχής ή ε-

νός αγαθού. Αν γνωρίζουμε την αξία ενός συμβολαίου

με υποκείμενη μετοχή τη ζητούμενη τότε μπορούμε

να υποθέσουμε ότι αυτή συμπίπτει με το μαθηματικό

μοντέλο το οποίο μας ενδιαφέρει να μελετήσουμε. Ο-

πότε λύνοντας ως προς τη μεταβλητότητα θα προκύψει

η λεγόμενη συνεπαγόμενη μεταβλητότητα η οποία ε-

ξαρτάται από το μαθηματικό μοντέλο από το οποίο προ-

έκυψε. Δηλαδή, άλλη συνεπαγόμενη μεταβλητότητα

θα προκύψει αν εργαστώ με το διωνυμικό μοντέλο k

περιόδων (θα έχει εξάρτηση και από το k), άλλη με το
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μοντέλο των Black-Scholes και άλλη με κάποιο άλλο

μοντέλο. Η συνεπαγόμενη μεταβλητότητα είναι η με-

ταβλητότητα της μετοχής που σήμερα οι επενδυτές θε-

ωρούν ότι έχει χωρίς αυτό βεβαίως να σημαίνει ότι και

στο μέλλον θα είναι η ίδια. Μπορούμε όμως να κάνου-

με τη λογική υπόθεση ότι αυτή δεν θα αλλάξει πολύ

στο αμέσως επόμενο μικρό χρονικό διάστημα. Για πα-

ράδειγμα έστω ότι θέλουμε να υπολογίσουμε την αξία

ενός Lookback Αμερικανικού συμβολαίου (το οποίο δεν

είναι διαπραγματεύσιμο στο χρηματιστήριο) με υποκε-

ίμενη μετοχή την A. Μπορούμε να πάρουμε τιμές από

το χρηματιστήριο των συμβολαίων αγοράς και πώλη-

σης με υποκείμενη μετοχή την A και να υπολογίσουμε

από κει τη συνεπαγόμενη μεταβλητότητα της.
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Παρατήρηση 43 Αν κάποιος θέλει να μελετήσει περαι-
τέρω την αποτίμηση δικαιωμάτων θα πρέπει να στραφεί

σε αποτίμηση συμβολαίων η απολαβή των οποίων εξαρ-

τάται από k το πλήθος υποκείμενα αγαθά. Μια πρώτη

ιδέα αποτίμησης τους είναι να μελετήσει κανείς την α-

πολαβή ενός συγκεκριμένου συμβολαίου στο παρελθόν

και να υπολογίσει τη μέση τιμή κ.τ.λ. Ας υποθέσουμε

ότι ένας πελάτης θέλει να αγοράσει από εμάς ένα συμ-

βόλαιο με τρεις υποκείμενες μετοχές η απολαβή του

οποίου θα είναι X = max
(
S1+S2+S3

3 −K, 0
)
όπου K

δοσμένο και Si η τιμή της μετοχής i την ημέρα της

εξάσκησης. Πως θα έχω μια τάξη μεγέθους της α-

ξίας ενός τέτοιου συμβολαίου; Μια ιδέα είναι να υπο-

θέσω ότι έχω πουλήσει τέτοιου είδους συμβόλαιο στο

παρελθόν και να υπολογίσω τις απολαβές του τις τε-

λευταίες N ημέρες. Με τον τρόπο αυτό θα έχω μια

τάξη μεγέθους της αξίας αυτού του συμβολαίου μέσω

των ποσών που θα έπρεπε κάθε φορά να καταβάλλω

στον αγοραστή. Παρατηρώντας τις αξίες των συμβο-

λαίων αγοράς και πώλησης τα οποία είναι διαπραγμα-
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τεύσιμα στο χρηματιστήριο παραγώγων διαπιστώνουμε

ότι η αξία τους αυξάνεται όσο αυξάνεται ο χρόνος μέχρι

την λήξη τους. Αυτό συμβαίνει διότι η απολαβή ενός

συμβολαίου γίνεται όλο και πιο αβέβαιη με την πάρο-

δο του χρόνου. Δηλαδή αν η χθεσινή απολαβή ήταν

X τότε περιμένουμε ότι η σημερινή απολαβή θα είναι

κοντά στο X (το πόσο κοντά εξαρτάται και από την

διακύμανση των απολαβών) ενώ καθώς ο χρόνος μέχρι

τη λήξη αυξάνεται η αβεβαιότητα γίνεται μεγαλύτερη.

Επομένως, αν η χθεσινή απολαβή ήταν ίση με X τότε

θα μπορούσαμε να θεωρήσουμε ότι η αξία του συμβο-

λαίου με χρόνο λήξης t χρόνια από σήμερα είναι ίση

με X +mt + zσt όπου z > 0 μια κατάλληλη παράμε-

τρος η οποία θα πρέπει να εκτιμηθεί, t ο χρόνος λήξης

του συμβολαίου καιmt, σt η μέση τιμή και διακύμανση

των απολαβών (δείτε την εργασία. Είναι εύκολο να κα-

ταλήξουμε στο παραπάνω συμπέρασμα. Συμβολίζουμε

με Vt την απολαβή του συμβολαίου κατά την μελλοντι-

κή χρονική στιγμή t και με V0 την σημερινή απολαβή.

Αν το συμβόλαιο είναι Ευρωπαϊκού τύπου και λήγει στο

χρόνο T τότε η διαφορά VT −V0 = X είναι μια τυχαία
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μεταβλητή της οποίας βεβαίως δεν γνωρίζουμε την τι-

μή. Μπορούμε όμως να υποθέσουμε ότι ακολουθεί την

κανονική κατανομή με παραμέτρους mT και σT για να

πάρουμε κάποια συμπεράσματα.

Ορισμός 44 ΄Εστω Vt η απολαβή του συμβολαίου στο
χρόνο t και έστω Y το ποσό πώλησης του συμβολαίου.

Λέμε ότι αυτό το ποσό είναι ασφαλές για τον πωλητή

αν

P (Vt > Y ) = 1− a

για κάποιο a ∈ (0, 1) το οποίο ορίζεται από τον πωλητή.

Υπόθεση Α Υποθέτουμε ότι υπάρχουν αριθμοί

mT και σT τέτοιοι ώστε

VT − V0 = X ∼ N
(
mT , σ

2
T

)
Κάτω από την υπόθεση Α μπορούμε να έχουμε την

παρακάτω εκτίμηση, για κάθε y > 0,

P (X ≤ y) =
1

σT
√
2π

∫ y

−∞
e
− (x−mT )2

2σ2T dx

=
1√
2π

∫ y−mT
σT

−∞
e−

r2

2 dr
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Επομένως ο πωλητής μπορεί να διαλέξει y έτσι ώστε

η παραπάνω πιθανότητα να είναι ίση με κάποιο δοσμένο

a ∈ (0, 1) κοντά στη μονάδα. ΄Εστω z τέτοιο ώστε

1√
2π

∫ z

−∞
e−

r2

2 dr = a

Μια ασφαλής τιμή πώλησης του συμβολαίου είναι η

επόμενη

Y = V0 + y = V0 +mT + zσT

Δηλαδή, κάτω από την υπόθεση Α, ισχύει

P ({Vt > Y = V0 +mT + zσT}) = 1− a

Μπορούμε να εκτιμήσουμε τους mT και σT από παρελ-

θοντικά δεδομένα εργαζόμενοι μονάχα πάνω στις τιμές

των απολαβών και όχι στις τιμές των μετοχών. Σημει-

ώστε ότι, κάτω από την υπόθεση Α, αν κάποιος που-

λήσει το συμβόλαιο φθηνότερα από V0 + mT τότε η

πιθανότητα ζημιάς είναι μεγαλύτερη από 1/2. Σε αυτή

τη περίπτωση θα πρέπει να επενδύσει κατάλληλα αυ-

τό το ποσό για να ελαχιστοποιήσει αυτό το επιπλέον
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ρίσκο, τοποθετώντας το για παράδειγμα σε μια χωρίς

ρίσκο επένδυση ή δημιουργώντας ένα αντισταθμιστικό

χαρτοφυλάκιο. Πουλώντας στην ασφαλή τιμή ο πωλη-

τής αναλαμβάνει ουσιαστικά το ρίσκο της εκτίμησης

των μελλοντικών παραμέτρων mT , σT ενώ ο αγορα-

στής μεταθέτει αυτό το ρίσκο στον πωλητή πληρώνο-

ντας το αντίστοιχο τίμημα.

Ασφαλώς όμως ενδέχεται να υπάρχουν και άλλα μα-

θηματικά μοντέλα τα οποία προβλέπουν με μεγαλύτε-

ρη ακρίβεια τις μελλοντικές αξίες ενός συγκεκριμένου

συμβολαίου.

Ο ενδιαφερόμενος αγοραστής ενός τέτοιου συμβο-

λαίου μπορεί να κάνει την αντίστοιχη μελέτη για να

υπολογίσει τη μέση τιμή των παρελθοντικών απολα-

βών. Επομένως μπορεί να τοποθετήσει το αντίστοιχο

ποσό σε μια χωρίς ρίσκο επένδυση ή σε μια οποια-

δήποτε επένδυση θελήσει αντί να αγοράσει ένα τέτοιο

συμβόλαιο από μια χρηματιστηριακή τράπεζα. Η δια-

φορά είναι ότι ενδέχεται η απολαβή να προκύψει πολύ

μεγαλύτερη οπότε να έχει μεγάλη ζημιά. Αγοράζοντας

όμως το συμβόλαιο από κάποια χρηματιστηριακή τράπε-
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ζα μεταθέτει αυτό το ρίσκο στον πωλητή του συμβολα-

ίου χάνοντας βέβαια το ποσό που αντιστοιχεί στην αξία

του συμβολαίου.

Στον αγοραστή ενός συμβολαίου προκύπτουν τα ε-

ρωτήματα: χρειάζομαι πραγματικά ένα τέτοιο συμβόλαιο

και αν ναι από ποιον μπορώ να το αγοράσω; Ποιος είναι

ο φθηνότερος πωλητής αλλά ταυτόχρονα αξιόπιστος;

Στον πωλητή προκύπτουν τα ερωτήματα: ποιο είναι

το ασφαλέστερο μαθηματικό μοντέλο για να αποτιμήσω

ένα τέτοιο συμβόλαιο έτσι ώστε δηλαδή η πιθανότητα

μεγάλης ζημιάς να είναι η μικρότερη δυνατή; Είμαι

ανταγωνιστικός;

Σε μας τους ακαδημαϊκούς (Καθηγητές και φοιτη-

τές!) προκύπτουν τα ερωτήματα: ποιο από τα μαθημα-

τικά μοντέλα τελικά προτιμούν οι ενδιαφερόμενοι για

να αποτιμήσουν τέτοια συμβόλαια; Στην πράξη, ποια

μαθηματικά μοντέλα έχουν χρησιμοποιηθεί και ποια α-

ποδίδουν καλύτερα;
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Θεωρία Πιθανοτήτων

8 Πιθανότητες

΄Εστω ένα πείραμα τύχης (π.χ. ρίψιμο ζαριών, στρίψι-

μο νομίσματος κτλ) για το οποίο γνωρίζουμε όλα τα

πιθανά αποτελέσματα. Το σύνολο όλων των πιθανών

αποτελεσμάτων ονομάζεται δειγματικός χώρος.

Ας δούμε το στρίψιμο ενός νομίσματος. ΄Οπως

γνωρίζουμε έχει δυο πιθανά αποτελέσματα, κορώνα ή

γράμματα και το σύνολο των αποτελεσμάτων το συμ-

βολίζουμε με

Ω = {K,Γ}

Στο ρίξιμο ενός ζαριού, ο δειγματικός χώρος όπως

γνωρίζουμε είναι ο

Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

Επίσης, ένα άλλο πείραμα τύχης είναι να μετρήσει
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κανείς το χρόνο ζωής ενός λαμπτήρα. Ο δειγματικός

χώρος σε αυτή την περίπτωση είναι

Ω = {t : 0 ≤ t <∞}

Ο δειγματικός χώρος επομένως δεν είναι πάντα ένα

διακριτό σύνολο, αλλά μπορεί να είναι υποσύνολο του

R ή κάτι άλλο.
΄Εστω Ω δειγματικός χώρος ενός πειράματος τύχης

και έστω E,F δυο οποιαδήποτε υποσύνολά του. Μπο-

ρούμε να ορίσουμε δυο ακόμη υποσύνολα, τα E ∪ F

και E∩F τα οποία είναι η ένωση και η τομή αντίστοιχα
των υποσυνόλων.

Για την ένωση και την τομή, ισχύουν τα παρακάτω,

(Αντιμεταθετική) E ∪ F = F ∪ E,
(Προσεταιριστική) (E ∪ F ) ∪G = E ∪ (F ∪G),
(Επιμεριστική) (E ∪ F ) ∩G = (E ∩G) ∪ (F ∩G)

Οι ίδιες ιδιότητες ικανοποιούνται αντιστρέφοντας τους

ρόλους της ένωσης και της τομής. Ισχύει και ο νόμος
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De Morgan,

(∞⋃
i=1

Ei

)c

=

∞⋂
i=1

Ec
i ,

( ∞⋂
i=1

Ei

)c

=

∞⋃
i=1

Ec
i

Αν υποθέσουμε ότι όλα τα στοιχεία ενός δειγμα-

τικού χώρου είναι το ίδιο πιθανά, τότε μπορούμε να

ορίσουμε την πιθανότητα ενός υποσυνόλου E ως ε-

ξής,

P (E) =
N(E)

N(Ω)
, E ⊆ Ω,

όπου N(E), N(Ω) είναι το πλήθος των στοιχείων

του E και του Ω αντίστοιχα. Αυτό ισχύει βέβαια, στην

περίπτωση που τα E,Ω είναι διακριτά σύνολα και μπο-

ρούμε να μετρήσουμε το πλήθος τους. Σε άλλη πε-

ρίπτωση, η πιθανότητα θα ορισθεί διαφορετικά. Για πα-

ράδειγμα, στην περίπτωση όπου ο δειγματικός χώρος

είναι υποσύνολο του R πρέπει να βρεθεί ένας τρόπος να
μετρούμε τα υποσύνολα του R. Υπάρχουν αρκετά προ-
βλήματα σε αυτή τη διαδικασία και δεν είναι καθόλου
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απλή όπως η προηγούμενη. Δεν μπορούμε να αντιστοι-

χίσουμε σε κάθε υποσύνολο του R κάποιον αριθμό, με
λογικό τρόπο, χωρίς να δημιουργούνται άλλες τεχνι-

κές δυσκολίες. Σε αυτό το επίπεδο, η Θεωρία Μέτρου,

είναι αυτή ακριβώς που χρειάζεται για να ξεπεραστούν

οι δυσκολίες αυτές και για να κατασκευασθεί, αξιωμα-

τικά, η Θεωρία Πιθανοτήτων με ενιαίο τρόπο για όλες

τις περιπτώσεις.

Για τους παραπάνω λόγους θα προχωρήσουμε στην

αξιωματική θεμελίωση της Θεωρίας Πιθανοτήτων.

8.1 ’λγεβρα, σ-’λγεβρα και Πιθανότητα

Ορισμός 45 ΄Εστω Ω ένα οποιοδήποτε σύνολο και F
μια οικογένεια υποσυνόλων του. Θα λέμε ότι η F είναι
άλγεβρα στο Ω αν

(i) Ω ∈ F ,

(ii) Αν A ∈ F , τότε Ac ∈ F ,
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(iii) Αν A,B ∈ F τότε A ∪B ∈ F .

Τα στοιχεία μιας άλγεβρας ονομάζονται ενδεχόμε-

να και μόνο αυτά. Για παράδειγμα το {∅,Ω} είναι άλ-
γεβρα στο Ω, όπως και το {∅,Ω, A,Ac} όταν A ⊆ Ω.

Ασκηση 46 ΄Εστω F άλγεβρα. Δείξτε ότι, ∅ ∈ F , αν
A,B ∈ F τότε A ∩ B ∈ F και A ∖ B ∈ F . Τέλος,
αν F1,F2 είναι άλγεβρες τότε και F1∩F2 είναι επίσης

άλγεβρα.

Απόδειξη. Αφού Ω ∈ F τότε και Ω ∖ Ω ∈ F το
οποίο είναι το κενό σύνολο.

Η τομή A ∩ B = (Ac ∪ Bc)c και χρησιμοποιούμε

τη δεύτερη και τρίτη ιδιότητα της άλγεβρας για να τε-

λειώσουμε την απόδειξη.

Η διαφορά A∖ B = A ∩ Bc
και προκύπτει επίσης

ότι ανήκει στην άλγεβρα.

΄Εστω F1,F2 άλγεβρες. Θα δείξουμε ότι η τομή

τους είναι επίσης άλγεβρα. Προφανώς Ω ∈ F1 ∩ F2.

΄Εστω A ∈ F1 ∩F2, τότε και Ω∖A ∈ F1,F2 άρα και

Ω∖ A ∈ F1 ∩ F2. Παρόμοια και η τρίτη ιδιότητα.
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Παρακάτω, θα ορίσουμε την έννοια της πιθανότη-

τας σε μια άλγεβρα και για το λόγο αυτό ονομάζεται

πεπερασμένα προσθετική πιθανότητα.

Ορισμός 47 ΄Εστω F μια άλγεβρα του Ω. Μια απει-
κόνιση P : F → [0, 1] ονομάζεται πεπερασμένα προ-

σθετική πιθανότητα όταν,

(i) P (Ω) = 1,

(ii) για κάθε A,B ∈ F με A ∩B = ∅ έχουμε P (A ∪
B) = P (A) + P (B).

Λέμε ότι η P (A) είναι η πιθανότητα του ενδεχομένου

A.

Ασκηση 48 Δείξτε ότι P (∅) = 0, αν A ⊆ B τότε

P (B ∖ A) = P (B) − P (A), P (Ac) = 1 − P (A), αν

A ⊆ B τότε P (A) ≤ P (B).

Απόδειξη. Εύκολα βλέπουμε ότι P (Ω) = P (∅∪Ω) =

P (∅) + P (Ω). Οπότε P (∅) = 0.
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Παρατηρούμε ότι B = A ∪ (B ∖ A) επομένως

P (A) + P (B \ A) = P (A ∪ (B ∖ A)) = P (B) άρα

P (B ∖ A) = P (B)− P (A).

Χρησιμοποιώντας το προηγούμενο έχουμε ότι P (B)−
P (A) = P (B ∖ A) ≥ 0.

Ασκηση 49 Δείξτε ότι P (A ∪B) = P (A) + P (B)−
P (A ∩B).

Απόδειξη. Η ένωση A∪B = (A∖B)∪(B∖A)∪(A∩
B), άρα P (A∪B) = P (A∖B)+P (B∖A)+P (A∩B).

΄Ομως P (A∖B) = P (A)−P (A∩B) και παρόμοια η

P (B ∖ A) και αντικαθιστώντας έχουμε τελειώσει.

Θα ορίσουμε παρακάτω την έννοια της σ-άλγεβρας

η οποία είναι γενικότερη της έννοιας της άλγεβρας.

Ορισμός 50 ΄Εστω Ω ένα οποιοδήποτε σύνολο και F
μια οικογένεια υποσυνόλων του. Θα λέμε ότι η F είναι
σ-άλγεβρα στο Ω αν

(i) Ω ∈ F ,
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(ii) Αν A ∈ F , τότε Ac ∈ F ,

(iii) Αν A1, A2, ... ∈ F τότε
⋃∞
i=1Ai ∈ F .

Τα στοιχεία μιας σ-άλγεβρας ονομάζονται ενδεχόμενα

και το ζευγάρι (Ω,F) ονομάζεται μετρήσιμος χώρος.

Ασκηση 51 ΄Εστω (Ω,F) μετρήσιμος χώρος. Δείξτε

ότι αν A1, A2, ... ∈ F τότε και
⋂∞
i=1Ai ∈ F .

Απόδειξη. Από το νόμο του de Morgan έχουμε ότι

∞⋂
i=1

Ai = Ω∖

( ∞⋂
i=1

Ai

)c

= Ω∖
∞⋃
i=1

(Ac
i) =

(∞⋃
i=1

Ac
i

)c

και άρα με τη δεύτερη και τρίτη ιδιότητα τελειώνουμε

την απόδειξη.

Ορισμός 52 ΄Εστω A μια οικογένεια υποσυνόλων του
Ω, όχι κατά ανάγκη σ-άλγεβρα. Τότε με σ(A) συμβο-

λίζουμε τη μικρότερη σ-άλγεβρα που περιέχει την A.
Η σ(A) ονομάζεται η σ-άλγεβρα που παράγεται από την

A.
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Προφανώς, αν ηA είναι σ-άλγεβρα τότεA = σ(A).

Ειδικότερα, έχουμε τον παρακάτω ορισμό.

Ορισμός 53 ΄Οταν Ω = R και το A είναι η οικογένεια
όλων των ανοικτών διαστημάτων, τότε ονομάζουμε την

σ(A) την σ-άλγεβρα των συνόλων Borel και τη συμ-

βολίζουμε με B. Τα σύνολα που ανήκουν στην B ονο-
μάζονται σύνολα Borel.

Ασκηση 54 Δείξτε ότι τα παρακάτω σύνολα είναι σύνο-
λα Borel: (a, b), (a,∞), [a, b], {a}, κάθε πεπερασμένο
σύνολο, κάθε αριθμήσιμο σύνολο, το σύνολο των ρητών

καθώς και των άρρητων αριθμών.

Ορίζουμε τώρα την έννοια της πιθανότητας πάνω

σε μια σ-άλγεβρα. ΄Εστω (Ω,F) μετρήσιμος χώρος.

Ορισμός 55 ΄Εστω μια απεικόνιση P : F → [0, 1] με

τις παρακάτω ιδιότητες,

(i) P (Ω) = 1,
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(ii) για κάθε ακολουθία A1, A2, ... ∈ F ανά δύο ξένα,
έχουμε

P

(∞⋃
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

P (Ai).

Αυτή ονομάζεται μέτρο πιθανότητας και η τριάδα (Ω,F , P )
ονομάζεται χώρος πιθανότητας.

Παράδειγμα 56 Χρησιμοποιώντας το μέτρο Lebesgue
από τη θεωρία Μέτρου μπορούμε να κατασκευάσουμε

ένα μέτρο πιθανότητας. Ας πάρουμε το Ω = [0, 1],

F = B([0, 1]) δηλαδή τα σύνολα Borel που είναι υπο-
σύνολα του Ω και P = Leb το μέτρο Lebesgue όπως

ορίζεται στη θεωρία Μέτρου. Το μέτρο αυτό έχει τη

βασική ιδιότητα Leb[a, b] = b − a. Τότε η τριάδα

(Ω,F , P ) είναι ένας χώρος πιθανότητας.

Λήμμα 57 Αν A1, A2, ... είναι μια αύξουσα (φθίνουσα)
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ακολουθία ενδεχομένων, τότε

P

( ∞⋃
k=1

Ak

)
= lim

k→∞
P (Ak), (αύξουσα)

P

( ∞⋂
k=1

Ak

)
= lim

k→∞
P (Ak) (φθίνουσα)

Απόδειξη. Θέτουμε Bk = Ak+1 ∖ Ak και B0 = A1

τα οποία είναι ανά δύο ξένα. Επίσης έχουμε

∞⋃
k=0

Bk =

∞⋃
k=1

Ak

και
n⋃
k=0

Bk = An+1.

Οπότε,
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P

( ∞⋃
k=1

Ak

)
= P

( ∞⋃
k=0

Bk

)

=

∞∑
k=0

P (Bk)

= lim
n→∞

n∑
k=0

P (Bk)

= lim
n→∞

P

(
n⋃
k=0

Bk

)
= lim

n→∞
P (An+1).

Για την περίπτωση της φθίνουσας ακολουθίας συ-

νόλων έχουμε, διαπιστώνοντας ότι Ac
k είναι αύξουσα
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ακολουθία συνόλων,

P

( ∞⋂
n=1

Ak

)
= 1− P

( ∞⋃
n=1

Ac
k

)
= 1− lim

k→∞
P (Ac

k)

= lim
k→∞

(1− P (Ac
k))

= lim
k→∞

P (Ak)

Ασκηση 58 Δείξτε ότι

P

( ∞⋃
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

P (An).

Επίσης, αν P (An) = 0 τότε

P

( ∞⋃
n=1

An

)
= 0.

Τέλος, αν P (An) = 1 τότε

P

( ∞⋂
n=1

An

)
= 1.
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Απόδειξη. Θέτουμε Bn =
⋃n
i=1Ai. Τότε

P

( ∞⋃
n=1

An

)
= P

( ∞⋃
n=1

Bn

)
= lim

n→∞
P (Bn) αφού Bn αύξουσα

≤
∞∑
n=1

P (An+1).

Τα άλλα δύο αφήνονται ως άσκηση.

Ορισμός 59 ΄Εστω (Ω,F) μετρήσιμος χώρος. Ο-

ρίζουμε το άνω και το κάτω όριο μιας ακολουθίας συ-

νόλων A1, A2, ... ⊆ Ω ως εξής,

lim sup
n→∞

An =

∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak,

lim inf
n→∞

An =

∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak.

Ισχύει το παρακάτω αποτέλεσμα για τα παραπάνω

όρια.
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Πρόταση 60 ΄ΕστωA1, A2, ... ⊆ F όπουF σ-άλγεβρα.
Ισχύει ότι

lim inf
n→∞

An ⊆ lim sup
n→∞

An ∈ F .

Το πρώτο λήμμα των Borel-Cantelli είναι το επόμε-

νο.

Λήμμα 61 (Λήμμα των Borel-Cantelli) Αν

∞∑
n=1

P (An) <∞,

τότε

P (lim sup
n→∞

An) = 0.

Απόδειξη. Είναι εύκολο να δούμε ότι

lim sup
n→∞

An ⊆
∞⋃
n=k

An.
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’ρα έχουμε ότι

P

(
lim sup
n→∞

An

)
≤ P

( ∞⋃
k=n

Ak

)

≤
∞∑
k=n

P (Ak) → 0 καθώς n→ ∞.

Αυτό συμβαίνει διότι η ακολουθία Sn =
∑n

k=1Ak συ-

γκλίνει στο S, άρα
∑∞

k=n P (Ak) = S−
∑n−1

k=1 Ak → 0

καθώς n→ ∞.

Ορισμός 62 Ορίζουμε τη δείκτρια συνάρτηση ενός
συνόλου A ∈ Ω ως εξής,

IA(ω) =
{

1, αν ω ∈ A

0, αν ω /∈ A

8.2 Ανεξαρτησία

Θα εξετάσουμε την έννοια της ανεξαρτησίας δυο και

περισσοτέρων ενδεχομένων καθώς και σχετικά θέμα-

τα. ΄Εστω (Ω,F , P ) χώρος πιθανότητας.
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Ορισμός 63 ΄Εστω P (B) > 0. Τότε η

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)

ονομάζεται δεσμευμένη πιθανότητα του A δεδομένου

του B.

Ασκηση 64 Δείξτε ότι P (A|Ω) = P (A). Αν B ⊆ A

και P (B) > 0, τότε P (A|B) = 1. Αν A ∩ B = ∅
και P (B) > 0, τότε P (A|B) = 0. Αν A ∩ B = ∅ και
P (C) > 0 τότε P (A ∪ B|C) = P (A|C) + P (B|C).
Δείξτε ότι A → P (A|B) είναι μέτρο πιθανότητας στο

F .

Ασκηση 65 ΄Εστω P (A1∩A2∩...∩An−1) ̸= 0. Δείξτε

ότι

P (A1 ∩ ... ∩ An) = P (A1)P (A2|A1)P (A3|A1 ∩ A2)...

P (An|A1 ∩ ... ∩ An−1).

Θα δώσουμε καταρχήν μερικά χρήσιμα αποτελέσμα-

τα και ορισμούς.
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Ορισμός 66 Λέμε ότι τα ενδεχόμενα H1, H2, ... παρι-

στούν μια διαμέριση του Ω αν είναι ανά δύο ξένα και

Ω = ∪∞
n=1Hn.

Θεώρημα 67 (Ολικής πιθανότητας) ΄ΕστωH1, H2, ...

μια διαμέριση του Ω τ.ω. P (Hn) ̸= 0 για κάθε n. Τότε

για κάθε ενδεχόμενο A, έχουμε

P (A) =

∞∑
n=1

P (A|Hn)P (Hn).

Θεώρημα 68 (Τύπος του Bayes) ΄ΕστωH1, H2, ...

μια διαμέριση του Ω τ.ω. P (Hn) ̸= 0 και έστω P (A) >

0. Τότε,

P (H1|A) =
P (A|H1)P (H1)∑∞
n=1 P (A|Hn)P (Hn)

.

Παρακάτω δίνουμε τους ορισμούς για την ανεξαρ-

τησία δύο και περισσότερων ενδεχομένων.

Ορισμός 69 Τα ενδεχόμεναA,B ονομάζονται ανεξάρ-
τητα αν

P (A ∩B) = P (A)P (B)
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Τα ενδεχόμενα A1, A2, ..., An είναι ανεξάρτητα αν για

κάθε k ≤ n και για κάθε επιλογή k ενδεχομένων, η

πιθανότητα της τομής τους είναι το γινόμενο των πι-

θανοτήτων τους. Τα ενδεχόμενα A1, A2, ... (άπειρα το

πλήθος) λέγονται ανεξάρτητα αν οποιοδήποτε υποσύνο-

λο του πεπερασμένου πλήθους είναι ανεξάρτητα.

Ασκηση 70 ΄ΕστωA,B,C ανεξάρτητα. Δείξτε ότι και
A,Bc

ανεξάρτητα καθώς και ότι A,B∪C ανεξάρτητα.

Το επόμενο θεώρημα είναι το δεύτερο λήμμα των

Borel-Cantelli.

Θεώρημα 71 (Δεύτερο λήμμα των Borel-Cantelli)

΄Εστω ότι τα ενδεχόμενα An είναι ανεξάρτητα. Τότε

έχουμε

∞∑
n=1

P (An) = ∞ ⇒ P (lim sup
n→∞

An) = 1.

Απόδειξη. ΄Εχουμε ότι
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P

(
lim sup
n→∞

An

)
= P

( ∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak

)

= lim
n→∞

P

( ∞⋃
k=n

Ak

)

= lim
n→∞

lim
m→∞

P

(
m⋃
k=n

Ak

)
΄Ομως,

P

(
m⋃
k=n

Ak

)c

= P

(
m⋂
k=n

Ac
k

)
= P (Ac

n)...P (A
c
m)

≤ e−
∑m

k=n P (Ak),

αφού 1− x ≤ e−x (δείξτε το).

’ρα

P

(
m⋃
k=n

Ak

)c

→ 0
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όταν m→ ∞. Οπότε,

P

( ∞⋃
k=n

Ak

)
= 1

και τότε P (lim supn→∞An) = 1.

Παρατηρούμε ότι αν τα ενδεχόμενα An είναι ανε-

ξάρτητα, τότε η πιθανότητα

P (lim sup
n→∞

An)

έχει μόνο δύο πιθανές τιμές, τις 0 και 1.

8.3 Τυχαίες Μεταβλητές

΄Εστω (Ω,F , P ) χώρος πιθανότητας.

Ορισμός 72 Μια απεικόνιση X : Ω → R ονομάζεται
τυχαία μεταβλητή (ή F -μετρήσιμη) αν {ω ∈ Ω : a <

X(ω)} ∈ F , για κάθε a ∈ R.

Παρατηρήστε, ότι μια απεικόνιση X : Ω → R μπο-
ρεί να μην είναι τυχαία μεταβλητή σε έναν άλλο χώρο

πιθανότητας (Ω,G,P) με G σ-άλγεβρα.
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Ασκηση 73 Δείξτε ότι X : Ω → R είναι τυχαία με-
ταβλητή ανν το σύνολο {X ∈ B} ανήκει στο F για
κάθε σύνολο Borel B ⊆ R. Επίσης, αν X είναι μια
σταθερή συνάρτηση τότε είναι τυχαία μεταβλητή για

κάθε σ-άλγεβρα F .
Απόδειξη. ΄Εστω X : Ω → R τυχαία μεταβλητή.
Το σύνολο C = {A ⊆ R : {X ∈ A} ∈ F} ε-
ίναι σ-άλγεβρα (δείξτε το). Επίσης, αφού είναι τυχαία

μεταβλητή τότε {X ∈ (a, b)} ∈ F με a < b (δι-

ότι {X > a} ∈ F , {X > b} ∈ F άρα και {X >

a} ∖ {X > b} = {a < X < b} ∈ F . ’ρα τα ανοιχτά
διαστήματα ανήκουν στο C. Επομένως B ⊆ C. Το
αντίστροφο είναι προφανές.

Το δεύτερο μέρος αφήνεται ως άσκηση.

Ασκηση 74 ΄Εστω X μια τυχαία μεταβλητή ως προς
την σ-άλγεβρα F και έστω F ⊆ G μια άλλη σ-άλγεβρα.
Δείξτε ότι η X είναι επίσης τυχαία μεταβλητή στην

G.
Θεώρημα 75 ΄Εστω Xn ακολουθία τ.μ. Τότε και οι

supXn, infXn, lim supXn, lim infXn είναι τ.μ. Αν
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Xn → X σημειακά τότε και X τ.μ. Επίσης η δείκτρια

συνάρτηση IA(ω) είναι τ.μ. ανν A ∈ F . Τέλος, αν
X, Y είναι τ.μ. τότε και οι X ± Y,XY,X ∨ Y,X ∧
Y,X/Y είναι επίσης τ.μ.

Θα δώσουμε τώρα τον ορισμό της σ-άλγεβρας που

παράγεται από μια οικογένεια τ.μ.

Ορισμός 76 ΄Εστω X1, X2, ... τ.μ. Με σ(X1, X2, ...)

ορίζουμε την μικρότερη σ-άλγεβρα τ.ω. η Xi να είναι

τ.μ. για κάθε i.

Παρατήρηση 77 ΄Εστω X1, X2, ..., Xn τ.μ. και έστω

η οικογένεια συνόλων

G = {(X1, X2, ..., Xn) ∈ B}

για κάθε B σύνολο Borel του Rn
. Αποδεικνύεται ότι

η G είναι σ-άλγεβρα και ότι G = σ(X1, X2, ..., Xn). Ε-

πίσης, εξ ορισμού είναι ίση με την σ(∪ni=1{Xi ∈ Bi})
με Bi οποιοδήποτε Borel υποσύνολο του R (δείτε ’σκη-
ση 73). Ειδικότερα, για μια τυχαία μεταβλητήX έχου-

με σ(X) = ({X ∈ B}, B ∈ B(R)). Πράγματι, από
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άσκηση 79, η X θα είναι σ(X)-μετρήσιμη αν περιέχει

όλα τα ενδεχόμενα {X ∈ B} με B ∈ B(R). Επιπλέον,
αν δείξουμε ότι η G = ({X ∈ B} : B ∈ B(R)) είναι
σ-άλγεβρα τότε αναγκαστικά θα έχουμε σ(X) = G α-
φού η σ(X) είναι η μικρότερη σ-άλγεβρα στην οποία

η X είναι μετρήσιμη. Θα δείξουμε ότι η G είναι σ-
άλγεβρα. Προφανώς το Ω ∈ G διότι το R ∈ B(R)
οπότε το ενδεχόμενο {X ∈ R} ∈ G. Αν A ∈ G
τότε υπάρχει B ∈ B(R) τ.ω. A = {X ∈ B} οπότε
Ac = {X ∈ B}c = {X ∈ Bc} και αφού Bc ∈ B(R)
τότε και Ac ∈ G. Τέλος, αν A1, A2, .. ∈ G τότε υπάρ-
χουν B1, B2, ... ∈ B(R) τ.ω. Ai = {X ∈ Bi}. Επο-
μένως, ∪∞

i=1Ai = ∪∞
i=1{X ∈ Bi} = {X ∈ ∪∞

i=1Bi}
και αφού ∪∞

i=1Bi ∈ B(R) τότε και ∪∞
i=1Ai ∈ G.

Θα λέμε ότι η f : R → R είναι συνάρτηση Borel
αν η αντίστροφη εικόνα f−1(B) ενός οποιοδήποτε συ-

νόλου Borel είναι επίσης Borel.

Ορισμός 78 Δυο τ.μ. X, Y λέγονται ανεξάρτητες αν
για κάθε A,B Borel σύνολα τα ενδεχόμενα, {X ∈ A}
και {Y ∈ B} είναι ανεξάρτητα. Λέμε ότι οι τ.μ.
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X1, X2, ..., Xn είναι ανεξάρτητες αν για οποιαδήποτε

σύνολα BorelB1, B2, ..., Bn τα ενδεχόμενα {X1 ∈ B1}, ..., {Xn ∈
Bn} είναι ανεξάρτητα. Τέλος, για μια οποιαδήποτε οι-
κογένεια τ.μ. λέμε ότι είναι ανεξάρτητες αν ένα οποια-

δήποτε πεπερασμένο υποσύνολό τους είναι ανεξάρτητες

τ.μ. Δυο σ-άλγεβρες F ,G λέγονται ανεξάρτητες αν
οποιαδήποτε δυο ενδεχόμενα A ∈ F , B ∈ G είναι α-
νεξάρτητα. Παρόμοια (όπως για τις τ.μ.) για n το

πλήθος σ-άλγεβρες καθώς και για οποιαδήποτε οικο-

γένεια σ-αλγεβρών. Θα λέμε επίσης ότι μια τ.μ. X

και μια σ-άλγεβρα F είναι ανεξάρτητες αν οι σ(X),F
είναι ανεξάρτητες.

Εν ολίγοις, δυο τ.μ. X, Y είναι ανεξάρτητες ανν οι

σ-άλγεβρες που παράγουν είναι ανεξάρτητες.

Ορισμός 79 Μια οικογένεια συνόλων I θα λέγεται
π-σύστημα αν είναι κλειστό στις πεπερασμένες τομές,

δηλαδή αν I, J ∈ I τότε και I ∩ J ∈ I.

Παρατήρηση 80 Αν X είναι μια τ.μ τότε

σ(X) = ({X ∈ B} : B ∈ B(R))
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όπως είδαμε προηγούμενα. Θα χαρακτηρίσουμε όμως

την ίδια σ-άλγεβρα χρησιμοποιώντας την έννοια του π-

συστήματος. ΄Εστω I = ({X ≤ x}, x ∈ R). Μπορεί
να δείξει κάποιος ότι η I είναι π-σύστημα. Επιπλέον,
η σ(I) ⊆ σ(X) διότι τα σύνολα (−∞, x] ∈ B(R). Ε-
πίσης, η X είναι σ(I)-μετρήσιμη αφού περιέχει όλες
τις κατάλληλες αντίστροφες εικόνες της X άρα είναι

ίση με την σ(X) αφού αυτή είναι η μικρότερη για την

οποία η X είναι μετρήσιμη. Το ίδιο μπορεί να δείξει

κανείς για την σ(X1, ..., Xn) με X1, ..., Xn τ.μ. ή αλ-

λιώς αν

I = (ω ∈ Ω : (X1, ..., Xn) ∈ ((−∞, x1], ..., (−∞, xn])

=

(
n⋂
i=1

{Xi ≤ xi}

)
τότε σ(I) = σ(X1, ..., Xn).

Θα δώσουμε παρακάτω ένα λήμμα το οποίο είναι

ιδιαίτερα χρήσιμο για το χαρακτηρισμό της ανεξαρτη-

σίας τ.μ.

Λήμμα 81 ΄Εστω I,J δύο π-συστήματα υποσύνολα
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της F . Τότε οι σ(I), σ(J ) είναι ανεξάρτητες ανν τα

I,J είναι ανεξάρτητα.

Παρατήρηση 82 Χρησιμοποιώντας το προηγούμενο λήμ-
μα μπορούμε να πούμε ότι οι X, Y είναι ανεξάρτητες

ανν

P ({X ≤ x}∩{Y ≤ y}) = P ({X ≤ x})P ({Y ≤ y})

για κάθε x, y ∈ R. Το ίδιο συμβαίνει και με n τ.μ. Ας
υποθέσουμε τώρα ότι έχουμε X1, ..., Xn, Xn+1 ανεξάρ-

τητες τ.μ. Θα δείξουμε ότι οιFn = σ(X1, ..., Xn), σ(Xn+1)

είναι ανεξάρτητες. Πράγματι, σύμφωνα με τα προηγο-

ύμενα η σ(X1, ..., Xn) = σ(I) με

I = (ω ∈ Ω : (X1, ..., Xn) ∈ ((−∞, x1], ..., (−∞, xn]))

και σ(Xn+1) = σ(J ) με J = ({Xn+1 ≤ x}, x ∈ R).
Χρησιμοποιώντας το προηγούμενο λήμμα, οιFn, σ(Xn+1)

είναι ανεξάρτητες ανν τα ενδεχόμενα

n⋂
i=1

{Xi ≤ xi}, {Xn+1 ≤ xn+1}

είναι ανεξάρτητα, το οποίο βέβαια συμβαίνει.
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Χρήσιμο επίσης είναι το παρακάτω λήμμα.

Λήμμα 83 Αν X, Y δυο τ.μ. τότε η X είναι σ(Y )-

μετρήσιμη ανν υπάρχει συνάρτηση Borel τ.ω. X =

g(Y ). Παρόμοια, αν X1, ..., Xn, Xn+1 τ.μ. τότε η

Xn+1 είναι σ(X1, ..., Xn)-μετρήσιμη ανν υπάρχει συ-

νάρτηση Borel τ.ω. Xn+1 = g(X1, ..., Xn).

Αν f όπως παραπάνω τότε σ(f (X)) ⊆ σ(X). Ε-

πιπλέον, αν η f έχει αντίστροφο και είναι συνάρτηση

Borel τότε σ(f (X)) = σ(X).

Παρατήρηση 84 ΄Εστω η σ-άλγεβραF0 = {∅,Ω}. Τότε
μια τ.μ. X είναι F0-μετρήσιμη ανν είναι σταθερή. ΄Ε-

στω X μια τ.μ. στον (Ω,F , P ) και G ⊆ F και ας
υποθέσουμε ότι οι σ(X),G είναι ανεξάρτητες. Τότε
δεν μπορεί να είναι και G-μετρήσιμη. Επίσης, αν ε-
ίναι G-μετρήσιμη δεν μπορεί να είναι και ανεξάρτη-
τη. Συμβαίνουν και τα δυο ταυτόχρονα μόνο όταν η

X είναι σταθερή. ΄Ομως δεν σημαίνει ότι αν η X δεν

είναι G-μετρήσιμη θα είναι αναγκαστικά ανεξάρτητη
και το αντίθετο. Τέλος, να επισημάνουμε ότι κάθε F -
μετρήσιμη X είναι και G-μετρήσιμη όπου F ⊆ G,
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ενώ αν οι σ(X),F είναι ανεξάρτητες τότε και σ(X), G

ανεξάρτητες με G ⊆ F .

Παράδειγμα 85 Αν δεχτούμε ως πείραμα το στρίψι-
μο ενός νομίσματος, τότε ο δειγματικός χώρος είναι

Ω = {K,Γ}. Σε αυτόν το δειγματικό χώρο μπορούμε
να προσθέσουμε μια σ-άλγεβρα F (η οποία εξαρτάται
από το δειγματικό χώρο) και έπειτα ένα μέτρο πιθα-

νότητας στο (Ω,F). Μπορούμε να αντιστοιχίσουμε μια

τ.μ. σε αυτό το πείραμα, η οποία π.χ. να παίρνει την

τιμή 1 όταν έρθει Κορώνα και την τιμή -1 όταν έρ-

θει Γράμματα. Αυτή η τ.μ. με τη σειρά της ορίζει

την παραγόμενη σ-άλγεβρα (η οποία εξαρτάται από το

δειγματικό χώρο). Αν όμως έχουμε και δεύτερο και

τρίτο στρίψιμο νομίσματος (και προσθέσουμε και άλλες

τ.μ. που αναφέρονται στο δεύτερο και τρίτο στρίψιμο)

ο δειγματικός χώρος αλλάζει. Επομένως αλλάζει η σ-

άλγεβρα με την οποία θα εφοδιάσουμε τον δειγματικό

χώρο και έπειτα το μέτρο πιθανότητας. Τέλος, θα αλ-

λάξει και η σ-άλγεβρα των τ.μ. αφού έχει αλλάξει ο

δειγματικός χώρος. Στην περίπτωση που περιγράψα-
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με παραπάνω η σ-άλγεβρα που παράγει η τ.μ. X είναι

σ(X) = {∅,Ω, K,Γ}. Αν έχουμε δυο τ.μ. με τον ίδιο
ορισμό όπως πριν αλλά η X1 να αναφέρεται στο πρώτο

στρίψιμο νομίσματος και η δεύτερη, η X2, στο δεύτερο

στρίψιμο νομίσματος, τότε ο δειγματικός χώρος γίνεται

Ω = {KK,KΓ,ΓK,ΓΓ}. Θα περιγράψουμε τώρα τις
σ(X1), σ(X2), σ(X1, X2).

σ(X1) = {∅,Ω, (KK,KΓ), (ΓΓ,ΓK)},
σ(X2) = {∅,Ω, (KK,ΓK), (KΓ,ΓΓ)},

σ(X1, X2) = {∅,Ω, (KK,KΓ), (ΓΓ,ΓK), (KK,ΓK), (KΓ,ΓΓ),

(KK,ΓΓ), (KK,KΓ,ΓK), (KK,KΓ,ΓΓ),

(ΓΓ,ΓK,KK), (ΓΓ,ΓK,KΓ), KK,KΓ,ΓΓ,ΓK}.
Οι σ(X1), σ(X2) είναι σ-άλγεβρες και είναι οι μικρότε-

ρες δυνατές έτσι ώστε η X1 να είναι σ(X1)-μετρήσιμη

και αντίστοιχα για την X2. Το ότι η σ(X1) έχει αυτή

την ιδιότητα είναι προφανές, διότι καταρχήν περιέχει

όλες τις αντίστροφες εικόνες της X1 και δεύτερο δεν

μπορούμε να αφαιρέσουμε τίποτε από την σ(X1) και να

παραμείνει σ-άλγεβρα.

Αν ονομάσουμε ω1 = KK,ω2 = KΓ, ω3 = ΓK,ω4 =

236



ΓΓ τότε η σ(X1) αποτελείται από υποσύνολα του Ω όπως

π.χ. το (ω1, ω2). Είναι φανερό πως κανείς κατασκευάζει

την σ(X1) από τον ορισμό. Για να κατασκευάσει κανε-

ίς την σ(X1, X2) αυτό που πρέπει να κάνει κατ΄ αρχήν

είναι να βάλει τα στοιχεία και των δυο σ(X1), σ(X2)

και έπειτα όλες τις ενώσεις, τομές και συμπληρώματα

για να γίνει σ-άλγεβρα. Παρατηρήστε επίσης, ότι η X1

είναι σ(X1)-μετρήσιμη αλλά όχι σ(X2) μετρήσιμη και

αντίστροφα και δείξτε ότι και οι δυο είναι σ(X1, X2)-

μετρήσιμες. Δείξτε το με τους ορισμούς. Επίσης, δε-

ίξτε ότι οι X1, X2 είναι ανεξάρτητες χρησιμοποιώντας

τον ορισμό.

Λήμμα 86 ΄Εστω X τυχαία μεταβλητή. Ισχύει ότι η
απεικόνιση

PX : B → P ({X ∈ B})

είναι μέτρο πιθανότητας στην σ-άλγεβρα των Borel συ-

νόλων του R.

Απόδειξη. Πρέπει να δείξουμε ότι ικανοποιεί τις ι-
διότητες της πιθανότητας. Προφανώς, PX(R) = 1.
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΄Εστω τώρα A1, A2, ... ανά δυο ξένα Borel σύνολα.

Τότε και {X ∈ A1}, {X ∈ A2}, ... είναι επίσης ανά
δυο ξένα, οπότε έχουμε,

PX

(∞⋃
i=1

Ai

)
= P

(
{X ∈

∞⋃
i=1

Ai}

)

= P

( ∞⋃
i=1

{X ∈ Ai}

)
(γιατί);

=

∞∑
i=1

PX(Ai).

Ορισμός 87 Το μέτρο πιθανότητας PX που παράγεται
από την τυχαία μεταβλητή X το ονομάζουμε κατανο-

μή. Η συνάρτηση FX(x) = PX((−∞, x]) για κάθε

x ∈ R ονομάζεται συνάρτηση κατανομής μιας τυχαίας
μεταβλητής X .

Λήμμα 88 Η FX είναι μη φθίνουσα, και ισχύει ότι

lim
y→+∞

FX(y) = 1

238



και ότι

lim
y→−∞

FX(y) = 0

Ισχύει επίσης ότι είναι δεξιά συνεχής και ότι είναι συ-

νεχής στο y ανν PX({y}) = 0.

Απόδειξη. ΄Εστω y1 ≤ y2. ΄Εχουμε,

FX(y1) = P ({X ≤ y1}) ≤ P ({X ≤ y2}) = FX(y2).

΄Εστω μια ακολουθία yn → ∞. Τότε FX(yn) =

P ({X ≤ yn}) = P (An) με An = {X ≤ yn}. Η
ακολουθία των ενδεχομένων An είναι αύξουσα, άρα

limn→∞ P (An) = P (∪∞
n=1An) = P (Ω) = 1.

΄Εστω μια ακολουθία yn → −∞. Τότε FX(yn) =
P ({X ≤ yn}) = P (An) με An = {X ≤ yn}. Η
ακολουθία An είναι φθίνουσα, άρα

lim
n→∞

P (An) = P (∩∞
n=1An) = P (∅) = 0

΄Εστω μια ακολουθία yn → y από δεξιά. Η ακολου-

θία των ενδεχομένων An = {X ≤ yn} είναι φθίνουσα
ακολουθία. Πρέπει να δείξουμε ότι P ({X ≤ y}) =
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P (∩∞
n=1An) ή αλλιώς ότι {X ≤ y} = ∩∞

n=1An. ΄Ε-

στω ω ∈ {X ≤ y} τότε και ω ∈ {X ≤ yn} άρα
ω ∈ ∩∞

n=1An. Από την άλλη μεριά, έστω ω ∈ ∩∞
n=1An

τότε και ω ∈ An για κάθε n οπότε ω ∈ {X ≤ y}.
Για να δείξουμε και το τελευταίο μέρος της άσκησης

αρκεί να δείξουμε ότι η FX είναι αριστερά συνεχής ανν

PX({y}) = 0. ΄Εστω μια ακολουθία yn → y από

αριστερά, οπότε FX(yn) = P ({X ≤ yn}) → P ({X <

y}) = FX(y) − PX({y}). ’ρα έχουμε το ζητούμενο.
Παρατηρήστε ότι ∪∞

n=1{X ≤ yn} = {X < y}.

Ορισμός 89 Μια τυχαία μεταβλητήX ονομάζεται δια-
κριτή όταν υπάρχει ένα αριθμήσιμο σύνολο C ⊆ R τ.ω.
PX(C) = 1.

Ορισμός 90 Μια τυχαία μεταβλητή X είναι απόλυτα
συνεχής με πυκνότητα fX : R → [0,∞) αν

PX((a, b]) =

∫ b

a

fX(x)dx

για κάθε a, b ∈ R.
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Ασκηση 91 ΄Εστω X μια απόλυτα συνεχής τυχαία με-
ταβλητή με πυκνότητα fX . Δείξτε ότι∫ ∞

−∞
fX(x)dx = 1

Δώστε έναν τύπο για την FX(y) συναρτήσει της fX .

Επίσης, δείξτε ότι η FX είναι συνεχής. Δείξτε ότι

PX({y}) = 0 για κάθε y ∈ R.
Απόδειξη. Από τον ορισμό έχουμε∫ n

−n
fX(x)dx = PX((−n, n])

’ρα έχουμε

PX(R) = lim
n→∞

PX((−n, n]) = 1

Επίσης,

FX(y) = PX((−∞, y])

= lim
n→∞

PX((−n, y])

= lim
n→∞

∫ y

−n
fX(s)ds

=

∫ y

−∞
fX(s)ds.
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Η FX(y) είναι προφανώς συνεχής ως ολοκλήρωμα.

Γράφουμε το

y =

∞⋂
n=1

(y − 1

n
, y]

’ρα,

PX({y}) = PX

( ∞⋂
n=1

(y − 1

n
, y]

)
= lim

n→∞
PX((y −

1

n
, y])

= lim
n→∞

(
FX(y)− FX(y −

1

n
)

)
= 0,

λόγω συνέχειας της FX .

Ασκηση 92 Αν η συνάρτηση κατανομής FX μιας τυ-
χαίας μεταβλητής είναι διαφορίσιμη με συνεχή πα-

ράγωγο τότε δείξτε ότι η X είναι απόλυτα συνεχής με

πυκνότητα fX(x) = F
′
X(x).

Απόδειξη. Αφού η FX(x) είναι αύξουσα, τότε η fX =

F
′
X(x) είναι θετική.
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΄Εχουμε λοιπόν,

PX((a, b]) = FX(b)− FX(a) =

∫ b

a

F
′
X(s)ds =

∫ b

a

fX(s)ds.

’ρα η πυκνότητα είναι η παράγωγος (όταν υπάρχει) της

συνάρτησης κατανομής της τ.μ.

Ασκηση 93 ΄Εστω μια τυχαία μεταβλητή X . Θα λέμε
ότι ακολουθεί την κανονική κατανομή N (m,σ2) με

m,σ ∈ R αν είναι απόλυτα συνεχής τυχαία μεταβλητή
με πυκνότητα,

fX(x) =
e
− (x−m)2

2σ2

√
2πσ2

.

Δείξτε ότι η fX είναι πυκνότητα.

Ασκηση 94 ΄ΕστωX μια τυχαία μεταβλητή η οποία α-
κολουθεί την κανονική κατανομή N (0, 1). Υπολογίστε

την πυκνότητα της Y = eX .
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Απόδειξη. Η συνάρτηση κατανομής της Y είναι,

FY (y) = P ({Y ≤ y})
= P ({eX ≤ y})
= P ({X ≤ ln y})

=

∫ ln y

0

1√
2π
e−

x2

2 dx +

∫ 0

−∞

1√
2π
e−

x2

2 dx

=

∫ ln y

0

1√
2π
e−

x2

2 dx +
1

2
.

΄Ομως η FY (y) είναι παραγωγίσιμη και η παράγωγός

της είναι η πυκνότητα της Y . Η παράγωγός της είναι

F
′
Y (y) =

1√
2πy2yln y

.

Δώστε με λεπτομέρεια το τέλος της απόδειξης.

8.4 Από κοινού κατανομές

Ορισμός 95 Τα σύνολα Borel του R2
είναι τα σύνο-

λα που ανήκουν στην σ-άλγεβρα που παράγεται από τα

ορθογώνια (a, b)× (c, d).
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Λήμμα 96 ΄Εστω X, Y τυχαίες μεταβλητές ορισμένες
στον ίδιο χώρο πιθανότητας (Ω,F , P ). Ισχύει ότι {(X, Y ) ∈
B} ∈ F για κάθε σύνολο Borel B ⊆ R2

.

Απόδειξη. ΄Εστω το G = {A ⊆ R2 : {(X, Y ) ∈
A} ∈ F (δείξτε ότι είναι σ-άλγεβρα). Στην G ανήκουν
όλα τα ορθογώνια της μορφής (a, b)×(c, d) διότι {X ∈
(a, b)} ∈ F και {Y ∈ (c, d)} ∈ F άρα και η τομή τους.
Επειδή λοιπόν η B είναι η μικρότερη σ-άλγεβρα που
περιέχει τα ορθογώνια αυτής της μορφής τότε B ⊆ G.

Ορισμός 97 Η από κοινού κατανομή των τυχαίων με-
ταβλητών X, Y είναι ένα μέτρο πιθανότητας PX,Y στο

R2
τ.ω. PX,Y (B) = P ({(X, Y ) ∈ B}) για κάθε σύνο-

λο Borel του R2
.

Ασκηση 98 ΄ΕστωX, Y τυχαίες μεταβλητές ορισμένες
στον ίδιο χώρο πιθανότητας. Δείξτε ότι οι κατανομές

PX , PY δίνονται από την από κοινού κατανομή ως εξής,

PX(B) = PX,Y (B × R),
PY (B) = PX,Y (R×B),
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για κάθε Borel σύνολο του R. ΄Οταν οι PX , PY εκ-
φράζονται με αυτό τον τρόπο ονομάζονται περιθώριες

κατανομές.

Απόδειξη. Για κάθε σύνολο Borel B ∈ R έχουμε,

PX(B) = P ({X ∈ B})
= P ({X ∈ B} ∩ {Y ∈ R})
= P ({(X, Y ) ∈ B × R})
= PX,Y (B × R).

Παρόμοια για την PY (B).

Ορισμός 99 Οι τυχαίες μεταβλητέςX, Y λέγονται α-
πό κοινού συνεχείς αν υπάρχει μια συνάρτηση fX,Y :

R2 → [0,∞), η οποία λέγεται από κοινού πυκνότητα,

τ.ω.

PX,Y ((a, b]× (c, d]) =

∫ d

c

∫ b

a

fX,Y (x, y)dxdy.

Ασκηση 100 ΄ΕστωX, Y ότι είναι από κοινού συνεχείς
τ.μ. Δείξτε ότι οι X, Y είναι επίσης απόλυτα συνεχείς

246



με πυκνότητα,

fX(x) =

∫ ∞

−∞
fX,Y (x, y)dy,

fY (y) =

∫ ∞

−∞
fX,Y (x, y)dx.

Οι πυκνότητες fX , fY εκφρασμένες με αυτό τον τρόπο

ονομάζονται περιθώριες πυκνότητες.

Στην περίπτωση που οι X, Y είναι απόλυτα συνε-

χείς τ.μ. και γνωρίζουμε την από κοινού πυκνότητα

μπορούμε να αποφασίσουμε αν είναι ανεξάρτητες με το

παρακάτω αποτέλεσμα.

Θεώρημα 101 Αν X, Y είναι από κοινού συνεχείς τυ-
χαίες μεταβλητές τότε είναι ανεξάρτητες ανν για κάθε

x, y ∈ R,
fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y)

Αν γνωρίζουμε την από κοινού πυκνότητα δυο τ.μ.

τότε μπορούμε να υπολογίσουμε την πυκνότητα του

αθροίσματός τους με το παρακάτω αποτέλεσμα.
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Πρόταση 102 ΄Εστω X, Y δύο τ.μ. με από κοινού

πυκνότητα fX,Y . Τότε η πυκνότητα του αθροίσματός

τους είναι

fX+Y (z) =

∫ ∞

−∞
fX,Y (x, z − x)dx.

8.5 Μέση Τιμή

Θα ορίσουμε την έννοια της μέσης τιμής για τ.μ. Θα

το κάνουμε σταδιακά, ορίζοντάς την πρώτα για απλές

τ.μ. και έπειτα για οποιαδήποτε τ.μ.

Ορισμός 103 Μια τυχαία μεταβλητή ονομάζεται α-
πλή αν υπάρχει ένα πεπερασμένο σύνολο C ⊆ R τ.ω.
P ({X ∈ C}) = 1.

Ο παρακάτω ορισμός είναι το πρώτο βήμα για τον

τελικό ορισμό μιας οποιαδήποτε τ.μ. (όχι κατά ανάγκη

απλής).

Ορισμός 104 Για μια απλή τυχαία μεταβλητή με n
διαφορετικές τιμές x1, x2, ..., xn η μέση τιμή του X
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ορίζεται ως εξής,

E(X) =

n∑
i=1

xiP ({X = xi}).

Οι παρακάτω ιδιότητες μπορούν να αποδειχθούν

σχετικά εύκολα για απλές τ.μ.

Πρόταση 105 Ισχύει ότι E(X+cY ) = E(X)+cE(Y )

με c ∈ R. Επίσης αν X ≥ 0 τότε και E(X) ≥ 0. Α-

κόμη ισχύει ότι |E(X)| ≤ E(|X|). Τέλος, αν E(X) =

0 και X ≥ 0 τότε και P (X = 0) = 1.

Ασκηση 106 ΄Εστω μια απλή τυχαία μεταβλητή X .
Δείξτε ότι για κάθε συνάρτηση g : R → R, έχουμε

E(g(X)) =

n∑
i=1

g(xi)f (xi),

όπου f (xi) = P ({X = xi}) και ονομάζεται συνάρτηση
πιθανότητας.

Ασκηση 107 (Ανισότητα Schwarz) ΄Εστω X, Y

απλές τυχαίες μεταβλητές. Δείξτε την ανισότητα,

(E(XY ))2 ≤ E(X2)E(Y 2).
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Πρόταση 108 ΄Εστω X μια απλή τυχαία μεταβλητή
με τιμές στο (a, b) και h : (a, b) → R μια κυρτή συνάρ-
τηση, τότε h(E(X)) ≤ E(h(X)) (ανισότητα Jensen).

Ισχύει επίσης ότι E(IA) = P (A) για κάθε ενδεχόμενο

A. Τέλος, αν X, Y είναι ανεξάρτητες τυχαίες μετα-

βλητές, τότε E(XY ) = E(X)E(Y ).

Θα προχωρήσουμε τώρα σε επόμενο βήμα το οποίο

είναι οι διακριτές τ.μ.

Ορισμός 109 Μια τυχαία μεταβλητή ονομάζεται δια-
κριτή αν έχει αριθμήσιμο πλήθος τιμών. ΄Εστω μια

διακριτή τυχαία μεταβλητή με τιμές x1, x2, .... Τότε

η μέση τιμή ορίζεται ως εξής,

E(X) =

∞∑
i=1

xif (xi)

αρκεί να συγκλίνει η σειρά
∑∞

i=1 |xi|f (xi).

Ασκηση 110 ΄Εστω X ≥ 0 μια διακριτή τυχαία μετα-

βλητή και έστω 0 ≤ X1 ≤ X2 ≤ ... μια μη φθίνουσα

ακολουθία διακριτών τυχαίων μεταβλητών τ.ωXn ↑ X
καθώς n→ ∞. Δείξτε ότι και E(Xn) → E(X).
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Ορισμός 111 Η μέση τιμή μιας απόλυτα συνεχούς
τυχαίας μεταβλητής X με πυκνότητα fX ορίζεται ως

εξής,

E(X) =

∫ ∞

−∞
xfX(x)dx,

αρκεί να υπάρχει το ολοκλήρωμα
∫∞
−∞ |x|fX(x)dx.

Το επόμενο βήμα είναι να ορίσουμε τη μέση τιμή

μιας θετικής τ.μ. όχι κατά ανάγκη διακριτή ή απόλυτα

συνεχής.

Ορισμός 112 ΄Εστω X θετική τυχαία μεταβλητή. Η
μέση τιμή της ορίζεται ως εξής,

E(X) = sup{E(Y ) : Y απλή τ.μ. με 0 ≤ Y ≤ X}.

Τέλος, η μέση τιμή μιας οποιαδήποτε τ.μ. ορίζεται

ως εξής.

Ορισμός 113 ΄Εστω X μια τυχαία μεταβλητή. Η

μέση τιμή της είναι

E(X) = E(X+)− E(X−)
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όπου X+ = max(X, 0), X− = −min(X, 0). Συμβο-

λίζεται και με
∫
XdP .

Παρακάτω θα χρησιμοποιήσουμε ένα σημαντικό α-

ποτέλεσμα με το οποίο μπορεί κανείς να προσεγγίσει

μια θετική τ.μ. με ακολουθία απλών και θετικών τ.μ.

Για να το κάνουμε αυτό θα χρειαστούμε την έννοια της

σύγκλισης σβ.

Ορισμός 114 Λέμε ότι μια ακολουθία τ.μ. Xn συ-

γκλίνει σβ σε μια τ.μ. X αν

N = {ω : lim
n→∞

Xn(ω) ̸= X(ω)} έχει P (N) = 0.

Πρόταση 115 Για κάθε θετική τ.μ. X υπάρχει μια
ακολουθία (Xn) θετικών και απλών τ.μ. η οποία συ-

γκλίνει από κάτω στην X .

Με τον τρόπο αυτό, όταν θέλουμε να αποδείξουμε

την ισχύ μιας ιδιότητας για μια θετική τ.μ. θα ξεκι-

νάμε με το να την αποδεικνύουμε για θετικές και απλές

τ.μ, έπειτα θα προσεγγίζουμε την τ.μ. με ακολουθία

θετικών και απλών και τότε χρησιμοποιώντας οριακά
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θεωρήματα θα αποδεικνύουμε την ισχύ της ιδιότητας

για τη θετική τ.μ.

Πρόταση 116 ΑνX είναι μια θετική τ.μ. και αν (Xn)

είναι μια αύξουσα ακολουθία θετικών απλών τ.μ. που

συγκλίνει στην X , τότε E(Xn) ↑ E(X).

Στα επόμενα θα δώσουμε σημαντικές ιδιότητες και

αποτελέσματα για τη μέση τιμή.

Ορισμός 117 Θα συμβολίζουμε με L1(Ω,F , P ) την
οικογένεια των τ.μ. τ.ω. E(X+), E(X−) <∞.
Θεώρημα 118 1) Αν X, Y ∈ L1 τότε E(X + cY ) =

E(X) + cE(Y ). Αν X ≥ 0 τότε και E(X) ≥ 0. Αν

0 ≤ X ≤ Y και Y ∈ L1 τότε και X ∈ L1 και E(X) ≤
E(Y ).

2) X ∈ L1 ανν |X| ∈ L1 και ισχύει |E(X)| ≤
E(|X|).
3) ΑνX = Y σχεδόν βέβαια (σβ.) τότε και E(X) =

E(Y ) (X = Y σβ. αν P (X = Y ) = 1).

4) (Θεώρημα Μονότονης Σύγκλισης) Αν η αύξου-

σα ακολουθία των θετικών τ.μ. (Xn) συγκλίνει σβ.

στην X τότε limn→∞E(Xn) = E(X).

253



5) (Λήμμα Fatou) Αν οι τ.μ. Xn είναι τ.ω. Xn ≥
Y σβ. (Y ∈ L1) έχουμε ότι

E(lim inf
n→∞

Xn) ≤ lim inf
n→∞

E(Xn).

6) (Θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης του Lebesgue)

Αν η οικογένεια τ.μ. Xn συγκλίνει σβ. στην X και

αν |Xn| ≤ Y σβ. με Y ∈ L1 τότε Xn, X ∈ L1 και

E(Xn) → E(X).

Θεώρημα 119 ΄Εστω Xn μια ακολουθία τ.μ.

1) Αν Xn είναι θετικές, τότε

E

( ∞∑
n=1

Xn

)
=

∞∑
n=1

E(Xn).

2) Αν
∑∞

n=1E(|Xn|) <∞, τότε και
∑∞

n=1Xn συ-

γκλίνει σβ. και ισχύει η ισότητα του 1).

Αν Xp ∈ L1 θα λέμε ότι X ∈ Lp.

Θεώρημα 120 1) Αν X, Y ∈ L2 έχουμε ότι XY ∈ L1

και την ανισότητα Cauchy-Schwarz,

|E(XY )| ≤
√

E(X2)E(Y 2).
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2) ΄Εχουμε ότι L2 ⊆ L1 και αν X ∈ L2 τότε

E(X)2 ≤ E(X2).

3) Αν X, Y ∈ L2 τότε και X + cY ∈ L2.

Θεώρημα 121 (Ανισότητα Chebyshev) Ισχύει ότι

P (|X| ≥ a) ≤ E(X2)

a2
.

Απόδειξη. Εύκολα βλέπουμε ότι a2I{|X|≥a} ≤ X2
ο-

πότε

E(a2I{|X|≥a}) ≤ E(X2)

και έχουμε το ζητούμενο.

Θεώρημα 122 ΄Εστω μια απόλυτα συνεχής τ.μ. X με
πυκνότητα f . Αν E(h(X)) <∞ ή αν h θετική, τότε

E(h(X)) =

∫
h(x)f (x)dx

8.6 Fubini

΄Εστω (Ω1,F1, P1), (Ω2,F2, P2) δύο χώροι πιθανότη-

τας. Θέτουμε Ω = Ω1 × Ω2.
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Ορισμός 123 ΄Εστω F η μικρότερη σ-άλγεβρα των
υποσυνόλων του Ω που περιέχει τα σύνολα της μορφής

A1×A2 για κάθε A1 ∈ F1, A2 ∈ F2. Ονομάζουμε την

F σ-άλγεβρα γινόμενο των F1,F2.

Θεώρημα 124 ΄Εστω (Ω1,F1, P1), (Ω2,F2, P2) δύο χώροι

πιθανότητας. Τότε υπάρχει ακριβώς ένα μέτρο πιθα-

νότητας P στον (Ω,F) με Ω = Ω1 × Ω2 και F την
σ-άλγεβρα γινόμενο των F1,F2 τ.ω. P (A × B) =

P1(A)P2(B) με A ∈ Ω1, B ∈ Ω2.

Θεώρημα 125 (Fubini) ΄Εστω f ∈ L1(Ω). Τότε ι-

σχύει το εξής,∫
Ω

fdP =

∫
Ω1

(∫
Ω2

fdP2

)
dP1 =

∫
Ω2

(∫
Ω1

fdP1

)
dP2.

8.7 Δεσμευμένη Μέση Τιμή

΄Εστω (Ω,F , P ) χώρος πιθανότητας. Θα ορίσουμε
πρώτα την απλούστερη δεσμευμένη μέση τιμή δεδο-

μένου ενός ενδεχομένου.
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Ορισμός 126 ΄Εστω X μια τυχαία μεταβλητή και B
ένα ενδεχόμενο τ.ω. P (B) ̸= 0. Η δεσμευμένη μέση

τιμή του X δεδομένου του B ορίζεται ως εξής,

E(X|B) =
E(IBX)

P (B)
.

Τώρα, ορίζουμε τη δεσμευμένη μέση τιμή δεδο-

μένου μιας διακριτής τ.μ.

Ορισμός 127 ΄ΕστωX μια τυχαία μεταβλητή και έστω
Y μια διακριτή τυχαία μεταβλητή με τιμές y1, y2, ....

Η δεσμευμένη μέση τιμή E(X|Y ) τουX δεδομένου Y

ορίζεται να είναι μια τυχαία μεταβλητή τ.ω. για κάθε

i = 1, 2, ... να έχουμε,

E(X|Y )(ω) = E(X|{Y = yi}), ∀ω ∈ {Y = yi}.

Παρατηρήστε ότι σε αυτή την περίπτωση, η δεσμευ-

μένη μέση τιμή, είναι μια τ.μ.

Ασκηση 128 ΄Εστω Y μια διακριτή τυχαία μεταβλητή
και X μια τ.μ. Δείξτε ότι

σ(E(X|Y )) ⊆ σ(Y ).
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Δείξτε επίσης ότι E(E(X|Y )) = E(X), όπου Y δια-

κριτή τυχαία μεταβλητή και X μια τυχαία μεταβλητή.

Ασκηση 129 ΄Εστω Y μια διακριτή τυχαία μεταβλη-
τή. Για κάθε B ∈ σ(Y ) δείξτε ότι

E(IBE(X|Y )) = E(IBX).

Ορισμός 130 ΄Εστω (Ω,F) ένας μετρήσιμος χώρος.

Μια μη αρνητική απεικόνιση µ : F → [0,+∞] λέγεται

μέτρο αν

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ(An),

όταν A1, A2, ... είναι μια αριθμήσιμη οικογένεια ξένων

μεταξύ τους ενδεχομένων του F .

Η διαφορά, επομένως, με το μέτρο πιθανότητας ε-

ίναι ότι μπορεί να πάρει τιμές μεγαλύτερες της μονάδος.

Επίσης θα λέγεται πεπερασμένο μέτρο αν δεν παίρνει

την τιμή ∞.

Ορισμός 131 ΄Εστω P,Q δύο πεπερασμένα μέτρα.

Λέμε ότι το Q είναι απόλυτα συνεχές ως προς το P
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αν P (A) = 0 για A ∈ F να συνεπάγεται ότι και
Q(A) = 0. Το συμβολίζουμε με Q << P .

Θεώρημα 132 (Radon-Niodym) ΄Εστω P μέτρο

πιθανότητας ορισμένο στο μετρήσιμο χώρο (Ω,F) και

έστωQ ένα πεπερασμένο μέτρο στον (Ω,F). ΑνQ <<

P τότε υπάρχει μια μη αρνητική τυχαία μεταβλητή X

τ.ω. Q(A) = E(IAX) για κάθε A ∈ F . Επιπλέον, η
X είναι μοναδική σχεδόν βέβαια.

Παρατήρηση. ΄Εστω ένας χώρος πιθανότητας

(Ω,F , P ) και έστω μια τυχαία μεταβλητή X η οποία
έχει συνάρτηση πυκνότητας την fX . ΄Εστω Q μέτρο

πιθανότητας ισοδύναμο με το P . Η τ.μ. X δεν θα έχει

την ίδια συνάρτηση πυκνότητας κάτω από το μέτρο Q

και επομένως δεν μπορούμε να γράψουμε

EQ(X) =

∫ ∞

−∞
xfX(x)dx

Θεώρημα 133 ΄Εστω X μια τυχαία μεταβλητή στο

χώρο πιθανότητας (Ω,F , P ) και έστω ότι υπάρχει το
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E(X). ΄Εστω μια σ-άλγεβρα G υποσύνολο της F .
Τότε υπάρχει μοναδική τυχαία μεταβλητή E(X|G) στο
χώρο πιθανότητας (Ω,G, P ) δηλαδή είναι G-μετρήσιμη,
με την ιδιότητα

E(XIC) = E(E(X|G)IC)

για κάθε C ∈ G, η οποία ονομάζεται δεσμευμένη μέση
τιμή της X δεδομένου της G.

Για την απόδειξη του παραπάνω χρειάζεται το θε-

ώρημα των Radon-Niodym.

Η βασική ιδιότητα που πρέπει να ικανοποιεί η δε-

σμευμένη μέση τιμή είναι

E(XIC) = E(E(X|G)IC)

για κάθε C ∈ G. Ανάμεσα στις υποψήφιες τυχαίες με-
ταβλητές που ικανοποιούν την παραπάνω ιδιότητα είναι

η ίδια η X . ΄Ομως, πρέπει να είναι και G-μετρήσιμη το
οποίο δεν ισχύει πάντοτε. Αν όμως είναι G-μετρήσιμη
τότε X = E(X|G). Ας θυμηθούμε ότι κάθε σταθερή
συνάρτηση είναι τ.μ. σε οποιαδήποτε σ-άλγεβρα, ο-

πότε αυτό σημαίνει ότι E(c|G) = c αφού το παραπάνω
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θεώρημα μας πληροφορεί ότι η δεσμευμένη μέση τιμή

είναι μοναδική.

Ορισμός 134 Αν η σ-άλγεβρα G παράγεται από μια
τ.μ. Y , δηλαδή G = σ(Y ), τότε λέμε ότι η E(X|G)
είναι η δεσμευμένη μέση τιμή της X δεδομένου της

Y και συμβολίζεται με E(X|Y ). Επομένως η E(X|Y )

είναι σ(Y )-μετρήσιμη.

Θεώρημα 135 ΄Εστω (Ω,F , P ) ένας χώρος πιθανότη-
τας, G μια σ-άλγεβρα υποσύνολο της F και B ∈ F .
Υπάρχει μια τυχαία μεταβλητή P (B|G) G-μετρήσιμη
η οποία ονομάζεται δεσμευμένη πιθανότητα του B δε-

δομένου του G, τ.ω.

P (C ∩B) = E(P (B|G)IC) για κάθε C ∈ G.

Επίσης ισχύει ότι P (B|G) = E(IB|G).

Στα επόμενα δίδονται ιδιότητες για τη δεσμευμένη

μέση τιμή.

Θεώρημα 136 Αν Y1 ≤ Y2 τότε και E(Y1|G) ≤ E(Y2|G).
Επίσης ισχύει ότι |E(Y |G)| ≤ E(|Y ||G).
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Θεώρημα 137 Αν a, b ∈ R τότε E(aY1 + bY2|G) =

aE(Y1|G) + bE(Y2|G).

Θεώρημα 138 Αν Yn ≥ 0 και Yn ↑ Y τότε E(Yn|G) ↑
E(Y |G). Αν Yn ≥ 0 τότε

E

( ∞∑
n=1

Yn|G

)
=

∞∑
n=1

E(Yn|G).

Θεώρημα 139 Αν |Yn| ≤ Z με E(Z) <∞ και Yn →
Y σβ. τότε E(Yn|G) → E(Y |G). Αν Yn ≥ Z με

E(Z) > −∞, τότε

lim inf
n→∞

E(Yn|G) ≥ E(lim inf
n→∞

Yn|G).

Ασκηση 140 Δείξτε ότι γιαX, Y τυχαίες μεταβλητές
έχουμε

E(E(X|Y )) = E(X)

΄Εστω X, Y, Z τυχαίες μεταβλητές με σ(Y ) ⊆ σ(Z).

Δείξτε ότι

E(E(X|Z)|Y ) = E(X|Y )
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΄Εστω X, Y ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές. Δείξτε

ότι

E(X|Y ) = E(X)

Ασκηση 141 ΄Εστω X, Y, Z τυχαίες μεταβλητές. Αν
σ(Z) ⊆ σ(Y ) και η Z είναι φραγμένη (ή αν E|ZX| <
∞) τότε δείξτε ότι E(ZX|Y ) = ZE(X|Y ).

Ορισμός 142 ΄ΕστωX, Y τυχαίες μεταβλητές και έστω
fX,Y (x, y) η από κοινού πυκνότητα. Ορίζουμε τη δε-

σμευμένη πυκνότητα του X δεδομένου του Y ως εξής,

h(x|y) = fX,Y (x, y)

fY (y)
.

Ασκηση 143 Δείξτε ότι

E(X|Y ) =

∫ ∞

−∞
xh(x|Y )dx.

Ασκηση 144 ΄Εστω X, Y από κοινού συνεχείς και α-
νεξάρτητες. Δείξτε ότι E(X|Y ) = E(X) χρησιμοποι-

ώντας την προηγούμενη άσκηση.
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Θεώρημα 145 (Ανισότητα Jensen) ΄Εστω ϕ : R →
R κυρτή και έστω X,ϕ(X) ολοκληρώσιμες τ.μ. Για

κάθε σ-άλγεβρα G ⊆ F έχουμε,
ϕ(E(X|G)) ≤ E(ϕ(X)|G).

8.8 Οριακά Θεωρήματα

Πρόταση 146 ΄Εστω X μια μη αρνητική τυχαία με-
ταβλητή με πεπερασμένη μέση τιμή. Τότε,

P ({X ≥ C}) ≤ E(X)

C
,

για κάθε C > 0.

Ασκηση 147 ΄Εστω X μια τυχαία μεταβλητή με πε-
περασμένη μέση τιμή και διακύμανση. Τότε,

P ({|X − E(X)| ≥ C}) ≤ V (X)/C2,

για κάθε C > 0.

Ορισμός 148 Μια ακολουθία τυχαίων μεταβλητώνXn

λέγεται ότι συγκλίνει κατά πιθανότητα στο X αν για

κάθε ε > 0, έχουμε ότι

lim
n→∞

P ({|Xn −X| < ε}) = 1.
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Ορισμός 149 Μια ακολουθία τυχαίων μεταβλητώνXn

λέγεται ότι συγκλίνει με πιθανότητα 1 ή σχεδόν βέβαια

σε μια τυχαία μεταβλητή X αν

P ({ lim
n→∞

Xn = X}) = 1.

Ορισμός 150 Λέμε ότι μια ακολουθία τ.μ. Xn συ-

γκλίνει στον Lp στην τ.μ. X αν |Xn|, |X| ανήκουν
στον Lp και

lim
n→∞

E(|Xn −X|p) = 0.

Ασκηση 151 Δείξτε ότι Xn → X κατά πιθανότητα

ανν

lim
n→∞

E
(

|Xn −X|
1 + |Xn −X|

)
= 0.

Ασκηση 152 Δείξτε ότι αν Xn → X στον Lp ή σχε-

δόν βέβαια τότε και Xn → X κατά πιθανότητα.

Ασκηση 153 ΄Εστω Xn → X κατά πιθανότητα. Δε-

ίξτε ότι υπάρχει υπακολουθία nk τ.ω.

lim
k→∞

Xnk = X σχεδόν βέβαια.
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Ασκηση 154 ΄Εστω ότι Xn → X κατά πιθανότητα και

έστω |Xn| ≤ Y με Y ∈ Lp. Τότε και η |X| είναι στον
Lp και Xn → X στον Lp.

Ασκηση 155 ΄Εστω f συνεχής συνάρτηση. Δείξτε

ότι αν Xn → X σχεδόν βέβαια (κατά πιθανότητα) τότε

και f (Xn) → f (X) σχεδόν βέβαια (κατά πιθανότητα).

Ορισμός 156 ΄Εστω mn και m μέτρα πιθανότητας

στον R. Λέμε ότι η mn συγκλίνει ασθενώς στο m αν∫
f (x)dmn →

∫
f (x)dm για κάθε πραγματική, συνε-

χής και φραγμένη συνάρτηση στον R.

Ορισμός 157 ΄Εστω Xn μια τ.μ. στον R. Λέμε ότι η
Xn συγκλίνει κατά κατανομή στην X αν η ακολουθία

κατανομών PXn συγκλίνει ασθενώς στην κατανομή PX .

Ασκηση 158 ΄Εστω Xn, X τ.μ. Τότε η Xn συγκλίνει

κατά κατανομή στην X ανν

lim
n→∞

E(f (Xn)) = E(f (X)),

για κάθε συνεχή και φραγμένη συνάρτηση στον R.
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Σημειώστε ότι η σύγκλιση κατά κατανομή δεν απαι-

τεί τις τ.μ. μεταβλητές να βρίσκονται στον ίδιο χώρο

πιθανότητας.

Ασκηση 159 ΄Εστω Xn, X ορισμένες στον ίδιο χώρο

πιθανότητας. Αν η Xn → X κατά πιθανότητα τότε και

Xn → X κατά κατανομή.

Θεώρημα 160 ΄Εστω Xn, X τ.μ. Αν Xn → X κατά

κατανομή τότε και limn→∞ Fn(x) = F (x) για κάθε x

στο πυκνό υποσύνολο του R που αποτελείται από τα ση-
μεία συνέχειας της F . Αντίστροφα, αν limn→∞ Fn(x) =

F (x) για κάθε x σε ένα πυκνό υποσύνολο του R τότε
Xn → X κατά κατανομή.

Ασκηση 161 ΄Εστω μια ακολουθία απόλυτα συνεχών
τ.μ. Xn, X με πυκνότητες fn, f . Αν η ακολουθία

πυκνοτήτων fn συγκλίνει σημειακά στην f , τότε και

Xn → X κατά κατανομή.

Θεώρημα 162 (Helly’s selection theorem) ΄Εστω

mn μια ακολουθία μέτρων πιθανότητας στον R και
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έστω

lim
a→∞

sup
n
mn([−a, a]c) = 0. (11)

Τότε υπάρχει υπακολουθία nk τ.ω. ηmnk να συγκλίνει

ασθενώς.

Θεώρημα 163 ΄Εστω Xn μια ακολουθία τ.μ. Τότε

Xn → X κατά κατανομή ανν

lim
n→∞

E(g(Xn)) = E(g(X))

για όλες τις φραγμένες, Lipschitz συνεχείς συναρτήσεις

g.

Ασκηση 164 ΄Εστω Xn, Yn δύο ακολουθίες τ.μ. με

Xn → X κατά κατανομή και |Xn − Yn| → 0 κατά

πιθανότητα. Δείξτε ότι Yn → X κατά κατανομή.

8.9 Χαρακτηριστικές Συναρτήσεις

Θεώρημα 165 ΄Εστω X μια τ.μ. με τιμές στο R και
με κατανομή PX . ΄Εστω h : R → R συνάρτηση Borel.
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Ισχύει ότι

E(h(X)) =

∫
h(x)dPX .

Ορισμός 166 ΄Εστω m ένα μέτρο πιθανότητας στο

R. Ο μετασχηματισμός Fourier του m συμβολίζεται
με m̂ και είναι μια συνάρτηση στο R η οποία δίνεται
ως εξής,

m̂(u) =

∫
eiuxdm.

Λήμμα 167 ΄Εστω m ένα μέτρο πιθανότητας στο R.
Τότε η m̂ είναι φραγμένη, συνεχής συνάρτηση με m̂(0) =

1.

Ορισμός 168 ΄Εστω X μια τυχαία μεταβλητή. Τότε
η ϕX : R → C που ορίζεται ως εξής,

ϕX(t) = E(eitX) = E(cos(tX)) + iE(sin(tX)),

για κάθε t ∈ R ονομάζεται χαρακτηριστική συνάρτηση
του X .
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Σημειώστε ότι E(eitX) =
∫
eitxdPX . ’ρα η χαρα-

κτηριστική συνάρτηση της X είναι ο μετασχηματισμός

Fourier της κατανομής της X .

Ασκηση 169 Δείξτε ότι για κάθε τυχαία μεταβλητή
X , έχουμε

a) ϕX(0) = 1,

b) |ϕX(t)| ≤ 1 για κάθε t ∈ R,
c) ϕX(−t) = ϕX(t) για κάθε t ∈ R.

Ασκηση 170 ΄ΕστωX, Y δύο τυχαίες μεταβλητές τ.ω.
Y = aX + b, με a, b ∈ R. Δείξτε ότι ϕY (t) =

eitbϕaX(t).

Θεώρημα 171 Αν X είναι μια τυχαία μεταβλητή τ.ω.∫ ∞

−∞
|ϕX(t)|dt <∞

τότε η X έχει μια απόλυτα συνεχής κατανομή με πυ-

κνότητα,

fX(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e−itxϕX(t)dt.
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Θεώρημα 172 Η κατανομή μιας τυχαίας μεταβλητής
X υπολογίζεται από τη χαρακτηριστική της συνάρτη-

ση. Η συνάρτηση κατανομής FX δίνεται ως εξής,

FX(y)− FX(x) =
1

2π
lim
T→∞

∫ T

−T

e−itx − e−ity

it
ϕX(t)dt,

για κάθε x, y όπου η FX είναι συνεχής.

Ασκηση 173 Αποδείξτε το παραπάνω θεώρημα στην
περίπτωση που η X είναι απόλυτα συνεχής τ.μ.

Θεώρημα 174 Αν X είναι μια τυχαία μεταβλητή με
πυκνότητα fX , τότε ϕX(t) ̸= 1 για κάθε t ̸= 0. Αν

X είναι μια τυχαία μεταβλητή με τιμές στο R και
E(|X|n) < ∞, τότε η χαρακτηριστική συνάρτηση
ϕX(u) είναι n-φορές παραγωγίσιμη και

E(XneiuX) =
1

in
ϕ
(n)
X (u).

Ασκηση 175 ΄Εστω X μια τυχαία μεταβλητή η οποία
ακολουθεί την κανονική κατανομή. Να υπολογίσετε τη

χαρακτηριστική της συνάρτηση.
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Ασκηση 176 Αν X, Y είναι ανεξάρτητες τυχαίες με-
ταβλητές τότε

ϕX+Y (t) = ϕX(t)ϕY (t)

Θεώρημα 177 Αν δύο μέτρα πιθανότητας έχουν τον
ίδιο μετασχηματισμό Fourier τότε είναι ίσα.

8.10 Ο Νόμος των μεγάλων αριθμών

Το παρακάτω αποτέλεσμα είναι ο ασθενής νόμος των

μεγάλων αριθμών.

Θεώρημα 178 ΄ΕστωX1, ..., Xn ανεξάρτητες και ισόνο-

μες (έχουν την ίδια κατανομή) με πεπερασμένη μέση

τιμή και έστω Sn = X1+...+Xn. Θέτουμε a = E(Xi)

το οποίο είναι το ίδιο για κάθε i. Τότε,

lim
n→∞

P

({
|Sn
n

− a| < ε
})

= 1,

για κάθε ε > 0.

Το παρακάτω αποτέλεσμα είναι ο ισχυρός νόμος

των μεγάλων αριθμών του Kolmogorov.
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Θεώρημα 179 ΄ΕστωX1, ..., Xn ανεξάρτητες και ισόνο-

μες τυχαίες μεταβλητές και έστω Sn = X1+ ...+Xn.

Τότε η μέση τιμή E(Xi) = a υπάρχει ανν,

P ({ lim
n→∞

Sn
n

= a}) = 1.

Θεώρημα 180 (Κεντρικό Οριακό Θεώρημα)
΄Εστω Xn μια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων

τ.μ. με

E(Xk) = a

και

V ar(Xk) = s2

με 0 < s2 <∞. ΄Εστω

Sn =

n∑
i=1

Xi

και έστω

Yn =
Sn − na

s
√
n

Τότε η Yn συγκλίνει κατά κατανομή στην Y , η οποία

ακολουθεί την κανονική κατανομή.
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9 Στοχαστικές Διαδικασίες Διακριτού Χρόνου

Θα εργαζόμαστε σε ένα χώρο πιθανότητας (Ω,F , P ).
΄Εστω Xn ακολουθία τ.μ.

Ορισμός 181 ΄Εστω ω ∈ Ω. Η ακολουθία αριθμών

X1(ω), · · · , Xn(ω),· · · ονομάζεται τροχιά.

Ορισμός 182 Μια ακολουθία σ-αλγεβρών Fi στο Ω

τ.ω. Fi ⊆ Fi+1 ⊆ F για κάθε i ονομάζεται φιλτράρι-
σμα.

Ορισμός 183 ΄Εστω Xi μια ακολουθία τ.μ. και Fi

ένα φιλτράρισμα. Θα λέμε ότι η Xi είναι προσαρμο-

σμένη στην Fi όταν η Xi είναι Fi μετρήσιμη ή αλλιώς

είναι τ.μ. στο χώρο πιθανότητας (Ω,Fi, P ).

΄Οπως είδαμε, αν μια απεικόνιση είναι τ.μ. σε μια σ-

άλγεβρα τότε είναι σίγουρα και για μια που είναι υπερ-

σύνολο. Για μια όμως που είναι υποσύνολο δεν ισχύει

κατά ανάγκη. Η μικρότερη σ-άλγεβρα που ισχύει αυτό

είναι η σ(X). Από κει και κάτω παύει να είναι τ.μ.
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΄Εστω τώρα μια ακολουθία τ.μ. Xi. Η X1 είναι

σ(X1) μετρήσιμη και η X2 είναι σ(X2) μετρήσιμη. ΄Ο-

μως, δεν έχουμε κατά ανάγκη σ(X1) ⊆ σ(X2) άρα

η X1 δεν είναι κατά ανάγκη σ(X2) μετρήσιμη. Μπο-

ρούμε όμως να κατασκευάσουμε μια τρίτη σ-άλγεβρα

την σ(X1, X2) η οποία είναι η μικρότερη σ-άλγεβρα

τ.ω. οι X1, X2 να είναι τ.μ. σε αυτή και ταυτόχρονα

σ(X1) ⊆ σ(X1, X2). Με τον τρόπο αυτό κατασκευ-

άζουμε ένα φιλτράρισμα Fn = σ(X1, X2, ..., Xn) τ.ω.

η Xn να είναι προσαρμοσμένη σε αυτή. Αυτό το φιλ-

τράρισμα είναι το μικρότερο δυνατό όπως εξηγήσαμε

παραπάνω.

Ορισμός 184 ΄Εστω Xi μια ακολουθία τ.μ. Θα

λέμε ότι είναι martingale ως προς το φιλτράρισμα

F1,F2, ... αν ισχύουν τα παρακάτω,

1) Xn ∈ L1
για κάθε n (E|Xn| <∞),

2) η Xn είναι προσαρμοσμένη στο Fn,

3) E(Xn+1|Fn) = Xn σβ. για κάθε n.
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Παρατήρηση 185 Μια ακολουθία τ.μ. είναι martin-

gale αν ισχύει

E(Xn+1|Fn) = Xn.

Αυτό είναι ισοδύναμο με το εξής,

E(IAXn+1) = E(IAXn) για κάθε A ∈ Fn.

Πράγματι, αν ξεκινήσουμε με τον πρώτο ορισμό τότε η

δεσμευμένη μέση τιμή E(Xn+1|Fn) έχει την εξής ιδι-

ότητα (από τον ορισμό της δεσμευμένης μέσης τιμής),

E(IAE(Xn+1|Fn)) = E(IAXn+1) για κάθε A ∈ Fn.

Το πρώτο μέλος όμως είναι ίσο με E(IAXn). ’ρα δείξα-

με το ευθύ. Για το αντίστροφο, υποθέτουμε ότι E(IAXn+1) =

E(IAXn) για κάθε A ∈ Fn. Το αριστερό μέλος όμως

είναι ίσο (από τον ορισμό της δεσμευμένης μέσης τι-

μής) με E(IAE(Xn+1|Fn)). Διαλέγοντας

A = {E(Xn+1|Fn)−Xn ≥ 0}

και έπειτα την αντίστροφη ανισότητα έχουμε ότι E(Xn+1|Fn) =

Xn. Επομένως, ισχύει και το αντίστροφο.
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Παράδειγμα 186 Θα κατασκευάσουμε μια ακολουθία
τ.μ. Xn και ένα φιλτράρισμα Fn τ.ω. να είναι mar-

tingale σε αυτό το φιλτράρισμα. ΄Εστω X1,...,Xn, ..

ακολουθία ανεξάρτητων τ.μ. με E(Xn) = 0 για κάθε

n και E(|Xn|) < ∞. Θέτουμε, Sn = X1 + ... + Xn

και Fn = σ(X1, ..., Xn). Θα δείξουμε ότι η Sn ε-

ίναι προσαρμοσμένη στην Fn. Η S1 = X1 και είναι

F1 = σ(X1)-μετρήσιμη. Η S2 = X1 + X2 είναι

F2-μετρήσιμη, διότι οι X1, X2 είναι F2-μετρήσιμες (η

κάθε μια χωριστά) άρα και το άθροισμά τους (δείτε

προγενέστερο θεώρημα). Επίσης, ανήκει στον L1
διότι

E(|Sn|) ≤ E(|X1|) + ...+E(|Xn|) <∞. Θα δείξουμε
ότι είναι martingale.

΄Εχουμε δείξει ότι αν X1, X2, ..., Xn+1 είναι ανεξάρ-

τητες τ.μ. τότε οι σ(X1, X2, ..., Xn), σ(Xn+1) είναι

ανεξάρτητες (Παρατήρηση 82) και θα το χρησιμοποι-

ήσουμε για να δείξουμε ότι είναι martingale. ΄Εχουμε

λοιπόν,

E(Sn+1|Fn) = E(Sn|Fn) + E(Xn+1|Fn) = Sn + E(Xn+1) = 0.

’ρα, η Sn είναι martingale ανν E(Xn) = 0 για κάθε n.
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Ασκηση 187 ΄ΕστωX ∈ L1
τ.μ. και έστωF1, ...,Fn, ...

ένα φιλτράρισμα. ΘέτουμεXn = E(X|Fn). Δείξτε ότι

είναι martingale.

Απόδειξη. Εκ κατασκευής, η Xn είναι Fn μετρήσι-

μη. Επίσης, |Xn| = |E(X|Fn)| ≤ E(|X||Fn), οπότε

E(|Xn|) ≤ E(E(|X||Fn)) = E(|X|) < ∞. Τέλος
έχουμε ότι E(Xn+1|Fn) = E(E(X|Fn+1)|Fn) = E(X|Fn) =

Xn. Δείξτε σε κάθε βήμα ποιες ακριβώς ιδιότητες

έχουμε χρησιμοποιήσει.

Ασκηση 188 ΄Εστω Xn martingale ως προς το φιλ-

τράρισμα Fn. Δείξτε ότι E(Xn+1) = E(Xn) για κάθε

n.

Απόδειξη. Ξεκινάμε με την ισότητα E(Xn+1|Fn) =

Xn και παίρνουμε τη μέση τιμή κατά μέλη, E(Xn) =

E(E(Xn+1|Fn)) = E(Xn+1) για κάθε n. Εξηγήστε

κάθε βήμα.

Ασκηση 189 ΄Εστω Xn martingale ως προς το φιλ-

τράρισμα Fn. Δείξτε ότι η Xn είναι martingale ως

προς το φιλτράρισμα Gn = σ(X1, ..., Xn).
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Απόδειξη. Η Xn είναι Fn μετρήσιμη αλλά και Gn με-
τρήσιμη, άρα Gn ⊆ Fn διότι G1 = σ(X1) ⊆ F1 αφού

η σ(X1) είναι η μικρότερη σ-άλγεβρα στην οποία η X1

είναι τ.μ. Επίσης, G2 = σ(X1, X2) είναι η μικρότερη

σ-άλγεβρα στην οποία οι X1, X2 είναι τ.μ. ΄Ομως είναι

τ.μ. και στην F2 άρα G2 ⊆ F2. Με το ίδιο σκεπτικό

δείχνουμε ότι Gn ⊆ Fn. Αυτό ακριβώς θα χρησιμο-

ποιήσουμε παρακάτω. ΄Εχουμε λοιπόν,

E(Xn+1|Gn) = E(E(Xn+1|Fn)|Gn) = E(Xn|Gn) = Xn.

Εξηγήστε κάθε βήμα.

Παράδειγμα 190 Θεωρούμε την Sn η οποία υποθέτου-
με ότι είναι ένας συμμετρικός τυχαίος περίπατος, δη-

λαδή, Sn = X1 + ... + Xn όπου X1, X2, ... είναι μια

ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων (δηλαδή με την

ίδια κατανομή) τ.μ. τ.ω.

P (Xn = 1) = P (Xn = −1) =
1

2
.

Θα δείξουμε ότι S2
n − n είναι martingale ως προς το

φιλτράρισμα Fn = σ(X1, X2, ...Xn).
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Πράγματι, αφού S2
n−n = (X1+ ...+Xn)

2−n δη-

λαδή είναι συνάρτηση της ακολουθίας τ.μ. X1, ..., Xn

οι οποίες είναι Fn μετρήσιμες τότε και η S
2
n − n ε-

ίναι Fn μετρήσιμη, δηλαδή είναι προσαρμοσμένη στο

δοθέν φιλτράρισμα. Επίσης, |Sn| ≤ n και επομένως

E(|S2
n − n|) ≤ E(S2

n) + n ≤ n2 + n < ∞, άρα
Sn ∈ L1

για κάθε n. Επίσης, αφού Sn είναι Fn-

μετρήσιμη το ίδιο συμβαίνει και με την S2
n αφού η

f (x) = x2 είναι συνάρτηση Borel. Τέλος, να σημει-

ώσουμε ότι E(Xn) = 0 και E(X2
n) = 1 αφού οι Xn, X

2
n

είναι απλές τ.μ. και έχουμε E(Xn) = 1 · P ({Xn =

1}) + (−1) · P ({Xn = −1}) = 1
2 −

1
2 = 0. Παρόμοια

για την X2
n με τη διαφορά ότι παίρνει την τιμή 1 σβ,

οπότε E(X2
n+1|Fn) = 1 αφού οι σ(X2

n+1),Fn είναι ανε-

ξάρτητες καθότι σ(X2
n+1) ⊆ σ(Xn+1). ’ρα,

E(S2
n+1|Fn) = E(X2

n+1|Fn) + 2E(Xn+1Sn|Fn) + E(S2
n|Fn) = 1 + S2

n.

΄Εχουμε χρησιμοποιήσει τη γραμμικότητα της δεσμευ-

μένης μέσης τιμής, ότι S2
n είναι Fn μετρήσιμη, ότι

E(Xn) = 0 και E(X2
n) = 1. Επίσης, όπως σε προη-

γούμενο παράδειγμα, έχουμε ότι E(Xn+1|Fn) = 0 διότι
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X1, ..., Xn+1 ανεξάρτητες.

Οπότε αυτό σημαίνει ότι E(S2
n+1 − n − 1|Fn) =

S2
n − n άρα S2

n − n είναι martingale.

Ορισμός 191 Λέμε ότι η ακολουθία X1, X2, ... είναι

supermartingale (submartingale) ως προς το φιλ-

τράρισμα Fn αν

1) Xn ∈ L1
για κάθε n,

2) η Xn είναι προσαρμοσμένη στο Fn,

3) E(Xn+1|Fn) ≤ Xn (E(Xn+1|Fn) ≥ Xn) σβ. για

κάθε n.

Ασκηση 192 ΄Εστω Xn ∈ L2
ακολουθία τ.μ. Δείξτε

ότι αν η Xn είναι martingale ως προς το φιλτράρισμα

Fn τότε η X
2
n είναι submartingale ως προς το ίδιο

φιλτράρισμα.

Απόδειξη. Αφού η Xn είναι προσαρμοσμένη στο Fn

τότε και η X2
n είναι. Επίσης, αφού Xn ∈ L2

τότε και

X2
n ∈ L1

. Για την τρίτη ιδιότητα θα χρησιμοποιήσουμε
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την ανισότητα Jensen. Η ϕ(x) = x2 είναι κυρτή οπότε

έχουμε,

X2
n = (E(Xn+1|Fn))

2 ≤ E(X2
n+1|Fn).

Επομένως, η X2
n ικανοποιεί και τις τρεις ιδιότητες του

ορισμού του submartingale

9.1 Τυχερά παιχνίδια

Ας δούμε μια εφαρμογή των παραπάνω σε ένα τυχερό

παιχνίδι (π.χ. ρουλέτα ή ζάρια ή κάτι άλλο). Ας υ-

ποθέσουμε ότι σε κάθε παιχνίδι αντιστοιχούμε μια τ.μ.

Xn η οποία μας πληροφορεί για το αν κέρδισε ή έχασε ο

παίκτης, δηλαδή π.χ. παίρνει την τιμή 1 αν κερδίσει και

την τιμή -1 αν χάσει. Υποθέτουμε αρχικά ότι ποντάρει

το ίδιο σε κάθε παιχνίδι. Τότε, έπειτα από n παιχνίδια

θα έχει το εξής κέρδος, Sn = X1 + ...+Xn, το οποίο

βέβαια μπορεί να είναι και αρνητικό. Θεωρούμε το φιλ-

τράρισμα Fn = σ(X1, ..., Xn) και θέτουμε S0 = 0 και

F0 = {∅,Ω}. Τότε, κατά το τέλος του n παιχνιδιού η
Fn μπορεί να θεωρηθεί ως η πληροφορία που έχει μα-

ζέψει ο παίκτης μέχρι αυτή την στιγμή. Θα θεωρούμε
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ότι το παιχνίδι είναι δίκαιο, όταν η γνώση των προη-

γουμένων παιχνιδιών δεν μπορεί να παίξει κάποιο ρόλο

και αυτό, μαθηματικά, μπορεί να αποτυπωθεί με την ε-

ξής ισότητα, E(Sn|Fn−1) = Sn−1, δηλαδή η μέση τιμή

της Sn δεδομένου της πληροφορίας των προηγούμενων

παιχνιδιών θα πρέπει να είναι ίση με την προηγούμενη.

Αν όμως ισχύει ότι E(Sn|Fn−1) ≥ Sn−1 τότε το παι-

χνίδι είναι υπέρ του παίκτη αλλιώς στην αντίστροφη

ανισότητα είναι κατά του παίκτη.

Ας υποθέσουμε τώρα ότι σε κάθε παιχνίδι ο παίκτης

αποφασίζει να ποντάρει διαφορετικά, όχι το ίδιο, και

ας συμβολίσουμε με an το κάθε ποντάρισμα. Σε κάθε

παιχνίδι, π.χ. στο n ο παίκτης γνωρίζει τι έχει κερδίσει

στα n−1 παιχνίδια και με βάση αυτήν τη γνώση μπορεί

να αποφασίσει το επόμενο ποντάρισμα. Μαθηματικά

αυτό μπορεί να αποτυπωθεί με το ότι η an είναι Fn−1

μετρήσιμη.

΄Ετσι μπορούμε να δώσουμε τον επόμενο ορισμό.

Ορισμός 193 Μια στρατηγική παιχνιδιού (ή αλλιώς
προβλέψιμη ακολουθία) a1, a2, ... ως προς το φιλτράρι-
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σμα Fn είναι μια ακολουθία τ.μ. τ.ω. an είναι Fn−1

μετρήσιμη.

Αν λοιπόν κάποιος παίκτης ακολουθήσει μια στρα-

τηγική a1, a2, ... τότε το κέρδος θα είναιDn = a1(S1−
S0) + ... + an(Sn − Sn−1). Μπορεί να αποδειχθεί ότι

όταν η a1, a2, ... είναι φραγμένη ακολουθία και όταν η

Sn είναι martingale τότε και η Dn είναι martingale.

Θεώρημα 194 ΄Εστω a1, a2, ... μια στρατηγική παιχνι-
διού.

1) Αν a1, a2, ... είναι φραγμένη ακολουθία και Sn είναι

martingale τότε και η Dn είναι martingale,

2) Αν a1, a2, ... είναι φραγμένη ακολουθία θετικών

όρων και Sn είναι supermartingale τότε και η Dn

είναι supermartingale,

3) Αν a1, a2, ... είναι φραγμένη ακολουθία θετικών

όρων και Sn είναι submartingale τότε και η Dn

είναι submartingale.
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Αυτό σημαίνει ότι αν το παιχνίδι είναι δίκαιο στην

περίπτωση που ο παίκτης ποντάρει ισόποσα τότε είναι

δίκαιο ακόμη και αν ποντάρει διαφορετικά κάθε φο-

ρά. Επίσης, ένα μη δίκαιο παιχνίδι παραμένει μη δίκαιο

κάτω από οποιαδήποτε στρατηγική παιχνιδιού. Ας δο-

ύμε την απόδειξή του.

Απόδειξη. Θα δείξουμε το 1, τα υπόλοιπα αφήνονται
ως άσκηση. Παρατηρούμε ότι an, Dn−1 είναι Fn−1 με-

τρήσιμες. Οπότε έχουμε,

E(Dn|Fn−1) = E(Dn−1 + an(Sn − Sn−1)|Fn−1)

= Dn−1 + an(E(Sn|Fn−1)− Sn−1).

Αν λοιπόν Sn είναιmartingale τότε an(E(Sn|Fn−1)−
Sn−1) = 0 άρα και η Dn είναι martingale

Σημείωση Το παραπάνω θεώρημα ισχύει και στην

περίπτωση που υποθέσουμε ότι an, Sn ∈ L2
για κάθε

n.

9.2 Χρόνος Στάσης
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Ορισμός 195 Μια τ.μ. r με τιμές στο {1, 2, ...} ∪
{∞} ονομάζεται χρόνος στάσης ως προς το φιλτράρι-
σμα Fn αν για κάθε n, {r = n} ∈ Fn.

Στον παραπάνω ορισμό είναι το ίδιο με το να υ-

ποθέσουμε ότι {r ≤ n} ∈ Fn. Πράγματι, έστω

{r = n} ∈ Fn τότε {r ≤ n} =
⋃n
k=1{r = k} ∈

Fk ⊆ Fn. Αντίστροφα, αν {r ≤ n} ∈ Fn τότε και

{r ≤ n − 1} ∈ Fn−1 ⊆ Fn άρα και {r ≤ n} ∖ {r ≤
n− 1} = {r = n} ∈ Fn.

Παράδειγμα 196 Ας υποθέσουμε ότι στρίβουμε ένα
νόμισμα συνεχώς και ότι κερδίζουμε 1 μονάδα όταν έρ-

χεται Γράμματα ενώ χάνουμε μια μονάδα όταν έρχεται

Κορώνα. ΄Εστω ότι ξεκινάμε με 5 μονάδες και απο-

φασίζουμε εκ των προτέρων ότι θα σταματήσουμε το

παιχνίδι μόνον όταν γίνουν 10 μονάδες ή τα χάσουμε

όλα. Αν Xn είναι η ποσότητα των μονάδων που έχου-

με στο βήμα n τότε ο χρόνος που θα σταματήσουμε το

παιχνίδι θα είναι r = min{n : Xn = 10 ή 0} και ονο-
μάζεται ο χρόνος πρώτης επιτυχίας. Μπορεί να δείξει

κανείς ότι είναι ένας χρόνος στάσης ως προς το φιλ-
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τράρισμα Fn = σ(X1, ..., Xn). Πράγματι, έχουμε το

εξής,

{r = n} = {0 < X1 < 10} ∩ ... ∩ {0 < Xn−1 < 10} ∩ {Xn = 10 ή 0}.

Κάθε ενδεχόμενο στο δεξί μέλος ανήκει στην Fn άρα

και η τομή τους. Επομένως η r ικανοποιεί τον ορισμό

του χρόνου στάσης.

Ασκηση 197 ΄Εστω μια ακολουθίαXn προσαρμοσμένη

στο φιλτράρισμα Fn και έστω B ⊆ R ένα σύνολο
Borel. Δείξτε ότι ο χρόνος πρώτης εισόδου της Xn

στο B, δηλαδή r = min{n : Xn ∈ B} είναι χρόνος
στάσης.

Απόδειξη. Θα πρέπει να δείξουμε ότι το ενδεχόμενο
{r = n} ∈ Fn για κάθε n. Πράγματι,

{r = n} = {X1 /∈ B} ∩ ... ∩ {Xn−1 /∈ B} ∩ {Xn ∈ B}.

Το κάθε ενδεχόμενο στο δεξί μέλος ανήκει στην Fn

γιατί η Xn είναι προσαρμοσμένη στο Fn, άρα και η

τομή αυτών ανήκει στην Fn το οποίο σημαίνει ότι η r

ικανοποιεί τον ορισμό του χρόνου στάσης.
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Αν έχουμε μια ακολουθία Xn τ.μ. και r ένα χρόνο

στάσης, μπορούμε να κατασκευάσουμε μια άλλη ακο-

λουθία τ.μ. ’σταματημένη’ στο r με τον εξής τρόπο,

Xr
n = Xn∧r(ω)(ω).

Ασκηση 198 ΄Εστω Xn μια ακολουθία τ.μ. προσαρ-

μοσμένης στο Fn και έστω r χρόνος στάσης. Τότε

και η Xr
n είναι προσαρμοσμένη.

Απόδειξη. ΄Εστω B σύνολο Borel. Θα δείξουμε ότι
{Xn∧r ∈ B} ∈ Fn. Πράγματι,

{Xn∧r ∈ B} = {Xn ∈ B, r > n} ∪
n⋃
k=1

{Xk ∈ B, r = k}.

΄Ομως {Xn ∈ B, r > n} = {Xn ∈ B} ∩ {r > n} ∈
Fn, διότι {r ≤ n} ∈ Fn. Επίσης, {Xk ∈ B, r = k} =

{Xk ∈ B}∩{r = k} ∈ Fk ⊆ Fn. ’ρα {Xn∧r ∈ B} ∈
Fn.

Θεώρημα 199 ΄Εστω r ένας χρόνος στάσης. Η οικο-
γένεια υποσυνόλων

Fr = {A ∈ F : A ∩ {r ≤ n} ∈ Fn}
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είναι σ-άλγεβρα.

Απόδειξη. Προφανώς Ω ∈ Fr. Αν A ∈ Fr τότε

Ac ∩ {r ≤ n} = {r ≤ n} ∖ (A ∩ {r ≤ n}) ∈
Fn. Τέλος αν Ai ∈ Fr τότε

⋃∞
i=1Ai ∩ {r ≤ n} =⋃∞

i=1(Ai ∩ {r ≤ n}) ∈ Fn.

Ασκηση 200 ΄Εστω s, r χρόνοι στάσης τ.ω. s < r.

Δείξτε ότι Fs ⊆ Fr.

Απόδειξη. Πράγματι, αφού s < r τότε και {r ≤
n} ⊆ {s ≤ n}. Αν A ∈ Fs τότε A ∩ {r ≤ n} =

A ∩ {s ≤ n} ∩ {r ≤ n}. ΄Ομως, A ∩ {s ≤ n} ∈ Fn

αλλά και {r ≤ n} ∈ Fn οπότε και η τομή τους δηλαδή

A ∈ Fr.

Ασκηση 201 Δείξτε ότι ηXr είναιFr-μετρήσιμη όταν

r είναι χρόνος στάσης.

Απόδειξη. Πρέπει να δείξουμε ότι αν B είναι σύνολο
Borel τότε {Xr ∈ B} ∈ Fr. Δηλαδή, {Xr ∈ B} ∩
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{r ≤ n} ∈ Fn. Πράγματι,

{Xr ∈ B} ∩ {r ≤ n} =

n⋃
k=1

{Xr ∈ B} ∩ {r = k}

=

n⋃
k=1

{Xk ∈ B} ∩ {r = k}.

΄Ομως {Xk ∈ B} ∈ Fk αλλά και {r = k} ∈ Fk

επομένως και η τομή τους.

Μπορεί να αποδείξει κάποιος ότι αν r, s είναι χρόνοι

στάσης τότε και οι r∧s, r∨s, r+s είναι χρόνοι στάσης.
Ισχύει το παρακάτω αποτέλεσμα για σταματημένες

στοχαστικές διαδικασίες.
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Θεώρημα 202 ΄Εστω r ένας χρόνος στάσης.

1) Αν η Xn είναι martingale τότε το ίδιο ισχύει για

την Xr
n,

2) Αν η Xn είναι supermartingale τότε το ίδιο ι-

σχύει για την Xr
n,

3) Αν η Xn είναι submartingale τότε το ίδιο ισχύει

για την Xr
n.

Στις εφαρμογές αυτό σημαίνει ότι ένα δίκαιο παι-

χνίδι τύχης δεν αλλάζει με κατάλληλη επιλογή χρόνου

στάσης (χρόνου εξόδου από το παιχνίδι). Το ίδιο συμ-

βαίνει και για μη δίκαιο παιχνίδι.

Θα δώσουμε παρακάτω το Θεώρημα Επιλεκτικής

Στάσης.

Θεώρημα 203 ΄Εστω Xn μια martingale και r ένας

χρόνος στάσης. ΄Εστω ότι ισχύουν τα ακόλουθα,

1) r <∞ σβ.

2) Xr ∈ L1
,
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3) E(XnI{r>n}) → 0 καθώς n→ ∞.

Τότε E(Xr) = E(X1).

Παράδειγμα 204 ΄Εστω Xn ένας συμμετρικός τυχα-

ίος περίπατος και έστω K > 0 ακέραιος αριθμός. Ο-

ρίζουμε το χρόνο πρώτης επιτυχίας (του K από την

Xn) να είναι r = min{n : |Xn| = K}. Από προη-
γούμενη άσκηση η r είναι χρόνος στάσης. Επίσης

γνωρίζουμε ότι X2
n − n είναι martingale άρα και η

X2
n∧r − (n ∧ r). Αν ισχύει το θεώρημα επιλεκτικής

στάσης για τηνX2
n−n τότε E(X2

r−r) = E(X2
1−1) =

0. Οπότε, με αυτόν τον τρόπο μπορούμε να υπολογίσου-

με τη μέση τιμή E(r) = E(X2
r ) = K2

αφού |Xr| = K.

Μπορεί να αποδειχθεί ότι πράγματι ικανοποιεί τις

προϋποθέσεις του θεωρήματος επιλεκτικής στάσης. Ας

το αποδείξουμε. Αρχικά θα πρέπει να δείξουμε ότι P ({r =
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∞}) = 0. ΄Ομως,

P ({r = ∞}) = P

( ∞⋂
n=1

{n ∧ r = n}

)
= lim

n→∞
P ({n ∧ r = n})

≤ lim
n→∞

E(n ∧ r)
n

= lim
n→∞

E(X2
n∧r)

n
= 0,

αφού E(X2
n∧r) ≤ K2

. Χρησιμοποιήσαμε το γεγονός

ότι η X2
n∧r − n ∧ r είναι martingale οπότε E(X2

n∧r −
n ∧ r) = E(X2

1 − 1) = 0.

Θα δείξουμε τώρα ότι E(|X2
r −r|) <∞. Πράγματι,

E(|X2
r − r|) ≤ E(|X2

r |) + E(r) ≤ K2 + E(r).

Γνωρίζουμε ότι E(n ∧ r) = E(X2
n∧r) ≤ K2

. Δηλαδή

η ακολουθία αριθμών E(n∧ r) είναι αύξουσα και φραγ-
μένη και αφού n∧r → r σημειακά τότε συγκλίνει στο

E(r), χρησιμοποιώντας το θεώρημα μονότονης σύγκλι-
σης, το οποίο βέβαια θα είναι επίσης φραγμένο.
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Τέλος θα πρέπει να δείξουμε ότι E((X2
n−n)I{r>n}) →

0 καθώς n → ∞. Αφού X2
n ≤ K2

στο {r > n} τότε
E(X2

nI{r>n}) ≤ K2P ({r > n}) → 0. Επίσης, έχουμε

ότι rI{r>n} → 0 σβ. και χρησιμοποιώντας το θεώρημα

μονότονης σύγκλισης έχουμε ότι E(rI{r>n}) → 0 κα-

θώς n → ∞. Οπότε E(nI{r>n}) ≤ E(rI{r>n}) → 0.

Τελικά, E((X2
n − n)I{r>n}) → 0. Δηλαδή η X2

n − n

ικανοποιεί το θεώρημα επιλεκτικής στάσης.

9.3 Ανισότητες και Σύγκλιση

Σε αυτή την ενότητα θα εξετάσουμε και θα μελετήσου-

με διάφορες ανισότητες που ισχύουν για τις martin-

gale.

Θεώρημα 205 (Ανισότητα Doob) ΄Εστω Xn μια

μη αρνητική submartingale ως προς το φιλτράρισμα

Fn. Τότε για κάθε λ > 0, έχουμε ότι

λP

(
max
k≤n

Xk ≥ λ

)
≤ E

(
XnI{maxk≤nXk≥λ}

)
.

Επίσης ισχύει και η παρακάτω ανισότητα.
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Θεώρημα 206 (L2
Ανισότητα Doob) ΄Εστω Xn

μια μη αρνητική submartingale ως προς το φιλτράρι-

σμα Fn. Τότε

E|max
k≤n

Xk|2 ≤ 4E|Xn|2.

Ισχύει το παρακάτω θεώρημα σύγκλισης των mar-

tingale.
Θεώρημα 207 ΄Εστω Xn μια supermartingale ως

προς το φιλτράρισμα Fn τ.ω supnE(|Xn|) <∞. Τότε
υπάρχει μια ολοκληρώσιμη τ.μ. X τ.ω.

lim
n→∞

Xn = X σβ.

Το θεώρημα αυτό ισχύει προφανώς και για μιαmar-

tingale αφού είναι πάντοτε και supermartingale. Ι-

σχύει όμως και για μια submartingale αφού η −Xn

τότε θα είναι supermartingale. Επίσης, αν πρόκειται

για μια μη αρνητική supermartingale τότε δεν χρει-

άζεται να υποθέσουμε ότι supnE(|Xn|) < ∞ αφού

E(Xn) ≤ E(X1) < ∞. Τέλος να σημειώσουμε ότι η
σβ. σύγκλιση δεν σημαίνει ότι συγκλίνει και στον L1

.
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Για να το πετύχουμε αυτό θα χρειαστούμε την έννοια

της ομοιόμορφης ολοκληρωσιμότητας.

Ορισμός 208 Μια ακολουθία τ.μ. Xn ονομάζεται ο-

μοιόμορφα ολοκληρώσιμη αν για κάθε ε > 0 υπάρχει

κάποιο M > 0 τ.ω.∫
{|Xn|>M}

|Xn|dP < ε,

για κάθε n.

Παράδειγμα 209 ΄Εστω ο χώρος πιθανότητας ([0, 1],B, Leb)
και θεωρούμε την ακολουθία τ.μ. Xn = nI(0, 1n). Θα δε-
ίξουμε ότι δεν είναι ομοιόμορφα ολοκληρώσιμη. Πράγ-

ματι, για κάθε M > 0 και κάθε n > M έχουμε,(
0,

1

n

)
=
{
Xn > M

}
,

οπότε ∫
{Xn>M}

XndP =

∫
(0, 1n)

ndP = 1.

Αυτό σημαίνει όμως ότι δεν υπάρχει M > 0 τ.ω. για

όλα τα n να έχουμε
∫
{Xn>M}XndP < 1

2.
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Παράδειγμα 210 ΄Εστω X μια ολοκληρώσιμη τ.μ.

και Fn ένα φιλτράρισμα. Θα δείξουμε ότι η ακολουθία

Xn = E(X|Fn) είναι ομοιόμορφα ολοκληρώσιμη. Για

να το κάνουμε αυτό θα θεωρήσουμε γνωστό ότι για μια

ολοκληρώσιμη τ.μ. X και για κάθε ε > 0 υπάρχει

δ > 0 τ.ω. P (A) < δ ⇒
∫
A |X|dP < ε.

΄Εχουμε δείξει ότι η Xn είναι martingale ως προς

το φιλτράρισμα Fn. ΄Εστω ε > 0. Τότε υπάρχει δ > 0

τ.ω. P (A) < δ ⇒
∫
A |X|dP < ε.

΄Ομως Xn = E(X|Fn) οπότε |Xn| ≤ E(|X||Fn)

σβ. Παίρνοντας μέση τιμή κατά μέλη έχουμε

E(|X|) ≥ E(|Xn|) ≥
∫
{|Xn|>M}

|Xn|dP ≥MP ({|Xn| > M}).

Διαλέγοντας M > E(|X|)
δ έχουμε ότι

P ({|Xn| > M}) ≤ E(|X|)
M

< δ.

΄Ομως,

E
(
|Xn|I{|Xn|>M}

)
≤ E

(
E(|X||Fn)I{|Xn|>M}

)
.
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Το ενδεχόμενο {|Xn| > M} ∈ Fn οπότε

E
(
E(|X||Fn)I{|Xn|>M}

)
= E

(
E(|X|I{|Xn|>M}|Fn

)
Οπότε

E
(
|Xn|I{|Xn|>M}

)
≤ E

(
E(|X|I{|Xn|>M}|Fn

)
και παίρνοντας μέση τιμή κατά μέλη προκύπτει ότι

E
(
|Xn|I{|Xn|>M}

)
≤ E(|X|I{|Xn|>M}) < ε.

Η ιδιότητα της ομοιόμορφης ολοκληρωσιμότητας ε-

ίναι χρήσιμη για την σύγκλιση στον L1
.

Θεώρημα 211 Κάθε ομοιόμορφα ολοκληρώσιμη su-

permartingale Xn συγκλίνει στον L
1
.

Τέλος, ισχύει το παρακάτω αποτέλεσμα.

Θεώρημα 212 ΄Εστω Xn μια ομοιόμορφα ολοκλη-

ρώσιμη martingale. Τότε Xn = E(X|Fn), όπου

X = limnXn στον L
1
και Fn = σ(X1, ..., Xn).

Στην περίπτωση που η ακολουθία τ.μ. είναι ομοι-

όμορφα ολοκληρώσιμη martingale και το όριο X ∈ R,
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δηλαδή είναι σταθερός αριθμός, τότε Xn = X σβ. Αυ-

τό προκύπτει από το προηγούμενο θεώρημα αφού στην

περίπτωση αυτή έχουμε Xn = E(X|Fn) = X σβ. α-

φού X ∈ R.
Παρακάτω δίνουμε έναν πολύ χρήσιμο χαρακτηρι-

σμό των ομοιόμορφα ολοκληρώσιμων martingale.
Θεώρημα 213 ΗXn είναι ομοιόμορφα ολοκληρώσιμη

martingale ως προς το φιλτράρισμα Fn ανν υπάρχει

μια ολοκληρώσιμη τ.μ. Y τ.ω. Xn = E(Y |Fn). Σε

αυτή την περίπτωση έχουμε ότι Xn → E(Y |F∞) σβ.

και στον L1
όπου F∞ είναι η σ-άλγεβρα που παράγεται

από την οικογένεια υποσυνόλων

∞⋃
n=1

Fn.

Για σύγκλιση στον Lp (ας σημειώσουμε ότι Lp ⊆
Lq όταν p < q), έχουμε το παρακάτω θεώρημα.
Θεώρημα 214 ΄Εστω ότι η Xn είναι martingale ως

προς το φιλτράρισμα Fn τ.ω. E(|Xn|p) <∞. Τότε η
Xn συγκλίνει σε μια τ.μ. X∞ σβ. αλλά και στον L

p
.
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Παρακάτω θα δώσουμε το νόμο 0-1 τουKolmogorov.

Θεώρημα 215 ΄Εστω Xn μια ακολουθία ανεξάρτητων

τ.μ. Ορίζουμε την σ-άλγεβρα ουρά T = T1 ∩ T2 ∩ ...
όπου Tn = σ(Xn, Xn+1, ..). Τότε P (A) = 0 ή 1 όταν

A ∈ T .

Θεώρημα 216 (Ανάλυση Doob) ΄Εστω (Ω,F , P, (Fn))

χώρος πιθανότητας με φίλτρο. Κάθε προσαρμοσμένη

και ολοκληρώσιμη στοχαστική διαδικασία Xn αναλύε-

ται μοναδικά ως εξής,

Xn =Mn + An,

όπου Mn είναι μια martingale τ.ω. M0 = X0 και

An είναι μια προβλέψιμη στοχαστική διαδικασία τ.ω.

A0 = 0. Επίσης, η Xn είναι supermartingale (sub-

martingale) ανν η An είναι φθίνουσα (αύξουσα).

300



10 Στοχαστικές Διαδικασίες Συνεχούς Χρόνου

Σε αυτή την ενότητα θα αναφερθούμε στις στοχαστι-

κές διαδικασίες σε συνεχή χρόνο. ΄Εστω λοιπόν ένας

μετρήσιμος χώρος (Ω,F). Θα λέμε ότι η οικογένεια

τ.μ. X = {Xt : 0 ≤ t < ∞} είναι μια στοχαστική
διαδικασία. Ας υποθέσουμε ότι έχουμε δυο στοχαστι-

κές διαδικασίες ορισμένες στον ίδιο χώρο πιθανότητας.

΄Ενα ερώτημα είναι με ποια έννοια θα λέμε ότι ταυτίζο-

νται οι δυο στοχαστικές διαδικασίες. ΄Οπως παρατηρεί

κανείς μια στοχαστική διαδικασία είναι στην πραγμα-

τικότητα συνάρτηση δυο μεταβλητών, των t, ω. ’ρα

αν Xt(ω) = Yt(ω) για κάθε (t, ω) ∈ [(0,∞),Ω] μπο-

ρούμε να πούμε ότι είναι ίσες. ΄Ομως, μπορούμε να

δώσουμε και ασθενέστερους ορισμούς ισότητας χρη-

σιμοποιώντας το μέτρο πιθανότητας.

Ορισμός 217 Δυο στοχαστικές διαδικασίεςXt, Yt θα

λέγονται εκδοχή η μια της άλλης όταν για κάθε t έχου-

με P ({Xt = Yt}) = 1. Θα λέμε ότι είναι μη διακρι-

νόμενες αν P ({Xt = Yt, 0 ≤ t < ∞}) = 1. Τέλος,

θα λέμε ότι δυο στοχαστικές διαδικασίες είναι ισοδύνα-
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μες αν για οποιαδήποτε t1, t2, ..., tn ∈ R έχουμε ότι
PXti

= PYti .

Η πρώτη είναι η ισχυρότερη ενώ η τρίτη η ασθενέστερη.

Με το παρακάτω θεώρημα κανείς μπορεί να δείξει

ότι υπάρχει μια συνεχής εκδοχή για μια στοχαστική

διαδικασία, κάτω από προυποθέσεις.

Θεώρημα 218 ΄Εστω Xt μια στοχαστική διαδικασία.

Αν υπάρχει a > 0 και ε > 0 τ.ω. για κάθε 0 ≤ u ≤
t ≤ T ,

E|Xt −Xu|a ≤ C(t− u)1+ε,

για κάποια σταθερά C, τότε υπάρχει μια εκδοχή της X

με συνεχείς τροχιές και οι οποίες είναι Holder συνεχής

τάξης h < ε/a.

΄Οπως και στη διακριτή περίπτωση, μια στοχαστική

διαδικασία σε συνεχή χρόνο παράγει μια σ-άλγεβρα,

την Ft = σ(Xs, 0 ≤ s ≤ t) = σ({X−1
s (A) : 0 ≤ s ≤

t, A ∈ B}) και είναι η μικρότερη σ-άλγεβρα κάτω από
την οποία η Xs είναι Ft-μετρήσιμη για κάθε s ∈ [0, t].
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Επίσης, φιλτράρισμα ονομάζουμε μια οικογένεια σ-

αλγεβρών Ft τ.ω. Fs ⊆ Ft ⊆ F και θα λέμε ότι μια
στοχαστική διαδικασία Xt είναι προσαρμοσμένη στην

Ft όταν η Xt είναι Ft-μετρήσιμη.

Θα ορίσουμε παρακάτω τη λεγόμενη κίνηση Brown

ή διαδικασία Wiener. Συμβολίζουμε με

Γ(t, x) =
1√
2πt

e−
x2

2t , x ∈ R, t > 0.

Για κάθε m ∈ R και σ > 0 η κατανομή N(m,σ2) με

πυκνότητα g(x) = Γ(σ2, x−m) ονομάζεται κανονική

κατανομή με παραμέτρους m,σ. Δηλαδή,

N(m,σ2)(A) =

∫
A

Γ(σ2, x−m)dx,A ∈ B.
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Θεώρημα 219 (Κίνηση Brown) ΄Εστω

(Ω,F , P, (Ft)) ένας χώρος πιθανότητας με φίλ-

τρο. Υπάρχει στοχαστική διαδικασία Wt (η οποία

ονομάζεται κίνηση Brown με τις εξής ιδιότητες,

(i) W0 = 0 σβ.

(ii) η Wt είναι Ft προσαρμοσμένη και συνεχής,

(iii) για 0 ≤ s < t η τ.μ. Wt−Ws ακολουθεί την κα-

νονική κατανομή N(0, t−s) και είναι ανεξάρτητη
από την Fs.

Η ύπαρξη μιας στοχαστικής διαδικασίας που ικανο-

ποιεί τα παραπάνω αποδεικνύεται (και μπορεί να βρει τη

απόδειξη κανείς στην βιβλιογραφία). Παρατηρούμε ότι

η Wt ακολουθεί την κανονική κατανομή N(0, t) οπότε

και E(Wt) = 0 και E(W 2
t ) = t.

Ο παρακάτω ορισμός είναι η ιδιότητα Markov η ο-

ποία στην ουσία λέει ότι αν μια στοχαστική διαδικασία

την ικανοποιεί τότε στο χρόνο t η μέση τιμή της σε

επόμενη χρονική στιγμή δεν εξαρτάται από προηγο-
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ύμενες τιμές αλλά μόνο από την τωρινή. Η ιδιότητα

αυτή αποτυπώνεται μαθηματικά στον επόμενο ορισμό.

Ορισμός 220 (Ιδιότητα Markov) ΄Εστω (Ω,F , P, (Ft))

ένας χώρος πιθανότητας με φίλτρο. Μια προσαρμο-

σμένη στοχαστική διαδικασία Xt λέμε ότι έχει την ι-

διότητα Markov αν για κάθε φραγμένη και μετρήσιμη

συνάρτηση ϕ έχουμε ότι

E(ϕ(XT )|Ft) = E(ϕ(XT )|Xt), T ≥ t.

Θα πρέπει να σημειώσουμε ότι η παραπάνω ιδιότητα

είναι ισοδύναμη με το να ισχύει ότι για κάθε σύνολο

Borel A έχουμε,

E(XT ∈ A|Ft) = E(XT ∈ A|Xt), T ≥ t.

Ορισμός 221 ΄Εστω Wt μια κίνηση Brown σε ένα

χώρο πιθανότητας (Ω,F , P, (Ft)) με φίλτρο. Για δε-

δομένο x ∈ R και t ≥ 0 η στοχαστική διαδικασία

W t,x
s = x + Ws − Wt με s ≥ t ονομάζεται κίνηση

Brown που ξεκινάει από το x τη χρονική στιγμή t.
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Οπότε έχουμε ότι W t,x
t = x και επίσης W t,x

s είναι

προσαρμοσμένη και συνεχής. Τέλος, για t ≤ s ≤ s+h

η τ.μ. W t,x
s+h−W t,x

s ακολουθεί την κανονική κατανομή

N(0, h) και είναι ανεξάρτητη από την Fs. Οπότε η

W t,x
s ακολουθεί την κανονική κατανομή N(x, s − t)

για s ≥ t, δηλαδή η πυκνότητα της W t,x
s είναι η

g(y) = Γ∗(t, x, s, y) =
1√

2π(s− t)
e
− (x−y)2

2(s−t) .

Η συνάρτηση αυτή παίζει σημαντικό ρόλο στη θεωρία

μερικών διαφορικών εξισώσεων. Επίσης, ονομάζεται

πυκνότητα μετάβασης της κίνησης Brown από το αρχι-

κό σημείο (t, x) στο τελικό σημείο τη χρονική στιγμή

s ≥ t.

΄Εστω μια ϕ φραγμένη και μετρήσιμη συνάρτηση.

Τότε μπορεί να αποδειχθεί ότι E(ϕ(Ws)|Ft) = E(ϕ(Ws−
Wt+Wt)|Ft) = u(t,Wt) με u(t, x) = E(ϕ(Ws−Wt+

x)) = E(W t,x
s ).

Θεώρημα 222 Μια κίνηση Brown Wt στο χώρο πι-

θανότητας με φίλτρο (Ω,F , P, (Ft)) έχει την ιδιότητα

Markov ως προς το φιλτράρισμα Ft.

306



Μπορεί να αποδειχθεί ότι

E(ϕ(Ws)|Ft) =

∫ ∞

−∞

ϕ(y)√
2π(s− t)

e
− (y−Wt)

2

2(s−t) dy.

Ας θεωρήσουμε την παρακάτω μερική διαφορική ε-

ξίσωση,

1

2
vxx(t, x)− vt(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0, T )× R,

v(T, x) = ϕ(x), x ∈ R

με ϕ(x) συνεχή συνάρτηση και φραγμένη.

Το πρόβλημα αυτό έχει λύση, v(t, x) =
∫∞
−∞ Γ∗(t, x, T, y)ϕ(y)dy

με t < T και x ∈ R. Η κίνηση Brown είναι λοι-

πόν στενά συνδεδεμένη με την εξίσωση θερμότητας

(την παραπάνω μερική διαφορική εξίσωση). Η λύση

v(t, x) έχει την εξής γραφή, v(t, x) = E(ϕ(W t,x
s )) με

x ∈ R και t ∈ [0, s]. Επίσης, χρησιμοποιώντας την

ιδιότητα Markov έχουμε ότι E(ϕ(Ws)|Ft) = v(t,Wt)

για s ≥ t. Οι λύσεις, ορισμένων, μερικών διαφορι-

κών εξισώσεων είναι προτιμότερο να προσεγγίζονται

χρησιμοποιώντας τέτοιου είδους αναπαραστάσεις κα-

θώς και εργαλεία στοχαστικής ανάλυσης. Στις εφαρ-
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μογές, πάντως, συχνά και οι δυο τρόποι (θεωρία μερι-

κών διαφορικών εξισώσεων και στοχαστική ανάλυση)

βοηθούν, με διαφορετικό τρόπο, να περιγράψουμε και

να χαρακτηρίσουμε ένα φαινόμενο.

Θεώρημα 223 Η διαδικασία Brown (ή διαδικασίαWiener)

σε ένα χώρο πιθανότητας με φίλτρο (Ω,F , P, (Ft)) ι-

κανοποιεί τα παρακάτω,

(i) η Wt έχει ανεξάρτητες και στάσιμες μεταβολές,

δηλαδή, για 0 ≤ t ≤ s η τ.μ. Ws−Wt ακολουθεί

την κανονική κατανομή N(0, s− t) και οι τ.μ.

Wt2 −Wt1, ...,WtN −WtN−1
,

είναι ανεξάρτητες για κάθε σύνολο σημείων t1, ..., tn
με t1 < t2 < ... < tN

(ii) για οποιαδήποτε πεπερασμένη ακολουθία 0 < t1 <
t2 < ... < tN και για κάθε Borel σύνολαA1, A2, ..., AN ⊆
R έχουμε

P ({W (t1) ∈ A1, ...,W (tN ) ∈ AN}) =∫
A1

...

∫
AN

Γ∗(0, 0, t1, y1)Γ
∗(t1, y1, t2, y2)...Γ

∗(tN−1, yN−1, tN , yN )

dy1...dyN .
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Αντίστροφα, αν Wt είναι μια συνεχής στοχαστική δια-

δικασία στον χώρο πιθανότητας (Ω,F , P ) τ.ω. W0 = 0

σβ. και ικανοποιεί τις παραπάνω δυο ιδιότητες τότε είναι

κίνηση Brown ως προς το φυσικό φιλτράρισμα FW
.

Ασκηση 224 Δείξτε ότι E(W (s)W (t)) = min{s, t}.

Απόδειξη. Από το προηγούμενο θεώρημα διαπιστώνου-
με ότι η από κοινού πυκνότητα τωνW (s),W (t) (αν υ-

ποθέσουμε ότι t < s) είναι fW (s),W (t)(x, y) = Γ∗(0, 0, t, x)Γ∗(t, x, s, y).

’ρα

E(W (s)W (t)) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
y1y2Γ

∗(0, 0, t, y1)Γ
∗(t, y1, s, y2)dy1dy2

= · · · = t

’ρα για οποιαδήποτε s, t έχουμε ότι E(W (s)W (t)) =

min{s, t}.
Μια συντομότερη απόδειξη είναι η εξής, όταν s < t,

E(W (t)W (s)) = E (W (s)(W (t)−W (s) +W (s)))

= E(W (s)2) + E (W (s)(W (t)−W (s)))

= s,
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χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι E(W (s)2) = s και

ότι W (s),W (t)−W (s) είναι ανεξάρτητες.

Θεώρημα 225 Ισχύει ότι E(eiλW (t)) = e−
λ2t
2 = ϕW (t)(λ).

Απόδειξη. ΄Εχουμε ότι

ϕW (t)(λ) =

∫ ∞

−∞
eiλx

1√
2πt

e−
x2

2t dx

=

∫ ∞

−∞
cos(λx)

1√
2πt

e−
x2

2t dx + i

∫ ∞

−∞
sin(λx)

1√
2πt

e−
x2

2t dx

΄Ομως το δεύτερο ολοκλήρωμα είναι μηδέν επομένως

θα υπολογίσουμε το πρώτο. Παραγωγίζουμε ως προς

λ κατά μέλη και έχουμε

ϕ
′
W (t)(λ) =

1√
2πt

∫ ∞

−∞
−x sin(λx)e−

x2

2t dx.

΄Επειτα με ολοκλήρωση κατά μέρη (γράφοντας τον όρο

e−
x2

2t ως παράγωγο μιας συνάρτησης) προκύπτει η δια-

φορική εξίσωση

ϕ
′
W (t)(λ) = −λtϕW (t)(λ).
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Λύνοντας και χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι ϕW (t)(0) =

1 προκύπτει το αποτέλεσμα.

Η συνάρτηση αυτή ονομάζεται χαρακτηριστική συ-

νάρτηση τηςW (t) και συμβολίζεται με ϕW (t)(λ). Απο-

δεικνύεται (αν E(|W (t)|n) <∞ το οποίο θα δείξουμε
αργότερα με μια τεχνική που δουλεύει και στην πε-

ρίπτωση που δεν γνωρίζουμε την πυκνότητα της τ.μ.)

τότε ότι E(W (t)n)in = ϕ
(n)
W (t)(0). Δηλαδή για να υπο-

λογίσει κανείς ροπές της W (t) αρκεί να παραγωγίσει

τη χαρακτηριστική συνάρτηση τόσες φορές όσο και η

δύναμη της ροπής. Για παράδειγμα E(W (t)4) = 3t2.

Το ίδιο μπορούμε να κάνουμε για οποιαδήποτε τ.μ.

X . Αν X = W (t) −W (s) με s < t, βρείτε τη χα-

ρακτηριστική συνάρτηση και υπολογίστε τη μέση τιμή

της τέταρτης δύναμης.
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Ορισμός 226 Μια προσαρμοσμένη στοχαστική δια-
δικασία στο φιλτράρισμα Ft είναι martingale αν

E|Xt| < ∞ και για κάθε s < t έχουμε

ότι E(Xt|Fs) = Xs. Ανάλογα ορίζουμε τις

submartingale, supermartingale.

΄Εστω Y μια ολοκληρώσιμη τ.μ. ΤότεMt = E(Y |Ft)

είναι martingale. Πράγματι, εξ ορισμού η Mt είναι

προσαρμοσμένη στο Ft και ολοκληρώσιμη (δείξτε το).

Επίσης, E(Mt|Fs) = E(E(Y |Ft)|Fs) = E(Y |Fs) =

Ms. Στην πρώτη ισότητα αντικαταστήσαμε την Mt

ενώ στη δεύτερη ισότητα κατάλληλη ιδιότητα της δε-

σμευμένης μέσης τιμής, αφού s < t.

Θεώρημα 227 (Ανισότητα Doob) ΄Εστω Xt μια

δεξιά συνεχής martingale και p > 1. Τότε για κάθε

T ,

E

(
sup
t∈[0,T ]

|Xt|p
)

≤ qpE (|XT |p) ,

όπου q = p
p−1.
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Χρησιμοποιώντας την ανισότητα Doob στην mar-

tingale Mt = E(Y |Ft) βρίσκουμε ότι

E( sup
t∈[0,T ]

|Mt|2) ≤ 4E(|MT |2) ≤ 4E(|Y |2).

Στο επόμενο θεώρημα θα δείξουμε ότι η διαδικασία

Wiener καθώς και άλλες δυο που σχετίζονται με αυτή

είναι martingales στο Ft.

Θεώρημα 228 Οι στοχαστικές διαδικασίες W (t),

W (t)2 − t και eW (t)e−
t
2 είναι martingale ως προς το

φιλτράρισμα Ft που παράγει η διαδικασία Wiener.

Απόδειξη. Προφανώς ηWt ανήκει στον L
1
διότι E|Wt| ≤√

E|W 2
t | και αφού η W 2

t ανήκει στον L
1
το ίδιο συμ-

βαίνει και με την |Wt|.
Πράγματι, για κάθε 0 ≤ s < t έχουμε

E(Wt|Fs) = E(Wt −Ws|Fs) + E(Ws|Fs) = E(Wt −Ws) +Ws = Ws.

Χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι Wt −Ws είναι ανε-

ξάρτητη από την Fs, ότι η Ws είναι προσαρμοσμένη

και ότι E(Wt) = E(Ws) = 0. Δηλαδή, η Wt είναι

martingale στο φιλτράρισμα Ft.
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Θα δούμε τώρα τηνW 2
t − t. Για 0 ≤ s < t έχουμε,

E(W 2
t |Fs) = E

(
(Wt −Ws)

2|Fs

)
+ 2E ((Wt −Ws)Ws|Fs)

+E(W 2
s |Fs)

= t− s +W 2
s .

Χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι Wt −Ws είναι ανε-

ξάρτητη από την Fs, δηλαδή οι σ(Wt −Ws),Fs είναι

ανεξάρτητες και αφού σ((Wt −Ws)
2) ⊆ σ(Wt −Ws)

τότε και σ((Wt−Ws)
2),Fs ανεξάρτητες. Επίσης χρη-

σιμοποιήσαμε το γεγονός ότι ακολουθεί την κανονική

κατανομή με μέση τιμή 0 και διακύμανση t − s, ότι η

Ws είναι προσαρμοσμένη στην Fs και ότι η Wt είναι

martingale. Επομένως, E(W 2
t − t|Fs) = W 2

s − s.

Τέλος, θα δείξουμε ότι η eW (t)e−
t
2 είναιmartingale.

Είναι προσαρμοσμένη στο φιλτράρισμα Ft ως συνάρτη-

ση τηςWt η οποία είναι προσαρμοσμένη. Για 0 ≤ s < t

έχουμε,

E(eWt|Fs) = E(eWt−WseWs|Fs) = eWsE(eWt−Ws|Fs) = eWsE(eWt−Ws).

Χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι Wt −Ws είναι ανε-

ξάρτητη από την Fs και ότι ηWt είναι προσαρμοσμένη.
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Αφού η μεταβολήWt−Ws ακολουθεί την κανονική κα-

τανομή με μέση τιμή 0 και διακύμανση t− s, μπορούμε

να υπολογίσουμε την μέση τιμή της eWt−Ws. Πράγματι,

E(eWt−Ws) =
1√

2π(t− s)

∫ ∞

−∞
exe

− x2

2(t−s)dx

= e
t−s
2

1√
2π(t− s)

∫ ∞

−∞
e
− (x−(t−s))2

2(t−s) dx

= e
t−s
2

Αυτό δείχνει ότι η εν λόγω στοχαστική διαδικασία είναι

και ολοκληρώσιμη. Τελικά E(eWte−
t
2 |Fs) = eWse−

s
2 .

Υπολογίστε και τη μέση τιμή

E(eσ(Wt−Ws))

χρησιμοποιώντας παρόμοιο συλλογισμό.

Ορισμός 229 Μια στοχαστική διαδικασίαXt ονομάζε-

ται προοδευτικά μετρήσιμη ως προς το φιλτράρισμα

(Ft) αν για κάθε t ≥ 0, έχουμε ότι (s, ω) → Xs(ω)

είναι μετρήσιμη στον ([0, t]× Ω,B × Ft).
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Μπορεί να αποδείξει κανείς ότι μια δεξιά συνεχής

και προσαρμοσμένη στοχαστική διαδικασία είναι προο-

δευτικά μετρήσιμη.

Ορισμός 230 ΄Εστω T > 0. Με M2
ορίζουμε το

χώρο των δεξιά συνεχώνFt martingalesXt τ.ω. X0 =

0 και

∥X∥T =
√

E( sup
0≤t≤T

|Xt|2) <∞.

ΜεM2
c συμβολίζουμε τον υποχώρο των συνεχώνmar-

tingales τουM2
.

Θεώρημα 231 Ο χώρος (M 2, ∥·∥T ) είναι πλήρης, δη-
λαδή κάθε ακολουθία Cauchy του M 2

συγκλίνει και

έχει όριο στον ίδιο χώρο. Επίσης, αν η ακολουθία α-

νήκει στον M 2
c τότε και το όριο θα ανήκει εκεί.

Οι χώροι αυτοί και το προηγούμενο θεώρημα θα

είναι ιδιαίτερα χρήσιμα αργότερα στον ορισμό του στο-

χαστικού ολοκληρώματος.

΄Εστω ένας χώρος πιθανότητας (Ω,F , P ). Συμβο-
λίζουμε με N = {F ∈ F|P (F ) = 0}.
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Ορισμός 232 Θα λέμε ότι το φιλτράρισμα Ft ικανο-

ποιεί τις συνήθεις συνθήκες ως προς το P , αν η F0 και

άρα και η Ft για κάθε t, περιέχει το N . Επίσης, αν

το φιλτράρισμα είναι δεξιά συνεχές, δηλαδή για κάθε

t > 0, Ft =
⋂
ε>0Ft+ε.

Οι δυο υποθέσεις αυτές για το φιλτράρισμα είναι

καθαρά για τεχνικούς λόγους. Αν Xt = Yt σβ. και

Xt είναι Ft μετρήσιμη τότε θα θέλαμε να έχουμε ως

αποτέλεσμα ότι και η Yt είναι Ft μετρήσιμη.

Ορισμός 233 ΄Εστω (Ω,F , P ) χώρος πιθανότητας και
Xt μια στοχαστική διαδικασία. Τότε θέτουμε,

FX
t =

⋂
ε>0

F̂X
t+ε,

με F̂X
t = σ (σ(Xt) ∪N). Διαπιστώνουμε ότι η FX

t

ικανοποιεί τις συνήθεις συνθήκες.

Με τον τρόπο αυτό κατασκευάζουμε και την σ-

άλγεβρα που παράγεται από την κίνηση Brown και τη

συμβολίζουμε με FW
t . Αποδεικνύεται ότι η Wt ε-

ίναι κίνηση Brown στο χώρο πιθανότητας με φίλτρο

(Ω,F , P,FW
t ).
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Ορισμός 234 Μια τ.μ. r : Ω → R+ ∪ {+∞} ονο-
μάζεται χρόνος στάσης ως προς το φιλτράρισμα Ft αν

{r ≤ t} ∈ Ft.

Πρόταση 235 Η τ.μ. r είναι χρόνος στάσης ανν {r <
t} ∈ Ft για κάθε t > 0.

Απόδειξη. Αν r είναι χρόνος στάσης τότε

{r < t} =

∞⋃
n=1

{r ≤ t− 1

n
}

με

{r ≤ t− 1

n
} ∈ Ft− 1

n
⊆ Ft

Αντίστροφα, για κάθε ε > 0 έχουμε

{r ≤ t} =
⋂

0<δ<ε

{r < t + δ}

οπότε {r ≤ t} ∈ Ft+ε. Χρησιμοποιώντας τις συνήθεις

συνθήκες έχουμε,

{r ≤ t} ∈ Ft =
⋂
ε>0

Ft+ε
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Μπορεί να αποδείξει κανείς ότι αν r1, r2 χρόνοι

στάσης τότε και r1 ∧ r2, r1 ∨ r2 χρόνοι στάσης.

Πρόταση 236 ΄Εστω Xt μια στοχαστική διαδικασία,

δεξιά συνεχής και προσαρμοσμένη και έστω B ανοικτό

σύνολο του R. Θέτουμε I(ω) = {t ≥ 0|Xt(ω) ∈ B}
και r(ω) = inf I(ω) αν I(ω) ̸= ∅ και +∞ αλλιώς.

Τότε η r είναι χρόνος στάσης και ονομάζεται χρόνος

πρώτης εισόδου της X στο B.

΄Εστω r χρόνος στάσης ο οποίος είναι πεπερασμένος

στο Ω \N με P (N) = 0 και έστω Xt μια στοχαστική

διαδικασία. Θέτουμε, Xr(ω) = Xr(ω)(ω) και επίσης

ορίζουμε την σ-άλγεβρα

Fr = {F ∈ F|F ∩ {r ≤ t} ∈ Ft}

για κάθε t.

Πρόταση 237 (Θεώρημα Επιλεκτικής Στάσης του Doob)

Αν Mt είναι μια δεξιά συνεχής martingale και r1, r2
χρόνοι στάσης τ.ω. r1 ≤ r2 ≤ T σβ. με T > 0,
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τότε Mr1 = E(Mr2|Fr1). Συγκεκριμένα, για κάθε σβ.

φραγμένο χρόνο στάσης r έχουμε E(Mr) = E(M0).

Πρόταση 238 ΄Εστω Xt μια στοχαστική διαδικασία

στο χώρο πιθανότητας με φίλτρο (Ω,F , P,Ft) και r

ένας φραγμένος χρόνος στάσης. Θεωρούμε τη ’στα-

ματημένη’ στοχαστική διαδικασία Xr
t η οποία ορίζεται

ως εξής,

Xr
t (ω) = Xt∧r(ω)(ω), t ≥ 0, ω ∈ Ω.

Αν Xt είναι προοδευτικά μετρήσιμη τότε και η X
r
t ε-

ίναι προοδευτικά μετρήσιμη και η τ.μ. Xr είναι Fr-

μετρήσιμη. Τέλος, αν Xt είναι δεξιά συνεχής και

martingale τότε Xt∧r = E(Xr|Ft) οπότε και η X
r
t

είναι δεξιά συνεχής και martingale.

Το παρακάτω θεώρημα δίνει ένα χρήσιμο χαρακτη-

ρισμό της κίνησης Brown.

Θεώρημα 239 Μια στοχαστική διαδικασία W (t), t ≥
0 είναι διαδικασία Wiener ανν ισχύουν τα επόμενα,
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(i) W (0) = 0 σβ,

(ii) οι τροχιές t→ W (t) είναι συνεχείς σβ.

(iii) η W (t) είναι martingale ως προς το φιλτράρισμα

Ft,

(iv) ηW (t)2−t είναι martingale ως προς το φιλτράρι-

σμα Ft.

Ορισμός 240 Θα λέμε ότι η f : R → R είναι Holder
συνεχής τάξης a με a ∈ (0, 1) αν υπάρχει μια σταθερά

K > 0 τ.ω. για κάθε x, y ∈ R έχουμε |f (x)−f (y)| ≤
K|x− y|a.

Θεώρημα 241 Για κάθε a < 1
2 σχεδόν όλες οι τροχιές

της κίνησης Brown είναι Holder συνεχείς, τάξης a,

σε κάθε φραγμένο διάστημα του t. Επίσης, για κάθε

a > 1
2 σχεδόν όλες οι τροχιές της κίνησης Brown δεν

είναι Holder συνεχείς πουθενά.
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΄Εστω 0 = tn0 < tn1 < ... < tnn = T μια διαμέριση

του [0, T ]. Ορίζουμε την τετραγωνική κύμανση της

κίνησης Brown να είναι

[W,W ](t) = [W,W ]([0, t]) = lim
n→∞

n∑
i=1

|W (tni )−W (tni−1)|2

όπου η σύγκλιση είναι στον L2
. Το όριο είναι πάνω σε

όλες τις διαμερίσεις τ.ω.
∑n

i=1(ti − ti−1)
2 → 0 καθώς

n→ ∞. Αποδεικνύεται, ότι παρόλο που τα παραπάνω
αθροίσματα είναι τ.μ. το όριο είναι σταθερός αριθμός

(ανεξάρτητος του ω).

Θεώρημα 242 Η τετραγωνική κύμανση της κίνησης
Brown πάνω στο [0, T ] είναι ίση με T .

Απόδειξη. Ας σημειώσουμε ότι οι μεταβολέςW (ti)−
W (ti−1) είναι ανεξάρτητες και ότι

E(W (ti)−W (ti−1)) = 0,

E (W (ti)−W (ti−1))
2 = ti − ti−1,

E (W (ti)−W (ti−1))
4 = 3(ti − ti−1)

2
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΄Εχουμε λοιπόν ότι, συμβολίζοντας με∆n
iW = W (tni )−

W (tni−1),

E

(
n∑
i=1

(∆n
iW )2 − T

)2

= E

(
n∑
i=1

(
(∆n

iW )2 − (ti − ti−1)
))2

= E
n∑
i=1

(
(∆n

iW )2 − (ti − ti−1)
)2

+E
∑
i ̸=j

(
(∆n

iW )2 − (ti − ti−1)
) (

(∆n
jW )2 − (tj − tj−1)

)
=

n∑
i=1

E
(
(∆n

iW )2 − (ti − ti−1)
)2

= 2

n∑
i=1

(ti − ti−1)
2 → 0.

Θα εξηγήσουμε τώρα γιατί

E
∑
i ̸=j

(
(∆n

iW )2 − (ti − ti−1)
) (

(∆n
jW )2 − (tj − tj−1)

)
= 0
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Λόγω ανεξαρτησίας των ∆n
iW , ∆

n
jW για i ̸= j έχου-

με, ότι και (∆n
iW )2, (∆n

jW )2 ανεξάρτητες για i ̸= j α-

φού σ((∆n
iW )2) ⊆ σ(∆n

iW ) και το ίδιο για την ∆n
jW .

Τέλος, ανεξάρτητες θα είναι και οι

(∆n
iW )2 − (ti − ti−1), (∆n

jW )2 − (tj − tj−1)

αφού η οικογένεια συνόλων I = {(∆n
iW )2 − (ti −

ti−1) ≤ x} για κάθε x ∈ R παράγει την ίδια σ-άλγεβρα
με την J = {(∆n

iW )2 ≤ x} για κάθε x ∈ R. ’ρα,

E
∑
i̸=j

(
(∆n

iW )2 − (ti − ti−1)
) (

(∆n
jW )2 − (tj − tj−1)

)
=
∑
i̸=j

E
(
(∆n

iW )2 − (ti − ti−1)
)
E
(
(∆n

jW )2 − (tj − tj−1)
)

= 0.

Ορισμός 243 Η κύμανση μιας συνάρτησης f : [0, T ] →
R ορίζεται ως το όριο,

lim sup
n→∞

n−1∑
i=0

|f (ti+1)− f (ti)|
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όπου (t0, t1, ..., tn) είναι μια διαμέριση του [0, T ].

Θεώρημα 244 Η κύμανση των τροχιών τηςW (t) είναι

άπειρη σβ.

Αυτό έχει σημαντικό αντίκτυπο στη θεωρία ολο-

κλήρωσης ως προς την κίνηση Brown. Ισχύει το πα-

ρακάτω αποτέλεσμα.

Θεώρημα 245 ΄Εστω δn = maxi(t
n
i − tni−1). Αν το

όριο

lim
δn→0

n∑
i=1

f (tni−1)(g(t
n
i )− g(tni−1))

υπάρχει για κάθε συνεχή συνάρτηση f τότε αναγκα-

στικά η g είναι φραγμένης κύμανσης στο [0, t].

’ρα, δεν μπορούμε να ορίσουμε ως Riemann-Stieltjes

το ολοκλήρωμα
∫ t
0 XsdWs όπου Xs μια συνεχής στο-

χαστική διαδικασία, διότι η Wt δεν είναι φραγμένης

κύμανσης. Αυτό επίσης σημαίνει ότι δεν υπάρχει δι-

άστημα [0, t] τ.ω. η Wt να είναι μονότονη διότι αυτό

θα σήμαινε ότι είναι και φραγμένης κύμανσης εκεί.
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Θεώρημα 246 Για κάθε t > 0 σχεδόν όλες οι τροχιές

της κίνησης Brown είναι μη διαφορίσιμες στο t.

Μερικά αποτελέσματα για τη συμπεριφορά της κίνη-

σης Brown.

Θεώρημα 247 Αν Wt είναι μια κίνηση Brown τότε,

lim sup
t↓0

Wt√
2t ln ln(1/t)

= 1, σβ.,

lim sup
t↑∞

Wt√
2t ln ln(t)

= 1, σβ.,

lim inf
t↓0

Wt√
2t ln ln(1/t)

= −1, σβ.,

lim inf
t↑∞

Wt√
2t ln ln(t)

= −1, σβ.

10.1 Στοχαστικό Ολοκλήρωμα

Σε αυτή την ενότητα θα ορίσουμε και θα κατασκευ-

άσουμε το στοχαστικό ολοκλήρωμα. ΄Ενας από τους

στόχους μας θα είναι να ορίσουμε τελικά τις λεγόμενες
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στοχαστικές διαφορικές εξισώσεις οι οποίες μοντελο-

ποιούν καλύτερα από τις ντετερμινιστικές διαφορικές

εξισώσεις διάφορα φαινόμενα (π.χ. χρηματοοικονομι-

κά φαινόμενα) στα οποία εμφανίζονται και παίζουν ση-

μαντικό ρόλο παράγοντες που δεν μπορούν εύκολα να

συμπεριληφθούν στο μοντέλο.

Στόχος μας είναι να ορίσουμε ένα ολοκλήρωμα της

μορφής
∫ t
0 f (s)dWs. Αυτό μοιάζει με Riemann-Stieltjes

αλλά όπως είπαμε παραπάνω δεν γίνεται να το ορίσου-

με έτσι διότι η Wt δεν είναι φραγμένης κύμανσης. Ας

δούμε αρχικά έναν απλούστερο ορισμό όπου η ολοκλη-

ρωτέα ποσότητα f (t) δεν είναι συνάρτηση του ω ∈ Ω

αλλά συνεχώς διαφορίσιμη συνάρτηση του χρόνου. Υ-

ποθέτουμε επιπλέον ότι f (0) = f (1) = 0. Ορίζου-

με λοιπόν το ολοκλήρωμα ως εξής,
∫ 1

0 f (s)dWs =

−
∫ 1

0 f
′
(s)Wsds. Αυτό το ολοκλήρωμα είναι μια τ.μ.

και ικανοποιεί τις ιδιότητες, E(
∫ 1

0 f (s)dWs) = 0 και

E(
∫ 1

0 f (s)dWs)
2 =

∫ 1

0 f
2(s)ds. Πράγματι,

E(
∫ 1

0

f
′
(s)Wsds) =

∫ 1

0

f
′
(s)E(Ws)ds = 0.
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Χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι E(WtWs) = t ∧ s

μπορούμε να δείξουμε και την άλλη ιδιότητα. Τέλος,

μπορούμε να γενικεύσουμε το ολοκλήρωμα αυτό και

σε μεγαλύτερη κλάση συναρτήσεων αλλά ανεξάρτητων

του ω.

Αν θελήσουμε να ορίσουμε το ολοκλήρωμα
∫ T
0 WsdWs

ως ολοκλήρωμα Riemann-Stieltjes θα είχαμε πρόβλη-

μα όπως είπαμε και προηγούμενα. Ας δούμε ακριβώς

τι γίνεται.

΄Εστω 0 = tn0 < tn1 < ... < tnn = T μια διαμέριση

του [0, T ]. Μπορεί να δείξει κανείς ότι τα παρακάτω

αθροίσματα οδηγούν σε διαφορετικά όρια,

lim
n→∞

n−1∑
j=0

W (tnj )(W (tnj+1)−W (tnj )),

lim
n→∞

n−1∑
j=0

W (tnj+1)(W (tnj+1)−W (tnj )).
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Πράγματι, έχουμε το εξής,

n−1∑
i=0

Wtni
(Wtni+1

−Wtni
) =

1

2

n−1∑
i=0

(W 2
tni+1

−W 2
tni
)− 1

2

n−1∑
i=0

(Wtni+1
−Wtni

)2

=
1

2
W 2

T − 1

2

n−1∑
i=0

(Wtni+1
−Wtni

)2.

Στο όριο λοιπόν έχουμε

lim
n→∞

n−1∑
i=0

Wtni
(Wtni+1

−Wtni
) =

1

2
W 2

T − 1

2
T

Παρόμοια, για το άλλο όριο έχουμε ως αποτέλεσμα

lim
n→∞

n−1∑
j=0

W (tnj+1)(W (tnj+1)−W (tnj )) =
1

2
W 2

T +
1

2
T.

΄Εστω (Ω,F , P, (Ft)) χώρος πιθανότητας με φίλ-

τρο και έστω μια κίνηση Brown ορισμένη στο χώρο

αυτό.

Ορισμός 248 Θα λέμε ότι η στοχαστική διαδικασία
Xt ανήκει στην κλάση Lp (p ≥ 1) αν
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(i) η Xt είναι προοδευτικά μετρήσιμη ως προς το φίλ-

τρο (Ft),

(ii) η Xt ∈ Lp([0, T ]× Ω) δηλαδή∫ T

0

E(Xt)
pdt <∞.

Ορισμός 249 Μια στοχαστική διαδικασία Xt ∈ L2

ονομάζεται απλή αν μπορεί να γραφεί στη μορφή

Xt =

N∑
k=1

ekI(tk−1,tk](t), t ∈ [0, T ],

όπου 0 ≤ t0 < t1 < ... < tN = T και ek τ.μ. στον

(Ω,F , P ).

Θα ορίσουμε το στοχαστικό ολοκλήρωμα για τις

απλές στοχαστικές διαδικασίες και έπειτα θα ορίσου-

με το στοχαστικό ολοκλήρωμα για μεγαλύτερη κλάση

στοχαστικών διαδικασιών οριακά.
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Ορισμός 250 ΄Εστω Xt ∈ L2
μια απλή στοχαστική

διαδικασία. Ορίζουμε το ολοκλήρωμα Ito ως εξής,∫
XtdWt =

N∑
k=1

ek(Wtk −Wtk−1
),

ενώ για 0 ≤ a ≤ b ≤ T ορίζουμε
∫ b
a XtdWt =∫

XtI(a,b]dWt και
∫ a
a XtdWt = 0.

Σημειώστε ότι μπορούμε να ολοκληρώσουμε τη στο-

χαστική διαδικασίαXt = I(0,t] και έχουμε ότι
∫
I(0,t]dWt =

Wt −W0 = Wt.

Θα χρησιμοποιήσουμε το παρακάτω λήμμα για να

ορίσουμε το στοχαστικό ολοκλήρωμα σε μεγαλύτερη

κλάση στοχαστικών διαδικασιών από τις απλές στοχα-

στικές διαδικασίες.

Λήμμα 251 Για κάθεXt ∈ L2
υπάρχει ακολουθίαXn

t ∈
L2
απλών στοχαστικών διαδικασιών τ.ω.

lim
n→∞

E
[∫ T

0

(Xt −Xn
t )

2dt

]
= 0.
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Ορισμός 252 Το στοχαστικό ολοκλήρωμα της Xt ∈
L2
ορίζεται ως εξής,∫ t

0

XsdWs = lim
n→∞

∫ t

0

Xn
s dWs,

και το όριο είναι υπό την έννοια τουM2
c και X

n
t είναι

μια ακολουθία απλών στοχαστικών διαδικασιών που

προσεγγίζουν την Xt ∈ L2
.

Οι παρακάτω ιδιότητες ισχύουν για το στοχαστικό

ολοκλήρωμα για απλές στοχαστικές διαδικασίες. Για

στοχαστικές διαδικασίες που δεν είναι κατά ανάγκη α-

πλές μπορεί να δείξει κανείς ότι ικανοποιούν τις ίδιες ι-

διότητες χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι προσεγγίζο-

νται από απλές.

Θεώρημα 253 Αν Xt, Yt ∈ L2
απλές στοχαστικές δια-

δικασίες και 0 ≤ a < b < c και c1, c2 ∈ R τότε έχουμε,

(i) (Γραμμικότητα)
∫ t
0 (c1Xs+c2Ys)dWs = c1

∫ t
0 XsdWs+

c2
∫ t
0 YsdWs,

(ii) (Προσθετικότητα)
∫ c
a XtdWt =

∫ b
a XtdWt+

∫ c
b XtdWt,
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(iii) (Ισομετρία) E[
∫ b
a XsdWs

∫ b
a YsdWs|Fa] = E[

∫ b
a XsYsds|Fa],

(iv) (Μηδενική Μέση Τιμή) E[
∫ b
a XtdWt|Fa] = 0 και

E[
∫ b

a

XtdWt

∫ c

b

XtdWt|Fa] = 0,

(v) (Ιδιότηταmartingale) E(
∫ t
0 XrdWr|Fs) =

∫ s
0 XrdWr.

Επιπλέον, η Yt =
∫ t
0 XsdWs ∈ M2

c δηλαδή είναι

συνεχής martingale.

Απόδειξη. Θα συζητήσουμε την τέταρτη ιδιότητα μόνο,
δηλαδή της μηδενικής μέσης τιμής του στοχαστικού ο-

λοκληρώματος, διότι παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον

η απόδειξή της. Οι αποδείξεις των υπολοίπων ιδιο-

τήτων απαιτούν, εν ολίγοις, τους ίδιους ισχυρισμούς.

΄Εχουμε υποθέσει ότι η Xt ∈ L2
δηλαδή είναι και

προοδευτικά μετρήσιμη ως προς το φίλτρο (Ft) ενώ τα

ek είναι F -μετρήσιμες. Αν t ∈ (tk−1, tk] τότε Xt = ek
και επομένως το ek είναι Ft-μετρήσιμο για κάθε t ∈
(tk−1, tk] ή αλλιώς το ek είναι Ftk−1+ε-μετρήσιμο για

κάθε ε > 0. Δηλαδή οι αντίστροφες εικόνες {ek ∈ B}
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με B ∈ B(R) ανήκουν στην Ftk−1+ε για κάθε ε > 0

άρα και στην τομή ∩ε>0Ftk−1+ε. Χρησιμοποιώντας το

γεγονός ότι το φίλτρο ικανοποιεί τις συνήθεις συν-

θήκες έχουμε ότι η ek είναι Ftk−1
-μετρήσιμη.

Θα δείξουμε τώρα την ιδιότητα της μηδενικής μέσης

τιμής. Παρατηρούμε ότι

XtI(a,b] =
N∑
k=1

ekI(tk−1,tk]∩(a,b] =

N∑
k=1

ekI(t̂k−1,t̂k]
,

με t̂k−1 = max(tk−1, a) και t̂k = max(min(tk, b), t̂k−1).

Οπότε,

E
(∫ b

a

XtdWt|Fa

)
= E

(
N∑
k=1

ek(Wt̂k
−Wt̂k−1

)|Fa

)
.

Αφού η Wt̂k
−Wt̂k−1

είναι ανεξάρτητη από την Ft̂k−1

τότε θα είναι και από την Fa. Σε αυτό το σημείο θα

χρησιμοποιήσουμε την παρακάτω ιδιότητα της δεσμευ-

μένης μέσης τιμής.
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Αν X,Y τ.μ. και η Y είναι ανεξάρτητη από την σ(σ(X), G) τότε E(XY |G) =
E(X|G)E(Y ).
Απόδειξη. Για κάθε A ∈ G έχουμε,

E
(
IAE(X|G)E(Y )

)
= E(IAX)E(Y ) = E(IAXY ) = E (IAE(XY |G)) .

Παρατηρήστε ότι σ(IAX) ⊆ σ(σ(X), G) και άρα η Y είναι ανεξάρτητη και της
σ(IAX) το οποίο το χρησιμοποιήσαμε στη δεύτερη ισότητα. Λόγω της μοναδι-
κότητας της δεσμευμένης μέσης τιμής παίρνουμε το αποτέλεσμα.

Στην προκειμένη περίπτωση λοιπόν έχουμε,

E(
N∑
k=1

ek(Wt̂k
−Wt̂k−1

)|Fa) =

N∑
k=1

E(ek(Wt̂k
−Wt̂k−1

)|Fa)

=

N∑
k=1

E(ek|Fa)E(Wt̂k
−Wt̂k−1

)

= 0,

αφού Wt̂k
−Wt̂k−1

είναι ανεξάρτητη από την Ft̂k−1
και

εύκολα βλέπουμε ότι

σ(σ(ek),Fa) ⊆ σ(Ft̂k−1
,Fa) = Ft̂k−1

,

οπότε ηWt̂k
−Wt̂k−1

είναι ανεξάρτητη και της σ(σ(ek),Fa).
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Θα πρέπει να σημειώσουμε ότι οι παραπάνω ιδιότη-

τες ισχύουν και χωρίς δέσμευση, δηλαδή για την απλή

μέση τιμή και αυτό προκύπτει παίρνοντας μέση τιμή κα-

τά μέλη και χρησιμοποιώντας την κατάλληλη ιδιότητα

της δεσμευμένης μέσης τιμής.

Μπορούμε να ορίσουμε το στοχαστικό ολοκλήρωμα

με όρια τα οποία είναι χρόνοι στάσης.

Πρόταση 254 ΄Εστω Xt ∈ L2
και Yt =

∫ t
0 XsdWs,

t ∈ [0, T ]. Αν r είναι χρόνος στάσης ως προς το φίλτρο

(Ft) τ.ω. 0 ≤ r ≤ T σβ. τότε και XtI{r≤t} ∈ L2
και

Yr =

∫ r

0

XsdWs =

∫ T

0

XsI{s≤r}dWs.

Παρόμοιες ιδιότητες ικανοποιεί και το στοχαστικό

ολοκλήρωμα με χρόνο στάσης ως όριο.

Πρόταση 255 ΄Εστω t0 ∈ [0, T ] και r ∈ [t0, T ] χρόνος

στάσης. Αν Xt, Yt ∈ L2
τότε

(i) (Μηδενική Μέση Τιμή)

E[
∫ r

t0

XtdWt|Ft0] = 0 και E[
∫ r

t0

XtdWt

∫ T

r

XtdWt|Ft0] = 0,
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(ii) (Ισομετρία)

E[
∫ r

t0

XsdWs

∫ r

t0

YsdWs|Ft0] = E[
∫ r

t0

XsYsds|Ft0].

Θα ορίσουμε τώρα την τετραγωνική κύμανση του

στοχαστικού ολοκληρώματος.

Πρόταση 256 ΄Εστω Xt ∈ L2
και Yt =

∫ t
0 XsdWs ∈

M2
c. Για κάθε t > 0 το όριο

lim
N→∞

N∑
k=1

|Ytk − Ytk−1
|2 =

∫ t

0

X2
sds,

υπό την έννοια του L2
. Ορίζουμε ως τετραγωνική

κύμανση της Yt την ποσότητα [Y, Y ](t) =
∫ t
0 X

2
sds.

Τέλος, η Y 2
t − [Y, Y ](t) είναι martingale.

Απόδειξη. Θα δείξουμε μόνο ότι η Y 2
t −[Y, Y ](t) είναι

martingale. Γράφουμε,

Y 2
t − [Y, Y ](t) = (Yt − Ys)

2 + Y 2
s + 2Ys(Yt − Ys)− [Y, Y ](t),

για 0 ≤ s < t. Παίρνοντας δεσμευμένη μέση τιμή (δε-

δομένου της Fs) κατά μέλη και χρησιμοποιώντας κα-
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τάλληλες ιδιότητες της δεσμευμένης μέσης τιμής αλ-

λά και του στοχαστικού ολοκληρώματος, συγκεκρι-

μένα, την ισομετρία του Ito και την ιδιότητα της μη-

δενικής μέσης τιμής (δηλαδή το ότι E(Yt − Ys|Fs) =

0 αφού η Yt είναι στοχαστικό ολοκλήρωμα), έχουμε

ότι η Y 2
t − [Y, Y ](t) είναι martingale. Σημειώστε ότι

χρησιμοποιούμε το γεγονός ότι το
∫ t
0 X

2
sds είναι Fs-

μετρήσιμο το οποίο προκύπτει από τη θεωρία μέτρου

και του ολοκληρώματος Lebesgue και συγκεκριμένα α-

πό το θεώρημα Fubini και τη θεωρία πίσω από αυτό,

καθότι ηXt είναι στην πραγματικότητα συνάρτηση δυο

μεταβλητών, των (t, ω).

10.2 Στοχαστικό Ανάπτυγμα Taylor

Σε αυτή την ενότητα θα ασχοληθούμε με το στοχα-

στικό ανάπτυγμα Taylor ή αλλιώς τη φόρμουλα του

Ito.
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Ορισμός 257 Μια στοχαστική διαδικασία Xt ονο-

μάζεται διαδικασία Ito αν έχει τη μορφή,

Xt = X0 +

∫ t

0

a(s)ds +

∫ t

0

b(s)dWs,

όπου b(t) ∈ L2, a(s) ∈ L1
καιX0 είναι F0-μετρήσιμη.

Συχνά χρησιμοποιούμε (μόνο συμβολικά) τη διαφο-

ρική μορφή μιας στοχαστικής διαδικασίας Ito, δηλαδή

γράφουμε dXt = a(t)dt+ b(t)dWt και εννοούμε στην

πραγματικότητα την ολοκληρωτική μορφή την οποία

έχουμε ορίσει αυστηρά.

Εξαιρετικά χρήσιμο στις εφαρμογές αλλά και στην

εύρεση λύσης στοχαστικών διαφορικών εξισώσεων (που

θα ορίσουμε παρακάτω) είναι το στοχαστικό ανάπτυγ-

μα Taylor ή αλλιώς η φόρμουλα του Ito. Θα δώσουμε

την απλή μορφή και κάποια παραδείγματα.
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Θεώρημα 258 ΄Εστω f (x) μια πραγματική συνάρτη-
ση με συνεχείς παραγώγους f

′
, f

′′
για κάθε x ∈ R.

Τότε και η f (W (t)) είναι μια διαδικασία Ito η οποία

έχει τη μορφή,

f (W (t))− f (W (0)) =
1

2

∫ t

0

f
′′
(W (s))ds +

∫ t

0

f
′
(W (s))dWs.

Σε διαφορική μορφή γράφεται df (W (t)) = 1
2f

′′
(W (t))dt+

f
′
(W (t))dWt.

Αν διαλέξουμε f (x) = x2 τότε f
′
= 2x και f

′′
= 2.

Οπότε εφαρμόζοντας το προηγούμενο θεώρημα έχου-

με ότι και η W 2
t είναι μια διαδικασία Ito με διαφορική

μορφή d(W 2
t ) = dt + 2WtdWt. Επομένως, έχουμε το

αποτέλεσμα ότι

∫ t

0

WsdWs =
1

2
(W 2

t − t).

Παρόμοια, διαλέγοντας f (x) = x3 διαπιστώνουμε

ότι το στοχαστικό διαφορικό της W 3
t είναι d(W

3
t ) =
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3Wtdt + 3W 2
t dWt.

Λήμμα 259 (Gronwall) ΄Εστω T > 0 και c ≥ 0.

΄Εστω u(·) μια συνάρτηση Borel μη αρνητική στο

[0, T ] και έστω v(·) μια μη αρνητική και ολοκληρώσιμη
συνάρτηση στο [0, T ]. Αν

u(t) ≤ c +

∫ t

0

v(s)u(s)ds, t ∈ [0, T ]

τότε u(t) ≤ ce
∫ t
0 v(s)ds.

Θα δώσουμε τώρα ένα γενικότερο θεώρημα στοχα-

στικού αναπτύγματος.

Θεώρημα 260 ΄ΕστωXt μια διαδικασία Ito με συντε-
λεστές a(t), b(t) και έστω f (t, x) μια πραγματική συ-
νάρτηση με συνεχείς μερικές παραγώγους ft, fx, fxx
για κάθε t ≥ 0 και x ∈ R. Τότε και η f (t,Xt) είναι
μια διαδικασία Ito τ.ω.

f(t,Xt) = f(0, X0)

+

∫ t

0

(
ft(s,Xs) + fx(s,Xs)a(s) +

1

2
fxx(s,Xs)b

2(s)

)
ds

+

∫ t

0
fx(s,Xs)b(s)dWs.
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Θα εφαρμόσουμε την έννοια του χρόνου στάσης

καθώς και την φόρμουλα του Ito για να αποδείξουμε

ότι η απόλυτη τιμή της κίνησης Brown έχει φραγμένες

ροπές όλων των τάξεων.

Λήμμα 261 Για κάθε p > 0 υπάρχει κάποια σταθερά

C(p), εξαρτώμενη από το p μόνο τ.ω.

E|Wt|p < C(p)

για κάθε t ∈ [0, T ].

Απόδειξη. Θεωρούμε την ακολουθία χρόνων στάσης

rn = inf{t ∈ [0, T ] : |Wt| > n}

Σχηματίζουμε τη σταματημένη στοχαστική διαδικασία

Wt∧rn η οποία ικανοποιεί

Wt∧rn =

∫ t∧rn

0

dWs

Θα εφαρμόσουμε τη φόρμουλα του Ito στην |Wt∧rn|p.
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΄Εχουμε,

|Wt∧rn|p =
(p− 1)p

2

∫ t

0

|Ws∧rn|p−3Ws∧rnds

+p

∫ t

0

|Ws∧rn|p−2Ws∧rndWs.

Παίρνουμε μέση τιμή κατά μέλη και έχουμε

E|Wt∧rn|p ≤
(p− 1)p

2

∫ t

0

E|Ws∧rn|p−2ds.

Επαγωγικά, και ξεκινώντας για p = 2 για άρτιες δυ-

νάμεις αποδεικνύουμε ότι E(|Wt∧rn|p) ≤ C(p). Αυτό

σημαίνει ότι

E(|Wt∧rn|) = E(
√

|Wt∧rn|2) ≤
√

E(|Wt∧rn|2) ≤ C

Συνεχίζοντας επαγωγικά αποδεικνύουμε ότι και οι πε-

ριττές δυνάμεις είναι επίσης φραγμένες από μια σταθε-

ρά που εξαρτάται μονάχα από το p και όχι από το n

όπου έχει ορισθεί ο χρόνος στάσης. Δηλαδή ισχύει

ότι

E|Wt∧rn|p ≤ C(p).
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΄Ομως

E|Wt∧rn|p = E
∣∣Wt∧rn

∣∣pI{rn≥t} + npP ({rn < t}).

’ρα προκύπτει ότι

P ({t ∧ rn < t}) = P ({rn < t}) → 0

καθώς n → ∞ και έτσι μπορούμε να δείξουμε ότι

t ∧ rn → t σχεδόν βέβαια καθώς n → ∞. Χρησιμο-
ποιώντας και το λήμμα Fatou παίρνουμε

E|Wt|p ≤ C(p)

Γενικά για να υπολογίσουμε ή να φράξουμε ρο-

πές μιας στοχαστικής διαδικασίας θα ήταν χρήσιμη η

γνώση της πυκνότητάς της (όπως για παράδειγμα στην

κίνηση Brown, δες θεωρήματα 225 και 229) αλλά αυ-

τό συμβαίνει σπάνια οπότε η παραπάνω τεχνική είναι

ιδιαίτερα χρήσιμη.

Παράδειγμα 262 Θα υπολογίσουμε τη μέση τιμή E(W 4
t ).

Θα χρησιμοποιήσουμε τη φόρμουλα του Ito για να βρο-
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ύμε τη μορφή της W 4
t .

W 4
t =

∫ t

0

4W 3
s dWs +

∫ t

0

6W 2
s ds.

Παίρνουμε μέση τιμή κατά μέλη και έχουμε

E(W 4
t ) =

∫ t

0

6E(W 2
s )ds =

∫ t

0

6sds = 3t2.

΄Εχουμε χρησιμοποιήσει το θεώρημα του Fubini, το

ότι η μέση τιμή του στοχαστικού ολοκληρώματος είναι

μηδέν και το γεγονός ότι η διακύμανση της κίνησης

Brown είναι ίση με t.

Παράδειγμα 263 Θα υπολογίσουμε τη μέση τιμή της
W 6

t . Χρησιμοποιώντας τη φόρμουλα του Ito έχουμε,

W 6
t = 6

∫ t

0

W 5
s dWs + 15

∫ t

0

W 4
s ds.

Παίρνουμε μέση τιμή κατά μέλη και έχουμε,

E(W 6
t ) = 15t3.
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Στην πραγματικότητα είμαστε σε θέση να υπολο-

γίσουμε τη μέση τιμή όλων των δυνάμεων της Wt.

Από προηγούμενο παράδειγμα βλέπουμε ότι E(W 3
t ) =

0. Θα δείξουμε, με επαγωγή, ότι E(W 2k+1
t ) = 0 και

E(W 2k
t ) = ( t2)

k (2k)!
k! .

Ας ξεκινήσουμε με τις περιττές δυνάμεις. ΄Εχουμε

δείξει ότι ισχύει για k = 1. Υποθέτουμε ότι ισχύει για

k = n. Θα δείξουμε ότι ισχύει για k = n + 1. Εφαρ-

μόζουμε λοιπόν τη φόρμουλα του Ito στην f (Wt) =

W 2n+3
t . Εύκολα διαπιστώνουμε ότι η μέση τιμή είναι

μηδέν αφού η μέση τιμή του στοχαστικού ολοκληρώμα-

τος είναι πάντοτε μηδέν.

Συνεχίζουμε με τις άρτιες δυνάμεις. ΄Εχουμε δείξει

ότι για k = 1 η μέση τιμή είναι E(W 2
t ) = ( t2)

12!
1! = t.

Υποθέτουμε ότι ισχύει για k = 2n και θα δείξουμε ότι

ισχύει για k = 2n+2. Εφαρμόζοντας τη φόρμουλα του

Ito στην f (Wt) = W 2n+2
t παίρνουμε το αποτέλεσμα.

Παράδειγμα 264 Θεωρούμε τη στοχαστική διαδικα-
σία Xt = eσWt με σ ∈ R. Θα βρούμε το στοχαστι-
κό διαφορικό της Xt ή αλλιώς θα εφαρμόσουμε τη
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φόρμουλα του Ito στην f (Wt) με f (x) = eσx η ο-

ποία βέβαια ικανοποιεί τις απαιτούμενες προϋποθέσεις.

Πράγματι,

dXt = σXtdWt +
1

2
σ2Xtdt, X0 = 1.

Τώρα θα υπολογίσουμε και τη μέση τιμή της Xt χρη-

σιμοποιώντας το παραπάνω (αφού δείξετε ότι έχει φραγ-

μένη ροπή κατάλληλης τάξης με χρόνους στάσης και

ίσως το λήμμα του Gronwall). ΄Εχουμε λοιπόν,

E(Xt) =
σ2

2

∫ t

0

E(Xs)ds + 1.

Θέτουμε y(t) = E(Xt) και διαπιστώνουμε ότι η y(t) θα

πρέπει να ικανοποιεί τη συνήθη διαφορική εξίσωση,

y
′
(t) =

σ2

2
y(t),

y(0) = 1.

Εξηγήστε γιατί. Η λύση της παραπάνω διαφορικής ε-

ξίσωσης είναι y(t) = e
σ2

2 t. ’ρα E(eσWt) = e
σ2

2 t.
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Παράδειγμα 265 ΄Εστω f (t, x) = tx. Η συνάρτηση

αυτή ικανοποιεί τις απαιτήσεις της φόρμουλας του Ito

επομένως προκύπτει ότι tWt =
∫ t
0 Wsds +

∫ t
0 sdWs.

Παράδειγμα 266 (Γεωμετρική κίνηση Brown)

Θεωρούμε τη στοχαστική διαδικασία,

Xt = X0 + a

∫ t

0

Xsds + b

∫ t

0

XsdWs, a, b ∈ R.

Υποθέτουμε ότι ηXt είναι της μορφήςXt = f (t,Wt)

για μια κατάλληλη συνάρτηση f (t, x) την οποία θα

πρέπει να υπολογίσουμε. Γενικά αυτό δεν είναι σω-

στό όπως θα δούμε σε επόμενο παράδειγμα. ΄Ομως,

μπορούμε πάντοτε να κάνουμε μια τέτοια υπόθεση (ή

παρόμοια) και αν μας οδηγήσει σε κάποιο αποτέλεσμα

τότε αυτό που θα πρέπει να κάνουμε είναι να το επαλη-

θεύσουμε χρησιμοποιώντας τη φόρμουλα του Ito.

Εφαρμόζουμε λοιπόν τη φόρμουλα του Ito στην άγνω-
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στη f (t, x) και έχουμε,

f (t,Wt) = f (0,W0)

+

∫ t

0

(
ft(s,Ws) + fx(s,Ws) · 0 +

1

2
fxx(s,Ws) · 12

)
ds

+

∫ t

0

fx(s,Ws) · 1dWs,

αφού Wt = W0 +
∫ t
0 0ds +

∫ t
0 1dWs. Λόγω της μο-

ναδικότητας της αναπαράστασης μιας διαδικασίας Ito

έχουμε

fx(t, x) = bf (t, x)

ft(t, x) +
1

2
fxx(t, x) = af (t, x).

Λύνοντας την πρώτη έχουμε ότι f (t, x) = g(t)ebx για

κάποια g(t) και χρησιμοποιώντας και τη δεύτερη έχου-

με ότι g(t) = Cea−
b2

2 t για κάποια σταθερά C την οπο-

ία υπολογίζουμε από τη σχέση f (0, 0) = X0, δηλαδή

C = X0. Τελικά,

Xt = X0e
bWt+(a−b2

2 )t
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΄Οπως είπαμε, θα πρέπει τώρα να επαληθεύσουμε το α-

ποτέλεσμα χρησιμοποιώντας τη φόρμουλα του Ito στην

f (t,Wt) με

f (t, x) = X0e
bx+(a−b2

2 )t

Αποδείξτε, χρησιμοποιώντας χρόνους στάσης, ότι

η |Xt έχει φραγμένες ροπές όλων των τάξεων όταν α-

ντίστοιχα η αρχική τιμή |X0| έχει φραγμένες ροπές.

Παράδειγμα 267 Θα δούμε τώρα την Xt = eWte−
t
2 .

Χρησιμοποιούμε τη φόρμουλα του Ito στην f (t,Wt) με

f (t, x) = exe−
t
2 και έχουμε Xt = X0 +

∫ t
0 XsdWs.

Παράδειγμα 268 (Διαδικασία Ornstein−Uhlenbeck)

Θα εξετάσουμε τη στοχαστική διαδικασία Yt = be−at
∫ t
0 e

asdWs

όπου a > 0, b ∈ R και θα δείξουμε ότι Yt = −a
∫ t
0 Ysds+∫ t

0 bdWs. Αν το δούμε αντίστροφα, διαπιστώνουμε ότι η

Yt δεν γράφεται στη μορφή Yt = f (t,Wt) για μια συ-

νάρτηση f (t, x) : R+ ×R → R όπως είπαμε σε προη-
γούμενο παράδειγμα αλλά στη μορφή Yt = f (t,Xt) για

κατάλληλα επιλεγμένες f (t, x) και Xt.
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Εφαρμόζουμε τη φόρμουλα του Ito στην f (t,Xt)

με f (t, x) = e−atx και Xt = b
∫ t
0 e

asdWs (εφαρμόστε

τη και δείξτε το αποτέλεσμα).

10.3 Στοχαστικές Διαφορικές Εξισώσεις

Θα δώσουμε παρακάτω ένα πολύ χρήσιμο θεώρημα ο-

λοκλήρωσης κατά μέρη το οποίο θα το χρησιμοποι-

ήσουμε για να υπολογίσουμε τη λύση των γραμμικών

στοχαστικών διαφορικών εξισώσεων.

Θεώρημα 269 (Ολοκλήρωση κατά μέρη) ΄Εστω

Xt = X0 +

∫ t

0

a1(s)ds +

∫ t

0

b1(s)dWs

και

Yt = Y0 +

∫ t

0

a2(s)ds +

∫ t

0

b2(s)dWs
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διαδικασίες Ito. Τότε,

XtYt = X0Y0 +

∫ t

0

Xsa2(s)ds +

∫ t

0

Xsb2(s)dWs

+

∫ t

0

Ysa1(s)ds +

∫ t

0

Ysb1(s)dWs

+

∫ t

0

b1(s)b2(s)ds.

Δίνουμε τώρα τον ορισμό της στοχαστικής διαφο-

ρικής εξίσωσης.

Ορισμός 270 ΄ΕστωWt μια κίνηση Brown ορισμένη

σε ένα χώρο πιθανότητας με φίλτρο (Ω,F , P, (Ft)).

Μια εξίσωση της μορφής,

Xt = X0 +

∫ t

0

f (s,Xs)ds +

∫ t

0

g(s,Xs)dWs,

ονομάζεται στοχαστική διαφορική εξίσωση. Η άγνω-

στη ποσότητα είναι η στοχαστική διαδικασία Xt ενώ

οι συναρτήσεις f (t, x), g(t, x) και η τ.μ. X0 είναι δο-

σμένα.
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Θα δώσουμε το βασικό θεώρημα ύπαρξης και μο-

ναδικότητας για την παραπάνω στοχαστική διαφορική

εξίσωση, δηλαδή τις προϋποθέσεις κάτω από τις οπο-

ίες το πρόβλημα έχει μοναδική λύση. Πριν το κάνουμε

αυτό όμως θα δώσουμε τον ορισμό της ισχυρής λύσης

καθότι υπάρχει και η έννοια της ασθενούς λύσης με

την οποία δεν θα ασχοληθούμε εδώ.

Ορισμός 271 Μια στοχαστική διαδικασία Xt θα λέμε

ότι είναι ισχυρή λύση της στοχαστικής διαφορικής ε-

ξίσωσης αν είναι προσαρμοσμένη και τ.ω. f (t,Xt) ∈
L1
και g(t,Xt) ∈ L2

και τέλος να ικανοποιεί τη στο-

χαστική διαφορική εξίσωση σβ.

Το βασικό θεώρημα ύπαρξης και μοναδικότητας ε-

ίναι το επόμενο.

Θεώρημα 272 ΄Εστω ότι οι παρακάτω συνθήκες ικα-
νοποιούνται.

(i) (Συνθήκη Lipschitz) Για κάθε T,N υπάρχει στα-

θερά K(T,N) τ.ω. για κάθε |x|, |y| ≤ N και για
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όλα τα 0 ≤ t ≤ T ,

|f (t, x)− f (t, y)| + |g(t, x)− g(t, y)| ≤ K|x− y|.

(ii) (Γραμμικά αυξητική συνθήκη) Υπάρχει σταθερά

C > 0 τ.ω. |f (t, x)| + |g(t, x)| ≤ C(1 + |x|).

(iii) Η X0 είναι ανεξάρτητη από την σ(Ws, 0 ≤ s ≤ T )

και E(X2
0 ) <∞.

Τότε η στοχαστική διαφορική εξίσωση έχει μοναδική

ισχυρή λύση Xt η οποία είναι συνεχής και

E( sup
0≤t≤T

X2
t ) ≤ Ĉ(1 + E(X2

0 )),

με Ĉ να εξαρτάται μόνο από τα C, T .

Επίσης έχουμε και το επόμενο θεώρημα ύπαρξης

και μοναδικότητας.

Θεώρημα 273 (Yamada−Watanabe) ΄Εστω ότι

η f (x) ικανοποιεί τη συνθήκη Lipschitz και η g(x)

είναι Holder συνεχής τάξης a ∈ (0, 1). Τότε υπάρχει

μοναδική λύση της στοχαστικής διαφορικής εξίσωσης,

Xt = X0 +

∫ t

0

f (Xs)ds +

∫ t

0

g(Xs)dWs.
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Σημειώστε ότι η g(x) =
√
x δεν είναι Lipschitz

συνεχής αλλά Holder συνεχής τάξης 1
2.

Παράδειγμα 274 ΄Εστω η στοχαστική διαφορική ε-
ξίσωση,

Xt = 1 + a

∫ t

0

Xsds + b

∫ t

0

XsdWs, a, b ∈ R.

Θα δείξουμε ότι ικανοποιεί το θεώρημα ύπαρξης και

μοναδικότητας. Πράγματι, είναι εύκολο να δούμε ότι ι-

κανοποιεί τις δυο πρώτες συνθήκες (Lipschitz και γραμ-

μικά αυξητική συνθήκη). Θα δούμε μόνο την τελευτα-

ία για την οποία θα πρέπει να δείξουμε ότι η αρχική συν-

θήκη X0 = 1 είναι ανεξάρτητη της σ(Ws, 0 ≤ s ≤ T ).

Για να ισχύει αυτό όπως γνωρίζουμε θα πρέπει οι σ(X0)

και η σ(Ws, 0 ≤ s ≤ T ) να είναι ανεξάρτητες, δηλα-

δή αν A ∈ σ(X0) και B ∈ σ(Ws, 0 ≤ s ≤ T ) τότε

P (A ∩ B) = P (A)P (B). Θα μελετήσουμε την σ-

άλγεβρα που παράγει η σταθερή τ.μ. X0 = 1. ΄Οπως

γνωρίζουμε η σ(X0) = ({ω ∈ Ω : X0 ∈ C}, C ∈
B(R)). Εδώ είναι ιδιαίτερα χρήσιμο το γεγονός ότι η
X0 είναι σταθερή, διότι μόνο δυο είναι οι αντίστροφες

355



εικόνες και αυτές προκύπτουν από το αν το 1 ∈ C ή όχι.

΄Οταν λοιπόν το C περιέχει το 1 τότε η σντίστροφη ει-

κόνα είναι το Ω ενώ όταν δεν το περιέχει η αντίστροφη

εικόνα είναι το κενό. ’ρα, σ(X0) = {∅,Ω} η οποία είναι
η μικρότερη σ-άλγεβρα που μπορεί να κατασκευάσει κα-

νείς. Είναι εύκολο να δείξουμε ότι είναι ανεξάρτητη από

την σ(Ws, 0 ≤ s ≤ T )).

10.3.1 Γραμμικές Στοχαστικές Διαφορικές Εξισώσεις

Σε αυτή την ενότητα θα μελετήσουμε γραμμικές στο-

χαστικές διαφορικές εξισώσεις και θα καταγράψουμε

τη μοναδική λύση τους.

Ορισμός 275 ΄Εστω Xt = X0 +
∫ t
0 asds +

∫ t
0 bsdWs

διαδικασία Ito και έστω Ut = 1+
∫ t
0 Usasds+

∫ t
0 UsbsdWs.

Ονομάζουμε την Ut στοχαστικό εκθετικό της Xt.

Στο επόμενο θεώρημα θα καταγράψουμε τη μορφή

μιας τέτοιας Ut.

Θεώρημα 276 Αν Ut είναι το στοχαστικό εκθετικό της
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Xt η οποία είναι διαδικασία Ito τότε

Ut = eXt−X0−1
2

∫ t
0 b

2
sds.

Απόδειξη. Θέτουμε K(t) = Xt − X0 − 1
2

∫ t
0 b

2
sds =∫ t

0 (as −
1
2b

2
s)ds +

∫ t
0 bsdWs η οποία είναι διαδικασία

Ito. Επίσης, θέτουμε f (x) = ex και εφαρμόζουμε τη

φόρμουλα του Ito στην f (K(t)) και προκύπτει το α-

ποτέλεσμα.

Θα εξετάσουμε τώρα τη γενική μορφή της γραμμι-

κής στοχαστικής διαφορικής εξίσωσης, δηλαδή,

Xt = X0 +

∫ t

0

(as + bsXs)ds +

∫ t

0

(cs + dsXs)dWs,

με κατάλληλες στοχαστικές διαδικασίες at, bt, ct, dt
έτσι ώστε να έχει μοναδική λύση. Θα υπολογίσουμε

τη λύση θεωρώντας ότι έχει τη μορφή Xt = UtVt με

Ut τ.ω.

Ut = 1 +

∫ t

0

Usbsds +

∫ t

0

UsdsdWs,

δηλαδή η Ut είναι το στοχαστικό εκθετικό της Yt =

Y0+
∫ t
0 bsds+

∫ t
0 dsdWs και επομένως είναι γνωστή, ε-
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νώ η Vt = X0+
∫ t
0 k1(s)ds+

∫ t
0 k2(s)dWs με k1(t), k2(t)

στοχαστικές διαδικασίες οι οποίες πρέπει να υπολογι-

στούν κατάλληλα.

Θα εφαρμόσουμε την ολοκλήρωση κατά μέρη για

να υπολογίσουμε το γινόμενο UtVt το οποίο θα εξι-

σώσουμε με την Xt και έτσι να ορίσουμε κατάλληλα

τις k1(t), k2(t) για να ισχύει η ισότητα. ΄Εχουμε λοι-

πόν,

UtVt = X0 +

∫ t

0

Usk1(s)ds +

∫ t

0

Usk2(s)dWs

+

∫ t

0

UsVsbsds +

∫ t

0

VsUsdsdWs +

∫ t

0

k2(s)dsUsds

= U0V0 +

∫ t

0

bsXsds +

∫ t

0

dsXsdWs

+

∫ t

0

(Usk1(s) + k2(s)dsUs)ds +

∫ t

0

Usk2(s)dWs,

έχοντας αντικαταστήσει το γινόμενο UsVs με την Xs.

Εξισώνοντας με την Xt προκύπτει ότι k1(t) =
at−ctdt
Ut

και k2(t) =
ct
Ut
και επομένως ηXt = UtVt είναι γνωστή.
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10.4 Στοχαστικό θεώρημα Fubini

Το επόμενο θεώρημα είναι το λεγόμενο στοχαστικό

θεώρημα Fubini με το οποίο, κάτω από τις κατάλληλες

προϋποθέσεις, μπορεί να εναλλάξει κανείς το στοχα-

στικό ολοκλήρωμα με το ολοκλήρωμα Riemann.

Θεώρημα 277 ΄Εστω (Ω,F , (Ft), P ) ένας χώρος πι-

θανότητας με φίλτρο και έστω Wt μια κίνηση Brown

στο χώρο αυτό. ΄Εστω ότι Φ(t, r, ω) : R+×R×Ω → R
είναι μια φραγμένη και (Ft)-προβλέψιμη στοχαστική

διαδικασία. Τότε για κάθε T > 0, έχουμε∫ t

0

∫ ∞

−∞
Φ(s, r, ω)I[0,T ](r)drdWs =

∫ ∞

−∞

∫ t

0

Φ(s, r, ω)I[0,T ](r)dWsdr.

Παράδειγμα 278 Θα υπολογίσουμε τη μέση τιμή και
διακύμανση της Yt =

∫ t
0 Wrdr. Η μέση τιμή υπολο-

γίζεται εύκολα χρησιμοποιώντας το κλασικό θεώρημα

Fubini και είναι μηδέν. Θα υπολογίσουμε τώρα την

E(Y 2
t ). ΄Εχουμε λοιπόν,

Yt =

∫ t

0

Wrdr =

∫ t

0

∫ r

0

1dWsdr =

∫ t

0

∫ t

s

1drdWs =

∫ t

0

(t− s)dWs.
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’ρα E(Y 2
t ) =

t3

3 .

Μπορούμε να το υπολογίσουμε και διαφορετικά χω-

ρίς τη χρήση του στοχαστικού θεωρήματος Fubini.

Από προηγούμενο παράδειγμα γνωρίζουμε ότι tWt =∫ t
0 Wrdr +

∫ t
0 rdWr. Οπότε,

E
(∫ t

0

Wrdr

)2

= E
(
tWt −

∫ t

0

rdWr

)2

= t3 + E
(∫ t

0

sdWs

)2

− 2tE
(
Wt

∫ t

0

rdWr

)
= t3 +

t3

3
− 2tE

(∫ t

0

dWr

∫ t

0

rdWr

)
= t3 +

t3

3
− 2tE

(∫ t

0

rdr

)
=

t3

3
.

Χρησιμοποιήσαμε την ισομετρία του Ito δυο φορές, την

πρώτη για τον υπολογισμό της μέσης τιμής του τετρα-

γώνου στοχαστικού ολοκληρώματος και τη δεύτερη για

τον υπολογισμό της μέσης τιμής για γινόμενο στοχα-

στικών ολοκληρωμάτων.
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10.5 Θεώρημα Girsanov

Σε αυτή την ενότητα θα μελετήσουμε την τεχνική αλ-

λαγής μέτρου και αλλαγής κίνησης Brown.

Ορισμός 279 ΄Εστω (Ω,F) μετρήσιμος χώρος και

P,Q δυο μέτρα πιθανότητας στον ίδιο χώρο. Το Q

θα λέγεται απόλυτα συνεχές ως προς το P και γράφου-

με Q << P , αν Q(A) = 0 όταν P (A) = 0. Τα P,Q

ονομάζονται ισοδύναμα αν Q << P και P << Q.

Θεώρημα 280 (Radon-Nikodym) Αν Q << P

τότε υπάρχει μοναδική τ.μ. L τ.ω. L ≥ 0, EPL = 1

και

Q(A) = EP (LIA), ∀A ∈ F .

Η L είναι P -σβ. μοναδική. Αντίστροφα, αν υπάρχει

μια τ.μ. L με την παραπάνω ιδιότητα και το Q ορίζεται

ως Q(A) = EP (LIA) τότε το Q είναι μέτρο πιθανότη-
τας και Q << P .

Η τ.μ. L ονομάζεται η Radon-Nikodym παράγωγος

ή η πυκνότητα του Q ως προς το P και συμβολίζεται
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με
dQ
dP = L. Προκύπτει ότι αν Q << P τότε

EQ(X) = EP (LX),

για κάθε τ.μ. X ολοκληρώσιμη ως προς το Q.

Θεώρημα 281 ΄Εστω L(t) μια θετική P -martingale

τ.ω. EP (L(T )) = 1. Ορίζουμε το καινούριο μέτρο

πιθανότητας Q ως εξής

Q(A) = EP (L(T )IA),∀A ∈ F .

Τότε το Q είναι απόλυτα συνεχές ως προς το P και για

Q-ολοκληρώσιμη τ.μ. X ,

EQ(X) = EP (L(T )X),

EQ(X|Ft) = EP
(
L(T )

L(t)
X|Ft

)
,

και αν η X είναι Ft-μετρήσιμη, τότε για s ≤ t

EQ(X|Fs) = EP
(
L(t)

L(s)
X|Fs

)
.

Πρόταση 282 Μια στοχαστική διαδικασία M(t) είναι

μιαQ-martingale ανν L(t)M(t) είναι μια P -martingale
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Θεώρημα 283 ΄Εστω Xn → X κατά P -πιθανότητα

και έστωQ << P . ΤότεXn → X κατάQ-πιθανότητα.

Πρόταση 284 Η τετραγωνική κύμανση μιας στοχα-
στικής διαδικασίας δεν αλλάζει κάτω από αλλαγή σε

άλλο απόλυτα συνεχές μέτρο πιθανότητας.

Θεώρημα 285 (Girsanov) ΄ΕστωWt μια κίνηση Brown

κάτω από το μέτρο πιθανότητας P . ΄Εστω η στοχαστι-

κή διαδικασία Ŵt = Wt +mt. Ορίζουμε το μέτρο Q

ως εξής,

dQ

dP
= L = e−mWT−1

2m
2T .

Τότε το Q είναι ισοδύναμο με το P και η Ŵ (t) είναι

Q-κίνηση Brown. Επίσης,

dP

dQ
=

1

L
= emŴT−1

2m
2T .
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Θεώρημα 286 ΄Εστω Wt μια P -κίνηση Brown και

H(t) τ.ω. Xt =
∫ t
0 H(s)dWs να ορίζονται. Ορίζουμε

το μέτρο Q ως εξής,

L =
dQ

dP
= e−

∫ T
0 H(s)dWs−1

2

∫ T
0 H2(s)ds.

Τότε τα P,Q είναι ισοδύναμα και η στοχαστική διαδι-

κασία Ŵt = Wt +
∫ t
0 H(s)ds είναι Q-κίνηση Brown

αν η Z(t) = e−
∫ t
0 H(s)dWs−1

2

∫ t
0 H

2(s)ds
είναιmartingale.

Μια ικανή συνθήκη για να είναι η Z(t) martingale

είναι η επόμενη συνθήκη

E(e1
2

∫ T
0 H2(s)ds) <∞ Συνθήκη Novikov .

Βέβαια, αυτή ικανοποιείται όταν π.χ. η H(t) είναι

φραγμένη από μια σταθερά κατά απόλυτη τιμή.

Το τελευταίο θεώρημα είναι το αντίστροφο των

προηγούμενων, δηλαδή, αποδεικνύεται ότι όταν εφοδι-

άσεις το χώρο πιθανότητας (Ω,F , P ) με το φιλτράρι-
σμα που παράγει η κίνηση Brown (τροποποιημένο έτσι

ώστε να ικανοποιεί τις συνήθεις συνθήκες) τότε κάθε
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ισοδύναμο μέτρο πιθανότητας Q έχει πυκνότητα της

μορφής που περιγράψαμε παραπάνω.

Θεώρημα 287 ΄Εστω ο χώρος πιθανότητας (Ω,F , P, (FW
t ))

με φίλτρο. Τότε για κάθε μέτρο πιθανότητας Q ισο-

δύναμο με το P υπάρχει μια στοχαστική διαδικασία Ht

η οποία είναι (FW
t )-προοδευτικά μετρήσιμη τ.ω.

dQ

dP
= e−

∫ T
0 H(s)dWs−1

2

∫ T
0 H2(s)ds.

Παράδειγμα 288 ΄Εστω η στοχαστική διαφορική ε-
ξίσωση

Xt = X0 +

∫ t

0

f1(s,Xs)ds +

∫ t

0

g(s,Xs)dWs,

με g(t, x) > 0, ορισμένη στο χώρο πιθανότητας με

φίλτρο (Ω,F , P, (Ft)) και μια κίνηση Brown στο χώρο

αυτό. Στόχος μας είναι να αλλάξουμε το μέτρο πιθα-

νότητας Q έτσι ώστε να κατασκευάσουμε μια άλλη

κίνηση Brown Ŵt και η λύση της παραπάνω στοχα-

στικής διαφορικής εξίσωσης να ικανοποιεί και την ε-
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πόμενη,

Xt = X0 +

∫ t

0

f2(s,Xs)ds +

∫ t

0

g(s,Xs)dŴs,

για μια δοσμένη συνάρτηση f2(t, x). Θέτουμε λοιπόν

H(t) =
f1(t,Xt)− f2(t,Xt)

g(t,Xt)
,

L(T ) = e−
∫ T
0 H(s)dWs−1

2

∫ T
0 H2(s)ds,

dQ

dP
= L(T ).

Αν η L(t) είναι martingale τότε η στοχαστική διαδι-

κασία Ŵt = Wt +
∫ t
0 H(s)ds είναι Q-κίνηση Brown.

Θα πρέπει να παρατηρήσουμε ότι∫ t

0

g(s,Xs)dWs = lim
∑

g(ti, ei)(Wti+1
−Wti)

και το όριο είναι υπό την έννοια του M2
c. Παρόμοια

έχουμε,
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∫ t

0

g(s,Xs)dŴs = lim
∑

g(ti, ei)(Ŵti+1
− Ŵti)

=

∫ t

0

g(s,Xs)dWs +

∫ t

0

g(s,Xs)d(

∫ s

0

Hrdr)

=

∫ t

0

g(s,Xs)dWs +

∫ t

0

g(s,Xs)H(s)ds.

Χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι η
∫ s
0 Hrdr είναι συ-

νάρτηση φραγμένης κύμανσης. Στην περίπτωση αυτή

το ολοκλήρωμα∫ t

0

g(s,Xs)d(

∫ s

0

Hrdr)

είναι κατά Riemann-Stieltjes και άρα∫ t

0

g(s,Xs)d(

∫ s

0

Hrdr) =

∫ t

0

g(s,Xs)H(s)ds

από ιδιότητα του Riemann-Stieltjes ολοκληρώματος.

΄Ομως για να χρησιμοποιήσει κανείς αυτή την ιδιότητα

θα πρέπει η συνάρτηση
∫ s
0 Hrdr να είναι απόλυτα συ-

νεχής και για να ισχύει αυτό θα πρέπει η Ht να είναι
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Lebesgue ολοκληρώσιμη στο [0, t]. Οπότε

Xt = X0 +

∫ t

0

H(s)g(s,Xs)ds +

∫ t

0

f2(s,Xs)ds

+

∫ t

0

g(s,Xs)dŴs −
∫ t

0

H(s)g(s,Xs)ds

δηλαδή η Xt ικανοποιεί τη στοχαστική διαφορική ε-

ξίσωση,

Xt = X0 +

∫ t

0

f2(s,Xs)ds +

∫ t

0

g(s,Xs)dŴs,

Στη βιβλιογραφία εμφανίζεται συχνά η συμβολική

γραφή dŴt = dWt + Htdt και αντικαθιστώντας στη

(συμβολική μορφή πάλι) στοχαστική διαφορική έχουμε

το αποτέλεσμα.

Δικαιώματα Προαίρεσης

11 Εισαγωγικά

Θα ασχοληθούμε με τη μαθηματική θεωρία αποτίμη-

σης συμβολαίων σε διακριτό και συνεχή χρόνο. Θα

δώσουμε παρακάτω τις βασικές έννοιες και ορισμούς.
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Ορισμός 289 ΄Ενα Ευρωπαϊκό δικαίωμα (αγοράς ή πώλη-
σης μιας υποκείμενης μετοχής) θα λέμε ένα συμβόλαιο

μεταξύ του πωλητή και του αγοραστή του συμβολαίου

με το οποίο ο αγοραστής αποκτά το δικαίωμα (αλλά όχι

την υποχρέωση) να αγοράσει ή να πουλήσει ένα συγκε-

κριμένο αριθμό μετοχών στον πωλητή του συμβολαίου

σε μια προκαθορισμένη τιμή (τιμή εξάσκησης) σε έναν

προκαθορισμένο χρόνο T στο μέλλον. Αντίστοιχα, Α-

μερικανικού τύπου είναι το συμβόλαιο στο οποίο ο αγο-

ραστής μπορεί να το εξασκήσει ανά πάσα στιγμή μέχρι

τη λήξη του.

΄Οπως βλέπουμε από τον ορισμό, στο συμβόλαιο αυ-

τό παίρνουν μέρος τρεις βασικές ποσότητες. Ο αριθ-

μός των μετοχών, η τιμή εξάσκησης K και ο χρόνος

εξάσκησης T .

΄Ενα Ευρωπαϊκό δικαίωμα πώλησης με τιμή εξάσκη-

σης K και χρόνο λήξης T δίνει στον κάτοχό του το

δικαίωμα να πουλήσει έναν προκαθορισμένο αριθμό με-

τοχών στον πωλητή του συμβολαίου στην τιμή K και

στο χρόνο T . Αν συμβολίσουμε με ST την τιμή της
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μετοχής τη χρονική στιγμή T τότε ο κάτοχος του συμ-

βολαίου θα εξασκήσει το δικαίωμα μόνο αν τον συμ-

φέρει, δηλαδή αν ST < K. Γενικά λοιπόν, η απολαβή

του θα είναι (K − ST )+. Παρόμοια για το συμβόλαιο

αγοράς.

11.1 Arbitrage

Arbitrage (ή αλλιώς ευκαιρία σίγουρου κέρδους) ε-

ίναι μια συγκεκριμένη ακολουθία χρηματιστηριακών κι-

νήσεων (ή αλλιώς στρατηγική επένδυσης) που κατα-

λήγει σε κέρδος με μηδενικό ρίσκο και μηδενικό αρχικό

κεφάλαιο. Παρακάτω θα δώσουμε τον ορισμό της ευ-

καιρίας σίγουρου κέρδους με μαθηματική αυστηρότητα.

Παράδειγμα 290 Ας υποθέσουμε ότι είμαστε σε μια
αγορά στην οποία διαπραγματευόμαστε τουλάχιστον μια

μετοχή μιας εταιρίας. ΄Οπως περιγράψαμε προηγούμε-

να, μπορεί κάποιος να έχει αγοράσει ένα δικαίωμα αγο-

ράς πάνω σε μια υποκείμενη μετοχή, από μια τράπεζα.

Ας υποθέσουμε ότι το κόστος του συμβολαίου είναι ι-

κανό να καλύψει τον κάτοχο του συμβολαίου στο τέλος
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του χρόνου και ας συμβολίσουμε το κόστος αυτό με

Ĉt, όπου t η τιμή του συμβολαίου στη χρονική στιγμή

t. Με P̂t θα συμβολίσουμε το κόστος του συμβολαίου

πώλησης.

Ο κάτοχος του δικαιώματος μπορεί να θελήσει να

πουλήσει σε κάποιον το δικαίωμα (πριν λήξει βέβαια).

Ποια θα είναι η τιμή πώλησης; Αυτό θα εξαρτηθεί από

τους ενδιαφερόμενους αγοραστές. Αν ενδιαφέρονται

πολλοί τότε η τιμή ανεβαίνει, αν ενδιαφέρονται λίγοι

κατεβαίνει. Η τιμή πώλησης τελικά, έστω Ct για το

δικαίωμα αγοράς και Pt για το πώλησης, θα είναι εν

γένει διαφορετική από το αρχικό κόστος του δικαιώμα-

τος διότι θα αποτυπώνει τις προσδοκίες των παικτών

της αγοράς πάνω σε αυτό το δικαίωμα. Με απλά λόγια,

τι πιθανότητα δίνουν οι πιθανοί αγοραστές για το ενδε-

χόμενο να εξασκηθεί το δικαίωμα από τον κάτοχο (και

άρα να είναι κερδοφόρο); ΄Οσο μεγαλύτερη πιθανότητα

δίνουν (και μάλιστα ενδιαφέρον έχει όχι μόνο αν εξα-

σκηθεί, αλλά και με τι κέρδος) τόσο περισσότερα θα

προσφέρουν για να το αποκτήσουν και αντίστροφα. ’ρα,

αν το δικαίωμα αγοράς ή πώλησης είναι προς διαπραγ-
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μάτευση στην αγορά (μαζί με την υποκείμενη μετοχή

βέβαια) τότε μπορεί να αποδειχθεί η λεγόμενη put-call

parity σχέση μεταξύ των Pt, Ct χρησιμοποιώντας no-

arbitrage επιχειρήματα.

Ας συμβολίσουμε την τιμή (που δίνει η αγορά) ενός

δικαιώματος αγοράς στο χρόνο t με χρόνο εξάσκησης

T > t και τιμή εξάσκησηςK με Ct και αντίστοιχα την

τιμή του δικαιώματος πώλησης Pt. Υποθέτουμε ότι το

επιτόκιο κατάθεσης ή δανεισμού σε/από τράπεζα είναι

r. Αν δεν ισχύει η σχέση

Ct − Pt = St −Ke−r(T−t) (put-call parity)

τότε μπορεί να δημιουργηθεί ευκαιρία σίγουρου κέρ-

δους. Αν για παράδειγμα έχουμε

Ct − Pt > St −Ke−r(T−t)

τότε στο χρόνο t μπορούμε να αγοράσουμε μια μετο-

χή St, ένα δικαίωμα πώλησης και να πουλήσουμε ένα

δικαίωμα αγοράς. ’ρα, θα έχουμε

Ct − Pt − St
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χρήματα στο ταμείο μας από αυτή την κίνηση τα οποία

θα τοποθετήσουμε στην τράπεζα με επιτόκιο r, αν είναι

θετική η παραπάνω ποσότητα, ενώ αν είναι αρνητική θα

δανειστούμε το ποσό αυτό από την τράπεζα με επιτόκιο

r. Σε κάθε περίπτωση δεν θα χρησιμοποιήσουμε δικά

μας χρήματα κάνοντας αυτές τις κινήσεις. Ας δούμε

τώρα στο χρόνο T τι μπορεί να γίνει.

Υπάρχουν δυο περιπτώσεις. Στην πρώτη περίπτω-

ση θα έχουμε ST > K. Σε αυτή την περίπτωση το

δικαίωμα αγοράς εξασκείται, δηλαδή πουλάμε μια μετο-

χή στην τιμή K και άρα το συνολικό ποσό στο ταμείο

μας είναι K + er(T−t)(Ct − Pt − St) > 0.

Στη δεύτερη περίπτωση έχουμε ST ≤ K οπότε θα

εξασκηθεί το δικαίωμα πώλησης οπότε πάλι καταλήγου-

με στο ίδιο αποτέλεσμα.

Αναγκαστικά θα ισχύει

Ct − Pt = St −Ke−r(T−t)

γιατί και στην αντίστροφη ανισότητα μπορούμε να κάνου-

με τις αντίθετες κινήσεις για να έχουμε arbitrage. Η

υπόθεση ότι μια αγορά δεν περιέχει ευκαιρίες σίγουρου
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κέρδους (arbitrage) στηρίζεται στην (λογική) υπόθε-

ση ότι σε κάθε αγορά υπάρχουν επενδυτές οι οποίοι

αντιλαμβάνονται γρήγορα μια ευκαιρία σίγουρου κέρ-

δους και την εκμεταλλεύονται με συνέπεια σύντομα να

εξαφανιστεί.

Παράδειγμα 291 Με παρόμοιο συλλογισμό μπορούμε
να πούμε και το εξής. Αν γνωρίζουμε εκ των προτέρων

και με απόλυτη σιγουριά ότι δυο μετοχές Vt, St θα έχουν

την ίδια τιμή στη χρονική στιγμή T , δηλαδή VT = ST
τότε αναγκαστικά, αν δεν θέλουμε να έχουμε arbitrage

θα πρέπει να ισχύει ότι Vt = St, t ∈ [0, T ]. Αν δεν

ισχύει αυτό τότε θα υπάρχει χρονική στιγμή t∗ όπου

η Vt∗ > St∗. Σε αυτή την περίπτωση κάποιος που θα

είχε π.χ. 100 μετοχές της V θα τις πουλήσει και θα

επενδύσει στην S. Θα έχει έτσι 120 μετοχές της S

μέχρι τη στιγμή T όπου χωρίς να έχει επενδύσει άλλα

χρήματα θα έχει 20 μετοχές παραπάνω από ότι ξεκίνη-

σε.

Ο βασικός στόχος μας είναι να υπολογίσουμε την

αξία αυτού του συμβολαίου ή και άλλων παρόμοιων
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καθώς και τη στρατηγική επένδυσης που πρέπει να α-

κολουθήσει ο πωλητής προκειμένου να καλύψει τον

αγοραστή σε οποιαδήποτε περίπτωση. ΄Οταν λέμε αξία

του συμβολαίου θα εννοούμε όχι την τιμή πώλησης

του συμβολαίου αλλά την ελάχιστη τιμή (η οποία ε-

ξαρτάται από το μοντέλο που χρησιμοποιεί ο πωλητής

και τις αντίστοιχες παραμέτρους) που χρειάζεται ο πω-

λητής για να μπορεί να αντισταθμίσει το δικαίωμα του

αγοραστή (αντισταθμίζω σημαίνει κατασκευάζω χαρ-

τοφυλάκιο με αξία ίση με το ζητούμενο ποσό). Η τιμή

πώλησης του συμβολαίου, εν γένει, είναι διαφορετική

από την αξία διότι (η τιμή πώλησης) εξαρτάται από την

προσφορά και τη ζήτηση καθώς και την προσδοκία για

την πορεία της υποκείμενης μετοχής τόσο του αγορα-

στή όσο και του πωλητή. Αυτό ισχύει τουλάχιστον

για τα συμβόλαια που είναι προς διαπραγμάτευση κα-

θημερινά στο οργανωμένο χρηματιστήριο. Για το λόγο

αυτόν δίνουμε τον παρακάτω ορισμό.

Ορισμός 292 Αξία ενός συμβολαίου θα ονομάζουμε
το μικρότερο δυνατό ποσό με το οποίο ο πωλητής μπορεί
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να αντισταθμίσει το δικαίωμα.

Θα δείξουμε παρακάτω ότι ικανοποιείται η αναλογία

αγοράς - πώλησης (μεταξύ των αξιών) στα μοντέλα

που θα περιγράψουμε (διακριτά και συνεχή) το οποίο

σημαίνει ότι τα μοντέλα αυτά έχουν καλές πιθανότητες

όσον αφορά την περιγραφή της πραγματικότητας.

12 Μοντέλο αγοράς διακριτού χρόνου

Θα εργαστούμε σε ένα μοντέλο διακριτής αγοράς, δη-

λαδή για ένα συγκεκριμένο χρόνο T θα υποθέσουμε

ότι όλες οι συναλλαγές λαμβάνουν μέρος σε συγκε-

κριμένους ενδιάμεσους χρόνους, 0 = t0 < t1 < ... <

tN = T . ΄Ετσι λοιπόν σήμερα είναι ο χρόνος t0 ενώ ο

tN είναι ο χρόνος λήξης του συμβολαίου.

Υποθέτουμε ότι η αγορά μας αποτελείται από ένα

ομόλογο σταθερής απόδοσης (ή κατάθεση σε τράπε-

ζα) με επιτόκιο r και συμβολίζουμε την αξία του στη

χρονική στιγμή tk με Bk καθώς και από μια μετοχή S

η οποία είναι μια στοχαστική διαδικασία ορισμένη στο
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χώρο πιθανότητας (Ω,F , P ).
(Η1) Υποθέτουμε ότι ο δειγματικός χώρος Ω α-

ποτελείται από πεπερασμένο πλήθος στοιχείων ω, ότι

F = P(Ω) (δηλαδή η σ-άλγεβρα αποτελείται από όλα

τα πιθανά υποσύνολα του Ω) και P ({ω}) > 0 για κάθε

ω ∈ Ω.

Οι τιμές του ομολόγου (ή κατάθεσης σε τράπεζα)

ακολουθούν μια συγκεκριμένη πορεία. Αν Bn−1 είναι

η τιμή του ομολόγου τη χρονική στιγμή tn−1 τότε

B0 = 1

Bn = Bn−1(1 + rn), n = 1, ..., N

όπου rn είναι το επιτόκιο τη χρονική περίοδο [tn−1, tn].

Η μετοχή υποθέτουμε ότι ακολουθεί την εξής πο-

ρεία,

S0 ∈ R+

Sn = Sn−1(1 +mn), n = 1, ..., N

όπου mn είναι μια πραγματική τυχαία μεταβλητή τ.ω.

1 +mn > 0.
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Θα λέμε ότι το (S,B) είναι μια διακριτή αγορά ο-

ρισμένη στο χώρο πιθανότητας (Ω,F , P ).
Ορίζουμε το φυσικό φιλτράρισμα που παράγεται α-

πό την mn δηλαδή

F0 = {∅,Ω}
Fn = σ(m1, ...,mn)

Διαπιστώνουμε ότι Fn = σ(S0, ..., Sn).

(Η2) Υποθέτουμε ότι FN = F .

Ορισμός 293 Μια στρατηγική επένδυσης είναι μια
στοχαστική διαδικασία στον R2

,

(an, bn), n = 1, ..., N.

Με an συμβολίζουμε το πλήθος των μετοχών της

S τη χρονική περίοδο [tn−1, tn] ενώ με bnBn−1 το ποσό

χρημάτων που έχουμε στην τράπεζα τη χρονική στιγμή

tn−1.

Επομένως η αξία του χαρτοφυλακίου μας θα δίνεται

από

V (a,b)
n = anSn + bnBn, n = 1, ..., N
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και

V
(a,b)
0 = a1S0 + b1B0.

Επιτρέπονται αρνητικές τιμές των a, b και δηλώνουν

δανεισμό. Εδώ με bn εννοούμε την αξία της κατάθεσης

στο χρόνο 0.

12.1 Αυτοχρηματοδοτούμενη Στρατηγική Επέν-

δυσης

Ορισμός 294 Μια στρατηγική (a, b) ονομάζεται αυ-

τοχρηματοδοτούμενη αν ισχύει

Vn−1 = anSn−1 + bnBn−1, n = 1, ..., N.

Η στρατηγική επένδυσης (a, b) θα είναι επομένως

αυτοχρηματοδοτούμενη αν

bn = bn−1 − (an − an−1)
Sn−1

Bn−1
(δείξτε το!)

Επίσης,

Vn − Vn−1 = an(Sn − Sn−1) + bn(Bn −Bn−1),
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το οποίο σημαίνει ότι μια μεταβολή της αξίας του χαρ-

τοφυλακίου προκύπτει από τη μεταβολή των τιμών των

μετοχών και της κατάθεσης και όχι από την πρόσθεση

ή αφαίρεση ποσού από το χαρτοφυλάκιο.

Ορισμός 295 Μια στρατηγική επένδυσης (a, b) ονο-
μάζεται προβλέψιμη αν (an, bn) είναι Fn−1-μετρήσιμη,

για κάθε n = 1, ..., N .

Ορισμός 296 Συμβολίζουμε μεA την οικογένεια όλων
των αυτοχρηματοδοτούμενων και προβλέψιμων στρατη-

γικών επένδυσης της αγοράς (S,B).

Λήμμα 297 Η τιμή του χαρτοφυλακίου μιας αυτοχρη-
ματοδοτούμενης στρατηγικής (a, b) υπολογίζεται και

αναδρομικά ως εξής,

Vn = Vn−1(1 + rn) + anSn−1(mn − rn), n = 1, ..., N.

Απόδειξη. ΄Εχουμε δει ότι

Vn − Vn−1 = an(Sn − Sn−1) + bn(Bn −Bn−1)

= anSn−1mn + bnBn−1rn

= anSn−1(mn − rn) + rnVn−1.
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Λήμμα 298 Αν μας δοθεί V0 ∈ R+ και μια προβλέψι-

μη στοχαστική διαδικασία an, τότε υπάρχει μοναδική

προβλέψιμη στοχαστική διαδικασία bn τ.ω. (a, b) ∈ A
και V

(a,b)
0 = V0.

Απόδειξη. Ορίζουμε τη στοχαστική διαδικασία

bn =
Vn−1 − anSn−1

Bn−1
, n = 1, ..., N

όπου η Vn ορίζεται αναδρομικά από το λήμμα 297. Δια-

πιστώνουμε ότι η bn είναι προβλέψιμη στοχαστική δια-

δικασία και η (a, b) είναι αυτοχρηματοδοτούμενη.

΄Εστω Y = (Yn) μια στοχαστική διαδικασία τ.ω.

Yn > 0 για κάθε n. Διαλέγουμε, ως Y την μετοχή S

ή την κατάθεση B. Με αυτή την επιλογή κάνουμε την

κανονικοποίηση των S,B ως εξής,

S̃n =
Sn
Yn
, B̃n =

Bn

Yn
.

Με τον τρόπο αυτό, μετράμε την αξία κάθε μετοχής σε

σχέση με την Y . Συνήθως διαλέγουμε ως Y την B
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και την ονομάζουμε μονάδα μέτρησης. Σε αυτή την πε-

ρίπτωση, δεδομένης μιας στρατηγικής επένδυσης (a, b)

έχουμε

Ṽ (a,b)
n =

V
(a,b)
n

Bn
.

Επομένως η συνθήκη αυτοχρηματοδοτούμενης στρα-

τηγικής γίνεται,

Ṽ
(a,b)
n−1 = anS̃n−1 + bn.

΄Εχουμε λοιπόν το παρακάτω λήμμα.

Λήμμα 299 Η κανονικοποιημένη αξία του χαρτοφυ-
λακίου υπολογίζεται και αναδρομικά ως εξής,

Ṽn = Ṽn−1 + an(S̃n − S̃n−1).

Απόδειξη. Αφού είναι αυτοχρηματοδοτούμενη έχουμε
την σχέση,

Ṽn−1 = anS̃n−1 + bn, και επίσης

Ṽn = anS̃n + bn.

Αφαιρώντας τις παραπάνω έχουμε το αποτέλεσμα.
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Ασκηση 300 Δείξτε ότι

Vn = V0 +G(a)
n ,

όπου

G(a)
n =

n∑
k=1

ak(S̃k − S̃k−1).

12.2 Ευκαιρία Σίγουρου Κέρδους

Ορισμός 301 (Ευκαιρία σίγουρου κέρδους)
Θα λέμε ότι η (a, b) ∈ A είναι μια ευκαιρία σίγουρου
κέρδους αν

� V0 = 0,

� Vn ≥ 0 σχεδόν βέβαια

� P({Vn > 0}) > 0.

Λέμε ότι η αγορά (S,B) δεν περιέχει ευκαιρίες σίγου-

ρου κέρδους αν η οικογένεια A δεν περιέχει τέτοιες
στρατηγικές.
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Ορισμός 302 Μια στρατηγική (a, b) ∈ A ονομάζεται
αποδεκτή αν

V (a,b)
n ≥ 0, n ≤ N.

Πρόταση 303 Μια διακριτή αγορά δεν περιέχει ευκαι-
ρίες σίγουρου κέρδους ανν δεν υπάρχουν αποδεκτές ευ-

καιρίες σίγουρου κέρδους.

Απόδειξη. Προφανώς αν μια αγορά δεν περιέχει ευ-
καιρίες σίγουρου κέρδους τότε σίγουρα δεν περιέχει

και αποδεκτές ευκαιρίες σίγουρου κέρδους. Θα δε-

ίξουμε λοιπόν το αντίστροφο. Θα υποθέσουμε ότι δεν

υπάρχουν αποδεκτές ευκαιρίες σίγουρου κέρδους και

θα δείξουμε ότι δεν υπάρχουν ευκαιρίες σίγουρου κέρ-

δους. Υποθέτουμε ότι υπάρχει ευκαιρία σίγουρου κέρ-

δους (a, b) και κατασκευάζοντας μια αποδεκτή ευκαιρία

σίγουρου κέρδους θα έχουμε άτοπο.

Αφού (a, b) είναι ευκαιρία σίγουρου κέρδους τότε

V0 = a1S0 + b1B0 = 0 και υπάρχει n τ.ω. P(anSn +
bnBn > 0) > 0. Αν η (a, b) δεν είναι αποδεκτή τότε

υπάρχει k < n και F ∈ Fk με P(F ) > 0 τ.ω.

akSk + bkBk < 0 και anSn + bnBn ≥ 0 k < n
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Μπορούμε να ορίσουμε μια νέα ευκαιρία σίγουρου κέρ-

δους (a
′
, b

′
) ως εξής, a

′
n = 0, b

′
n = 0 στο Ω ∖ F , ενώ

στο F ,

a
′
n =

{
0, n ≤ k

an, n > k
, b

′
n =

{
0, n ≤ k

bn − (akSk + bkBk), n > k

Δείξτε ότι όντως (a
′
, b

′
) είναι μια αποδεκτή ευκαιρία

σίγουρου κέρδους.

12.3 Ισοδύναμο Μέτρο Martingale

Θα ορίσουμε παρακάτω το λεγόμενο ισοδύναμο μέτρο

martingale. ΄Εστω ο χώρος πιθανότητας (Ω,F ,P) και
μια διακριτή αγορά (S,B) ορισμένη στο χώρο αυτό.

Με Y θα συμβολίζουμε τη μονάδα μέτρησης.
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Ορισμός 304 ΄Ενα ισοδύναμο μέτρο martingale με

μονάδα μέτρησης Y είναι ένα μέτρο πιθανότητας Q

στο μετρήσιμο χώρο (Ω,F) τ.ω.

� τα P,Q είναι ισοδύναμα, δηλαδή P (A) = 0 ⇐⇒
Q(A) = 0 όταν A ∈ F ,

� οι κανονικοποιημένες τιμές είναι martingales

κάτω από το μέτρο Q, δηλαδή,

EQ(S̃n|Fn−1) = S̃n−1, EQ(B̃n|Fn−1) = B̃n−1, n = 1, ..., N.

΄Οπως έχουμε δει για μια martingale έχουμε το ε-

ξής,

EQ(S̃n) = S̃0.

Πρόταση 305 ΄Εστω Q ένα ισοδύναμο μέτρο mar-

tingale και (a, b) ∈ A. Τότε και η Ṽ (a,b)
n είναι Q-

martingale και επομένως Ṽ0 = EQ(Ṽn).
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Απόδειξη. Από το λήμμα 305 έχουμε ότι

Ṽn = Ṽn−1 + an(S̃n − S̃n−1).

Παίρνοντας τη δεσμευμένη μέση τιμή δεδομένου της

Fn−1 κατά μέλη στην παραπάνω σχέση έχουμε

EQ(Ṽn|Fn−1) = EQ(Ṽn−1|Fn−1) + EQ(an(S̃n − S̃n−1)|Fn−1)

= Ṽn−1 + anEQ(S̃n|Fn−1) + anS̃n−1

= Ṽn−1

Χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι η an είναιFn−1-μετρήσιμη

και ότι η S̃n είναι martingale.

12.4 Θεμελιώδη Θεωρήματα των Χρηματοοικο-

νομικών

Θεώρημα 306 (Πρώτο θεμελιώδες θεώρημα
των Χρηματοοικονομικών) Μια διακριτή αγο-

ρά δεν περιέχει ευκαιρίες σίγουρου κέρδους ανν υπάρ-

χει τουλάχιστον ένα ισοδύναμο μέτρο Martingale.
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Απόδειξη. Θα δείξουμε μόνο ότι αν υπάρχει ισοδύνα-
μο μέτρο martingale τότε η αγορά δεν θα περιέχει ευ-

καιρίες σίγουρου κέρδους.

Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει ευκαιρία σίγουρου κέρ-

δους (a, b) ∈ A. Τότε V0 = 0 και υπάρχει n ≥ 1

τ.ω. P (Vn ≥ 0) = 1 και P (Vn > 0) > 0. Αφού τα

P,Q είναι ισοδύναμα έχουμε ότι Q(Vn ≥ 0) = 1 και

Q(Vn > 0) > 0 οπότε και EQ(Ṽn) > 0. Η στοχαστική

διαδικασία Ṽn είναι martingale κάτω από το μέτρο Q

και επομένως EQ(Ṽn) = V0 = 0, δηλαδή έχουμε άτοπο.

Ορισμός 307 Παράγωγο θα ονομάζουμε μια τ.μ. X
η οποία είναι FN -μετρήσιμη. Θα λέμε ότι μια διακρι-

τή αγορά είναι πλήρης αν κάθε παράγωγο X μπορεί να

αντισταθμιστεί, δηλαδή αν υπάρχει αποδεκτή στρατη-

γική επένδυσης (a, b) τ.ω. V
(a,b)
N = X .
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Θεώρημα 308 (Δεύτερο θεμελιώδες θεώρη-
μα των Χρηματοοικονομικών) Μια διακριτή

αγορά που δεν περιέχει ευκαιρίες σίγουρου κέρδους

είναι πλήρης ανν υπάρχει μοναδικό ισοδύναμο μέτρο

martingale.

Απόδειξη. Θα δείξουμε μόνο ότι αν είναι πλήρης τότε
υπάρχει μοναδικό ισοδύναμο μέτρο martingale.

Αφού η αγορά δεν περιέχει ευκαιρίες σίγουρου κέρ-

δους, από το πρώτο θεμελιώδες θεώρημα έχουμε ότι υ-

πάρχει τουλάχιστον ένα ισοδύναμο μέτρο martingale.

Επομένως θα δείξουμε ότι είναι μοναδικό.

΄Εστω ότι υπάρχουν δυο, τα Q1, Q2. Τότε αν δια-

λέξουμε X = IA με A ∈ FN και αφού η αγορά είναι

πλήρης έχουμε ότι υπάρχει αποδεκτή στρατηγική τ.ω.

VN = IA. Παρατηρούμε ότι
EQ1(ṼN |Fn) = Ṽn, (αφού είναι martingale στο) Q1

EQ1(ṼN) = EQ1(Ṽn) = V0, (παίρνοντας μέση τιμή κατά μέλη).

Δουλεύοντας παρόμοια έχουμε ότι EQ2(ṼN) = V0.

Αφού η αγορά είναι πλήρης τότε ṼN = IA
BN
και επο-
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μένως EQ1(ṼN) =
Q1(A)
BN
. Παρόμοια έχουμε ότι EQ2(ṼN) =

Q2(A)
BN
και άρα Q1(A) = Q2(A) όπου A ∈ FN τυχαία

επιλεγμένο. ’ρα τα δυο μέτρα συμπίπτουν.

Πρόταση 309 Σε μια αγορά χωρίς ευκαιρίες σίγου-
ρου κέρδους αν (a, b), (a

′
, b

′
) ∈ A και

V
(a,b)
N = V

(a
′
,b
′
)

N τότε

V (a,b)
n = V (a

′
,b
′
)

n

για κάθε n = 1, ..., N .

Απόδειξη. Εφόσον υπάρχει ισοδύναμο μέτρο martin-

gale Q (δες πρώτο θεμελιώδες θεώρημα των χρηματο-

οικονομικών) τότε έχουμε

Ṽ (a,b)
n = EQ(Ṽ (a,b)

N |Fn) = EQ(Ṽ (a
′
,b
′
)

N |Fn) = Ṽ (a
′
,b
′
)

n , n ≤ N.

Παρατήρηση 310 Σημειώστε ότι αν Xn είναι martin-

gale τότε

E(Xn|Fk) = Xk, k ≤ n.
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Πράγματι, για k = n− 1, n είναι προφανές. Υποθέτου-

με ότι k ≤ n− 2 και έχουμε

E(Xn|Fk) = E(E(Xn|Fn−1)|Fk) = E(Xn−1|Fk)

Συνεχίζοντας την ίδια λογική το αποδεικνύουμε.

12.5 Ευρωπαϊκά Δικαιώματα

Τα βασικά ερωτήματα που προκύπτουν σε ένα συμ-

βόλαιο είναι πώς θα υπολογίσουμε την αξία του και

πώς θα βρούμε μια αντισταθμιστική στρατηγική.

Ορισμός 311 ΄Εστω ένα παράγωγο X . Ορίζουμε τις
παρακάτω οικογένειες στρατηγικών επένδυσης,

A+
X = {(a, b) ∈ A|V (a,b)

N ≥ X}, A−
X = {(a, b) ∈ A|V (a,b)

N ≤ X}

Λήμμα 312 ΄Εστω ένα ισοδύναμο μέτρο martingale

Q. Τότε

max
(a,b)∈A−

X

Ṽ (a,b)
n ≤ EQ(X̃|Fn) ≤ min

(a,b)∈A+
X

Ṽ (a,b)
n , n = 0, ..., N.
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Απόδειξη. Αφού η Ṽn είναι martingale έχουμε ότι

Ṽ (a,b)
n = EQ(Ṽ (a,b)

N |Fn) ≤ EQ(X̃|Fn) για κάθε (a, b) ∈ A−
X .

Παρόμοια για (a, b) ∈ A+
X και προκύπτει το αποτέλε-

σμα.

Θεώρημα 313 ΄Εστω X ένα παράγωγο που μπορεί να
αντισταθμιστεί σε μια αγορά που δεν περιέχει ευκαι-

ρίες σίγουρου κέρδους. Τότε για κάθε αντισταθμι-

στική στρατηγική (του X) (a, b) ∈ A και για κάθε
ισοδύναμο μέτρο martingale Q έχουμε ότι

EQ(X̃|Fn) = Ṽ (a,b)
n

Απόδειξη. Αφού η (a, b) αντισταθμίζει το δικαίωμα
τότε ṼN = X̃ και επομένως

EQ(X̃|Fn) = EQ(ṼN |Fn) = Ṽn

Αυτό μας πληροφορεί ότι αν θέλουμε στο τέλος του

συμβολαίου να έχουμε το ποσό που οφείλουμε στον
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κάτοχο του συμβολαίου θα πρέπει το χαρτοφυλάκιο

μας να έχει την τιμή αυτή σε κάθε χρονική στιγμή. Ε-

πίσης, η αρχική αξία του χαρτοφυλακίου μας θα πρέπει

να είναι τουλάχιστον ίση με EQ(X̃|F0).
Πρόταση 314 Αν οι τ.μ. m1, · · · ,mN είναι ανεξάρ-

τητες τότε η Sn είναι Μαρκοβιανή αλυσίδα.

Απόδειξη. Θα εξετάσουμε τη δεσμευμένη πιθανότητα,

P (Sn = in|Sn−1 = in−1, ..., S0 = i0).

Αφού Sn = Sn−1(1+mn) τότε η παραπάνω πιθανότητα

γίνεται

P (mn =
in − in−1

in−1
|Sn−1 = in−1, ..., S0 = i0)

= P (mn =
in − in−1

in−1
)

= P (mn =
in − in−1

in−1
|Sn−1 = in−1)

= P (Sn = in|Sn−1 = in−1)
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12.5.1 Το Διωνυμικό Μοντέλο

Υποθέτουμε ότι βρισκόμαστε σε μια αγορά που απο-

τελείται από ένα ομόλογο B και μια διαπραγματεύσιμη

μετοχή S. Η κίνηση του ομολόγου θα είναι

Bn = (1 + r)n (δηλαδή θεωρούμε ότι το επιτόκιο είναι σταθερό)

ενώ η κίνηση της μετοχής είναι

Sn = Sn−1(1 +mn),

όπου m1, ...,mN είναι ανεξάρτητες και ισόνομες τ.μ.

ορισμένες στο χώρο πιθανότητας (Ω,F , P ).
Υποθέτουμε ότι p ∈ (0, 1) και 0 < d < u και

θέτουμε

Sn =

{
uSn−1, με πιθανότητα p

dSn−1, με πιθανότητα 1− p

Διαπιστώνουμε έτσι ότι όταν S0 > 0 τότε Sn >

0 για κάθε n. Μπορούμε να θεωρήσουμε ότι το Ω

αποτελείται από όλες τις πιθανές τιμές που μπορεί να

πάρει η μετοχή σε όλους τους χρόνους. Προκύπτει
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επίσης ότι

P (Sn = ujdn−jS0) =

(
n

j

)
pj(1− p)n−j,

j = 0, · · · , n, n = 1, · · · , N,

(δείξτε το με επαγωγή).

Θεώρημα 315 Αν υποθέσουμε στο διωνυμικό μο-
ντέλο ότι d < 1 + r < u τότε αυτό είναι ισοδύναμο με

την ύπαρξη και μοναδικότητα ενός ισοδύναμου μέτρου

martingale Q. Σε αυτή την περίπτωση έχουμε

Q(1 +mn = u) = 1−Q(1 +mn = d) = q.

όπου

q =
1 + r − d

u− d
∈ (0, 1),

Επιπλέον, οι τ.μ. m1, ...,mn είναι ανεξάρτητες κάτω

από το Q και

Q(Sn = ukdn−kS0) =

(
n

k

)
qk(1− q)n−k, 0 ≤ k ≤ n ≤ N.
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Απόδειξη. Αν υπάρχει ένα μοναδικό ισοδύναμο μέτρο
martingale Q τότε

EQ(S̃n|Fn−1) = S̃n−1 ⇒
EQ(Sn−1(1 +mn)|Fn−1) = Sn−1(1 + r) ⇒

EQ(mn|Fn−1) = r.

Παίρνοντας πάλι μέση τιμή κατά μέλη στην τελευταία

ισότητα προκύπτει ότι

r = EQ(mn) = (u− 1)Q(mn = u− 1) + (d− 1)Q(mn = d− 1).

Επομένως,

Q(1 +mn = u) =
1 + r − d

u− d
= q,

και αναγκαστικά θα πρέπει το q ∈ (0, 1) το οποίο ση-

μαίνει ότι d < 1 + r < u προκειμένου το Q να είναι

μέτρο πιθανότητας και μάλιστα ισοδύναμο με το P . Α-

πό τη σχέση EQ(mn|Fn−1) = r μπορεί να αποδειχθεί

ότι οι τ.μ. m1, ...,mn είναι ανεξάρτητες κάτω από το

μέτρο Q.
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Πράγματι, θα δείξουμε αρχικά ότι ισχύει για ο-

ποιεσδήποτε δυο, έστω m1,m2.

EQ(m2|m1)(ω) = EQ(m2|{1 +m1 = u})
= uQ(1 +m2 = u|1 +m1 = u)

+dQ(1 +m2 = d|1 +m1 = u)

= r όταν ω ∈ {1 +m1 = u},
EQ(m2|m1)(ω) = EQ(m2|{1 +m1 = d})

= uQ(1 +m2 = u|1 +m1 = d)

+dQ(1 +m2 = d|1 +m1 = d)

= r όταν ω ∈ {1 +m1 = d}
Αφαιρώντας κατά μέλη προκύπτει ότι

u
(
Q(1 +m2 = u|1 +m1 = u)−Q(1 +m2 = u|1 +m1 = d)

)
+ d

(
Q(1 +m2 = d|1 +m1 = u)−Q(1 +m2 = d|1 +m1 = d)

)
= 0

για οποιαδήποτε u, d. Αναγκαστικά, οι παρενθέσεις

θα είναι ίσες με το μηδέν και από κει προκύπτει η ανε-

ξαρτησία των m1,m2.
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Υποθέτουμε τώρα ότι οποιεσδήποτε k είναι ανεξάρ-

τητες και θα δείξουμε ότι είναι και οι k + 1.

Συμβολίζουμε με Bl = {Sk = uldk−lS0} και έχου-
με

1 + r = EQ(1 +mk+1|Bl)

= uQ({1 +mk+1 = u}|Bl) + dQ({1 +mk+1 = d}|Bl)

και αφού 1 + r = qu + (1− q)d τότε

u
(
q −Q({1 +mk+1 = u}|Bl)

)
+d
(
(1− q)−Q({1 +mk+1 = d}|Bl)

)
= 0

για κάθε u, d. Αναγκαστικά οι παρενθέσεις είναι ίσες

με το μηδέν από όπου και προκύπτει η ανεξαρτησία.

Χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι οι m1, ...,mn ε-

ίναι ανεξάρτητες κάτω από το μέτρο Q έχουμε ότι

Q(Sn = ukdn−kS0) =

(
n

k

)
qk(1− q)n−k, 0 ≤ k ≤ n ≤ N.

Αντίστροφα, αν η συνθήκη d < 1 + r < u ικανο-

ποιείται τότε το q ∈ (0, 1) και το μέτρο Q είναι καλά

ορισμένο και ισοδύναμο με το P .
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Θα δείξουμε ότι είναι και μοναδικόmartingale μέτρο.

EQ(S̃n − S̃n−1|Fn−1) =
Sn−1

(1 + r)n
(qu + (1− q)d)− Sn−1

(1 + r)n−1
= 0

Η μοναδικότητα προκύπτει από την επιλογή του q τ.ω.

1 + r = qu+ (1− q)d. Αν το επιλέξουμε διαφορετικά

δεν θα προκύψει η τελευταία ισότητα.

Επομένως, το Q όπως ορίσθηκε είναι και μοναδικό.

’ρα από το δεύτερο θεμελιώδες θεώρημα έχουμε ότι

κάθε δικαίωμα μπορεί να αντισταθμιστεί.

Παρατήρηση 316 Τα u, d είναι αριθμοί που θα ορίσου-
με εμείς αφού κάνουμε τις ανάλογες παρατηρήσεις σε

πραγματικά δεδομένα για την κίνηση της μετοχής. Ε-

πίσης, η πιθανότητα p που θα δώσουμε για να ανέβει η

μετοχή θα ορισθεί έπειτα από μελέτη πραγματικών δε-

δομένων. Η πιθανότητα q όμως δεν λαμβάνει υπόψη κα-

θόλου την παρατηρούμενη πιθανότητα p. Είναι ένας τε-

χνητός ορισμός πιθανότητας (που δεν έχει καμία σχέση

με την πραγματικότητα) που όμως μας διευκολύνει σε

μαθηματικό επίπεδο. Με το καινούριο μέτρο η κανο-

νικοποιημένη τιμή της μετοχής είναι martingale και
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αυτό μας προσφέρει αρκετά μαθηματικά εργαλεία για

τη μελέτη του προβλήματος.

Θεώρημα 317 Το διωνυμικό μοντέλο δεν περιέχει
ευκαιρίες σίγουρου κέρδους ανν d < 1 + r < u. Σε

αυτή την περίπτωση έχουμε ότι η αξία του συμβολαίου

κάθε χρονική στιγμή δίνεται από

Hn =
EQ(X|Fn)

(1 + r)N−n , 0 ≤ n ≤ N.

Συγκεκριμένα, ανX = F (SN) η αξία του συμβολαίου

τη χρονική στιγμή n = 0 είναι

H0 =
EQ(F (SN))
(1 + r)N

=
1

(1 + r)N

N∑
k=0

(
N

k

)
qk(1− q)N−kF (ukdN−kS0)

Απόδειξη. Από το θεώρημα 321 προκύπτει ότι υπάρ-
χει μοναδικό ισοδύναμο μέτρο martingale ανν d <
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1 + r < u. Από το θεώρημα 319 προκύπτει ότι

Hn =
EQ(X|Fn)

(1 + r)N−n , 0 ≤ n ≤ N.

Θυμηθείτε ότι X̃ = X
BN
. Επομένως, η αξία του συμβο-

λαίου τη χρονική στιγμή n = 0 θα δίνεται από

H0 =
EQ(X)

(1 + r)N

Παρατηρήστε ότι EQ(X|F0) = EQ(X) το οποίο μπο-

ρούμε να το δούμε αν διαπιστώσουμε ότι η σ-άλγεβρα

που παράγει μια σταθερή συνάρτηση είναι η F0 και

επομένως EQ(X|F0) = EQ(X|Y ) όπου Y είναι στα-

θερός αριθμός και μπορεί βεβαίως να θεωρηθεί ως μια

διακριτή τ.μ. Τότε

EQ(X|Y ) =
EQ(XIY=c)

Q(Y = c)
= EQ(X).

Αν λοιπόν X = F (SN) τότε

H0 =
EQ(F (SN))
(1 + r)N

=
1

(1 + r)N

N∑
k=0

(
N

k

)
qk(1− q)N−kF (ukdN−kS0)
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12.5.2 Πότε η αξία του συμβολαίου είναι δίκαιη

Διαπιστώστε ότι ο πωλητής και ο αγοραστής δεν βρίσκο-

νται στην ίδια θέση όσον αφορά τον κίνδυνο. Ο πω-

λητής κατασκευάζει ένα χαρτοφυλάκιο το οποίο οδη-

γεί πάντοτε στην απολαβή του αγοραστή (έχει δηλαδή

εκμηδενίσει τον κίνδυνο) ενώ ο αγοραστής είναι εκτε-

θειμένος σε αυτόν και υπάρχει η πιθανότητα να κερ-

δίσει ή να χάσει. Αν ο αγοραστής μπορεί να κάνει τις

αντίστροφες κινήσεις (κατασκευάζοντας το αντίθετο

χαρτοφυλάκιο) προκύπτει ότι τελικά η αξία πώλησης

είναι δίκαιη διότι και ο αγοραστής μπορεί να εκμηδε-

νίσει τον κίνδυνο. Το ερώτημα είναι τι γίνεται όταν δεν

είναι ισοδύναμοι οι αντισυμβαλλόμενοι απέναντι στο υ-

ποκείμενο αγαθό. Σε αυτή την περίπτωση η δίκαιη τιμή

πώλησης ίσως είναι

H0 = min
{
EP (X̃T ),EQ(X̃T )

}
υπό την έννοια ότι με αυτόν τον τρόπο μεταφέρεται

μέρος του κινδύνου και στον πωλητή.

Ας το δούμε σε ένα δέντρο μιας περιόδου και σε
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ένα συμβόλαιο αγοράς με τιμή εξάσκησης K > S0. Η

απολαβή του αγοραστή θα είναι uS0 −K όταν η τιμή

της μετοχής ανέβει και μηδέν αν κατέβει. Αν ο πωλη-

τής θέλει να αντισταθμίσει το δικαίωμα θα ζητήσει το

ποσό

V0 =
1

1 + r
EQ(X1) =

q

1 + r
(uS0 −K)

Το ποσό

1

1 + r
EP (X1) =

p

1 + r
(uS0 −K)

θα είναι μεγαλύτερο από το V0 αν pu+(1−p)d > 1+r

και μικρότερο διαφορετικά.

Αν οι αντισυμβαλλόμενοι δεν είναι ισοδύναμοι α-

πέναντι στο υποκείμενο αγαθό τότε η δίκαιη τιμή θα

είναι

H0 =

{ q
1+r(uS0 −K), όταν pu + (1− p)d > 1 + r
p

1+r(uS0 −K), διαφορετικά

Αν η δίκαιη τιμή προκύψει να είναι H0 =
p

1+r(uS0−
K) τότε ο πωλητής μπορεί να τοποθετήσει το ποσό
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στην τράπεζα το οποίο θα έχει αξία τη χρονική στιγ-

μή 1 ίση με τη μέση τιμή της απολαβής του αγοραστή,

δηλαδή κατά μέση τιμή και οι δυο θα είναι στα λεφτά

τους. Σε αυτή την περίπτωση είναι και οι δυο το ίδιο ε-

κτεθειμένοι στον κίνδυνο. Βεβαίως, ο πωλητής έχει το

δικαίωμα να επενδύσει όπως θέλει αυτό το ποσό, ίσως

με τον τρόπο που περιγράψαμε στο πρώτο κεφάλαιο,

να μεγιστοποιήσει δηλαδή τη μέση τιμή του χαρτοφυ-

λακίου του τη στιγμή 1.

Παρόμοιο συλλογισμό μπορούμε να κάνουμε και

για ένα συμβόλαιο πώλησης ή οποιοδήποτε άλλο συμ-

βόλαιο.

Με το θεώρημα 317 υπολογίσαμε την αξία του συμ-

βολαίου. ΄Ομως, σημαντικό επίσης είναι να υπολο-

γίσουμε και την κατάλληλη στρατηγική επένδυσης (a, b)

έτσι ώστε στη λήξη του συμβολαίου η VN ≥ X .

12.5.3 Αντισταθμιστική Στρατηγική Επένδυσης

Σε αυτή την ενότητα θα περιγράψουμε τον τρόπο κατα-

σκευής αντισταθμιστικής στρατηγικής επένδυσης. Η
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τιμή του χαρτοφυλακίου σε κάθε χρονική στιγμή είναι,

Vn = anSn + bnBn, n = 0, ..., N,

και θα πρέπει να είναι ίση ή μεγαλύτερη με την αξία

του συμβολαίου Hn κάθε χρονική στιγμή (δες θεώρη-

μα 323). ’ρα θα πρέπει VN = X = F (SN) και επο-

μένως φτιάχνουμε τις επόμενες δυο εξισώσεις με δυο

αγνώστους,

aNuSN−1 + bNBN = F (uSN−1),

aNdSN−1 + bNBN = F (dSN−1).

Η λύση του παραπάνω είναι,

aN =
F (uSN−1)− F (dSN−1)

uSN−1 − dSN−1
, bN =

uF (dSN−1)− dF (uSN−1)

(1 + r)N(u− d)
.

Δηλαδή τη χρονική στιγμή tN−1 και γνωρίζοντας την

τιμή της SN−1 βρίσκουμε τις τιμές των aN , bN .

Γενικότερα, θα συμβολίσουμε μεHn = Hn(Sn) την

τιμή του συμβολαίου τη χρονική στιγμή n και θα θε-

ωρήσουμε ότι είναι γνωστή για να περιγράψουμε την

εύρεση της στρατηγικής για κάθε χρονική στιγμή. Ε-

πομένως, με τον ίδιο συλλογισμό κατασκευάζουμε τις
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εξισώσεις,

anuSn−1 + bnBn = Hn(uSn−1),

andSn−1 + bnBn = Hn(dSn−1).

Η λύση του παραπάνω είναι,

an =
Hn(uSn−1)−Hn(dSn−1)

uSn−1 − dSn−1
, bn =

uHn(dSn−1)− dHn(uSn−1)

(1 + r)n(u− d)
.

Χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι η στρατηγική πρέπει

να είναι αυτοχρηματοδοτούμενη έχουμε

Hn−1 = Vn−1 = anSn−1 + bnBn−1,

από το οποίο προκύπτει (δείξτε το) ότι

Hn−1 =
qHn(uSn−1) + (1− q)Hn(dSn−1)

1 + r
.

12.5.4 Ευρωπαϊκό δικαίωμα αγοράς

Θα δούμε τα παραπάνω όταν F (x) = (x − K)+. Η

αξία του συμβολαίου τη χρονική στιγμή 0 θα είναι (δες
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θεώρημα 317),

H0 =
1

(1 + r)N

N∑
h=0

(
N

h

)
qh(1− q)N−h(uhdN−hS0 −K)+

= S0

∑
h>h0

(
N

h

)(
qu

1 + r

)h(
(1− q)d

1 + r

)N−h

− K

(1 + r)N

∑
h>h0

(
N

h

)
qh(1− q)N−h,

όπου h0 είναι ο μικρότερος θετικός ακέραιος μεγαλύτε-

ρος ή ίσος με

ln K
dNS0

ln u
d

.

Τελικά μπορούμε να γράψουμε

H0 = S0N (q̃)− K

(1 + r)N
N (q),

με

q̃ =
qu

1 + r
, q =

1 + r − d

u− d
, N (p) =

∑
h>h0

(
N

h

)
ph(1− p)N−h.
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Συνοψίζοντας, μπορούμε να έχουμε την παρακάτω

μεθοδολογία για τον υπολογισμό τηςHn και των (a, b).

΄Οπως ήδη έχουμε πει

Sn = Sn,k = ukdn−kS0, n = 0, ..., N, και k = 0, ..., n

είναι η τιμή της μετοχής στη χρονική στιγμή n όταν

μέχρι τότε έχει ανέβει k-φορές και κατέβει n − k.

Αντίστοιχα, θέτουμε Hn,k = Hn(Sn,k) και an,k =

an(Sn−1,k), bn,k = bn(Sn−1,k).

� Πρώτο Βήμα Αρχικά υπολογίζουμε όλες τις

πιθανές τιμές της Sn σε κάθε χρονική στιγμή.

� Δεύτερο βήμα Αφού υπολογίσουμε ταHN,k =

F (SN,k) για όλα τα k = 0, ..., N υπολογίζουμε τα

Hn,k από την παρακάτω αναδρομική σχέση,

Hn−1,k =
1

1 + r
(qHn,k+1 + (1− q)Hn,k)

0 ≤ k ≤ n− 1, n = 1, ..., N.

Διαπιστώστε ότι Hn,k+1 = Hn(uSn−1,k), Hn,k =

Hn(dSn−1,k).
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� Τρίτο Βήμα Υπολογίζουμε τη στρατηγική ε-

πένδυσης από τους τύπους

an,k =
Hn,k+1 −Hn,k

Sn−1,k(u− d)
, bn,k =

uHn,k − dHn,k+1

(1 + r)n(u− d)
0 ≤ k ≤ n− 1, n = 1, ..., N..

Παράδειγμα 318 Θα δουλέψουμε ένα συμβόλαιο πώλη-
σης με τιμή εξάσκησης K = 5/2, S0 = 1, u = 2,

d = r = 1/2, N = 3. Υπολογίζουμε το q = 2/3.

� Πρώτο Βήμα

S0 = 1

S1 = 2, S1 = 1/2

S2 = 4, S2 = 1, S2 = 1/4

S3 = 8, S3 = 2, S3 = 1/2, S3 = 1/8

� Δεύτερο Βήμα

H3,3 = 0, H3,2 = 1/2, H3,1 = 2, H3,0 = 19/8
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H2,2 = 1/9, H2,1 = 2/3, H2,0 = 17/12

H1,1 = 16/81, H1,0 = 11/18

H0 = 163/729

Επομένως η αξία του συμβολαίου τη χρονική στιγ-

μή 0 είναι H0 = 163/729.

� Τρίτο Βήμα

(a1,0 = −67/243, b1,0 = 364/729)

(a2,1 = −5/27, b2,1 = 92/243) (a2,0 = −1, b2,0 = 20/27)

(a3,2 = −1/12, b3,2 = 16/81) (a3,1 = −1, b3,1 = 20/27)

(a3,0 = −1, b3,0 = 20/27)

Μπορούμε να κάνουμε επαλήθευση κάνοντας τους

εξής υπολογισμούςHn−1,k = an,kSn−1,k+bn,k(1+r)
n−1

χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι είναι αυτοχρηματοδο-

τούμενη.
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12.5.5 Αναλογία Αγοράς - Πώλησης

Στην επόμενη πρόταση θα δείξουμε μια σχέση μεταξύ

της αξίας ενός συμβολαίου αγοράς και του αντίστοιχου

πώλησης, ή όπως λέγεται αναλογία αγοράς - πώλησης.

Πρόταση 319 (Put-Call parity) Ισχύει η παρακάτω

σχέση,

HPut
n = HCall

n +
Bn

BN
K − Sn.

Απόδειξη. Αρχικά έχουμε ότι

(K − SN)
+ = (SN −K)+ +K − SN .

Πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη με
Bn
BN
και παίρνοντας

τη δεσμευμένη μέση τιμή δοθέντος Fn έχουμε

HPut
n = HCall

n + EQ
(
Bn

BN
(K − SN)|Fn

)
.

΄Ομως

EQ
(
Bn

BN
(K − SN)|Fn

)
=
Bn

BN
K −BnEQ(S̃N |Fn) =

Bn

BN
K − Sn,

χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι η S̃n είναι martingale

κάτω από το μέτρο Q.
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12.5.6 Τριωνυμικό Μοντέλο

Θα παρουσιάσουμε παρακάτω το λεγόμενο τριωνυμι-

κό μοντέλο όπου υποθέτουμε ότι η μετοχή τη χρονική

στιγμή n θα πάρει τρεις πιθανές τιμές, ανάλογα με την

τιμή,

1 +mn =


u, με πιθανότητα p1
f, με πιθανότητα p2
d, με πιθανότητα p3

και 0 < d < f < u.

Θέλουμε να βρούμε ένα νέο μέτρο Q τ.ω. η S̃n να

είναι martingale στο νέο μέτρο. Στην πραγματικότητα

θέλουμε να υπολογίσουμε τις τρεις ποσότητες q1, q2, q3
τ.ω.

q1 = Q(1 +mn = u)

q2 = Q(1 +mn = f )

q3 = Q(1 +mn = d).

Προφανώς θα πρέπει q1 + q2 + q3 = 1 ενώ για να είναι

martingale η S̃ κάτω από αυτό το μέτρο θα πρέπει να
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ισχύει η ισότητα

EQ(S̃n|Fn−1) = S̃n−1.

΄Ομως

EQ(S̃n|Fn−1) =
1

1 + r
EQ
(
S̃n−1(1 +mn)|Fn−1

)
Τελικά, αφού η S̃n−1 είναι Fn−1-μετρήσιμη, έχουμε

EQ(1 +mn) = 1 + r ⇒ uq1 + fq2 + dq3 = 1 + r.

Δηλαδή, έχουμε δυο εξισώσεις με τρεις αγνώστους το

οποίο σημαίνει ότι το μέτρο δεν είναι μοναδικό επο-

μένως από το δεύτερο θεμελιώδες θεώρημα των χρη-

ματοοικονομικών η αγορά δεν είναι πλήρης.

Αν όμως στην αγορά έχουμε δυο μετοχές (δηλαδή

τις S, S
′
) τότε παίρνουμε ακόμη μια εξίσωση δουλεύο-

ντας στη δεύτερη μετοχή, η οποία είναι

u
′
q1 + f

′
q2 + d

′
q3 = 1 + r.

Εάν το σύστημα έχει μοναδική λύση τότε η αγορά μας

θα είναι πλήρης. Διαπιστώνουμε όμως ότι υποθέτουμε
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ότι και οι δυο μετοχές έχουν την ίδια συμπεριφορά.

΄Οποτε ανεβαίνει η μια ανεβαίνει και η άλλη κάτι το

οποίο δεν είναι λογικό.

Στην περίπτωση που θέλουμε να αποτιμήσουμε δι-

καιώματα πάνω σε περισσότερες από μια μετοχές προ-

κύπτει ότι το κλασσικό διωνυμικό μοντέλο δεν επαρκεί.

΄Ομως, ούτε το παραπάνω μοντέλο έχει κάποια λογική

όπως εξηγήσαμε και επιπλέον δεν γνωρίζουμε αν συ-

γκλίνει κάπου καθώς n → ∞ όπως έχουμε αποδείξει
για το διωνυμικό μοντέλο. Αν θέλουμε να υπολογίσου-

με την αξία ενός τέτοιου συμβολαίου χρησιμοποιώντας

μοντέλα διακριτού χρόνου θα πρέπει να εργαστούμε

μάλλον στο πνεύμα της εργασίας [;] (καθώς και των

αναφερόμενων εργασιών σε αυτή). Μπορούμε βεβα-

ίως να εργαστούμε απευθείας σε μοντέλα συνεχούς

χρόνου (και ίσως είναι ο καλύτερος τρόπος) και αν δεν

έχουμε την ακριβή λύση να εφαρμόσουμε κάποια αριθ-

μητική μέθοδο (δες [;], [;]) πάνω στο συνεχές μοντέλο

από όπου και προκύπτει η αντίστοιχη μεθοδολογία της

[;].
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12.6 Αμερικανικά Δικαιώματα

Ορισμός 320 Αμερικανικό παράγωγο ονομάζουμε μια
μη αρνητική διακριτή στοχαστική διαδικασία Xn προ-

σαρμοσμένη στο φιλτράρισμα Fn.

Ορισμός 321 Κάθε χρόνος στάσης v : Ω → {0, 1, ..., N}
ονομάζεται στρατηγική εξάσκησης.

Ορισμός 322 Δεδομένου ενός Αμερικανικού παρα-
γώγου Xn και μιας στρατηγικής εξάσκησης v, η τ.μ.

Xv που ορίζεται ως

Xv = Xv(ω)(ω), ω ∈ Ω,

ονομάζεται η απολαβή του παραγώγου X στον χρόνο

στάσης v. Μια στρατηγική εξάσκησης v0 ονομάζεται

βέλτιστη κάτω από το μέτρο Q αν

EQ(X̃v0) = max
v

EQ(X̃v).

Συμβολίζουμε με Tn τις στρατηγικές εξάσκησης
v ≥ n. Ορίζουμε παρακάτω δυο οικογένειες στρα-

τηγικών επένδυσης που θα χρειαστούν αργότερα.
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A+,n
X = {(a, b) ∈ A|V (a,b)

m ≥ Xm,m = n, ..., N},
A−,n
X = {(a, b) ∈ A| υπάρχει v ∈ Tn τ.ω. Xv ≥ V (a,b)

v },

όπου n ≤ N .

Πρόταση 323 Σε μια αγορά που δεν περιέχει ευκαιρίες
σίγουρου κέρδους έχουμε

max
(a,b)∈A−,n

X

V (a,b)
n ≤ max

v∈Tn
EQ(X̃v|Fn) ≤ min

(a,b)∈A+,n
X

V (a,b)
n ,

όπου Q είναι ένα ισοδύναμο μέτρο martingale για ο-

ποιοδήποτε n ≤ N .

Απόδειξη. Για κάθε στρατηγική (a, b) ∈ A−,n
X υπάρ-

χει μια στρατηγική εξάσκησης v ∈ Tn τ.ω. Vv ≤ Xv.

Χρησιμοποιώντας το θεώρημα επιλεκτικής στάσης του

Doob και το γεγονός ότι η Ṽ είναι Q-martingale έχου-

με

Ṽn = EQ(Ṽv|Fn) ≤ EQ(X̃v|Fn) ≤ sup
v∈Tn

EQ(X̃v|Fn)

Για κάθε (a, b) ∈ A+,n
X και χρησιμοποιώντας το

θεώρημα επιλεκτικής στάσης του Doob και για κάθε
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στρατηγική εξάσκησης v ∈ Tn έχουμε ότι

Ṽn = EQ(Ṽv|Fn) ≥ EQ(X̃v|Fn),

και έτσι προκύπτει και η δεύτερη ανισότητα.

12.6.1 Ανάλυση κατά Doob−Meyer και εφαρμογή της

Θεώρημα 324 (Ανάλυση κατά Doob-Meyer)

Κάθε προσαρμοσμένη στοχαστική διαδικασία Yn τ.ω.

E(|Yn|) < ∞ για κάθε n μπορεί να αναλυθεί με

μοναδικό τρόπο σε άθροισμα

Y =M + A

όπου M είναι martingale τ.ω. M0 = Y0 και A είναι

μια προβλέψιμη στοχαστική διαδικασία με A0 = 0.

Επιπλέον, η Y είναι μια super-martingale ανν η A

είναι φθίνουσα. Αντίστοιχα η Y θα είναι μια sub-

martingale ανν η A είναι αύξουσα.
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Απόδειξη. Ορίζουμε αναδρομικά τις εξής ακολουθίες

Mn =

{
Y0, για n = 0

Mn−1 + Yn − E(Yn|Fn−1), για n ≥ 1

An =

{
0, για n = 0

An−1 − Yn−1 + E(Yn|Fn−1), για n ≥ 1

Προκύπτει λοιπόν ότι

Mn = Yn +

n−1∑
k=0

(Yk − E(Yk+1|Fk)),

An = −
n−1∑
k=0

(Yk − E(Yk+1|Fk)).

Η Mn (κοιτώντας την αναδρομική σχέση που ικα-

νοποιεί) είναι προσαρμοσμένη και τ.ω. E(|Mn|) < ∞
για κάθε n. Επίσης είναι εύκολο να δούμε ότι είναι

martingale διότι

E(Mn+1|Fn) = E(Mn|Fn) + E(Yn+1|Fn)− E(Yn+1|Fn) =Mn,

αφού ηMn είναι προσαρμοσμένη. Παρόμοια, κοιτώντας

την αναδρομική σχέση της An διαπιστώνουμε ότι είναι

προβλέψιμη.
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Για να δείξουμε ότι η παραπάνω ανάλυση είναι μονα-

δική υποθέτουμε ότι υπάρχει μια διαφορετική ανάλυση

M
′
, A

′
, δηλαδή

Yn =M
′
n + A

′
n,

και επομένως Yn− Yn−1 =M
′
n−M

′
n−1 +A

′
n−A

′
n−1.

Παίρνοντας τη δεσμευμένη μέση τιμή προκύπτει ότι

E(Yn|Fn−1)− Yn−1 = A
′
n − A

′
n−1

δηλαδή αναγκαστικά η A
′
ικανοποιεί την ίδια σχέση με

την An. Το ίδιο ισχύει και για την M
′
n.

Θα δείξουμε τώρα ότι η Yn είναι super-martingale

ανν η An είναι φθίνουσα. ΄Εστω ότι η Yn είναι super-

martingale, τότε

An+1 = E(An+1|Fn) = E(An|Fn)− E(Yn|Fn) + E(Yn+1|Fn) ≤ An,

όπου για να πάρουμε την τελευταία ανισότητα χρησιμο-

ποιήσαμε το γεγονός ότι η Y είναι super-martingale.

Αντίστροφα τώρα, αν ηAn είναι φθίνουσα τότε ανα-

γκαστικά η Yn είναι super-martingale. Παρόμοια λοι-
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πόν,

An+1 = E(An+1|Fn) = E(An|Fn)− E(Yn|Fn) + E(Yn+1|Fn)

= An − Yn + E(Yn+1|Fn) ⇒
An+1 − An = E(Yn+1|Fn)− Yn ≤ 0,

όπου για να πάρουμε την τελευταία ανισότητα χρησιμο-

ποιήσαμε το γεγονός ότι η An είναι φθίνουσα. Επίσης,

έχουμε χρησιμοποιήσει ότι είναι και προβλέψιμη. Πα-

ρόμοια για την περίπτωση της sub-martingale.

Ορισμός 325 (Snell envelope) ΄ΕστωXn προσαρ-

μοσμένη στοχαστική διαδικασία. Ονομάζουμε Snell

envelope τη μικρότερη super martingale η οποία ε-

ίναι μεγαλύτερη ή ίση της X .
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Λήμμα 326 Δεδομένου ενός Αμερικανικού δικαιώμα-
τος Xn η στοχαστική διαδικασία H̃ που ορίζεται ανα-

δρομικά

H̃n =

{
X̃N , n = N,

max
{
X̃n,EQ(H̃n+1|Fn)

}
, n = 0, ..., N − 1,

είναι Snell envelope της X̃ .

Απόδειξη. Εξ΄ ορισμού η H̃n είναι προσαρμοσμένη και

μη αρνητική. Επίσης, H̃n ≥ EQ(H̃n+1|Fn), δηλαδή

είναι Q super-martingale. Θα δείξουμε ότι είναι και η

μικρότερη τ.ω. να είναι μεγαλύτερη ή ίση της X̃n. Αν

υπάρχει μια Q super-martingale Y τ.ω. Yn ≥ X̃n τότε

H̃N = X̃N ≤ YN . Με επαγωγή λοιπόν έχουμε ότι

H̃n−1 = max{X̃n−1,EQ(H̃n|Fn−1)} ≤ max{X̃n−1,EQ(Yn|Fn−1)}
≤ max{X̃n−1, Yn−1} = Yn−1.

Στο παρακάτω θεώρημα δίνουμε τη μορφή της α-

ξίας του Αμερικανικού συμβολαίου τη χρονική στιγμή
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n. Επομένως, όταν γράφουμε H̃m εννοούμε την πα-

ρούσα αξία της Hm, δηλαδή την αξία της στη χρονική

στιγμή n και παρόμοια για την X̃ .

Θεώρημα 327 ΄Εστω ότι υπάρχει μοναδικό ισοδύναμο
μέτρο martingale Q. Τότε για οποιοδήποτε n ≤ N

υπάρχει μια στρατηγική επένδυσης (a, b) ∈ A+,n
X ∩

A−,n
X και επομένως ισχύει

(i) V
(a,b)
m ≥ Xm,m = n, ..., N

(ii) υπάρχει στρατηγική εξάσκησης vn ∈ Tn τ.ω.
Xvn = V

(a,b)
vn .

Επιπλέον,

EQ(X̃vn|Fn) = V (a,b)
n = max

v∈Tn
EQ(X̃v|Fn).

Το πρώτο που μας πληροφορεί το θεώρημα αυτό

είναι ότι ο πωλητής μπορεί να βρει στρατηγική αντι-

στάθμισης για να είναι καλυμμένος σε οποιαδήποτε πε-

ρίπτωση αλλά επίσης (στο δεύτερο σκέλος) μας πληρο-

φορεί ότι υπάρχει στρατηγική αντιστάθμισης η οποία
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μας οδηγεί στη φθηνότερη τιμή του συμβολαίου. Αυ-

τό διότι αποδεικνύεται ότι ο αγοραστής μπορεί να ε-

ξασκήσει έτσι ώστε ο πωλητής να μην έχει καθόλου

κέρδος.

Απόδειξη. Κατασκευάζουμε την ακολουθία H̃m όπως

πριν και έπειτα την Hm = Bm−nH̃m. Θα δείξουμε ότι

η Hm είναι η αξία του Αμερικανικού συμβολαίου τη

χρονική στιγμή m.

Η H̃m έχει κατασκευαστεί με την εξής λογική. Τη

χρονική στιγμή N προφανώς η αξία του συμβολαίου

H̃N είναι ίση με X̃N (δηλαδή με την απολαβή του αγο-

ραστή), διότι θα εξασκήσει το δικαίωμα ο αγοραστής

αμέσως και επομένως θα πρέπει να πληρώσει όσα θα

πάρει. Ας υποθέσουμε ότι γνωρίζουμε την αξία του

συμβολαίου H̃m0 τη χρονική στιγμή m0 και θέλουμε

να υπολογίσουμε την αξία H̃m0−1 τη χρονική στιγμή

m0 − 1. Τη χρονική στιγμή m0 − 1 ο αγοραστής έχει

δυο επιλογές: είτε να εξασκήσει το συμβόλαιο εκείνη

τη στιγμή είτε όχι. Αν το εξασκήσει εκείνη τη στιγ-

μή η αξία του συμβολαίου θα πρέπει να είναι ίση με

την απολαβή του αγοραστή, δηλαδή H̃m0−1 = X̃m0−1
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ενώ αν αποφασίσει να μην το εξασκήσει, η αξία του

συμβολαίου θα πρέπει να είναι

EQ
(

1

1 + r
H̃m0

∣∣Fm0−1

)
, (δες θεώρημα 317)

δηλαδή όσο αν αγόραζε ένα Ευρωπαϊκό συμβόλαιο τη

χρονική στιγμή m0 − 1 με χρόνο λήξης τη χρονική

στιγμήm0 και απολαβή H̃m0. Με άλλα λόγια, αν τοπο-

θετηθεί αυτό το ποσό κατάλληλα στη μετοχή και στην

τράπεζα (δηλαδή αντισταθμίσει ο πωλητής το H̃m0)

τότε τη χρονική στιγμή m0 θα είναι ίσο με H̃m0. ’ρα, η

αξία του Αμερικανικού συμβολαίου τη χρονική στιγμή

m0− 1 θα πρέπει να είναι το μέγιστο των δυο προηγο-

ύμενων αριθμών προκειμένου ο πωλητής να είναι κα-

λυμμένος σε οποιαδήποτε περίπτωση. Συνεχίζοντας με

την ίδια λογική κατασκευάστηκε η ακολουθία H̃m και

επομένως και η Hm.

Στόχος μας είναι να κατασκευάσουμε ένα χαρτο-

φυλάκιο του οποίου η αξία να είναι πάντα μεγαλύτερη

ή ίση από την απολαβή, δηλαδή Vm ≥ Xm. Η κανο-

νικοποιημένη τιμή του χαρτοφυλακίου όμως είναι mar-
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tingale κάτω από το μέτρο Q. Αν η X̃m ήταν επίσης

martingale (το οποίο δεν ισχύει εν γένει) θα φτιάχνα-

με ένα χαρτοφυλάκιο τ.ω. Ṽm = X̃m. Χρησιμοποι-

ώντας την ανάλυση κατά Doob-Meyer θα μπορούσαμε

να την αναλύσουμε (αφού είναι προσαρμοσμένη) σε μια

martingale και μια προβλέψιμη στοχαστική διαδικασία.

΄Επειτα θα αντισταθμίζαμε το martingale κομμάτι της

X̃m αλλά δεν θα μπορούσαμε να πούμε αν αυτό το

κομμάτι είναι μεγαλύτερο ή ίσο από την κανονικοποι-

ημένη τιμή της απολαβής. Αυτό θα συνέβαινε μόνο

αν η X̃m ήταν Q-super-martingale. Για το λόγο αυ-

τό κατασκευάστηκε η ακολουθία H̃m που είναι η μι-

κρότερη Q-super-martingale μεγαλύτερη ή ίση της α-

πολαβής. Οποιαδήποτε Q-super-martingale μεγαλύτε-

ρη ή ίση της απολαβής θα ταίριαζε για το λόγο που

την χρειαζόμαστε αλλά ψάχνουμε τη μικρότερη δυνατή

(που αποδείξαμε ότι είναι η H̃m) προκειμένου να υπο-

λογίσουμε τη φθηνότερη δυνατή αξία του συμβολαίου.

Είχαμε δείξει ότι η ακολουθία H̃m, m = n, ..., N είναι
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Q-super-martingale επομένως αναλύεται μοναδικά

H̃m =Mm + Am, m = n, ..., N

όπου Mm είναι martingale και Am είναι φθίνουσα και

προβλέψιμη στοχαστική διαδικασία με An = 0 (δηλαδή

Am ≤ 0 και επομένως Mm ≥ H̃m ≥ X̃m).

Η αγορά μας είναι πλήρης οπότε μπορούμε να βρούμε

στρατηγική επένδυσης (a, b) ∈ A τ.ω. να αντισταθ-
μίζει ένα Ευρωπαϊκό δικαίωμα με απολαβήMN , δηλα-

δή Ṽ
(a,b)
N = MN (αυτό το μέρος της απόδειξης είναι

σημαντικό διότι εφαρμόζεται στις ασκήσεις).

Αφού είναι martingales θα έχουμε ότι Ṽ
(a,b)
m =

Mm ≥ H̃m (διότι Am ≤ 0 αφού An = 0 και Am

φθίνουσα). Επομένως, (a, b) ∈ A+,n
X και επίσης Vn =

Mn = Hn.

Θα δείξουμε τώρα ότι (a, b) ∈ A−,n
X . Ορίζουμε

vn(ω) = min{k ≥ n|H̃k(ω) = X̃k(ω)}, ω ∈ Ω.

Θυμηθείτε ότι H̃N = X̃N άρα n ≤ vn ≤ N .

΄Ομως,

{vn = m} = {H̃n > X̃n} ∩ ...{H̃m−1 > X̃m−1} ∩ {H̃m = X̃m} ∈ Fm,
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άρα στην πραγματικότητα είναι μια στρατηγική εξάσκη-

σης.

Η Mm όμως ορίζεται ως εξής,

Mm = H̃m +

m−1∑
k=n

(H̃k − EQ(H̃k+1|Fk))

Σε αυτό το σημείο πρέπει να παρατηρήσουμε το ε-

ξής το οποίο θα χρησιμοποιήσουμε και αργότερα. Μέχρι

τη χρονική στιγμή vn − 1 έχουμε ότι

H̃k = EQ(H̃k+1|Fk),

αφού EQ(H̃m+1|Fm) ≥ X̃m γιαm ≤ vn−1 (θυμηθείτε

τον ορισμό της H̃m) (χωρίς να σημαίνει ότι ο κάτοχος

του συμβολαίου εξασκεί στο χρόνο vn κατά ανάγκη

ή ότι δεν έχει ακόμη εξασκήσει το δικαίωμα) το οποίο

σημαίνει ότι (δες την παραπάνω σχέση που ικανοποιεί η

Mm) H̃m = Mm. Επομένως και H̃vn = Mvn. Δηλαδή

και Ṽvn =Mvn = H̃vn = X̃vn και άρα (a, b) ∈ A−,n
X .

Χρησιμοποιώντας την Πρόταση 323 έχουμε ότι

V (a,b)
n = sup

v∈Tn
EQ(X̃v|Fn)

427



΄Ομως

EQ(X̃vn|Fn) = EQ(H̃vn|Fn) = EQ(Mvn|Fn) = EQ(Ṽvn|Fn) = Vn,

όπου στην τελευταία ισότητα χρησιμοποιήσαμε το θε-

ώρημα επιλεκτικής στάσης.

12.6.2 Αποτελέσματα για Βέλτιστες Στρατηγικές

Λήμμα 328 Για κάθε στρατηγική εξάσκησης v έχουμε

EQ(X̃v) ≤ H0.

Η στρατηγική εξάσκησης θα είναι βέλτιστη ανν

EQ(X̃v) = H0.

Απόδειξη. Προφανώς για κάθε στρατηγική εξάσκη-
σης v έχουμε Xv ≤ Hv και άρα EQ(X̃v) ≤ EQ(H̃v) =

EQ(H̃N∧v). Επειδή η H̃n είναι super-martingale το ίδιο

είναι και η σταματημένη H̃N∧v, άρα EQ(H̃N∧v) ≤ H0.

Μένει να δείξουμε ότι υπάρχει τουλάχιστον μια στρα-

τηγική εξάσκησης τ.ω. EQ(X̃v) = H0. Ας υποθέσου-

με ότι υπάρχει μια στρατηγική εξάσκησης v τ.ω.
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• X̃v = H̃v,

• H̃v∧n είναι Q-martingale.

Προφανώς τότε,

EQ(X̃v) = EQ(H̃v) = EQ(H̃v∧n) = H0.

Πράγματι, αφού v ≤ N τότε EQ(H̃v) = EQ(H̃v∧N) =

EQ(H̃v∧n) διότι η H̃v∧n υποθέσαμε ότι είναι martin-

gale.

Θα δείξουμε παρακάτω ότι υπάρχουν δυο τέτοιες

στρατηγικές εξάσκησης. Συμβολίζουμε μεEn =
1

1+rE
Q(Hn+1|Fn)

και θέτοντας EN = −1 έχουμε Hn = max{Xn, En}.
Ορίζουμε τις παρακάτω στρατηγικές εξάσκησης

vmin = min{n|Xn ≥ En},
vmax = min{n|Xn > En}.

Θα δείξουμε ότι αυτές ικανοποιούν τις δυο προϋπο-

θέσεις παραπάνω και επομένως είναι βέλτιστες.

΄Εχουμε λοιπόν,

Hvmin
= max{Xvmin

, Evmin
} = Xvmin

,

Hvmax = max{Xvmax, Evmax} = Xvmax
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και άρα ικανοποιείται η πρώτη προϋπόθεση.

Από την ανάλυση κατά Doob της H̃n έχουμε ότι

An = −
n−1∑
k=0

(H̃k − Ẽk), n ≤ N.

Επίσης, έχουμε ότι Hn = En για n ≤ vmax−1 (αφού

μέχρι τον vmax− 1 έχουμε ότι H̃n > X̃n) δηλαδή και

An = 0 (το οποίο προκύπτει από την προηγούμενη

σχέση για την An) για n ≤ vmax ενώ An < 0 για

n ≥ vmax+1. ’ρα H̃n =Mn για n ≤ vmax (σημαντικό

το μέρος αυτό γιατί χρησιμοποιείται στις ασκήσεις).

Επομένως

H̃vmax∧n =Mvmax∧n, H̃vmin∧n =Mvmin∧n.

Οι στοχαστικές διαδικασίες λοιπόν H̃vmax∧n, H̃vmin∧n
είναι martingales κάτω από το μέτρο Q, δηλαδή ικα-

νοποιείται και η δεύτερη ιδιότητα. Αποδείξαμε λοι-

πόν ότι υπάρχει τουλάχιστον μια βέλτιστη στρατηγι-

κή εξάσκησης και με αυτό έχουμε δείξει ότι η σχέση

EQ(X̃v) = H0 είναι και αναγκαία.
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Πρόταση 329 Αν η v είναι βέλτιστη για το X τότε

vmin ≤ v ≤ vmax.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι

P (v < vmin) > 0 το οποίο σημαίνει ότι P (X̃v < H̃v) > 0.

Θα δείξουμε ότι η v δεν μπορεί να είναι βέλτιστη κάτω

από αυτή την υπόθεση.

Αφού τα P,Q είναι ισοδύναμα έχουμε επίσης ότι

Q(X̃v < H̃v) > 0 και επομένως EQ(X̃v) < EQ(H̃v),

δηλαδή δεν μπορεί να είναι βέλτιστη.

Τέλος, ας υποθέσουμε ότι P (v > vmax) > 0. Θα

δείξουμε ότι κάτω από αυτή την υπόθεση δεν μπορεί η

v να είναι βέλτιστη. Αφού Av < 0 για v ≥ vmax + 1

έχουμε ότι και EQ(Av) < 0 άρα

EQ(H̃v) = EQ(Mv) + EQ(Av) < EQ(Mv) =M0 = H0,

όπου στην προτελευταία εξίσωση χρησιμοποιήσαμε το

θεώρημα επιλεκτικής στάσης.
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12.6.3 Αντισταθμιστικές στρατηγικές επένδυσης

΄Εχουμε δει ότι για τα Αμερικανικά συμβόλαια κατα-

σκευάζουμε στρατηγικές επένδυσης για την martin-

gale Mn. Αν λοιπόν έχουμε ένα Αμερικανικό συμ-

βόλαιο του τύπου Xn = f (Sn) τότε προκύπτει ότι και

H̃n = g(Sn).

΄Εστω ότι θέλουμε να υπολογίσουμε την

EQ(g(Sn+1)|Fn).

Εφόσον έχουμε υποθέσει ότι Sn+1 = uSn ή Sn+1 =

dSn με πιθανότητα q και 1 − q αντίστοιχα τότε προ-

κύπτει ότι

EQ(g(Sn+1)|Fn)

= EQ(g(uSn)I{1+mn+1=u}|Fn) + EQ(g(dSn)I{1+mn+1=d}|Fn)

= g(uSn)EQ(I{1+mn+1=u}|Fn) + g(dSn)EQ(I{1+mn+1=d}|Fn)

= qg(uSn) + (1− q)g(dSn)

Χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι οι g(uSn) και g(dSn)

είναι Fn - μετρήσιμες. Επειδή οι m1, ...,mn+1 είναι

ανεξάρτητες κάτω από το μέτρο Q τότε και τα εν-
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δεχόμενα {1 + mn+1 = u} και {1 + mn+1 = d} ε-
ίναι ανεξάρτητα από οποιοδήποτε ενδεχόμενο της Fn.

Αυτό σημαίνει ότι οι σ-άλγεβρες που παράγουν οι δε-

ίκτριες I{1+mn+1=d} και I{1+mn+1=u} (οι οποίες είναι

{Ω, ∅, A,Ac} όπου A = {1 + mn+1 = u} για τη μια
δείκτρια ενώ για την άλλη είναι το {1 +mn+1 = d})
είναι ανεξάρτητες με την Fn. Τελικά, οι δείκτριες

I{1+mn+1=d} και I{1+mn+1=u} είναι ανεξάρτητες της Fn

και έτσι εξαφανίζεται η δέσμευση από τις δεσμευμένες

μέσες τιμές.

Χρησιμοποιώντας τα παραπάνω μπορούμε να υπο-

λογίσουμε την Hn, ξεκινώντας από HN = XN =

f (SN) και έπειτα

EN−1 =
1

1 + r
EQ(HN |FN−1)

=
1

1 + r
(qf (uSN−1) + (1− q)f (dSN−1))

και τέλος HN−1 = max{XN−1, EN−1}. Συνεχίζουμε
και αναδρομικά υπολογίζουμε όλες τις τιμές Hn.

Ας θυμηθούμε ότι για τα Αμερικανικά δικαιώματα
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πρέπει να κατασκευάσουμε αντισταθμιστικές στρατη-

γικές για την Mn επομένως πρέπει να υπολογισθούν

οι τιμές της Mn. Αντί αυτού όμως θα χρησιμοποι-

ήσουμε τις τιμές Hn που έχουμε υπολογίσει μέχρι το

χρόνο vmax διότι Mn = H̃n. Αν δεν εξασκηθεί το δι-

καίωμα μέχρι εκείνη τη χρονική στιγμή τότε πρέπει να

χρησιμοποιήσουμε τις τιμές Mn για n > vmax.

’ρα λοιπόν, όπως και στα Ευρωπαϊκά δικαιώματα,

(και μέχρι το χρόνο vmax) θα χρησιμοποιήσουμε τις

σχέσεις

a1uS0 + b1(1 + r) = H1,1 = H1(uS0),

a1dS0 + b1(1 + r) = H1,0 = H1(dS0),

και λύνοντας θα πάρουμε τις τιμές (a1, b1). Συνεχίζου-

με για n = 2 κτλ.

Για να υπολογίσουμε τις τιμές της Mn θα χρησι-

μοποιήσουμε τον αναδρομικό τύπο (δες απόδειξη θεω-

ρήματος 324)

M0 = H0,

Mn+1 = Mn + H̃n+1 − Ẽn.
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Σημειώστε ότι η τιμή της Mn+1 χρειάζεται την προη-

γούμενη και επομένως εξαρτάται από το συγκεκριμένο

μονοπάτι που έχει ακολουθήσει η μετοχή. Για πα-

ράδειγμα,

Mu
1 = M0 + H̃u

1 − Ẽ0,

Md
1 = M0 + H̃d

1 − Ẽ0,

Mud
2 = Mu

1 + H̃ud
2 − Ẽu

1 ,

Mdu
2 = Md

1 + H̃du
2 − Ẽd

1

Οι τιμές H̃ud
2 , H̃

du
2 είναι ίσες και το ίδιο ισχύει για τις

Ẽud
2 , Ẽ

du
2 .

Για να υπολογίσουμε την αντισταθμιστική στρατη-

γική χωρίς να μας ενδιαφέρει ο χρόνος vmax θα λύσου-

με τις εξισώσεις,

a1uS0 + b1(1 + r) = Mu
1 (1 + r),

a1dS0 + b1(1 + r) = Md
1 (1 + r),

και λύνοντας θα πάρουμε τις τιμές (a1, b1). Συνεχίζου-

με για n = 2 κτλ. Αυτό σημαίνει (απλώς) ότι θα

κάνουμε επιπλέον υπολογισμούς για να βρούμε τις τι-
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μές της Mn διότι γνωρίζουμε ότι μέχρι το χρόνο vmax
είναι ίσες με τις τιμές της H̃n.

Τέλος, ένα γενικό σχόλιο. Μπορούμε να δούμε

ότι η κατασκευή της Hn (και η επεξήγηση της κατα-

σκευής αυτής) μπορεί να γίνει εμπειρικά (δες απόδει-

ξη θεωρήματος 327) αλλά το ίδιο δεν μπορεί να γίνει

με την κατασκευή της αντισταθμιστικής στρατηγικής.

Αυτό συμβαίνει διότι στηρίζεται στο θεώρημα 324 (Α-

νάλυση Doob) και στην απόδειξή του. Επομένως είναι

απίθανο κάποιος να την κατασκευάσει και να εξηγήσει

την κατασκευή αυτή εμπειρικά, χωρίς να χρησιμοποι-

ήσει το θεώρημα 324 και έπειτα βέβαια το θεώρημα

327. Χωρίς τη γνώση αυτών των θεωρημάτων (και μα-

θηματικών εργαλείων) το μόνο που μπορεί κάποιος να

κάνει είναι τους υπολογισμούς (αν του έχουν δοθεί οι

αντίστοιχες φόρμουλες) και μάλιστα χωρίς να γνωρίζει

γιατί ισχύουν αυτές οι φόρμουλες. ΄Ομως για αυτήν τη

δουλειά οι υπολογιστές (και το κατάλληλο λογισμικό)

μάλλον κάνουν καλύτερη δουλειά.
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12.7 Σχέση μεταξύ Αμερικανικών και Ευρωπα-

ϊκών δικαιωμάτων

Σε αυτή την ενότητα θα δούμε κάτω από ποιες προ-

ϋποθέσεις το Αμερικανικό δικαίωμα (Hn) είναι ίσο με

το αντίστοιχο Ευρωπαϊκό (HE
n ).

Πρόταση 330 Γενικά έχουμε ότι

Hn ≥ HE
n , n = 0, ..., N.

Επιπλέον, αν HE
n ≥ Xn τότε Hn = HE

n .

Απόδειξη. Ισχύει ότι

H̃n ≥ EQ(H̃N |Fn) = EQ(X̃N |Fn) = H̃E
n .

Η πρώτη ανισότητα ισχύει επειδή η H̃n είναι super-

martingale ως προς το Q. Αν υποθέσουμε τώρα ότι

HE
n ≥ Xn τότε αφού η H̃

E
n είναιmartingale και άρα και

super-martingale αναγκαστικά θα ισχύει ότι H̃E
n ≥ H̃n

διότι η H̃n είναι η μικρότερη super-martingale που είναι

μεγαλύτερη της X̃n. Τελικά θα έχουμε Hn = HE
n .
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Πρόταση 331 Στην περίπτωση πουXn = (Sn−K)+

έχουμε ότι HE
n ≥ (Sn −K)+ και άρα Hn = HE

n .

Απόδειξη. Ισχύουν τα παρακάτω

H̃E
n =

1

BN
EQ
(
(SN −K)+|Fn

)
≥ 1

BN
EQ(SN −K|Fn) = S̃n −

K

BN
.

’ρα,

HE
n ≥ Sn −K

Bn

BN
≥ Sn −K,

και αφούHE
n ≥ 0 έχουμε τελικά ότιHE

n ≥ (Sn−K)+.

Χρησιμοποιώντας την προηγούμενη πρόταση παίρνου-

με το ζητούμενο.

Πρόταση 332 Αν η X̃n είναι Q sub-martingale τότε

Hn = HE
n .
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Απόδειξη. Για κάθε v ∈ Tn έχουμε

EQ(X̃v|Fn) =

N∑
k=n

EQ
(
I{v=k}X̃k|Fn

)
≤

N∑
k=n

EQ
(
I{v=k}EQ(X̃N |Fk)|Fn

)
=

N∑
k=n

EQ
(
EQ(I{v=k}X̃N |Fk)|Fn

)
=

N∑
k=n

EQ
(
I{v=k}X̃N |Fn

)
= EQ(X̃N |Fn).

Τελικά θα έχουμε

H̃n = max
v∈Tn

EQ(X̃v|Fn) ≤ EQ(X̃N |Fn) = H̃E
n .

Πρόταση 333 Αν X̃n = g(S̃n) όπου g είναι μια κυρ-

τή συνάρτηση τότε η X̃ είναι Q sub-martingale. Αν

r = 0 τότε και το συμβόλαιο πώλησης συμπίπτει με το

αντίστοιχο Ευρωπαϊκό.
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Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας την ανισότητα Jensen

προκύπτει ότι

EQ(X̃n+1|Fn) = EQ
(
g(S̃n+1)|Fn

)
≥ g

(
EQ(S̃n+1|Fn)

)
= g(S̃n) = X̃n.

Αν r = 0 τότε η απολαβή ενός Αμερικανικού δικαιώμα-

τος πώλησης είναι της μορφής Xn = X̃n = g(S̃n) =

g(Sn) = (K − Sn)
+
όπου η g(x) = (K − x)+ είναι

κυρτή.

Πρόταση 334 Αν r ≥ 0 και αν Xn = g(Sn) όπου g

είναι μια κυρτή συνάρτηση τ.ω. g(0) = 0 τότε η X̃

είναι Q sub-martingale και άρα Hn = HE
n .

Απόδειξη. Εφόσον η g είναι κυρτή μπορούμε να δε-
ίξουμε ότι

g(ax) ≤ ag(x), x ∈ R, a ∈ (0, 1).

Επειδή η S̃n είναι martingale κάτω από το μέτρο Q
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έχουμε ότι

Sn =
1

1 + r
EQ(Sn+1|Fn) ⇒

Xn = g(Sn) = g

(
1

1 + r
EQ(Sn+1|Fn)

)
≤ 1

1 + r
g
(
EQ(Sn+1|Fn)

)
≤ 1

1 + r
EQ(g(Sn+1)|Fn)

=
1

1 + r
EQ(Xn+1|Fn).

Παρατήρηση 335 Σε όλα τα προηγούμενα θεωρήματα
(που δείξαμε ότι το Αμερικανικό δικαίωμα συμπίπτει

με το Ευρωπαϊκό) προκύπτει ότι ο χρόνος N είναι μια

βέλτιστη στρατηγική εξάσκησης διότι

HE
0 = EQ(X̃N) = H0 = max

v
EQ(X̃v).

Θεωρείστε ένα Αμερικανικό συμβόλαιο αγοράς στο ο-

ποίο η αξία της μετοχής αυξάνεται συνεχώς μέχρι κάποιο
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χρόνο n0 και έπειτα μειώνεται μέχρι τη λήξη του συμ-

βολαίου. Ο χρόνος που θα πρέπει να εξασκήσει ο αγο-

ραστής (για να έχει κέρδος) είναι προφανώς ο n0, ενώ

αν εξασκήσει στο χρόνο N θα χάσει χρήματα. Παρόλα

αυτά ο N παραμένει βέλτιστη στρατηγική εξάσκησης.

Η έννοια της βέλτιστης στρατηγικής εξάσκησης έχει

περισσότερο μια μαθηματική χρησιμότητα παρά την

έννοια του καταλληλότερου χρόνου για να εξασκήσει

ο αγοραστής. Αφού ο N είναι μια βέλτιστη στρατη-

γική εξάσκησης τότε N ≤ vmax (δες Πρόταση 335)

και όπως έχουμε δείξει μέχρι το χρόνο vmax έχουμε ότι

H̃n = Mn. Επομένως μέχρι το τέλος του συμβολα-

ίου και προκειμένου να υπολογίσουμε την αντισταθμι-

στική στρατηγική δεν θα χρειαστεί να υπολογίσουμε

καθόλου τις τιμές της Mn αλλά μόνο της H̃n και θα

αντισταθμίσουμε αυτές. Αυτή είναι μια χρησιμότητα

της βέλτιστης στρατηγικής εξάσκησης. Παρατηρήστε

ότι αν vmax < N τότε θα χρειαστεί να υπολογίσουμε

τις τιμές τηςMn για n > vmax, προκειμένου να υπολο-

γίσουμε την αντισταθμιστική στρατηγική, της οποίας

προαπαιτείται ο υπολογισμός των τιμών της H̃n.
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Στην πράξη, αν στην αγορά μας επιτρέπεται το να

πουλήσεις ανοιχτά μια μετοχή (και σε ποιο βαθμό),

μπορεί να δείξει κάποιος ότι δεν συμφέρει τον κάτοχο

ενός Αμερικανικού συμβολαίου αγοράς (σε μια υποκε-

ίμενη μετοχή χωρίς μερίσματα) να το εξασκήσει πριν

τη λήξη του. Αυτό δεν πρέπει όμως να συγχέεται με

τη βέλτιστη στρατηγική εξάσκησης (που τυχαίνει να

είναι ο χρόνος N) διότι είναι ανεξάρτητη από τη δυνα-

τότητα ή όχι του επενδυτή να πουλήσει ανοιχτά (και

σε ποιο βαθμό) την υποκείμενη μετοχή. Δηλαδή σε

μια αγορά που δεν υπάρχει η δυνατότητα να πουλήσεις

ανοιχτά την υποκείμενη μετοχή, η βέλτιστη στρατηγι-

κή εξάσκησης ενός Αμερικανικού δικαιώματος αγοράς

παραμένει ο χρόνος N .

Ας υποθέσουμε ότι ο κάτοχος του συμβολαίου είναι

τυχερός (ή γνωρίζει το μέλλον) και πάντοτε εξασκεί

την κατάλληλη χρονική στιγμή που του αποφέρει με-

γαλύτερο κέρδος. Ο πωλητής, αν έχει ακολουθήσει τη

στρατηγική επένδυσης που περιγράψαμε θα έχει πάντο-

τε στο χαρτοφυλάκιό του ποσό ίσο ή μεγαλύτερο α-

πό την απολαβή που πρέπει να δώσει στον αγοραστή
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(Vn ≥ Xn). Για να γίνει αυτό θα πρέπει να αντισταθ-

μίζει, όπως είδαμε στη θεωρία, την Mn και να υπολο-

γίζει όλες τις πιθανές τιμές της. Απλά, μέχρι το χρόνο

vmax οι τιμές της H̃n και της Mn συμπίπτουν.

Στην πράξη, ο πωλητής αν χρησιμοποιήσει το πα-

ραπάνω μοντέλο πρέπει την ημέρα της πώλησης να

έχει εκτιμήσει τις παραμέτρους u, d οι οποίες όμως αλ-

λάζουν με την πάροδο του χρόνου. Αυτό σημαίνει ότι

κατά τη διάρκεια του συμβολαίου μπορεί να αλλάξουν

δραματικά με αποτέλεσμα να χάσει ή να κερδίσει αρκετά

χρήματα. Δηλαδή, στην πραγματικότητα, ο πωλητής

ελπίζει οι εκτιμήσεις του για τα u, d, r να κινηθούν στα

πλαίσια που είχε αρχικά εκτιμήσει (ή και σε ακόμη ευ-

νοϊκότερα για αυτόν).

΄Οσον αφορά τον αγοραστή μια λογική στρατηγι-

κή που μπορεί να ακολουθήσει είναι να εξασκήσει το

δικαίωμα όποτε συμβαίνει το εξής,

Xn > H0(1 + r)n.

Δηλαδή, η απολαβή του να είναι μεγαλύτερη από το αν

έβαζε το ποσό, που πλήρωσε για την αγορά του συμβο-
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λαίου, στην τράπεζα.

12.8 Πρακτικά Παραδείγματα και Ασκήσεις

Ας συνοψίσουμε τα αποτελέσματα για πρακτικούς λόγους.

Πρώτα υπολογίζουμε την q = 1+r−d
u−d . Η αξία του Αμε-

ρικανικού συμβολαίου θα δίνεται από την ακολουθία

Hn =

{
XN , n = N,

max{Xn, En}, n = 0, ..., N − 1,

όπου

En =

{
−1, n = N,
1

1+rE
Q(Hn+1|Fn), n = 0, ..., N − 1.

Θυμηθείτε ότι

EQ(Hn+1|Fn) = qHu
n+1 + (1− q)Hd

n+1.

Οι βέλτιστες στρατηγικές θα δίνονται από

vmin = min{n|Xn ≥ En},
vmax = min{n|Xn > En}.

Ορίσαμε την EN = −1 προκειμένου να ισχύει ότι

vmin, vmax ≤ N .
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Τέλος, πρέπει να υπολογίσουμε την αντισταθμιστι-

κή στρατηγική. Ας θυμηθούμε ότι την υπολογίζου-

με για να αντισταθμίσουμε την Mn, δηλαδή πρέπει να

φτιάξουμε χαρτοφυλάκιο τ.ω. η κανονικοποιημένη α-

ξία του να είναι ίση με Mn (Ṽn = Mn). Μέχρι το

χρόνο vmax ισχύει ότι Mn = H̃n, δηλαδή για να υπο-

λογίσουμε τη στρατηγική αντιστάθμισης θα λύσουμε

τις εξισώσεις

anSn + bnBn = Hn (ή αλλιώς anS̃n + bn = H̃n).

Σε ένα διωνυμικό μοντέλο θα έχουμε δυο εξισώσεις με

δυο αγνώστους διότι έχουμε δυο πιθανές τιμές Sn =

(u ή d)Sn−1.

Για να υπολογίσουμε τις τιμές της Mn θα χρησι-

μοποιήσουμε τον αναδρομικό τύπο (δες απόδειξη θεω-

ρήματος 330)

M0 = H0,

Mn+1 = Mn + H̃n+1 − Ẽn.

Σημειώστε ότι η τιμή της Mn+1 χρειάζεται την προη-

γούμενη και επομένως εξαρτάται από το συγκεκριμένο
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μονοπάτι που έχει ακολουθήσει η μετοχή. Για πα-

ράδειγμα,

Mu
1 = M0 + H̃u

1 − Ẽ0,

Md
1 = M0 + H̃d

1 − Ẽ0,

Mud
2 = Mu

1 + H̃ud
2 − Ẽu

1 ,

Mdu
2 = Md

1 + H̃du
2 − Ẽd

1

Οι τιμές H̃ud
2 , H̃

du
2 είναι ίσες και το ίδιο ισχύει για τις

Ẽud
2 , Ẽ

du
2 . Σημειώστε ότι H̃n =

Hn
Bn
.

Για να υπολογίσουμε την αντισταθμιστική στρατη-

γική χωρίς να μας ενδιαφέρει ο χρόνος vmax θα λύσου-

με τις εξισώσεις,

a1uS0 + b1(1 + r) = Mu
1 (1 + r),

a1dS0 + b1(1 + r) = Md
1 (1 + r),

και λύνοντας θα πάρουμε τις τιμές (a1, b1). Συνεχίζου-

με για n = 2 κτλ.

Παράδειγμα 336 ΄Εστω ότι βρισκόμαστε σε ένα διω-
νυμικό μοντέλο τριών περιόδων (N = 3). Θεωρήστε

ένα Αμερικανικό δικαίωμα πώλησης με απολαβή Xn =
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(K − Sn)
+
. Τα δεδομένα μας είναι u = 2, d = 1/2,

S0 = 1, K = 1/2 και r ∈ (0, 1). Θα υπολογίσουμε τις

τιμές της στοχαστικής διαδικασίας Hn, τις βέλτιστες

στρατηγικές (ελάχιστη και μέγιστη), τη στρατηγική

αντιστάθμισης καθώς και τις τιμές της στοχαστικής

διαδικασίας Mn.

΄Οπως είδαμε στη θεωρία το μοντέλο δεν περιέχει

ευκαιρίες σίγουρου κέρδους και είναι πλήρης ανν d <

1 + r < u το οποίο σημαίνει ότι −1/2 < r < 1 κάτι το

οποίο ισχύει.

Αρχικά, υπολογίζουμε το ισοδύναμο μέτρο martin-

gale, δηλαδή

Q(1 +mn = u) =
1 + r − d

u− d
=

1

3
(1 + 2r),

Q(1 +mn = d) =
2

3
(1− r).

Μετά κατασκευάζουμε το δένδρο όλων των πιθανών

τιμών της μετοχής καθώς και των πιθανών τιμών της

απολαβής Xn,k και έπειτα υπολογίζουμε τις τιμές Hn,k.
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΄Εχουμε

H3,3 = X3,3 = (1/2− 8)+ = 0,

H3,2 = X3,2 = (1/2− 2)+ = 0,

H3,1 = X3,1 = (1/2− 1/2)+ = 0,

H3,0 = X3,0 = (1/2− 1/8)+ = 3/8.

Επίσης,

E2,2 =
1

1 + r
(qH3,3 + (1− q)H3,2) = 0 = E2,1,

E2,0 =
3

8(1 + r)
(1− q) =

1

4
(
1− r

1 + r
).

΄Ετσι λοιπόν

H2,0 = max{X2,0, E2,0} = 1/4,

H2,1 = H2,2 = 0.

Στο χρόνο n = 1 έχουμε X1,1 = E1,1 = H1,1 = 0

και

E1,0 =
1

1 + r
(qH2,1 + (1− q)H2,0) =

1

6
(
1− r

1 + r
).

’ρα και H1,0 = E1,0.
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Τέλος, έχουμε

H0,0 = E0,0 =
1

1 + r
(qH1,1 + (1− q)H1,0) =

1

9
(
1− r

1 + r
)2.

Οι βέλτιστες στρατηγικές εξάσκησης δίνονται από

vmin =

{
1, στο ενδεχόμενο {S1 = S1,1}
2, στο ενδεχόμενο {S1 = S1,0}

και

vmax =

{
2, στο ενδεχόμενο {S2 = S2,0}
3, στο ενδεχόμενο {S2 ̸= S2,0}

Υπολογίστε τις τιμές τηςMn αφού ανακαλέσετε τις

σχέσεις,

M0 = H0, Mn+1 =Mn + H̃n+1 − Ẽn.

Δηλαδή αν θέλουμε να υπολογίσουμε τιςMud,Mdu
θα

έχουμε,

Mud
2 = Mu

1 + H̃ud
2 − Ẽu

1

Mdu
2 = Md

1 + H̃du
2 − Ẽu

1 .

΄Οταν γράφουμε H̃ud
2 εννοούμε την τιμή

H2,1

(1+r)2
διότι

βρισκόμαστε στον n = 2 και άρα B2 = (1 + r)2. Πα-
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ρόμοια για την Ẽ1. Σημειώστε ότι πρέπει να υπολογι-

στούν ξεχωριστά οι περιπτώσεις Mdud
3 ,Mddu

3 διότι, εν

γένει, είναι διαφορετικές ποσότητες παρόλο που οι τι-

μές των μετοχών καταλήγουν στο ίδιο σημείο διότι οι

τιμές της Mn εξαρτώνται από το παρελθόν. Δείξτε ότι

πράγματι, Mn = H̃n για n ≤ vmax.

Μένει να υπολογίσουμε την αντισταθμιστική στρα-

τηγική. Ξεκινώντας, θα υπολογίσουμε τις a1, b1 από

τις σχέσεις

a1S1,1 + b1(1 + r) = H1,1,

a1S1,0 + b1(1 + r) = H1,0

και αντικαθιστώντας προκύπτει ότι a1 = −1
4(

1−r
1+r), b1 =

4r2−17r+13
36(1+r)2

. Υπολογίστε τις υπόλοιπες.

Υποθέστε ότι ο κάτοχος του συμβολαίου κινείται στην

τροχιά όπου η τιμή της μετοχής πέφτει διαρκώς και υ-

ποθέστε ότι γνωρίζει το μέλλον. Ποιος είναι ο χρόνος

που θα εξασκήσει το δικαίωμα; Τι σχέση έχει με τον

vmax; Ποια είναι η στρατηγική επένδυσης σε αυτή την

περίπτωση;
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Ασκηση 337 Θεωρείστε ένα Αμερικανικό δικαίωμα με
απολαβή

Xn = min
{
max{Sn, K1}, K2

}
.

Τα δεδομένα μας είναι u = 2, d = 1/2, S0 = 1,

K1 = 1, K2 = 2, r = 1/2, N = 2. Να υπολογίσε-

τε την αξία του συμβολαίου, τις βέλτιστες στρατηγικές

(ελάχιστη και μέγιστη) και τη στρατηγική αντιστάθ-

μισης. Τέλος, περιγράψτε την περίπτωση όπου ο κάτο-

χος του δικαιώματος εξασκήσει το δικαίωμα τη χρονική

στιγμή n = 2.

Λύση Υπολογίζουμε το q = 1+r−d
u−d = 2

3. Στη

λήξη του συμβολαίου η αξία του συμβολαίου θα πρέπει

να είναι ίση με την απολαβή (θεωρητικά, αν το αγόραζε

εκείνη τη στιγμή θα έπρεπε να το εξασκήσει αμέσως.

Επομένως, η αξία του πρέπει να είναι ίση με την απο-

λαβή). Δηλαδή έχουμε

Huu
2 = Xuu

2 = 2, Hud
2 = Xud

2 = 1, Hdd
2 = Xdd

2 = 1.
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΄Επειτα υπολογίζουμε τις τιμές των En.

Eu
1 =

1

1 + r
(qHuu

2 + (1− q)Hud
2 ) = 10/9.

Ed
1 = 2/3.

Για τον υπολογισμό της αξίας του συμβολαίου τη χρο-

νική στιγμή n = 1 (προκειμένου να είναι καλυμμένος

ο αγοραστής) πρέπει να ληφθεί υπόψη το ενδεχόμενο

να εξασκήσει τη χρονική στιγμή n = 1 αλλά και το εν-

δεχόμενο να μην εξασκήσει εκείνη τη χρονική στιγμή.

Στο πρώτο ενδεχόμενο η αξία του συμβολαίου πρέπει

να είναι ίση με την απολαβή ενώ στο δεύτερο πρέπει

να είναι ίση με το ποσό που χρειάζεται ο πωλητής για

να αντισταθμίσει το δικαίωμα στο μέλλον. Επομένως,

προκύπτει ότι

Hu
1 = max{Xu

1 , E
u
1} = 2,

Hd
1 = max{Xd

1 , E
d
1} = 1.

Παρόμοια προκύπτει ότι H0 = 10/9. Στη συνέχεια

πρέπει να υπολογίσουμε την αντισταθμιστική στρατη-

γική. Αν δεν θέλουμε να χρησιμοποιήσουμε το χρόνο
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στάσης vmax (μέχρι τον οποίο οι τιμές των H̃n,Mn συ-

μπίπτουν) θα πρέπει να υπολογίσουμε από την αρχή τις

τιμές της Mn από τον αναδρομικό τύπο,

M0 = H0,

Mn+1 = Mn + H̃n+1 − Ẽn.

Δηλαδή, θα έχουμε

Mu
1 = M0 +

Hu
1

1 + r
− E0,

Md
1 = M0 +

Hd
1

1 + r
− E0,

Muu
2 = Mu

1 +
Huu

2

(1 + r)2
− Eu

1

1 + r
,

Mud
2 = Mu

1 +
Hud

2

(1 + r)2
− Eu

1

1 + r
,

Mdu
2 = Md

1 +
Hdu

2

(1 + r)2
− Ed

1

1 + r
,

Mdd
2 = Md

1 +
Hdd

2

(1 + r)2
− Ed

1

1 + r
.

΄Οπως είδαμε στη θεωρία (δες απόδειξη Θεωρήματος
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333) πρέπει να αντισταθμίσουμε την Mn (αντισταθ-

μίζω την Mn σημαίνει ότι κατασκευάζω χαρτοφυλάκιο

η κανονικοποιημένη αξία του οποίου να είναι ίση με την

Mn). Δηλαδή,

a1 · 2 + b1(1 + r) = Mu
1 (1 + r),

a1 · 1/2 + b1(1 + r) = Md
1 (1 + r).

Δηλαδή την ημέρα της πώλησης του συμβολαίου ο πω-

λητής πρέπει να κατασκευάσει ένα χαρτοφυλάκιο (με

a1 το πλήθος μετοχές και b1 χρήματα κατάθεση στην

τράπεζα) έτσι ώστε την επόμενη χρονική περίοδο, δη-

λαδή την n = 1 (η οποία μπορεί να είναι μια μέρα, μια

εβδομάδα, ένα εξάμηνο κτλ.) το χαρτοφυλάκιο του να

αξίζει όσο η τιμή της Mn. Εφόσον έχουμε δεχθεί ότι

εργαζόμαστε σε ένα διωνυμικό μοντέλο οι πιθανές τι-

μές της Mn την επόμενη χρονική στιγμή θα είναι δυο.

΄Ετσι φτιάχνουμε δυο εξισώσεις με δυο αγνώστους.

Αρνητικές τιμές σημαίνουν δανεισμό.

Στη συνέχεια θα αναπροσαρμόσουμε το χαρτοφυ-

λάκιό μας τη χρονική στιγμή n = 1 στην περίπτωση

που δεν εξασκηθεί το συμβόλαιο. Αν η μετοχή έχει
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ανέβει θα πρέπει να λύσουμε τις εξισώσεις,

au2 · 4 + bu2(1 + r)2 = Muu
2 (1 + r)2,

au2 · 1 + bu2(1 + r)2 = Mud
2 (1 + r)2,

ενώ αν έχει κατέβει θα λύσουμε τις εξισώσεις,

ad2 · 4 + bd2(1 + r)2 = Mdu
2 (1 + r)2,

ad2 · 1 + bd2(1 + r)2 = Mdd
2 (1 + r)2.

Μπορούμε να αποφύγουμε τον υπολογισμό τωνM2

σε αυτό το σημείο διότι αυτό που χρειαζόμαστε είναι

να αντισταθμίσουμε την απολαβή τη χρονική στιγμή

n = 2 δηλαδή τις τιμές της X2. Στην περίπτωση που

δεν εξασκηθεί το δικαίωμα τη χρονική στιγμή n = 1

τότε ο πωλητής έχει στο χαρτοφυλάκιό του περισσότε-

ρα χρήματα από ότι χρειάζεται για να αντισταθμίσει το

δικαίωμα τη χρονική στιγμή n = 2. ΄Εχει λοιπόν δυο ε-

πιλογές, είτε να καταναλώσει τα επιπλέον χρήματα από

το χαρτοφυλάκιο και να επενδύσει τα υπόλοιπα (οπότε

σε αυτή την περίπτωση θα λύσει το σύστημα με δεξί

μέλος το X̃2 αντί για M2) είτε να τα επενδύσει όλα

(οπότε σε αυτή την περίπτωση θα λύσει το παραπάνω
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σύστημα).

Υπολογίστε το χρόνο vmax και εκτιμήστε τις πράξεις

που θα εξοικονομούσατε αν χρησιμοποιούσατε το γε-

γονός ότι μέχρι τον vmax οι τιμές των H̃n και Mn συ-

μπίπτουν. Παρακάτω είναι το δένδρο το οποίο έχει τις

τιμές της μετοχής μέσα στους κύκλους, τις απολαβές,

την αξία του συμβολαίου και τη στρατηγική επένδυσης

(υπολογισμένη στο χρόνο n = 2 αντισταθμίζοντας την

X̃2 και όχι την M2).

1

2

1
2

1
4

1

4

E0 = 10
9

X0 = 1

vmax = vmin

Eu
1 = 10

9

Xu
1 = 2

Ed
1 = 2

3

vmax = vmin

Xd
1 = 1

Huu
2 = Xuu

2 = 2

Hud
2 = Xud

2 = 1

Hdd
2 = Xdd

2 = 1

(a1 = 2
3
, b1 = 4

9
)

(au
2 = 1

3
, bu2 = 8

27
)

(ad
2 = 0, bd2 = 4

9
)

΄Οπως βλέπουμε στο παραπάνω δένδρο οι βέλτιστες

στρατηγικές εξάσκησης vmin, vmax συμπίπτουν στον

n = 1. Επομένως, περιμένουμε οι τιμές των Mn, H̃n
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να συμπίπτουν για n = 0, 1.

Ασκηση 338 ΄Ενας επενδυτής θέλει να αγοράσει ένα
Αμερικανικού τύπου συμβόλαιο αλλά δεν έχει αποφα-

σίσει αν θα είναι συμβόλαιο αγοράς ή πώλησης. Θέλει

να το αποφασίσει αυτό τη στιγμή που το εξασκήσει. Θε-

ωρήστε τα συνήθη δεδομένα και υπολογίστε την αξία

του συμβολαίου και την στρατηγική επένδυσης. Υπο-

λογίστε τα ίδια για το αντίστοιχο συμβόλαιο Ευρωπα-

ϊκού τύπου.

13 Μοντέλο Συνεχούς Χρόνου (Black -

Scholes)

Υποθέτουμε ότι βρισκόμαστε σε μια αγορά, στην οποία

διαπραγματευόμαστε μια μόνο μετοχή. Θα εργαστούμε

σε αυτή περίπτωση (μια διάσταση δηλαδή), για να α-

ποφύγουμε μαθηματικές δυσκολίες και να δούμε την

ουσία.

Θεωρούμε ένα χώρο πιθανότητας (Ω,F , P ) με φίλ-
τρο Ft το οποίο παράγεται από την κίνηση Brown. Θα
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δώσουμε το μαθηματικό φορμαλισμό για την περίπτω-

ση των Ευρωπαϊκών δικαιωμάτων. Το μοντέλο που θα

περιγράψουμε ονομάζεται μοντέλο των Black-Scholes

το οποίο είναι μια προσπάθεια να αποτυπωθεί η πραγ-

ματικότητα (πώς κινούνται δηλαδή οι μετοχές). Το

μοντέλο αυτό περιγράφει αρκετά καλά την κίνηση των

μετοχών αλλά όχι ακριβώς. Για το λόγο αυτό έχουν

αναπτυχθεί και άλλα μοντέλα, πιο περίπλοκα. Θα α-

σχοληθούμε με το μοντέλο των Black-Scholes διότι ε-

ίναι απλούστερο και καταλήγει σε εύκολα υπολογίσιμες

ποσότητες.

Ας υποθέσουμε ότι ένας επενδυτής κατασκευάζει

ένα χαρτοφυλάκιο το οποίο αποτελείται από κατάθε-

ση σε λογαριασμό τραπέζης (ή σε ομόλογα) με εξα-

σφαλισμένη απόδοση με ετήσιο επιτόκιο r συνεχούς

ανατοκισμού. Αν υποθέσουμε ότι Bt είναι το ποσό τη

χρονική στιγμή t με B0 = 1 τότε θα έχουμε Bt = ert

όπου t σε πολλαπλάσια του έτους (όχι κατά ανάγκη

ακέραια). Στην περίπτωση που στην επένδυση εξα-

σφαλισμένης απόδοσης εφαρμόζεται περιοδικός ανατο-

κισμός (π.χ. ετήσιο επιτόκιο i μηνιαίου ανατοκισμού)
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τότε είτε θα πρέπει να εργαστούμε χρησιμοποιώντας το

διωνυμικό μοντέλο είτε να υπολογίσουμε το ισοδύνα-

μο ετήσιο επιτόκιο r συνεχούς ανατοκισμού. Στην τε-

λευταία αυτή περίπτωση θα αποκλίνουμε λίγο από την

πραγματικότητα αφού τα τοκιζόμενα ποσά θα είναι ίσα

μόνο σε πολλαπλάσια του μήνα.

Υποθέτουμε επίσης ότι η κίνηση της υποκείμενης

μετοχής ακολουθεί την παρακάτω στοχαστική διαφο-

ρική εξίσωση,

St = S0 +

∫ t

0

mSsds +

∫ t

0

σSsdWs

όπου σ ̸= 0 είναι η λεγόμενη μεταβλητότητα της μετο-

χής. Η λύση της παραπάνω στοχαστικής διαφορικής

εξίσωσης είναι

St = S0e
σWt+(m−σ2/2)t

(δες παράδειγμα 266)
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Ορισμός 339 Μια στρατηγική επένδυσης είναι μια
στοχαστική διαδικασία ϕ = (at, bt), προσαρμοσμένη

στο Ft και τέτοιες ώστε∫ T

0

|at|dt +
∫ T

0

b2tdt <∞.

Η αξία του χαρτοφυλακίου ϕ = (a, b) δίνεται από την

στοχαστική διαδικασία,

Vt(ϕ) = atSt + btBt

Δηλαδή, at είναι το πλήθος των μετοχών που υπάρ-

χουν στο χαρτοφυλάκιο και bt η παρούσα αξία (δηλαδή

στον χρόνο 0) του ποσού που έχει εξασφαλισμένη α-

πόδοση (π.χ. κατάθεση σε τράπεζα ή επένδυση σε

ομόλογα).

13.1 Αυτοχρηματοδοτούμενη Στρατηγική Επέν-

δυσης
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Ορισμός 340 Μια στρατηγική επένδυσης ϕ =

(at, bt) ονομάζεται αυτοχρηματοδοτούμενη αν

Vt(ϕ) = V0(ϕ) +

∫ t

0

asdSs +

∫ t

0

bsdBs,

όπου dSt = mStdt + σStdWt και dBt = rertdt.

Αυτό στην πράξη σημαίνει ότι αλλαγές στην τιμή

του χαρτοφυλακίου συμβαίνουν μόνο μετά από αλλα-

γές της τιμής της μετοχής και του ομολόγου, δηλαδή

δεν προστίθενται χρήματα ούτε εξαργυρώνονται από

το χαρτοφυλάκιο.

Συμβολίζουμε με S̃t = e−rtSt και Ṽt = e−rtVt
τις κανονικοποιημένες στοχαστικές διαδικασίες. Δη-

λαδή, οι κανονικοποιημένες στοχαστικές διαδικασίες

είναι μετρημένες σε πολλαπλάσια του Bt, έχουν ως

μονάδα μέτρησης το Bt. Κάθε μετοχή ή άλλο περιου-

σιακό στοιχείο που όμως έχει πάντοτε θετικές τιμές

σε όλους τους χρόνους μπορεί να παίξει το ρόλο της

462



μονάδας μέτρησης (numeraire). Η B−1
t ικανοποιεί

B−1
t = 1− r

∫ t

0

B−1
s ds (γιατί; )

Λήμμα 341 Για την κανονικοποιημένη S̃t έχουμε την
εξής σχέση

S̃t = S̃0 + (m− r)

∫ t

0

S̃sds + σ

∫ t

0

S̃sdWs.

Απόδειξη. Θα χρησιμοποιήσουμε τη στοχαστική ολο-
κλήρωση κατά μέρη για το γινόμενο Ste

−rt
. ΄Εχουμε

λοιπόν

S̃t = S0 +

∫ t

0

(−r)SsB−1
s ds +

∫ t

0

Ss · 0dWs

+

∫ t

0

mB−1
s Ssds +

∫ t

0

σB−1
s SsdWs +

∫ t

0

σSs · 0ds.

΄Εχουμε την παρακάτω πρόταση που περιγράφει (και

ορίζει διαφορετικά) την έννοια της αυτοχρηματοδότη-

σης.
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Πρόταση 342 Μια στρατηγική ϕ = (a, b) είναι αυ-

τοχρηματοδοτούμενη ανν

Ṽt(ϕ) = V0(ϕ) + (m− r)

∫ t

0

asS̃sds + σ

∫ t

0

asS̃sdWs.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι είναι αυτοχρηματοδοτούμενη. Τότε

Vt(ϕ) = V0(ϕ) +

∫ t

0

(masSs + rbse
rs)ds +

∫ t

0

σasSsdWs,

δες Ορισμό 340. Χρησιμοποιούμε τη στοχαστική ολο-

κλήρωση κατά μέρη στο γινόμενο Vte
−rt
και έχουμε

Ṽt = V0 +

∫ t

0

Vs(−r)B−1
s ds +

∫ t

0

Vs · 0dWs

+

∫ t

0

B−1
s (masSs + rbse

rs)ds

+

∫ t

0

B−1
s σasSsdWs +

∫ t

0

σasSs · 0ds.

Αντικαθιστώντας το Vs από τον ορισμό φτάνουμε στο

αποτέλεσμα.

Για το αντίστροφο, θα υποθέσουμε ότι το Ṽt έχει

την παραπάνω μορφή και θα υπολογίσουμε (δείξτε το)
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τη μορφή της Vt = ertṼt χρησιμοποιώντας πάλι την

ολοκλήρωση κατά μέρη στο γινόμενο ertṼt.

Παρατήρηση 343 Αν έχουμε αποφασίσει ποια είναι η
αρχική τιμή V0 και η στοχαστική διαδικασία at τότε

κατασκευάζουμε μια στρατηγική επένδυσης ως εξής,

Ṽt = V0 +

∫ t

0

asdS̃s, bt =
Vt − atSt

Bt
.

΄Οπως βλέπουμε η στρατηγική (a, b) είναι αυτοχρημα-

τοδοτούμενη αντικαθιστώντας το dS̃t = (m−r)S̃tdt+
σS̃tdWt. Θυμηθείτε πώς είχαμε ορίσει το dS̃t και ότι

αυτό είναι κάτι συμβολικό, δεν έχει ορισθεί με μαθη-

ματική αυστηρότητα.

13.2 Ευκαιρία Σίγουρου Κέρδους
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Ορισμός 344 Μια αυτοχρηματοδοτούμενη στρατη-
γική επένδυσης ϕ λέγεται ότι είναι ευκαιρία σίγουρου

κέρδους (arbitrage opportunity) αν

V0(ϕ) = 0,

VT (ϕ) ≥ 0,

P(VT (ϕ) > 0) > 0 (ή E(VT (ϕ)) > 0)

Παρατήρηση 345 Θα κατασκευάσουμε μια αυτοχρη-
ματοδοτούμενη στρατηγική επένδυσης που αποτελεί ευ-

καιρία σίγουρου κέρδους. Θεωρούμε τις στοχαστικές

διαδικασίες

Bt = 1 St = S0 +

∫ t

0

dWs

Ορίζουμε την

I(t) =

∫ t

0

1√
T − s

dWs.

Αυτή είναι μια συνεχής και προσαρμοσμένη στοχαστι-

κή διαδικασία στο [0, T ).
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Θεωρούμε το χρόνο στάσης

ρa = inf{t ∈ [0, T ] : I(t) = a}.

Τέλος, κατασκευάζουμε την εξής στρατηγική επένδυ-

σης

at =

{
(T − t)−1/2S−1

t I{t≤ρa}, στο N
0, στο N c

bt =

{
I(t ∧ ρa)− atSt, στο N

0, στο N c

όπου N είναι το ενδεχόμενο μηδενικής πιθανότητας

{ρa ≥ T}. Μπορούμε να δείξουμε ότι η ϕ = (at, bt) ε-

ίναι μια αυτοχρηματοδοτούμενη στρατηγική επένδυσης

και μάλιστα

Vt(ϕ) =

∫ t

0

asSsdWs.

Επίσης, V0(ϕ) = 0 και VT (ϕ) = I(ρa) = a > 0 άρα η

ϕ είναι μια ευκαιρία σίγουρου κέρδους.

13.3 Ισοδύναμο Μέτρο Martingale
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Ορισμός 346 ΄Ενα ισοδύναμο martingale μέτρο για

τη στοχαστική διαδικασία Xt είναι ένα μέτρο P
∗
ο-

ρισμένο στο μετρήσιμο χώρο (Ω,F) τ.ω. τα P, P ∗

είναι ισοδύναμα και η Xt είναι martingale κάτω από

το P ∗
.

Σημαντικό το επόμενο θεώρημα.

Θεώρημα 347 Υπάρχει ισοδύναμο μέτρο P ∗
για την

S̃t.

Απόδειξη. Ας θυμηθούμε τη σχέση που ικανοποιεί η
S̃t.

S̃t = S̃0 + (m− r)

∫ t

0

S̃sds + σ

∫ t

0

S̃sdWs.

Χρησιμοποιώντας το παράδειγμα 288 και διαλέγοντας

H(t) = m−r
σ διαπιστώνουμε ότι η S̃t ικανοποιεί τη

σχέση

S̃t = S̃0 +

∫ t

0

σS̃sdŴs
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όπου Ŵt = Wt +
(m−r)t

σ η οποία είναι επίσης κίνηση

Brown στο νέο μέτρο P ∗
. Από το θεώρημα 272 (δες

και παράδειγμα 266) έχουμε ότι η S̃t έχει φραγμένες

ροπές όλων των τάξεων επομένως παίρνοντας δεσμευ-

μένη μέση τιμή της παραπάνω σχέσης δεδομένης της

Fs και χρησιμοποιώντας την κατάλληλη ιδιότητα (ιδι-

ότητα martingale) του στοχαστικού ολοκληρώματος

έχουμε ότι η S̃t είναι martingale κάτω από το μέτρο

P ∗
.

Ασκηση 348 Υπάρχει ισοδύναμο μέτροmartingale για

την Ṽt; Ποια είναι η σχέση του με το ισοδύναμο μέτρο

martingale για την S̃t; Είναι άραγε μοναδικό;

Ορισμός 349 Μια αποδεκτή στρατηγική είναι μια αυ-
τοχρηματοδοτούμενη στρατηγική επένδυσης ϕ τ.ω. η

Ṽt είναι μη αρνητική και τέτοια ώστε

EP ∗

(
sup
t∈[0,T ]

Ṽt

)2

<∞
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13.4 Θεμελιώδη θεωρήματα Χρηματοοικονομικών

Μαθηματικών

Θα αφήσουμε για λίγο το μοντέλο των Black-Scholes

και θα δώσουμε δυο αποτελέσματα που μπορούν να

εφαρμοστούν σε κάθε μοντέλο αγοράς. Υποθέτουμε

λοιπόν ότι η αγορά μας αποτελείται από μια μετοχή της

οποίας η τιμή στο χρόνο t είναι St. Δεν υποθέτουμε

ότι ακολουθεί τη γεωμετρική κίνηση Brown κατά α-

νάγκη. Επίσης, η αγορά μας επιτρέπει την κατάθεση ή

το δανεισμό σε/από τράπεζα με επιτόκιο r. Το χαρτο-

φυλάκιό μας θα είναι

Vt = atSt + btBt

όπου at είναι ο αριθμός των μετοχών που έχουμε στο

χρόνο t, bt είναι το ποσό των χρημάτων στην τράπεζα

και Bt = ert, δηλαδή υποθέτουμε συνεχή ανατοκισμό.

Με Ṽt = e−rtVt συμβολίζουμε την κανονικοποιημένη

τιμή του χαρτοφυλακίου.

Εργαζόμαστε στο χώρο πιθανότητας (Ω,F , P ) μα-
ζί με το φυσικό φιλτράρισμα Ft που παράγεται από την

κίνηση Brown. Επιπλέον, υποθέτουμε ότι F = FT .

470



Θεώρημα 350 (Πρώτο θεμελιώδες θεώρημα)
Αν για ένα μοντέλο αγοράς υπάρχει ισοδύναμο μέτρο

martingale για την Ṽt τότε το μοντέλο αγοράς δεν

περιέχει ευκαιρίες σίγουρου κέρδους.

Απόδειξη. ΄Οπως έχουμε δει, αν υπάρχει τέτοιο ι-
σοδύναμο μέτρο Q τότε η κανονικοποιημένη τιμή του

χαρτοφυλακίου Ṽt είναι martingale (δες ορισμό 346).

Αυτό σημαίνει ότι EQ(ṼT ) = V0. ΄Εστω λοιπόν ένα

χαρτοφυλάκιο με V0 = 0. Τότε και EQ(ṼT ) = 0. Ας

υποθέσουμε ότι

P ({ṼT < 0}) = 0

Αφού το Q είναι ισοδύναμο με το P τότε και

Q({ṼT < 0}) = 0

Αυτό όμως σημαίνει ότι και

Q({ṼT > 0}) = 0
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αφού EQ(ṼT ) = 0. Πράγματι, ισχύει ότι

Q
(
{ṼT > 0}

)
= Q

( ∞⋃
n=1

{ṼT > 0}

)
= lim

n→∞
Q

(
{ṼT >

1

n
}
)

= 0

αφού

Q

(
{ṼT >

1

n
}
)

≤ nE(ṼT ) = 0

Χρησιμοποιώντας πάλι την ισοδυναμία των μέτρων

προκύπτει ότι και

P ({ṼT > 0}) = 0

το οποίο βέβαια σημαίνει ότι P ({VT = 0}) = 1

Ασκηση 351 Αποδείξτε ότι το μοντέλο των Black-Scholes
δεν περιέχει ευκαιρίες σίγουρου κέρδους.

Ορισμός 352 ΄Ενα μοντέλο αγοράς θα ονομάζεται πλήρες
αν κάθε παράγωγο μπορεί να αντισταθμιστεί.
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Θεώρημα 353 (Δεύτερο θεμελιώδες θεώρημα)
΄Εστω ένα μοντέλο αγοράς για το οποίο υπάρχει

ισοδύναμο μέτρο martingale για την Ṽt. Αν το

μοντέλο είναι πλήρες τότε το ισοδύναμο μέτρο είναι

μοναδικό.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι το μοντέλο είναι πλήρες
και θα δείξουμε ότι υπάρχει αναγκαστικά μοναδικό ι-

σοδύναμο μέτρο martingale για την Ṽt. ΄Εστω ότι υ-

πάρχουν δυο ισοδύναμα μέτρα, τα Q1, Q2. ΄Εστω ένα

ενδεχόμενο A ∈ F = FT και έστω X = IAerT (άρα η
X είναι FT -μετρήσιμη). Αφού έχουμε υποθέσει ότι το

μοντέλο είναι πλήρες τότε υπάρχει χαρτοφυλάκιο τ.ω.

VT = X . Αφού Q1, Q2 είναι και τα δυο ισοδύναμα

μέτρα martingale τότε η κανονικοποιημένη Ṽt θα είναι

martingale κάτω και από τα δυο μέτρα. Επομένως,

Q1(A) = EQ1(e
−rTX) = EQ1(e

−rTVT ) = V0 = Q2(A)

Αφού το A ∈ F είναι τυχαία επιλεγμένο τότε αναγκα-
στικά Q1 = Q2.

΄Εχουμε δώσει απλοποιημένες μορφές των θεμελιω-
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δών θεωρημάτων, για περαιτέρω πληροφορίες παρα-

πέμπουμε στο [;].

13.5 Ευρωπαϊκά Δικαιώματα

Ορισμός 354 (Ευρωπαϊκό δικαίωμα) ΄Ενα Ευρω-
παϊκό δικαίωμα (European contingent claim) αντιπρο-

σωπεύεται από μια FT -μετρήσιμη τυχαία μεταβλητή

X . Μια στρατηγική αντιστάθμισης (hedging strat-

egy) για ένα Ευρωπαϊκό δικαίωμαX είναι μια αποδεκτή

στρατηγική ϕ τ.ω. VT (ϕ) = X .

Θεώρημα 355 (Θεώρημα Αναπαράστασης Martingale)

΄Εστω Mt είναι μια συνεχής και τετραγωνικά ολοκλη-

ρώσιμη martingale κάτω από το μέτρο P ∗
. Τότε υ-

πάρχει μια BT × FT -μετρήσιμη και προσαρμοσμένη

στοχαστική διαδικασία ηt τ.ω.
∫ T
0 η2sds < ∞ σχεδόν

βέβαια και

Mt =M0 +

∫ t

0

ηsdW̃s,
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όπου W̃t κίνηση Brown στο χώρο πιθανότητας με φίλ-

τρο (Ω,F , P ∗,Ft).

Θεώρημα 356 ΄Ενα οποιοδήποτε δικαίωμα που ορίζε-
ται μέσω μιας FT τυχαίας μεταβλητής X τ.ω.

EP ∗X2 < ∞ μπορεί να αντισταθμιστεί από μια στρα-
τηγική επένδυσης (η οποία είναι μοναδική) και η τιμή

του χαρτοφυλακίου τη στιγμή t θα δίνεται από

Vt = EP ∗

(
e−r(T−t)X|Ft

)
Επομένως και η τιμή του δικαιώματος θα πρέπει να ε-

ίναι (τουλάχιστον) ίση με την παραπάνω έκφραση προ-

κειμένου να μπορεί να καλύψει ο πωλητής τον αγορα-

στή σε οποιαδήποτε περίπτωση.

Απόδειξη. Υποθέτουμε αρχικά ότι υπάρχει μια απο-
δεκτή στρατηγική επένδυσης ϕ = (at, bt) που αντι-

σταθμίζει το δικαίωμα. Η κανονικοποιημένη τιμή στο

χρόνο t του χαρτοφυλακίου είναι

Ṽt = atS̃t + bt

και εφόσον είναι αυτοχρηματοδοτούμενη (δες Πρόταση
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342 και αντικατέστησε τοWt = Ŵt−m−r
σ t) προκύπτει

ότι

Ṽt = V0 +

∫ t

0

σasS̃sdŴs.

Επομένως, παίρνοντας δεσμευμένη μέση και χρησιμο-

ποιώντας το γεγονός ότι η Ṽt είναι martingale κάτω

από το P ∗
, προκύπτει ότι

EP ∗
(
ṼT |Ft

)
= Ṽt = Vte

−rt

΄Ομως

EP ∗
(
ṼT |Ft

)
= EP ∗

(
e−rTX|Ft

)
Οπότε

Vt = EP ∗

(
e−r(T−t)X|Ft

)
Πρέπει να δείξουμε όμως ότι υπάρχει αντισταθμι-

στική στρατηγική επένδυσης. Για το λόγο αυτό πα-

ρατηρούμε ότι κάτω από το μέτρο P ∗
η στοχαστική

διαδικασία

Mt = EP ∗
(
e−rTX|Ft

)
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είναι μια τετραγωνικά ολοκληρώσιμηmartingale. Πράγ-

ματι, για s < t,

EP ∗(Mt|Fs) = EP ∗
(
EP ∗(e−rTX|Ft)

)
= EP ∗(e−rTX|Fs)

= Ms

Από το θεώρημα αναπαράστασης των martingale

έχουμε ότι υπάρχει μια προσαρμοσμένη στοχαστική

διαδικασία kt τ.ω. EP ∗

(∫ T
0 k2sds

)
< +∞ και

Mt =M0 +

∫ t

0

ksdŴs, t ∈ [0, T ]

Ορίζουμε τη στρατηγική επένδυσης at =
kt
σS̃t
και bt =

Mt− atS̃t (οπότε Mt = atS̃t + bt) η οποία είναι αυτο-

χρηματοδοτούμενη (διότι αντικαθιστώντας το kt στο

στοχαστικό ολοκλήρωμα βλέπουμε ότι η Mt ικανο-

ποιεί την ανάλογη σχέση για να είναι αυτοχρηματο-

δοτούμενη) και η τιμή του χαρτοφυλακίου δίνεται από

ert(atS̃t + bt) = ertMt = EP ∗

(
e−r(T−t)X|Ft

)
= Vt
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Τέλος, θα δείξουμε ότι είναι και μοναδική. Πράγ-

ματι, έστω (âs, b̂s) μια αυτοχρηματοδοτούμενη στρατη-

γική αντιστάθμισης. Τότε

Ṽt = V0 +

∫ t

0

σâsS̃dŴs,

και επομένως∫ t

0

σ(as − âs)S̃sdŴs = 0.

Υψώνοντας στο τετράγωνο, παίρνοντας μέση τιμή και

χρησιμοποιώντας την ισομετρία του Ito καταλήγουμε

στο ότι το ολοκλήρωμα μιας μη αρνητικής ποσότητας

είναι μηδέν. Αυτό σημαίνει ότι as = âs σβ. και επο-

μένως και bs = b̂s σβ.

Ασκηση 357 Αποδείξτε ότι το ισοδύναμο μέτρο mar-

tingale για την Ṽt στο μοντέλο Black-Scholes είναι

μοναδικό.
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13.5.1 Υπολογισμός Αξίας Δικαιώματος Αγοράς και Πώλη-

σης

Θεώρημα 358 ΄Εστω X, Y δυο τ.μ. όπου η Y είναι
ανεξάρτητη από την σ-άλγεβρα G ενώ η X είναι G-
μετρήσιμη τότε για κάθε μη αρνητική ή φραγμένη

Borel συνάρτηση Φ η συνάρτηση που ορίζεται ως

ϕ(x) = E(Φ(x, Y ))

είναι συνάρτηση Borel και

E(Φ(X, Y )|G) = ϕ(X).

Αν υποθέσουμε ότι X = f (ST ) θα εκφράσουμε

την Vt σε σχέση με τα t, St. ΄Εχουμε

Vt = EP ∗

(
e−r(T−t)f (ST )|Ft

)
= EP ∗

(
e−r(T−t)f (Ste

r(T−t)eσ(ŴT−Ŵt)−σ2

2 (T−t))|Ft

)
Η τελευταία σχέση προκύπτει διαιρώντας τις δυο ε-

πόμενες και λύνοντας ως προς ST .

St = S0e
σWt+(m−σ2

2 )t,

ST = S0e
σWT+(m−σ2

2 )T
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Επομένως, και αφού θυμηθούμε ότι, Ŵt = Wt+
m−r
σ t,

παίρνουμε την παραπάνω σχέση.

Αφού η St είναι προσαρμοσμένη ενώ η ŴT − Ŵt

είναι ανεξάρτητη από την Ft τότε χρησιμοποιώντας το

θεώρημα 358 έχουμε ότι

Vt = F (t, St)

όπου

F (t, x) = EP ∗

(
e−r(T−t)f (xer(T−t)eσ(ŴT−Ŵt)−σ2

2 (T−t))

)
Οπότε, γνωρίζοντας την πυκνότητα της ŴT − Ŵt

και κάνοντας την αλλαγή μεταβλητών z = y√
T−t προ-

κύπτει

F (t, x) =
e−r(T−t)√

2π

∫ +∞

−∞
f

(
xe(r−

σ2

2 )(T−t)+σz
√
T−t
)
e−

z2

2 dz.

Συγκεκριμένα, αν f (x) = (x−K)+, δηλαδή έχουμε
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ένα δικαίωμα αγοράς, τότε αν θέσουμε

lt(x) =
ln K

x − r(T − t)

σ
√
T − t

+
1

2
σ
√
T − t

Φ(z) =
1√
2π

∫ z

−∞
e−

1
2u

2
du

προκύπτει ότι, κάνοντας και την αλλαγή μεταβλητής

u = z − σ
√
T − t,

F (t, x) = xΦ
(
−lt(x) + σ

√
T − t

)
− Ke−r(T−t)Φ(−lt(x)) (call)

Δείξτε τα παραπάνω με κάθε λεπτομέρεια. ’ρα η

τιμή του Ευρωπαϊκού δικαιώματος αγοράς είναι

V0 = F (0, S0)

Παρατηρούμε ότι όλα είναι γνωστά στην παραπάνω

σχέση εκτός από τη μεταβλητότητα της μετοχής σ,

η οποία μπορεί να προσεγγισθεί με ιστορικά δεδομένα

ή και με άλλους τρόπους (implied volatility).

Κάνοντας τους ίδιους συλλογισμούς και διαλέγο-
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ντας f (x) = (K − x)+ έχουμε την τιμή του Ευρωπα-

ϊκού δικαιώματος πώλησης η οποία είναι

F (t, x) = Ke−r(T−t)Φ(lt(x))− xΦ
(
lt(x)− σ

√
T − t

)
(put)

Ως άσκηση, δείξτε την αναλογία αγοράς - πώλη-

σης (put-call parity) γνωρίζοντας τις εκφράσεις των

αντίστοιχων τιμών.

13.5.2 Κατασκευή χαρτοφυλακίου αντιστάθμισης

΄Εχουμε δείξει ότι η αξία του κανονικοποιημένου χαρ-

τοφυλακίου θα πρέπει κάθε χρονική στιγμή να είναι ίση

με

Ṽt = e−rtF (t, St) = F̃ (t, S̃t)

όπου F̃ (t, x) = e−rtF (t, xert). Θα εφαρμόσουμε τη

φόρμουλα του Ito στην Ṽt σημειώνοντας ότι

S̃t = S̃0 +

∫ t

0

σS̃sdŴs.
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΄Εχουμε λοιπόν

F̃ (t, S̃t) = F̃ (0, S̃0)

+

∫ t

0

(
F̃t(s, S̃s) + F̃x(s, S̃s) · 0 +

σ2

2
F̃xx(s, S̃s)S̃

2
s

)
ds

+

∫ t

0

σF̃x(s, S̃s)S̃sdŴs.

΄Ομως η Ṽt είναι martingale και αυτό σημαίνει ότι το

ολοκλήρωμα ως προς ds θα πρέπει να είναι μηδέν το

οποίο προκύπτει από τη μοναδικότητα της ανάλυσης

κατά Doob-Meyer (Doob-Meyer decomposition).

Επομένως,

F̃ (t, S̃t) = F̃ (0, S̃0) +

∫ t

0

σF̃x(s, S̃s)S̃sdŴs.

’ρα είναι προφανές (δες απόδειξη θεωρήματος 356) ότι

θα πρέπει να επιλέξουμε ως at = F̃x(t, S̃t) = e−rtFx(t, S̃t)

και ως bt = F̃ (t, S̃t) − atS̃t. Διαπιστώνουμε ότι το

χαρτοφυλάκιο είναι αυτοχρηματοδοτούμενο.

Μπορεί να αποδειχθεί ότι

Fx(t, x) = Φ
(
−lt(x) + σ

√
T − t

)
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Πράγματι,

Fx(t, x) = Φ
(
−lt(x) + σ

√
T − t

)
+xΦ

′
(
−lt(x) + σ

√
T − t

)
−Ke−r(T−t)Φ

′
(−lt(x))

Δείξτε ότι

ln
xΦ

′
(−lt(x) + σ

√
T − t)

Ke−r(T−t)Φ′(−lt(x))
= 0,

και έπειτα ότι

xΦ
′
(−lt(x) + σ

√
T − t)−Ke−r(T−t)Φ

′
(−lt(x)) = 0.

Πρακτικό Συμπέρασμα ΄Εστω ότι είστε ο

πωλητής ενός δικαιώματος αγοράς ή πώλησης. Ο α-

γοραστής θα σας ζητήσει ένα συμβόλαιο με λήξη στο

χρόνο T και τιμή εξάσκησης K. Εσείς, θα πρέπει σε

πρώτη φάση να αποτιμήσετε αυτό το συμβόλαιο. Αν

υποθέσουμε ότι γνωρίζετε τη μεταβλητότητα της με-

τοχής (θα δούμε παρακάτω έναν τρόπο πιθανού υπο-

λογισμού της) τότε η τιμή του συμβολαίου (σύμφωνα

με το μοντέλο των Black-Scholes) θα είναι

V0 = F (0, S0).
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Η S0 είναι η τιμή της μετοχής σήμερα, δηλαδή την η-

μέρα που υπογράφουμε το συμβόλαιο, άρα είναι γνωστή

(την βλέπουμε στο διαδίκτυο). Αν έχουμε να υπολο-

γίσουμε την τιμή ενός συμβολαίου αγοράς θα αντικατα-

στήσουμε στον ανάλογο τύπο (δες call) ενώ αν έχουμε

να υπολογίσουμε την τιμή ενός συμβολαίου πώλησης

θα αντικαταστήσουμε στον άλλο τύπο (δες put).

Το επόμενο που πρέπει να κάνει ο πωλητής, προ-

κειμένου να αντισταθμίσει το δικαίωμα, είναι να προ-

σαρμόζει καθημερινά το χαρτοφυλάκιό του. Δηλαδή,

καθημερινά θα πρέπει να έχει at μετοχές στην κατοχή

του και bt χρήματα (όπου bt είναι η παρούσα αξία, δηλα-

δή στο χρόνο μηδέν) στην τράπεζα (αρνητικά πρόσημα

επιτρέπονται και σημαίνουν δανεισμό). Ο αριθμός των

μετοχών θα είναι at = F̃x(t, S̃t) ενώ τα χρήματα στην

τράπεζα θα είναι bt = F̃ (t, S̃t)− atS̃t. Προσοχή εδώ η

F είναι διαφορετική για το δικαίωμα αγοράς και διαφο-

ρετική για το δικαίωμα πώλησης επομένως η στρατηγι-

κή θα είναι διαφορετική από συμβόλαιο σε συμβόλαιο.

Κατασκευάστε έναν αλγόριθμο χρησιμοποιώντας μα-

θηματικό λογισμικό για να υπολογίζετε την αξία των
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συμβολαίων. Σε αυτό το πρόγραμμα θα δίνετε (input)

τα K,T, r, S0, σ, put, call και θα επιστρέφει (output)

την τιμή του κάθε συμβολαίου. Επίσης, κατασκευάστε

αλγόριθμο που θα δίνει τη στρατηγική επένδυσης που

πρέπει να ακολουθεί ο πωλητής.

Ξαναγυρνώντας στο μοντέλο των Black-Scholes βλέπου-

με ότι ικανοποιεί και τα δυο θεμελιώδη θεωρήματα των

χρηματοοικονομικών μαθηματικών και άρα δεν περιέχει

ευκαιρίες σίγουρου κέρδους και επίσης, αφού έχου-

με δείξει ότι είναι πλήρες προκύπτει ότι το ισοδύναμο

μέτρο martingale είναι μοναδικό.

Συμπέρασμα και σχόλια Ας υποθέσουμε ότι

βρισκόμαστε σε μια πλήρη αγορά με απουσία ευκαιρι-

ών σίγουρου κέρδους. ΄Εστω ότι μια τράπεζα πουλάει

σε έναν ιδιώτη (στην εξωχρηματιστηριακή αγορά) ένα

δικαίωμα αγοράς ή πώλησης και το κόστος του συμβο-

λαίου είναι (τουλάχιστον) όπως υπολογίσαμε παραπάνω,

τέτοιο ώστε να είναι ικανό να καλύψει το συμβόλαιο αν

εξασκηθεί. Υπάρχει κάποια περίπτωση να χάσει χρήμα-

τα η τράπεζα με αυτή την κίνηση; Η απάντηση είναι

όχι. ’ρα είτε θα είναι στα λεφτά της είτε θα κερδίσει

486



κάποιο ποσό (ποιο είναι το μέγιστο;) Αυτό συνιστά ευ-

καιρία σίγουρου κέρδους; ΄Οχι, διότι αυτό που πουλά η

τράπεζα σε αυτή την τιμή είναι «προϊόν» και σαν τέτοιο

έχει πάντα κέρδος. Ας το εξηγήσουμε και με μαθημα-

τικούς όρους. ΄Εχουμε υποθέσει ότι η αγορά μας απο-

τελείται από κατάθεση σε τράπεζα (με εξασφαλισμένη

απόδοση) και από μια μετοχή η οποία υποθέσαμε ότι

ακολουθεί μια στοχαστική διαφορική εξίσωση. Στον

ορισμό της ευκαιρίας σίγουρου κέρδους αναφερόμαστε

σε μια στρατηγική που αποτελείται από κατάθεση σε

τράπεζα και αγορά μετοχής. Στην αγορά δεν ανήκει το

συμβόλαιο άρα δεν επηρεάζεται έτσι από την οποιαδήπο-

τε τιμή δώσουμε στο συμβόλαιο. Αν προσπαθήσουμε

να ενσωματώσουμε το συμβόλαιο στην αγορά, θα ε-

ίμαστε υποχρεωμένοι να δεχτούμε ότι η τιμή του ακο-

λουθεί μια στοχαστική διαφορική εξίσωση. Αν δεν το

δεχτούμε αυτό τότε θα πρέπει να αλλάξουμε το μοντέλο

το οποίο θα περιλαμβάνει τώρα επιπλέον και μια άλλη

ποσότητα που δεν ακολουθεί μια στοχαστική διαφορική

εξίσωση αλλά ούτε είναι κατάθεση σε τράπεζα. Οπότε

αντίστοιχα θα πρέπει να αλλάξει και ο ορισμός της ευ-
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καιρίας σίγουρου κέρδους καθώς και όλα τα υπόλοιπα

που στηρίζονται σε αυτόν τον ορισμό.

Υπάρχουν όμως και άλλα μοντέλα (που περιγράφουν

ίσως καλύτερα την πραγματικότητα). Ως παράδειγμα

μπορούμε να δούμε το μοντέλο στοχαστικής μεταβλη-

τότητας τουHeston (Heston stochastic volatility model)

στο οποίο υποθέτουμε ότι η μεταβλητότητα δεν είναι

σταθερή (το οποίο πράγματι συμβαίνει) και ακολουθεί

μια στοχαστική διαφορική εξίσωση. Αυτό το μοντέλο

ίσως περιγράφει καλύτερα την πραγματικότητα αλλά το

σίγουρο είναι ότι προσθέτει προβλήματα μαθηματικής

φύσεως. Το πλεονέκτημα του μοντέλου Black-Scholes

είναι ότι μπορούμε να υπολογίσουμε διάφορες ποσότη-

τες άμεσα. Υπάρχουν και άλλα μοντέλα, αν αντικατα-

στήσουμε για παράδειγμα την κίνηση Brown με μια

άλλη στοχαστική διαδικασία (Jump process). ΄Ομως

και εκεί τα μαθηματικά προβλήματα είναι επίσης με-

γάλα.

Ο κάθε πωλητής (writer) ενός συμβολαίου επιλέγει

να κοστολογήσει το προϊόν του με βάση κάποιο μο-

ντέλο ή ακόμη και εμπειρικά (παίρνοντας το αντίστοιχο
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ρίσκο αφού δεν γνωρίζουμε κάποιο μοντέλο που περι-

γράφει ακριβώς την πραγματικότητα). ’ρα οι τιμές,

για το ίδιο προϊόν, είναι διαφορετικές και εξαρτώμενες

από τον τρόπο κοστολόγησης. Ο αγοραστής από την

άλλη, ίσως, να επιλέξει το φθηνότερο πωλητή (ίσως

διότι εξαρτάται και από την αξιοπιστία του κάθε πωλη-

τή).

Ας υποθέσουμε τώρα, ότι η τιμή του συμβολαίου

είναι V0 χρησιμοποιώντας κάποιο από τα γνωστά μο-

ντέλα. Εφόσον, αυτή η τιμή δεν είναι ακριβώς η σω-

στή, και αν υποθέσουμε ότι η σωστή είναιG0 < V0 τότε

υπάρχει η πιθανότητα η μετοχή να ξεπεράσει την τιμή

εξάσκησης (οπότε ο αγοραστής του δικαιώματος είναι

κερδισμένος) και ταυτόχρονα ο πωλητής έχοντας πάρει

περισσότερα από ότι χρειαζόταν τελικά να καταλήξει ε-

πίσης με κέρδος. Δηλαδή, σε αυτήν τη περίπτωση

είναι και οι δυο κερδισμένοι. Αν όμως V0 < G0 τότε

υπάρχει περίπτωση ο πωλητής να χάσει όταν (και αν)

ο αγοραστής εξασκήσει το δικαίωμα.

Ξαναγυρνώντας στο μοντέλο των Black-Scholes δια-

πιστώνουμε ότι (θεωρητικά) το κέρδος του αγοραστή
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θα προέλθει από την αγορά (και όχι από την τράπε-

ζα) ενώ αν χάσει χρήματα αυτά πάλι στην αγορά θα

καταλήξουν επομένως είναι ένα «παιχνίδι» μεταξύ του

αγοραστή και της υπόλοιπης αγοράς και όχι μεταξύ α-

γοραστή και πωλητή.

Ας ξαναδούμε την αναλογία αγοράς - πώλησης. Δε-

ίξαμε, κάτω από το μοντέλο Black-Scholes, ότι οι τιμές

πώλησης και αγοράς ικανοποιούν αυτήν τη σχέση. Τι

συμβαίνει στην πραγματικότητα; Η σχέση αυτή καθη-

μερινά διαταράσσεται και οι επενδυτές προβαίνουν σε

αντίστοιχες κινήσεις για να αποκομίσουν κέρδος με συ-

νέπεια να ξαναγυρνά σε (σχεδόν) ισότητα. Στην πραγ-

ματικότητα όμως λόγω ύπαρξης κόστους συναλλαγών

δεν συμφέρει τους επενδυτές να κινηθούν στην κατε-

ύθυνση της διόρθωσης αυτής της αναλογίας διότι θα

χάσουν περισσότερα από ότι θα κερδίσουν τελικά, όταν

τα δυο μέλη της ανισότητας είναι πολύ κοντά. Αυτό

που εμείς δείξαμε είναι ότι αν κάποιος πωλητής κο-

στολογήσει και το δικαίωμα αγοράς και το δικαίωμα

πώλησης με βάση το μοντέλο των Black-Scholes τότε

οι δυο αυτές τιμές θα ικανοποιούν την αναλογία αγο-
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ράς - πώλησης. Αυτό στην πράξη βέβαια δεν συμβα-

ίνει (π.χ. στην εξωχρηματιστηριακή αγορά (over the

counter), διότι υπάρχει και η καλά οργανωμένη χρη-

ματιστηριακή αγορά παραγώγων π.χ. Chicago Board

Options Exchange) διότι ο πωλητής A θα κοστολο-

γήσει το δικαίωμα αγοράς σε κάποια τιμή χρησιμοποι-

ώντας (ή όχι) κάποιο μοντέλο και ο πωλητής B θα

κοστολογήσει το δικαίωμα πώλησης (πάνω στην ίδια

μετοχή βέβαια) χρησιμοποιώντας άλλο μοντέλο ή άλ-

λον τρόπο ή θα εκτιμήσει με διαφορετικό τρόπο την

μεταβλητότητα της μετοχής (με ιστορικά δεδομένα ή

συνεπαγόμενη μεταβλητότητα ή οτιδήποτε άλλο). Αυ-

τές οι δυο τιμές σίγουρα δεν ικανοποιούν την αναλογία

αγοράς - πώλησης.

Δώστε παραδείγματα στα οποία να περιγράφετε τους

λόγους που ο αγοραστής χρειάζεται συμβόλαιο αγοράς

ή πώλησης και τι πρόκειται να κερδίσει με αυτή την

κίνηση. Αντίστοιχα, δώστε παραδείγματα στα οποία να

περιγράφετε λόγους που κάποιος θα θέλει να είναι ο πω-

λητής ενός συμβολαίου. Τέλος, σκεφτείτε τις διαφορές

μεταξύ ενός συμβολαίου το οποίο είναι υπό διαπραγ-
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μάτευση στο χρηματιστήριο και του ιδίου τύπου συμ-

βολαίου το οποίο πωλείται (ως ένα προϊόν χρηματιστη-

ριακής εταιρείας) στην εξωχρηματιστηριακή αγορά. Τι

συμβαίνει όσον αφορά την τιμή πώλησης;

13.6 Αμερικανικά Δικαιώματα

΄Οπως έχουμε πει τα λεγόμενα Αμερικανικά δικαιώματα

διαφέρουν στο (πολύ σημαντικό) σημείο ότι ο κάτοχος

του δικαιώματος μπορεί να εξασκήσει το δικαίωμα ανά

πάσα στιγμή μέχρι το τέλος της χρονικής περιόδου. Θα

δούμε, στην απλή περίπτωση που δεν καταβάλλονται

μερίσματα, ότι η τιμή του Αμερικανικού δικαιώματος

αγοράς συμπίπτει με του Ευρωπαϊκού ενώ η τιμή του

δικαιώματος πώλησης είναι διαφορετική (μεγαλύτερη).

Ορισμός 359 Μια στρατηγική επένδυσης είναι μια
προσαρμοσμένη στοχαστική διαδικασία ϕ = (at, bt) με
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τις εξής ιδιότητες

i)

∫ T

0

|at|dt +
∫ T

0

b2tds <∞

ii) atSt + btBt = a0S0 + b0B0 +

∫ t

0

bsdBs +

∫ t

0

asdSs

(αυτοχρηματοδοτούμενη)

Ορισμός 360 ΄Ενα Αμερικανικό δικαίωμα είναι μια
προσαρμοσμένη στοχαστική διαδικασία ht.

Θα υποθέτουμε, για ευκολία, ότι ht = ψ(St) για μια

συνεχή συνάρτηση ψ τ.ω. ψ(x) ≤ A + Bx για κάθε

x ≥ 0.

Ορισμός 361 Θα λέμε ότι μια στρατηγική επένδυσης
ϕ αντισταθμίζει το Αμερικανικό δικαίωμα αν θέτοντας

Vt(ϕ) = atSt + btBt έχουμε

Vt(ϕ) ≥ ψ(St).

Συμβολίζουμε με Φψ το σύνολο των στρατηγικών ε-

πένδυσης οι οποίες αντισταθμίζουν το Αμερικανικό δι-

καίωμα ht = ψ(St).
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Θεώρημα 362 ΄Εστω u(t, x) η συνάρτηση που ορίζε-
ται ως εξής

u(t, x) = sup
ρ∈Tt,T

EQ
(
e−r(ρ−t)ψ(xeσ(Ŵρ−Ŵt)+(r−σ2

2 )(ρ−t))

)
,

όπου Tt,T είναι το σύνολο των χρόνων στάσης στο
[t, T ]. Υπάρχει μια στρατηγική ϕ̂ ∈ Φψ τ.ω. Vt(ϕ̂) =

u(t, St). Επιπλέον, για κάθε στρατηγική ϕ ∈ Φψ

έχουμε Vt(ϕ) ≥ u(t, St).

Θυμηθείτε ότι η αντίστοιχη συνάρτηση F (t, x) για

το Ευρωπαϊκό δικαίωμα είναι ίδια αν αντικαταστήσουμε

το ρ με το T . ΄Ετσι, εν γένει, το Αμερικανικό δικαίωμα

κοστίζει περισσότερο. Θα δείξουμε όμως το Αμερικα-

νικό και το Ευρωπαϊκό δικαίωμα αγοράς συμπίπτουν.

Θεώρημα 363 Αν η συνάρτηση ψ = (x−K)+ τότε

έχουμε u(t, St) = F (t, St)

Απόδειξη. Εύκολα βλέπουμε ότι

u(t, St) ≥ EQ(e−r(T−t)(ST −K)+)

= EQ(ert(S̃T − e−rTK)+) = F (t, St)
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Στην πρώτη ανισότητα βγάλαμε το supremum και βάλα-

με στη θέση του ρ συγκεκριμένα το χρόνο T , όπου

σίγουρα η ποσότητα θα είναι μικρότερη ή ίση (ίση αν

το supremum επιτυγχάνεται στο χρόνο T , το οποίο

τελικά συμβαίνει!)

Επίσης έχουμε, για οποιοδήποτε χρόνο στάσης ρ,

EQ
(
(S̃T − e−rTK)+|Fρ

)
≥ EQ

(
(S̃T − e−rTK)|Fρ

)
= S̃ρ − e−rTK ≥ S̃ρ − e−rρK,

αφού η S̃ είναι martingale. Επομένως,

EQ
(
(S̃T − e−rTK)+|Fρ

)
≥ (S̃ρ − e−rρK)+

αφού το αριστερό μέλος είναι ήδη θετικό. Τέλος, πολ-

λαπλασιάζοντας κατά μέλη με ert και παίρνοντας μέση

τιμή κατά μέλη έχουμε

EQ
(
ert(S̃T − e−rTK)+

)
≥ EQ(ert(S̃ρ − e−rρK)+)

Η τελευταία ανισότητα ικανοποιείται για κάθε χρόνο

στάσης άρα και για το supremum πάνω σε όλους τους

χρόνους στάσης, οπότε ισχύει και η αντίστροφη ανι-

σότητα.
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Αν ο αγοραστής αποφασίσει να εξασκήσει τη χρο-

νική στιγμή t το δικαίωμα αγοράς τότε θα έχει κέρδος

St −K. Αν όμως, αντί να το εξασκήσει, πουλήσει α-

νοικτά (πουλάω ανοικτά σημαίνει ότι πουλάω κάτι που

δεν έχω) τις μετοχές τη χρονική στιγμή t και κλείσει

τη θέση του τη χρονική στιγμή T (δηλαδή παραδώσει

τις μετοχές) τότε θα έχει κέρδος St−min{ST , K} δι-
ότι τη χρονική στιγμή T είτε θα εξασκήσει το δικαίωμα

οπότε θα κερδίσει σε αυτήν τη περίπτωση St−K είτε

δεν θα συμφέρει να το εξασκήσει, οπότε θα αγοράσει

τις μετοχές στην τιμή ST < K, θα τις παραδώσει και

θα έχει κέρδος St−ST . Αυτό βέβαια προϋποθέτει ότι

ο αγοραστής έχει τη δυνατότητα, ανά πάσα στιγμή, να

πουλήσει ανοικτά τις μετοχές που θέλει. Επομένως,

(θεωρητικά) θα πρέπει να αποφασίσει στο χρόνο T

(και μόνο) αν θα εξασκήσει το δικαίωμα (οπότε για τον

πωλητή είναι ισοδύναμο με το να έχει πουλήσει Ευρω-

παϊκό δικαίωμα) με τη διαφορά βέβαια ότι στο ενδιάμε-

σο έχει την ευκαιρία να πουλήσει ανοικτά τις μετοχές.

Την ίδια ακριβώς κίνηση μπορεί να κάνει έχοντας αγο-

ράσει ένα Ευρωπαϊκό δικαίωμα. Αν όμως οι μετοχές
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δίνουν μερίσματα τότε είναι πιθανό να συμφέρει να έχει

στα χέρια του τις μετοχές το νωρίτερο δυνατό.

13.7 Αποτίμηση μέσω μερικών διαφορικών εξι-

σώσεων

Σε αυτή την ενότητα θα μελετήσουμε το ίδιο πρόβλημα

από μια άλλη οπτική γωνία. Θα δείξουμε ότι η συνάρ-

τηση τιμής ενός Ευρωπαϊκού δικαιώματος ικανοποιεί

μια μερική διαφορική εξίσωση.

Ορισμός 364 Μια στρατηγική (at, bt) λέγεται Μαρ-

κοβιανή αν

at = a(t, St), bt = b(t, St)

όπου a, b είναι συναρτήσεις δυο μεταβλητών συνεχώς

παραγωγίσιμες στην πρώτη και δυο φορές συνεχώς πα-

ραγωγίσιμες στη δεύτερη μεταβλητή.

’ρα λοιπόν, η τιμή του χαρτοφυλακίου σε αυτήν τη

περίπτωση γράφεται

Vt = a(t, St)St + b(t, St)e
rt.
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Θα υποθέσουμε ότι υπάρχει συνάρτηση u(t, x) μια φο-

ρά συνεχώς παραγωγίσιμη στο t και δυο στο x τ.ω.

u(t, St) = Vt. Θα δούμε στο επόμενο θεώρημα ότι αυ-

τή η συνάρτηση θα είναι λύση της μερικής διαφορικής

εξίσωσης Black-Scholes.

13.7.1 Ευρωπαϊκά Δικαιώματα

Θεώρημα 365 ΄Εστω (a, b) μια αυτοχρηματοδοτούμε-

νη Μαρκοβιανή στρατηγική. Τότε, αν υπάρχει

u(t, x) ∈ C1,2(D) (όπου D = (0, T )× (0,+∞)) τ.ω.

u(t, St) = Vt, η u(t, x) είναι λύση της μερικής διαφο-

ρικής εξίσωσης

σ2x2

2
uxx(t, x) + rxux(t, x) + ut(t, x) = ru(t, x)

με (t, x) ∈ [0, T ]×R+. Επιπλέον, a(t, x) = ux(t, x).

Η παραπάνω μερική διαφορική εξίσωση ονομάζεται

Black-Scholes.

Απόδειξη. Εφόσον η (a, b) είναι αυτοχρηματοδοτο-
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ύμενη στρατηγική έχουμε ότι

Vt = V0 +

∫ t

0

(ma(s, Ss)Ss + rb(s, Ss)Bs)ds +

∫ t

0

σa(s, Ss)SsdWs.

Εφαρμόζουμε τη φόρμουλα του Ito στην u(t, St) και

έχουμε ότι

u(t, St) = u(0, S0)

+

∫ t

0

(ut(s, Ss) +mSsux(s, Ss) +
σ2S2

s

2
uxx(s, Ss))ds

+

∫ t

0

σSsux(s, Ss)dWs.

΄Εχουμε λοιπόν γράψει την Vt ως διαδικασία Ito με δυο

διαφορετικούς τρόπους, επομένως χρησιμοποιώντας πάλι

τη μοναδικότητα της ανάλυσης κατά Doob-Meyer στη

διαφορά τους (η οποία είναι μηδέν), προκύπτει ότι και

τα δυο ολοκληρώματα είναι μηδέν. Επομένως, όπως σε

προηγούμενο θεώρημα, παίρνουμε την ισότητα

a(t, St) = ux(t, St) και άρα b(t, St)Bt = u(t, St)− Stux(t, St)

Για να μηδενιστεί και το ολοκλήρωμα ως προς ds θα
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πρέπει αναγκαστικά η u(t, x) να ικανοποιεί την παρα-

κάτω εξίσωση

σ2x2

2
uxx(t, x) + rxux(t, x) + ut(t, x) = ru(t, x)

έχοντας αντικαταστήσει κατάλληλα το b(t, St)Bt, δι-

ότι θέλουμε να μηδενίζεται το ολοκλήρωμα για οποια-

δήποτε πιθανή τροχιά της St. Στο σημείο αυτό είναι

χρήσιμη και η υπόθεση ότι u ∈ C1,2(D).

Επομένως, αν θέλουμε να υπολογίσουμε το δικαίω-

μα πώλησης θα πρέπει να επιλύσουμε την παραπάνω με-

ρική διαφορική εξίσωση με επιπλέον συνθήκη u(s, T ) =

(K − s)+.

Η εξίσωση των Black-Scholes μετασχηματίζεται στην

κυματική εξίσωση.

Πρόταση 366 ΄Εστω k1 = r
σ − σ

2 και k2 = r +
k21
2 .

Τότε η u είναι λύση της Black-Scholes ανν η f (τ, s) =

ek1s+k2τu(T − t, eσs) ικανοποιεί την

fτ =
1

2
fss στο (0, T )× R.
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13.7.2 Αμερικανικά Δικαιώματα

Ορίζουμε τον παρακάτω τελεστή

Lt =
∂

∂t
+
σ2

2
x2

∂2

∂x2
+ rx

∂

∂x
− r

Θεώρημα 367 ΄Εστω ότι η συνάρτηση v(t, x) : R+ ×
[0, T ] → R είναι συνεχής τ.ω. vt, vx, vxx είναι τοπικά
φραγμένες. Η λύση v(t, x) της παρακάτω μεταβολικής

ανισότητας

Ltv(t, x) ≤ 0

v(t, x) ≥ (K − x)+

v(x, T ) = (K − x)+(
(K − x)+ − v(t, x)

)
Ltv(t, x) = 0,

είναι μοναδική και μάλιστα η v(t, St) είναι η τιμή του

Αμερικανικού δικαιώματος πώλησης.
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13.8 Ευαισθησία του κόστους στις παραμέτρους

(Greek letters)

Σε αυτή την ενότητα θα μελετήσουμε τις παραγώγους

της τιμής του συμβολαίου αγοράς (παρόμοια γίνονται

και οι υπολογισμοί για το συμβόλαιο πώλησης) σε δι-

άφορες παραμέτρους. ΄Εχουμε ήδη υπολογίσει την πα-

ράγωγο

∆ = Fx(t, x) = Φ(−lt(x) + σ
√
T − t)

όπου διαπιστώνουμε ότι είναι πάντοτε θετική.

Στη συνέχεια, μπορούμε να υπολογίσουμε την δε-

ύτερη παράγωγο ως προς x όπου έχουμε

Γ = Fxx(t, x) =
Φ

′
(−lt(x) + σ

√
T − t)

xσ
√
T − t

.

Επίσης,

ρ = Fr(t, x) = (T − t)Ke−r(T−t)Φ(−lt(x))

Συνεχίζοντας, έχουμε

Θ = Ft(t, x) =
−xσ

2
√
T − t

Φ
′
(−lt(x) + σ

√
T − t)− rKe−r(T−t)Φ(−lt(x)).
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Τέλος, έχουμε την παράγωγο ως προς τη μεταβλη-

τότητα,

vega = Fσ = x
√
T − tΦ

′
(−lt(x) + σ

√
T − t) > 0.

13.9 Συνεπαγόμενη μεταβλητότητα

(implied volatility)

΄Οπως έχουμε αναφέρει, για να υπολογίσουμε την (μι-

κρότερη δυνατή) τιμή ενός Ευρωπαϊκού συμβολαίου θα

πρέπει να γνωρίζουμε τη μεταβλητότητα της μετοχής

σ. ΄Ενας τρόπος για να το κάνουμε αυτό είναι να υ-

ποθέσουμε ότι γνωρίζουμε την τιμή του δικαιώματος

που προκύπτει από το μοντέλο των Black-Scholes. ΄Ε-

πειτα, λύνουμε ως προς σ (στην πραγματικότητα το

κάνουμε με κάποια αριθμητική μέθοδο όπως η Newton-

Raphson). Πώς όμως θα γνωρίζουμε την τιμή του

συμβολαίου (αφού αυτήν ψάχνουμε;) Υπάρχει συγκε-

κριμένη αγορά όπου διαπραγματεύονται τις τιμές για

διάφορα συμβόλαια με διάφορες υποκείμενες μετοχές.

Θα βρούμε τα συμβόλαια εκείνα όπου έχουν την ίδια

υποκείμενη μετοχή για την οποία εμείς θέλουμε να υ-
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πολογίσουμε τη μεταβλητότητα. Θα υποθέσουμε ότι η

τιμή πώλησης των συμβολαίων αυτών είναι κοντά στην

τιμή που προέρχεται από το μοντέλο των Black-Scholes

και άρα θα υπολογίσουμε τη μεταβλητότητα λύνοντας

ως προς σ. Ως μεταβλητότητα θα δεχτούμε το μέσο

όρο όλων αυτών που υπολογίσαμε. Στην πράξη διαπι-

στώνεται ότι η μεταβλητότητα σ είναι εξαρτώμενη από

το χρόνο αλλά και από άλλες μεταβλητές όπως η τιμή

εξάσκησης. Επομένως, αυτό σημαίνει ότι έχουμε ήδη

κάνει μια απλούστευση στο μοντέλο των Black-Scholes

υποθέτοντας ότι είναι σταθερά.

Σε σχέση με τη διακριτή περίπτωση, η μεταβλη-

τότητα σ είναι ισοδύναμη με τα u και d. Δυο πωλητές

του ιδίου συμβολαίου μπορεί να εκτιμήσουν διαφορε-

τικά τα u, d αν δουλεύουν στη διακριτή περίπτωση ή

το σ αν εργάζονται στη συνεχή και έτσι να δώσουν

διαφορετική τιμή παρόλο που χρησιμοποιούν το ίδιο

μοντέλο.
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13.10 Γενικεύσεις του μοντέλου Black− Scholes

Χρησιμοποιώντας το διωνυμικό μοντέλο και αυξάνο-

ντας τις περιόδους, διαπιστώσαμε ότι στο όριο συ-

γκλίνει στο μοντέλο Black-Scholes. Στην συνεχή πε-

ρίπτωση το ίδιο προέκυψε υποθέτοντας ότι η μετοχή

ακολουθεί μια στοχαστική διαφορική εξίσωση της μορ-

φής

St = S0 +m

∫ t

0

Ssds + σ

∫ t

0

SsdWs

Χρησιμοποιώντας για παράδειγμα ιστορικά δεδομένα,

προσπαθούμε να διαλέξουμε το σ κατάλληλα έτσι ώστε

να ταιριάζει όσο το δυνατό καλύτερα με την κίνηση της

μετοχής. Για το λόγο αυτόν έχουν προταθεί και άλλες

στοχαστικές διαφορικές εξισώσεις τις οποίες μπορεί να

ακολουθεί η μετοχή, με περισσότερες παραμέτρους και

άρα με μεγαλύτερη ελευθερία επιλογής. Ως παράδειγ-

μα, μπορούμε να δούμε το παρακάτω μοντέλο γνωστό

στη διεθνή βιβλιογραφία ως Cox model ή constant elas-

505



ticity of variance model (CEV model)

St = S0 +m

∫ t

0

Ssds + a

∫ t

0

SbsdWs,

όπου b ∈ [0, 1]. Εδώ υπάρχει η επιπλέον ελευθερία να

επιλεγεί η παράμετρος b κατάλληλα έτσι ώστε η παρα-

πάνω στοχαστική διαφορική εξίσωση να περιγράφει κα-

λύτερα την κίνηση μιας συγκεκριμένης μετοχής. Πράγ-

ματι, συμβαίνει κάτι τέτοιο όπως δείχνουν πειράματα

που έχουν γίνει (δες [;]). Η ακριβής λύση του CEV

μοντέλου δεν είναι γνωστή αλλά μπορεί να προσεγ-

γισθεί αριθμητικά (δες [;], [;] καθώς και τις αναφο-

ρές τους). Ειδικότερα στην περίπτωση που θέλουμε

να υπολογίσουμε τις αξίες συμβολαίων οι οποίες εξαρ-

τώνται από την πορεία που διαγράφει η μετοχή και όχι

μόνο από την τελική τιμή (path dependent options)

τότε είναι σχεδόν επιβεβλημένη η χρήση αριθμητικών

μεθόδων.

Επίσης, έχει προταθεί και το παρακάτω μοντέλο

γνωστό ως μοντέλο στοχαστικής μεταβλητότητας το
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οποίο είναι το εξής,

St = S0 +

∫ t

0

f (s, Ss)ds +

∫ t

0

σsSsdW
1
s ,

σt = σ0 +

∫ t

0

a(s, σs)ds +

∫ t

0

b(s, σs)dW
2
s

΄Εχουν προταθεί διάφορες συναρτήσεις f, a, b για το

παραπάνω μοντέλο και περισσότερα μπορεί να δει κάποιος

στο [;]. Τέλος, υπάρχουν και μοντέλα τα οποία δεν

χρησιμοποιούν την κίνηση Brown αλλά γενικότερες

στοχαστικές διαδικασίες (Jump - diffusion processes).

Σε κάθε νέο μοντέλο που προτείνεται προκύπτουν

ερωτήματα ύπαρξης και μοναδικότητας της λύσης, ε-

ύρεσή της σε κλειστή μορφή, κατάλληλη αριθμητική

μέθοδος αν δεν έχει βρεθεί η λύση σε ικανοποιητική

κλειστή μορφή, ερωτήματα πληρότητας του μοντέλου

καθώς και υπολογισμού της αξίας ενός συμβολαίου σε

κλειστή μορφή, αριθμητική προσέγγιση της αξίας ε-

νός συμβολαίου αν δεν υπάρχει ικανοποιητικός τρόπος

υπολογισμού της σε κλειστή μορφή. Για αριθμητική

προσέγγιση δείτε τα [;], [;].
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Μειονεκτήματα των μεθόδων αποτίμησης

και η ιδέα της ασφαλούς τιμολόγησης

Το μοντέλο αποτίμησης των Black-Scholes υποθέτει

αναδιοργάνωση χαρτοφυλακίου σε συνεχή χρόνο το ο-

ποίο δεν είναι εφικτό στην πράξη. Στο διωνυμικό μο-

ντέλο η αναδιοργάνωση του χαρτοφυλακίου γίνεται σε

διακριτό χρόνο το οποίο είναι εφικτό στην πράξη και

επιπλέον στο μοντέλο αυτό μπορεί εύκολα να συμπε-

ριλάβει κανείς Lookback Options κ.τ.λ. Παρόλα αυτά,

προκειμένου να έχει πρακτική αξία ως ένας τρόπος α-

ντιστάθμισης του κινδύνου θα πρέπει να ληφθούν υ-

πόψη παράγοντες οι οποίοι εμφανίζονται στην πράξη.

Για παράδειγμα δεν είναι ξεκάθαρο αν κάποιος μπορεί

να δανείζεται μετοχές ανά πάσα στιγμή και ποιο είναι

το κόστος για αυτό. Θα πρέπει να λάβει υπόψη του

τα κόστη συναλλαγής, τα μερίσματα των μετοχών κ.α.

Σε μια τέτοια αντιμετώπιση το μαθηματικό πρόβλημα

γίνεται περίπλοκο και αν θελήσουμε να αποτιμήσου-

με συμβόλαια πάνω σε περισσότερα από δυο υποκείμε-

να αγαθά γίνεται σχεδόν μη επιλύσιμο. Ακόμη όμως
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και αν κάποιος συμπεριλάβει αυτούς τους παράγοντες

το αντισταθμιστικό χαρτοφυλάκιο δεν θα καλύψει τον

πωλητή στην περίπτωση που οι μεταβλητότητες των

υποκείμενων αγαθών προκύψουν μεγαλύτερες από τις

προβλέψεις του. Για να καλυφθεί (εν μέρει) και από αυ-

τό το ρίσκο θα πρέπει να ξοδέψει ακόμη περισσότερα

χρήματα. Τέλος, όλα τα μοντέλα τα οποία στηρίζο-

νται σε κατασκευή αντισταθμιστικών χαρτοφυλακίων

δεν είναι πρακτικά σε μη πλήρεις αγορές.

Θα περιγράψουμε στη συνέχεια μια εντελώς διαφο-

ρετική ιδέα τιμολόγησης συμβολαίων, αυτή της ασφαλούς

τιμολόγησης, η οποία παραμένει πρακτική ακόμη και

στη περίπτωση συμβολαίων με περισσότερα από δυο υ-

ποκείμενα αγαθά και επίσης σε μη πλήρεις αγορές. Ο

σκοπός της ασφαλούς αποτίμησης είναι να εξασφαλίσει

εν μέρει τον πωλητή καθότι, γενικά, ο πωλητής και ο

αγοραστής δεν είναι ισοδύναμοι απέναντι στον κίνδυ-

νο. Για παράδειγμα, πουλώντας ένα απλό συμβόλαιο

αγοράς, ο πωλητής ενδέχεται να χρεοκοπήσει, δηλα-

δή υπάρχει θετική πιθανότητα να πρέπει να καταβάλλει

ένα οσοδήποτε μεγάλο ποσό στον αγοραστή ενώ στην

509



καλύτερη περίπτωση θα κερδίσει όλο το ποσό της α-

ξίας του συμβολαίου. Από την άλλη μεριά ο αγοραστής

στην χειρότερη περίπτωση θα χάσει το ποσό της αξίας

του συμβολαίου ενώ στην καλύτερη θα λάβει ένα οσο-

δήποτε μεγάλο ποσό. Υπό αυτή την έννοια, μάλλον,

δεν έχει νόημα να ψάχνουμε κάποιου είδους δίκαιη τι-

μή πώλησης αλλά μάλλον μια ασφαλή τιμή πώλησης για

τον πωλητή για τα συμβόλαια τα οποία η απολαβή τους

δεν είναι άνω φραγμένη. Τα συμβόλαια τύπου πώλησης

έχουν άνω φραγμένες απολαβές και σε μια τέτοια πε-

ρίπτωση θα μπορούσαμε να μιλήσουμε για δίκαιη τιμή

πώλησης.

Συμβολίζουμε με Pt την απολαβή ενός τέτοιου συμ-

βολαίου κατά την χρονική στιγμή t, για παράδειγμα

Pt = max{K−St, 0} όπουK δοσμένος αριθμός και St
η τιμή της μετοχής στο χρόνο t ή Vt = max{St+Dt+Ft

3 −
K, 0} όπου St, Dt, Ft οι τιμές τριών μετοχών κατά το

χρόνο t. Η ιδέα είναι να μελετήσουμε τη στοχαστι-

κή διαδικασία Pt και όχι τις διαδικασίες που διέπουν

τις κινήσεις των μετοχών, δηλαδή δεν κάνουμε καμιά

υπόθεση για την κίνηση των μετοχών παρά μόνο για
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την κίνηση των απολαβών. Σημειώστε ότι το P0 ε-

ίναι γνωστό διότι οι τιμές των μετοχών είναι γνωστές

σήμερα.

Ας υποθέσουμε ότι το συμβόλαιο λήγει στη χρονι-

κή στιγμή T . Τότε μας ενδιαφέρει η διαφορά PT − P0

η οποία βεβαίως είναι μια τυχαία μεταβλητή.

Ορισμός 368 ΄Εστω Pt η απολαβή του συμβολαίου

κατά τη χρονική στιγμή t και έστω Y ένα ποσό. Τότε

λέμε ότι το Y είναι μια ασφαλής τιμή πώλησης για τον

πωλητή αν

P(Pt ≤ Y ) = p

για κάποιο p ∈ (0, 1) δοσμένο από τον πωλητή.

΄Εστω ότι υπάρχουν κάποιαm,σ ∈ R+ τέτοια ώστε

PT − P0 = max(XT ,−P0)

όπου Xt = mt + σWt.

Μπορούμε να αποδείξουμε εύκολα ότι η Y = P0 +

mT + zpσ
√
T είναι μια ασφαλής τιμή για τον πωλητή

όπου zp είναι τέτοιο ώστε
1√
2π

∫ zp
−∞ e−

r2

2 dr = p.

511



Μπορούμε να εκτιμήσουμε τους m και σ από πα-

ρελθοντικά δεδομένα εργαζόμενοι μονάχα πάνω στις

τιμές των απολαβών και όχι στις τιμές των μετοχών.

Σημειώστε ότι, κάτω από την υπόθεση 13.10, αν κάποιος

πουλήσει το συμβόλαιο φθηνότερα από P0+mT τότε η

πιθανότητα ζημιάς είναι μεγαλύτερη από 1/2. Σε αυτή

τη περίπτωση θα πρέπει να επενδύσει κατάλληλα αυ-

τό το ποσό για να ελαχιστοποιήσει αυτό το επιπλέον

ρίσκο, τοποθετώντας το για παράδειγμα σε μια χωρίς

ρίσκο επένδυση ή δημιουργώντας ένα αντισταθμιστικό

χαρτοφυλάκιο. Πουλώντας στην ασφαλή τιμή ο πω-

λητής αναλαμβάνει ουσιαστικά το ρίσκο της εκτίμησης

των μελλοντικών παραμέτρων m,σ ενώ ο αγοραστής

μεταθέτει αυτό το ρίσκο στον πωλητή πληρώνοντας το

αντίστοιχο τίμημα. Στην πράξη, προκειμένου ο πωλη-

τής να καλυφθεί (εν μέρει) από το ρίσκο που ανέλαβε

θα πρέπει να αγοράσει κατάλληλα call των υποκείμε-

νων αγαθών από την αγορά παραγώγων. Για το λόγο

αυτό μπορεί να χρησιμοποιήσει μέρος των χρημάτων

για αυτό το σκοπό. Θα μπορούσαμε να ορίσουμε ως

τιμή πώλησης την Y = P0 +mT η οποία εκ πρώτης
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όψεως φαίνεται δίκαιη. Επειδή όμως ο πωλητής είναι

εκτεθειμένος σε κίνδυνο χρεοκοπίας θα προσπαθήσει

να πουλά τα συμβόλαια αυτά σε μια τιμή μεγαλύτερη

αυτής έτσι ώστε κατά κάποιο τρόπο να ισοσταθμίσει

τη ζημιά που θα έχει σε κάποια από αυτά.

Σε όλα τα παραπάνω υποθέτουμε ότι το συγκεκρι-

μένο συμβόλαιο δεν μπορεί να καλυφθεί πλήρως και

χωρίς ρίσκο με κάποιο σχήμα κατάλληλων call και put

από την αγορά παραγώγων αλλιώς ο αγοραστής θα

προτιμούσε να αντισταθμίσει τον κίνδυνο μόνος του.

Στην περίπτωση λοιπόν που δεν μπορεί, θα καταφύγει

στην εξωχρηματιστηριακή αγορά όπου εκεί έχουν νόη-

μα τα μαθηματικά μοντέλα αποτίμησης.

Περισσότερα για την ιδέα αυτή μπορεί να δει κανείς

την εργασία.

Να σημειώσουμε ότι το διωνυμικό μοντέλο παρα-

μένει χρήσιμο για την εύρεση της ελάχιστης αξίας για

την κατασκευή αντισταθμιστικού χαρτοφυλακίου προ-

κειμένου κάποιος να αντισταθμίσει τον κίνδυνο άπειρης

ζημιάς αγοράζοντας κατάλληλα συμβόλαια αγοράς.
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Παράδειγμα 369 ΄Εστω ένα Αμερικανικό συμβόλαιο
με ένα υποκείμενο αγαθό με αξίες St και έστω η απο-

λαβή του συμβολαίου είναι Vt = {max0≤s≤t St−K, 0}.
Ακόμη και αν πωλητής πουλήσει ένα τέτοιο συμβόλαιο

σε πολλαπλάσια τιμή της ασφαλούς αξίας του δεν θα

είναι ποτέ πλήρως εξασφαλισμένος έναντι μιας χρεο-

κοπίας. ΄Ενας τρόπος μερικής εξασφάλισης θα ήταν να

αγοράσει ένα συμβόλαιο αγοράς με το ίδιο υποκείμενο

αγαθό ή μια σειρά από συμβόλαια αγοράς με μικρότερη

χρονική διάρκεια.

΄Ενα άλλο παράδειγμα συμβολαίου με δυο υποκείμε-

να αγαθά με αξίες St, Dt είναι ένα συμβόλαιο Ευρωπα-

ϊκού τύπου με απολαβή PT = max{ST −DT , 0}. Στην
περίπτωση αυτή, ο πωλητής προκειμένου να καλυφθεί

από τον κίνδυνο χρεοκοπίας θα μπορούσε να αγοράσει

ένα call option με υποκείμενο αγαθό την St. Με αυ-

τό τον τρόπο θα ήταν πλήρως εξασφαλισμένος έναντι

μιας χρεοκοπίας, αρκεί βέβαια η αξία του call option

να είναι μικρότερη της τιμής πώλησης του συμβολαίου.

Μπορούμε λοιπόν να διαχωρίσουμε τα συμβόλαια

προαίρεσης σε δυο μεγάλες ομάδες. Στην πρώτη ο-
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μάδα ανήκουν τα συμβόλαια στα οποία η απολαβή μπο-

ρεί να είναι οσοδήποτε μεγάλη (όπως στα συμβόλαια

αγοράς) και άρα η πιθανότητα χρεοκοπίας του πωλητή

είναι πραγματική. Στη δεύτερη ομάδα ανήκουν τα συμ-

βόλαια στα οποία η απολαβή είναι άνω φραγμένη (όπως

στα συμβόλαια πώλησης) και άρα η πιθανότητα χρεο-

κοπίας του πωλητή είναι μηδενική. Ο πωλητής που-

λώντας ένα συμβόλαιο της πρώτης ομάδας θα πρέπει

να μετριάσει τον κίνδυνο χρεοκοπίας κατασκευάζοντας

ένα αντισταθμιστικό χαρτοφυλάκιο το οποίο θα αποτε-

λείται από κατάλληλα συμβόλαια αγοράς. Υποθέτουμε

βέβαια ότι η τιμή πώλησης του συμβολαίου είναι με-

γαλύτερη από την αρχική αξία αυτού του αντισταθμι-

στικού χαρτοφυλακίου μαζί με τα παρελκόμενα έξοδα.
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