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ΠΡΟΛΟΓΟΣ

Υπάρχουν πολλά βιβλία στην ελληνική βιβλιογραφία που ασχολούνται με τη Γραμμική Άλ-
γεβρα. Το παρόν σύγγραμμα επιχειρεί να συνεισφέρει σε μία ομαλή μετάβαση από την ύλη
και τον τρόπο μάθησης που διδάσκεται ο μαθητής και η μαθήτρια στο λύκειο σε έναν μαθη-
ματικό και πιο αφηρημένο τρόπο σκέψης μακριά από την ξερή αποστήθιση. Ταυτόχρονα, το
σύγγραμμα εισάγει σε έννοιες που πλέον δεν καλύπτονται στα λυκειακά μαθήματα και που
είναι απαραίτητες για την κατανόηση των εννοιών που συναντά ο φοιτητής και η φοιτήτρια
των μαθηματικών.
Οι συγγραφείς έχουμε την πεποίθηση ότι η εξάσκηση σε καλυπτόμενα θέματα της Γραμμι-

κής Άλγεβρας με τη χρήση υπολογιστικών προγραμμάτων επιτρέπει την καλύτερη εμπέδωση
της ύλης, ενώ παράλληλα επιτρέπει πειραματισμούς και εξερευνήσεις, χωρίς να πληρώνε-
ται το αντίτιμο πολύτιμου χρόνου σε αριθμητικούς υπολογισμούς. Για τον λόγο αυτόν, το
σύγγραμμα ξεκινά με ένα σύντομο κεφάλαιο αφιερωμένο στη χρήση του υπολογιστικού προ-
γράμματος Mathematica. Ωστόσο, θεωρούμε απαραίτητο να διευκρινίσουμε ότι αν το Mathe-
matica δεν είναι διαθέσιμο, τότε η χρήση και προσαρμογή σε οποιοδήποτε άλλο υπολογιστικό
πρόγραμμα είναι εύκολη και ενθαρρύνεται. Επιπλέον, οι ενότητες με τοMathematica μπορούν
να καλυφθούν ανεξάρτητα από την κύρια ύλη σε επόμενη φάση και δεν αποτελούν αναγκαία
προϋπόθεση για την κατανόηση της ύλης.
Ο κύριος στόχος του συγγράμματος είναι να προσφέρει τα εργαλεία σκέψης σε όποιον ή

όποια τα επιθυμεί και να παράσχει τις βάσεις που θα επιτρέψουν στους αναγνώστες και στις
αναγνώστριες αυτόνομη πλοήγηση στα συναρπαστικά μονοπάτια που η γνώση προσφέρει.
Για τον λόγο αυτόν, το σύγγραμμα περιλαμβάνει πληθώρα αναλυτικών παραδειγμάτων που
θα μπορεί να τα διαβάσει ο ενδιαφερόμενος ή η ενδιαφερόμενη με τον δικό τους χρόνο και
με τον δικό τους ρυθμό.
Η ύλη που καλύπτεται περιλαμβάνει τους μιγαδικούς αριθμούς, με έμφαση στη γεωμετρική

αναπαράσταση, τις ιδιότητές τους, με εκτεταμένη αναφορά στις ρίζες της μονάδας και στο
Θεμελιώδες Θεώρημα της Άλγεβρας. Ακολουθεί κεφάλαιο αφιερωμένο στην άλγεβρα των
πινάκων, ενώ στη συνέχεια εξετάζεται η μέθοδος απαλοιφής του Gauss και οι εφαρμογές
της. Ξεχωριστό κεφάλαιο ασχολείται με τη μελέτη των ιδιοτήτων των οριζουσών των τετρα-
γωνικών πινάκων, ενώ ακολουθεί κεφάλαιο για την επίλυση των γραμμικών συστημάτων. Οι
διανυσματικοί χώροιRn μελετώνται με έμφαση στονR2 και στονR3 και δίνονται προσεκτικά
οι ορισμοί των ευθειών και των επιπέδων στονRn. Οι λύσεις των γραμμικών συστημάτων ερ-
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μηνεύονται στον R2 και στον R3 με έμφαση πάντα στη γεωμετρική εποπτεία. Ακολουθεί το
κεφάλαιο των γραμμικών συναρτήσεων και τέλος το κεφάλαιο των ιδιοδιανυσμάτων και των
ιδιοτιμών. Το σύγγραμμα ενσωματώνει τη χρήση του Mathematica σε ξεχωριστή ενότητα σε
κάθε κεφάλαιο. Επιπλέον, σε κάθε κεφάλαιο υπάρχει ξεχωριστή ενότητα με πληθώρα λυ-
μένων ασκήσεων, ενώ στο Παράρτημα δίνονται εκτεταμένες υποδείξεις για τις ασκήσεις. Η
βιβλιογραφία στο τέλος κάθε κεφαλαίου μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την εμβάθυνση των
εννοιών. Στο τέλος του συγγράμματος έχει προστεθεί ευρετήριο όρων και συμβολισμών. Με
αυτόν τον τρόπο, ο αναγνώστης ή η αναγνώστρια μπορούν να ανατρέχουν σε ορισμούς και
να διευκρινίζουν έννοιες.
Το βιβλίο δεν προτίθεται να αποτελέσει αποκλειστικό σύγγραμμα για μαθήματα Γραμμι-

κής Άλγεβρας. Ωστόσο, το σύγγραμμα μπορεί να αποτελέσει κύριο σύγγραμμα σε εισαγω-
γικό μάθημα Γραμμικής Άλγεβρας ή Αναλυτικής Γεωμετρίας ή συνοδευτικό σύγγραμμα για
οποιοδήποτε άλλο μάθημα Άλγεβρας. Σημειώνουμε ότι έχει γίνει συνειδητή προσπάθεια στο
κείμενο να χρησιμοποιηθεί ουδέτερη ως προς το φύλο γλώσσα.
Ως βασική βιβλιογραφία για θέματα Γραμμικής Άλγεβρας αναφέρουμε τα [1], [2], [3]. Για

μία σύντομη επισκόπηση αναφέρουμε το [4].
Ευχαριστούμε τους φοιτητές και τις φοιτήτριές μας για τις παρατηρήσεις τους στο αρ-

χικό κείμενο. Ευχαριστούμε, επίσης, τη Μαρία Κρυπωτού για τη σχεδίαση της εικόνας του
εξωφύλλου.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

ΓΝΩΡΙΜΙΑ ΜΕ ΤΟ MATHEMATICA

Σύνοψη
Στο εισαγωγικό αυτό κεφάλαιο δίνονται βασικές εντολές και παραδείγματα για τη γνωριμία
και την εξοικείωση με το περιβάλλον του Mathematica. Επίσης, δίνονται οι εντολές για
τον υπολογισμό του ορίου, της παραγώγου, του ολοκληρώματος και για τη γραφική παρά-
σταση συνάρτησης. Για περισσότερες πληροφορίες παραπέμπουμε στα βιβλία [1], [2] και [3].

Προαπαιτούμενη γνώση: Βασικές Λυκειακές γνώσεις συναρτήσεων, ορίου, παραγώ-
γου, ολοκληρωμάτος.

1.1 Εισαγωγικά

Ανοίγουμε ένα αρχείο Mathematica με διπλοπάτημα του ποντικιού στο εικονίδιο του Mathe-
matica. Όσο χρησιμοποιούμε το Mathematica συνιστούμε να είναι το πληκτρολόγιο γυρισμένο
στα αγγλικά. Για να αντιληφθεί το Mathematica ότι έχουμε δώσει κάποια εντολή, αφού την
πληκτρολογήσουμε, πρέπει να την «εισάγουμε», δηλ. να πατήσουμε συγχρόνως τα πλήκτρα
[Shift]+[Enter] (σε κάποια πληκτρολόγια αρκεί να πατήσουμε το πλήκτρο [Enter] που βρί-
σκεται στην κάτω δεξιά γωνία του πληκτρολογίου). Έστω για παράδειγμα ότι θέλουμε να
δώσουμε στο Mathematica την εντολή να υπολογίσει το άθροισμα των 5 και 7 και ας υπο-
θέσουμε ότι μόλις έχουμε ξεκινήσει ένα αρχείο Mathematica. Στον κέρσορα εμφανίζεται το
«In[1]:=». Πληκτρολογούμε το «5 + 7» και στη συνέχεια εισάγουμε την εντολή.
In[1]:= 5 + 75 + 75 + 7
Out[1]= 12

Για τον πολλαπλασιασμό και τη διαίρεση χρησιμοποιούμε τα σύμβολα ∗ και / αντίστοιχα.
Όταν δεν υπάρχει κίνδυνος παρερμηνείας, μπορούμε να παραλείψουμε το ∗ μεταξύ των πα-

Βαβατσούλας, X. & Χαραλάμπους, X-M-A. (2023). «Στοιχεία από τη Γραμμική Άλγεβρα».
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ραγόντων ενός γινομένου, όπως φαίνεται στην τρίτη κατά σειρά εντολή του In[2].
In[2]:= s = 5 ∗ 6 ; A = s/3 ; f = 2As = 5 ∗ 6 ; A = s/3 ; f = 2As = 5 ∗ 6 ; A = s/3 ; f = 2A
Out[2]= 20

Το ελληνικό ερωτηματικό ¹ που εμφανίζεται στο In[2], μας επιτρέπει να γράφουμε εντολές
στη σειρά, χωρίς να εμφανίζεται το αποτέλεσμα των εντολών που προηγούνται του «;;;». Έτσι
στο In[2], δώσαμε τρεις εντολές. Με την πρώτη εντολή, τo Mathematica αναγνωρίζει πλέον ως
s το αποτέλεσμα του γινόμενου των 6 και 5, δηλαδή το 30. Με τη δεύτερη εντολή στο In[2], τo
Mathematica αναγνωρίζει πλέον ωςΑ το αποτέλεσμα της διαίρεσης του s δια του 3, δηλαδή το
10. Τέλος, με την τρίτη εντολή στο In[2], ορίζουμε το f. Στο Out[2] εμφανίζεται το αποτέλεσμα
μόνο της τελευταίας εντολής, αφού αυτή δεν ακολουθείται από «;;;».
Για να δώσουμε την εντολή στοMathematica να υπολογίσει τη δύναμη am, πληκτρολογούμε

a∧m. Εδώ τοm μπορεί να είναι ρητός αριθμός, ενώ η βάση a είναι πραγματικός ή μιγαδικός
αριθμός (βλ. Κεφάλαιο 2). Καλούμε τον αναγνώστη να παρατηρήσει τη χρήση των παρενθέ-
σεων.
In[3]:= 2∧52∧52∧5
Out[3]= 32

In[4]:= 5∧(1/2)5∧(1/2)5∧(1/2)
Out[4]=

√
5

In[5]:= (5∧(1/2))∧2(5∧(1/2))∧2(5∧(1/2))∧2

Out[5]= 5.0

Η τετραγωνική ρίζα του 5 δεν είναι βέβαια φυσικός αριθμός (δεν είναι καν ρητός!) και
μάλιστα η δεκαδική του μορφή έχει άπειρα ψηφία. Έτσι, είναι αδύνατον να γράψουμε δια-
φορετικά την ακριβή τιμή του και το Mathematica επιστρέφει ως έκφραση τη «συμβολική»
τιμή του. Ας δούμε δύο άλλα παραδείγματα συμβολικών τιμών. Το Mathematica έχει δεσμεύ-
σει στη μνήμη του τον συνδυασμό των γραμμάτωνPi για τη μαθηματική σταθερά π (το πηλίκο
της περιφέρειας του κύκλου δια τη διάμετρό του), καθώς και το γράμμα E για τη μαθημα-
τική σταθερά e, τη βάση δηλαδή του φυσικού νεπέριου λογαρίθμου ή ισοδύναμα το όριο της
ακολουθίας (1 + 1/n)n. Παρόλο που δεν μπορούμε να γράψουμε όλα τα ψηφία αυτών των
σταθερών, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε μία συγκεκριμένη εντολή του Mathematica για
να προσεγγίσουμε τις εκφράσεις αυτές. Γενικότερα, γράφοντας το γράμμα N συνοδευόμενο
από μία έκφραση σε αγκύλες δίνουμε στο Mathematica την εντολή για τον υπολογισμό της
αριθμητικής τιμή της έκφρασης με προσέγγιση 6 ψηφίων.
In[6]:= N[Pi]N[Pi]N[Pi]
Out[6]= 3.14159

In[7]:= N[E]N[E]N[E]
Out[7]= 2.71828

Σημειώνουμε ότι εν γένει οι εντολές-συναρτήσεις στοMathematica συνοδεύονται από αγκύ-
λες μέσα στις οποίες τοποθετούμε την έκφραση στην οποία θα εφαρμοστεί η εντολή-συνάρτη-
ση και επιπλέον ορίσματα. Για παράδειγμα, μπορούμε να καθορίσουμε το πλήθος των δε-
καδικών ψηφίων μίας έκφρασης expr στο Mathematica προσθέτοντας δεύτερο όρισμα στη
συνάρτηση N.
In[8]:= N[5∧(1/2), 10]N[5∧(1/2), 10]N[5∧(1/2), 10]
Out[8]= 2.236067977

¹Υπενθυμίζουμε ότι το πληκτρολόγιό μας είναι γυρισμένο πάντα στα αγγλικά!
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In[9]:= N[Pi, 50]N[Pi, 50]N[Pi, 50]
Out[9]= 3.1415926535897932384626433832795028841971693993751

ΤοMathematica έχει δεσμεύσει τοLog για τη συνάρτηση του νεπέριου λογάριθμου.Με άλλα
λόγια, Log[a] είναι ο εκθέτης b, τέτοιος ώστε eb = a.
In[10]:= Log[E]Log[E]Log[E]
Out[10]= 1

In[11]:= Log[10]Log[10]Log[10]
Out[11]= Log[10]
In[12]:= N[Log[10]]N[Log[10]]N[Log[10]]
Out[12]= 2.30259

Το Mathematica μπορεί να διαχειριστεί και να κάνει πράξεις με μιγαδικούς αριθμούς που
θα συζητήσουμε εκτενέστερα στο επόμενο κεφάλαιο. Στο Mathematica, η «φανταστική» μο-
νάδα i ∈ C με την ιδιότητα i2 = −1, αναγνωρίζεται με το γράμμα I.
In[13]:= III
Out[13]= i
In[14]:= I∧2I∧2I∧2
Out[14]= −1

In[15]:= z = 2 + 3 I ; z∧4 + 5 z∧3− 3z = 2 + 3 I ; z∧4 + 5 z∧3− 3z = 2 + 3 I ; z∧4 + 5 z∧3− 3
Out[15]= −352− 75 i
H εντολή Abs[a], όταν a είναι πραγματικός αριθμός, επιστρέφει την απόλυτη τιμή του a.

Γενικότερα, όταν a είναι μιγαδικός αριθμός, τότε Abs[a] επιστρέφει το μέτρο ² του a. Στο
επόμενο παράδειγμα δημιουργούμε λίστες στο Mathematica χρησιμοποιώντας άγκιστρα. Οι
λίστες είναι διατεταγμένα σύνολα. Σημειώνουμε ότι με διπλές αγκύλες μπορούμε να απομο-
νώσουμε στοιχεία τους.
In[16]:= F = {Abs[−5], Abs[Pi− 10∧(1/2)], Abs[1 + I] }F = {Abs[−5], Abs[Pi− 10∧(1/2)], Abs[1 + I] }F = {Abs[−5], Abs[Pi− 10∧(1/2)], Abs[1 + I] }
Out[16]=

{
5,
√
10− π,

√
2
}

In[17]:= F[[3]]F[[3]]F[[3]]
Out[17]=

√
2

In[18]:= w = 1 + I ; L = {w, w∧2, w∧3, w∧4, w∧5, w∧6, w∧7, w∧8}w = 1 + I ; L = {w, w∧2, w∧3, w∧4, w∧5, w∧6, w∧7, w∧8}w = 1 + I ; L = {w, w∧2, w∧3, w∧4, w∧5, w∧6, w∧7, w∧8}
Out[18]= {1 + i, 2 i, −2 + 2 i, −4, −4− 4 i, −8 i, 8− 8 i, 16}
Ένας αποτελεσματικός τρόπος παραγωγής λιστών είναι με τη χρήση του Table:

In[19]:= T=Table[w∧m, {m, 1, 8}]T=Table[w∧m, {m, 1, 8}]T=Table[w∧m, {m, 1, 8}]
Out[19]= {1 + i, 2 i, −2 + 2 i, −4, −4− 4 i, −8 i, 8− 8 i, 16}
In[20]:= T==LT==LT==L
Out[20]= TrueTrueTrue
In[21]:= L[[2]]+L[[6]]L[[2]]+L[[6]]L[[2]]+L[[6]]
Out[21]= −6 i
In[22]:= x = ( (5 (3 + 1) )∧2 )∧ − 1x = ( (5 (3 + 1) )∧2 )∧ − 1x = ( (5 (3 + 1) )∧2 )∧ − 1

Out[22]= 1

400

²Αν a = x+ yi ∈ C, με x, y ∈ R, τότε το μέτρο του a, είναι ο θετικός πραγματικός αριθμός
√
x2 + y2.
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Για την ονομασία των εκφράσεων μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε οποιοδήποτε γράμμα
ή συνδυασμό γραμμάτων, για παράδειγμα A, d, Nu, I3, O1 κτλ., εκτός από τα κεφαλαία
γράμματα του Πίνακα 1.1 που το Mathematica έχει «κλειδώσει».

Πίνακας 1.1: Πίνακας με κεφαλαία γράμματα που το Mathematica έχει κλειδώσει.

Γράμμα Επεξήγηση Χρήσης

C Συμβολισμός Σταθερών
D Συνάρτηση Παραγώγισης
E e (Βάση Λογαρίθμου)
I i (φανταστική μονάδα)
N Συνάρτηση για Δεκαδικά Ψηφία (Numerical)
O Ουρά Δυναμοσειρών

Το Mathematica έχει ενσωματώσει πολλές εντολές-συναρτήσεις. Κάποιες τις έχουμε ήδη δει.
Όλες οι ενσωματωμένες εντολές-συναρτήσεις τουMathematica ξεκινούν με κεφαλαίο γράμμα,
για παράδειγμα η εντολήMatrix που θα συναντήσουμε αργότερα καθώς και οι εντολές Ex-
pand, Factor, που όπως προκύπτει από το όνομά τους, αναλύουν και παραγοντοποιούν πα-
ραστάσεις. Όταν μάλιστα η εντολή του Mathematica προέρχεται από συνένωση δύο λέξεων,
τότε και η δεύτερη λέξη αρχίζει με κεφαλαίο, όπως για παράδειγμα η εντολήMatrixForm.
Όπως έχουμε ήδη δει, για να εφαρμόσουμε μία εντολή σε κάποια έκφραση, γράφουμε την
εντολή και μετά μέσα σε αγκύλες την έκφραση καθώς και τα υπόλοιπα ορίσματα. Σε όλα αυτά
θα εξοικειωθούμε με τη χρήση. Μία εξαίρεση στον παρακάτω κανόνα αποτελεί η εντολή που
επιστρέφει το παραγοντικό του φυσικού αριθμού n, δηλ. το γινόμενο n! = 1 ·2 ·3 · · · (n−1) ·n
και στην oποία το παραγοντικό ακολουθεί τον αριθμό.
In[23]:= m = 4!m = 4!m = 4!
Out[23]= 24

In[24]:= Expand[(a∧2 + a+ 1)∧2 (a− 1)]Expand[(a∧2 + a+ 1)∧2 (a− 1)]Expand[(a∧2 + a+ 1)∧2 (a− 1)]
Out[24]= −1− a− a2 + a3 + a4 + a5

In[25]:= Factor[%]Factor[%]Factor[%]
Out[25]= (−1 + a) (1 + a+ a2)

2

In[26]:= Factor[x∧6− 1]Factor[x∧6− 1]Factor[x∧6− 1]
Out[26]= (−1 + x)(1 + x) (1− x+ x2) (1 + x+ x2)

Με το σύμβολο «%» ανακαλούμε το αμέσως προηγούμενο αποτέλεσμα. Γενικότερα, με το
«%, n» ανακαλούμε το Out[n]Out[n]Out[n]. Ας προσπαθήσουμε τώρα να ορίσουμε κάποιες δικές μας συ-
ναρτήσεις στο Mathematica. Έστω, λοιπόν, ότι θέλουμε να ορίσουμε τη συνάρτηση των πραγ-
ματικών αριθμών f(x) = x sinx. Για να δηλώσουμε ότι το x θα είναι μεταβλητή γράφουμε x___
στις αγκύλες μετά το f (στο αριστερό μόνο σκέλος του ορισμού) και χρησιμοποιούμε το «:=»
αντί για απλή ισότητα. Πρώτα, όμως, ας πειραματιστούμε και ας μη φοβηθούμε να κάνουμε
λάθη.
In[27]:= f [x_] := x ∗ Sin[x]f [x_] := x ∗ Sin[x]f [x_] := x ∗ Sin[x]
· · · SetDelayd:write : Tag Integer in 20[x_] is protected.�
Out[27]= $Failed
Το πρόγραμμα « διαμαρτύρεται », διότι στο γράμμα f έχει αποδοθεί συγκεκριμένη τιμή

στο In[2]. Για να αποφύγουμε τη διαμαρτυρία, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε άλλο γράμμα
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αντί του f ή ακόμα καλύτερα να δώσουμε την εντολή Clear[ f ]Clear[ f ]Clear[ f ], που « καθαρίζει » το f από
οποιαδήποτε παρελθούσα χρήση. Ακολουθούμε τη δεύτερη επιλογή.
In[28]:= Clear[ f ]Clear[ f ]Clear[ f ]
In[29]:= f [x_] := x ∗ Sin[x]f [x_] := x ∗ Sin[x]f [x_] := x ∗ Sin[x]
In[30]:= f [3Pi/2]f [3Pi/2]f [3Pi/2]
Out[30]= −3π

2

In[31]:= {f [0], f [Pi/4], f [Pi/2], f [3Pi/4], f [Pi]}{f [0], f [Pi/4], f [Pi/2], f [3Pi/4], f [Pi]}{f [0], f [Pi/4], f [Pi/2], f [3Pi/4], f [Pi]}
Out[31]= { 0, π

4
√
2
,
π

2
,

3π

4
√
2
, 0 }

Μπορούμε να εφαρμόσουμε τη συνάρτηση σε λίστες καθώς και να δημιουργήσουμε λίστες
έχοντας στο όρισμα συναρτήσεις.
In[32]:= u = {0, Pi/4, Pi/2, 3Pi/4, Pi} ; f [u]u = {0, Pi/4, Pi/2, 3Pi/4, Pi} ; f [u]u = {0, Pi/4, Pi/2, 3Pi/4, Pi} ; f [u]
Out[32]= { 0, π

4
√
2
,
π

2
,

3π

4
√
2
, 0 }

In[33]:= Table[ f [ k ∗ Pi/4], {k, 0, 4} ]Table[ f [ k ∗ Pi/4], {k, 0, 4} ]Table[ f [ k ∗ Pi/4], {k, 0, 4} ]
Out[33]= { 0, π

4
√
2
,
π

2
,

3π

4
√
2
, 0 }

Η δυνατότητα που μας δίνει το Mathematica για τις γραφικές παραστάσεις των συναρτή-
σεων είναι ιδιαίτερα χρήσιμη. Η βασική εντολή είναι Plot με δύο ορίσματα σε αγκύλες: στο
πρώτο είναι οι συναρτήσεις που θέλουμε το γράφημά τους, στο δεύτερο ορίζουμε το πεδίο
ορισμού της μεταβλητής. Τα επόμενα παραδείγματα θα δείξουν τη χρήση της εντολής σε
δύο χαρακτηριστικές περιπτώσεις. Πρώτα θα δούμε το γράφημα της συνάρτησης f(x) που
ορίσαμε προηγουμένως (Σχήμα 1.1).
In[34]:= Plot[f [x], {−10, 10}]Plot[f [x], {−10, 10}]Plot[f [x], {−10, 10}]
Out[34]=

-10 -5 5 10

-6

-4

-2

2

4

6

8

Σχήμα 1.1: Το γράφημα της y = x sinx με Mathematica.

Με την επόμενη εντολή απεικονίζουμε γραφικά τρεις συναρτήσεις (Σχήμα 1.2).
In[35]:= Plot[{x ∗ Sin[x], x, -x}, {−100, 100}]Plot[{x ∗ Sin[x], x, -x}, {−100, 100}]Plot[{x ∗ Sin[x], x, -x}, {−100, 100}]
Out[35]=
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-100 -50 50 100

-100

-50

50

100

Σχήμα 1.2: Τα γραφήματα των y = x sinx, y = x, y = −x με Mathematica.

Το Mathematica μπορεί να κάνει απλούς και πολύπλοκους υπολογισμούς διαφορικού και
ολοκληρωτικού λογισμού. Η εντολή Limit[ f, x→ x0 ]Limit[ f, x→ x0 ]Limit[ f, x→ x0 ] υπολογίζει το όριο lim

x→x0

f(x) μίας συ-
νάρτησης f(x). Σχηματίζουμε το βέλος→→→ χρησιμοποιώντας διαδοχικά τα πλήκτρα - και
> , γράφουμε δηλαδή -> . Το∞ αναπαρίσταται με το InfinityInfinityInfinity.
In[36]:= Limit[Sin[x]/x, x→ 0]Limit[Sin[x]/x, x→ 0]Limit[Sin[x]/x, x→ 0]
Out[36]= 1

In[37]:= Limit[Cos[x]/x, x→ -Infinity]Limit[Cos[x]/x, x→ -Infinity]Limit[Cos[x]/x, x→ -Infinity]
Out[37]= 0

In[38]:= Limit[(1+1/x)∧x, x→ Infinity]Limit[(1+1/x)∧x, x→ Infinity]Limit[(1+1/x)∧x, x→ Infinity]
Out[38]= e

Στο παράδειγμα που ακολουθεί υπολογίζουμε τα πλευρικά όρια της συνάρτησης 1

x
κα-

θώς το x πλησιάζει το 0 από τα δεξιά και τα αριστερά.
In[39]:= Limit[1/x, x→ 0, Direction→ “FromAbove”]Limit[1/x, x→ 0, Direction→ “FromAbove”]Limit[1/x, x→ 0, Direction→ “FromAbove”]
Out[39]= ∞
In[40]:= Limit[1/x, x→ 0, Direction→ “FromBelow”]Limit[1/x, x→ 0, Direction→ “FromBelow”]Limit[1/x, x→ 0, Direction→ “FromBelow”]
Out[40]= −∞
Η εντολή D[ expr, x]D[ expr, x]D[ expr, x] υπολογίζει την παράγωγο μίας συνάρτησης expr ως προς τη μετα-

βλητή x που καθορίζεται στο δεύτερο όρισμα, ενώ η εντολή D[ expr, {x, κ}]D[ expr, {x, κ}]D[ expr, {x, κ}] υπολογίζει την
παράγωγο τάξης κ της συνάρτησης ως προς τη μεταβλητή x.
In[41]:= D[x∧3 + 3x, x]D[x∧3 + 3x, x]D[x∧3 + 3x, x]
Out[41]= 3 + 3x2

In[42]:= D[x∧3 + 3x, {x, 3}]D[x∧3 + 3x, {x, 3}]D[x∧3 + 3x, {x, 3}]
Out[42]= 6

Υπολογίζουμε την παράγωγο f ′(x) και την τέταρτη παράγωγο f (4)(x) της συνάρτησης f(x) =
x sinx.
In[43]:= {D[ f[x], x], D[ f[x], {x, 4}] }{D[ f[x], x], D[ f[x], {x, 4}] }{D[ f[x], x], D[ f[x], {x, 4}] }
Out[43]= { x cos[x]+sin[x], -4 cos[x]+x sin[x] }

Η εντολή Integrate[ expr, x]Integrate[ expr, x]Integrate[ expr, x] δίνει μία παράγουσα της συνάρτησης expr, ενώ η εντολή
Integrate[ expr, {x, a, b}]Integrate[ expr, {x, a, b}]Integrate[ expr, {x, a, b}]

υπολογίζει το ορισμένο ολοκλήρωμα
∫ b

a
expr dx. Παρακάτω υπολογίζουμε μία παράγουσα
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της συνάρτησης g(x) = x3 + cosx, το ορισμένο ολοκλήρωμα
∫ π/2

−π/2 g(x) dx και το γράφημα
της y = g(x) (Σχήμα 1.3).
In[44]:= Integrate[ x∧3 + Cos[x], x ]Integrate[ x∧3 + Cos[x], x ]Integrate[ x∧3 + Cos[x], x ]
Out[44]=

x4

4
+ Sin[x]

In[45]:= Integrate[ x∧3 + Cos[x], {x, -Pi/2, Pi/2} ]Integrate[ x∧3 + Cos[x], {x, -Pi/2, Pi/2} ]Integrate[ x∧3 + Cos[x], {x, -Pi/2, Pi/2} ]
Out[45]= 2

In[46]:= Plot[ x∧3 + Cos[x], {x, -Pi/2, Pi/2} ]Plot[ x∧3 + Cos[x], {x, -Pi/2, Pi/2} ]Plot[ x∧3 + Cos[x], {x, -Pi/2, Pi/2} ]
Out[46]=

-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5

-4

-2

2

4

Σχήμα 1.3: Το γράφημα της y = x3 + cosx με Mathematica.

Το Mathematica είναι χρήσιμο για την ανάλυση, απλοποίηση ή παραγοντοποίηση τριγωνο-
μετρικών παραστάσεων, καθώς αναγνωρίζει τις τριγωνομετρικές ταυτότητες, αρκεί να μπει
το πρόθεμα Trig πριν από τις αντίστοιχες εντολές.
In[47]:= TrigExpand[ Sin[x+y] ]TrigExpand[ Sin[x+y] ]TrigExpand[ Sin[x+y] ]
Out[47]= Cos[y] Sin[x]+ Cos[x] Sin[y]
In[48]:= TrigExpand[ Sin[2x] ]TrigExpand[ Sin[2x] ]TrigExpand[ Sin[2x] ]
Out[48]= 2Cos[x] Sin[x]
In[49]:= TrigExpand[ Sin[2x+y] ]TrigExpand[ Sin[2x+y] ]TrigExpand[ Sin[2x+y] ]
Out[49]= 2Cos[x] Cos[y] Sin[x]+ Cos[x]2 Sin[y]− Sin[x]2 Sin[y]
In[50]:= TrigReduce[ Sin[x]∧2 ]TrigReduce[ Sin[x]∧2 ]TrigReduce[ Sin[x]∧2 ]
Out[50]=

1

2
(1− Cos[2x])

In[51]:= TrigReduce[ Sin[x] ∗ Cos[y] ]TrigReduce[ Sin[x] ∗ Cos[y] ]TrigReduce[ Sin[x] ∗ Cos[y] ]
Out[51]=

1

2
(Sin[x-y]+ Sin[x+y])

In[52]:= TrigFactor[Cos[x]+ Cos[y] ]TrigFactor[Cos[x]+ Cos[y] ]TrigFactor[Cos[x]+ Cos[y] ]
Out[52]= 2Cos

[x
2
− y

2

]
Cos

[x
2
+
y

2

]
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1.2 Ασκήσεις

Ασκήσεις για Εξάσκηση

1.2.1 Να υπολογίσετε με προσέγγιση 10 δεκαδικών ψηφίων τους αριθμούς

i) 3
√
π5 ii) ππ iii) πe iv)

√
e v) ee vi) e

√
e vii) ln 10

viii) ln (ln 10) ix) sin π
5

x) cos 5π
7

xi) cos e xii) ecos e.

1.2.2 Να βρείτε πόσα ψηφία έχει ο αριθμός 100!

1.2.3 Στο ίδιο σύστημα αξόνων να γίνουν οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων

i) y = sinx, y = 2 sinx, y = 3 sinx
ii) y = sinx, y = sin 2x

iii) y = sinx, y = sin2 x.

1.2.4 Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις

i) 1− x− y + 2xy − x2y − xy2 + x2y2

ii) −x− x3 + y + xy + x3y − y2 + xy2 − xy3.

1.2.5 i) Να παραγοντοποιήσετε την παράσταση −3− 5x− 4x2 − x3 + x4.
ii) Να αποδείξετε ότι το πολυώνυμο P (x) = −3 − 5x − 4x2 − x3 + x4 έχει δύο

πραγματικές ρίζες.
iii) Να κάνετε τη γραφική παράσταση CP της συνάρτησης y = P (x), όταν το x παίρ-

νει τιμές από το −2 έως το 4.
iv) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παρά-

σταση CP και τον άξονα x′x.
v) Να βρείτε τις εφαπτομένες ε0 και ε1 της CP στα σημεία A(0, P (0)) και B(1, P (1))

αντίστοιχα. Πόσα κοινά σημεία έχει η CP με την ε0 και πόσα με την ε1;
vi) Να βρείτε μία ευθεία ε : y = αx+β που να τέμνει τη γραφική παράσταση CP σε

4 σημεία.

1.2.6 Πόσες ρίζες έχει η εξίσωση 10 cosx = x στο διάστημα [−5, 5]; Προσπαθήστε να υπο-
λογίσετε μία από αυτές τις ρίζες με προσέγγιση ενός δεκαδικού κάνοντας τη γραφική
παράσταση κατάλληλης συνάρτησης.

1.2.7 Στο ίδιο σύστημα αξόνων να κάνετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) =
2 cosx+ x

2
5 και της εφαπτομένης της ε στο σημείο με τετμημένη 2π, όταν το x παίρνει

τιμές από το 0 έως το 20.

1.2.8 Να λύσετε γραφικά το σύστημα

2x+ 5y = 10

3x− 4y = 2

1.2.9 Να βρείτε τις παραγώγους πρώτης και δεύτερης τάξης καθώς και μία παράγουσα της
συνάρτησης f(x) = 2x cosx.
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1.2.10 Έστω η συνάρτηση f(x) =
sin ex
ex

. Να υπολογίσετε τα όρια lim
x→∞

f(x) και lim
x→−∞

f(x)

και να επιβεβαιώσετε το αποτέλεσμα που βρήκατε κάνοντας τη γραφική παράσταση
της f(x).

1.2.11 Έστω η συνάρτηση f(x) = |1 + x| 1x .

i) Να βρείτε την παράγωγο f ′(x).
ii) Αφού υπολογίσετε τις τιμές f(−1.01) και f(−0.99), να βρείτε τα όρια

lim
x→∞

f(x), lim
x→−∞

f(x), lim
x→−1

f(x), lim
x→0

f(x).

iii) Να κάνετε τη γραφική παράσταση της f(x), όταν το x παίρνει τιμές από το −5
έως το 5 και όταν παίρνει τιμές από το −50 έως το 50.

1.2.12 Αν για τη γωνία φ ισχύει sinφ = 3/5, να βρεθούν τα cos 3φ, sin 5φ και sin2 (φ/2).

1.2.13 Μία ευθύγραμμη σιδηροτροχιά μήκους 1000m διαστέλλεται λόγω θερμότητας και απο-
κτά σχήμα τόξου κύκλου, μήκους 1001m. Να βρεθεί κατά προσέγγιση η μέγιστη από-
σταση h της σιδηροτροχιάς από το έδαφος, βλ.Σχήμα 1.4.

h

Σχήμα 1.4: Σιδηροτροχιά πριν και μετά τη διαστολή.
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Σύνοψη
Στο κεφάλαιο αυτό θεμελιώνεται το σώμα των μιγαδικών αριθμών και μελετώνται οι βασικές
ιδιότητές τους. Έμφαση δίνεται στη γεωμετρική παράσταση των μιγαδικών αριθμών και
στη γεωμετρική ερμηνεία των πράξεών τους. Κάποια από τα παραδείγματα και τιs ασκήσεις
βασίστηκαν στα [1], [2].

Προαπαιτούμενη γνώση: Βασικές Λυκειακές γνώσεις γεωμετρίας.

2.1 Το Σώμα των Μιγαδικών

Η επίλυση πολυωνυμικών εξισώσεων απασχόλησε από πολύ νωρίς τους μαθηματικούς. Για
τις απαρχές της προσπάθειας επίλυσης της δευτεροβάθμιας πάμε ήδη πίσω στους Βαβυλώ-
νιους (2000 π.Χ.), ενώ οι αρχαίοι Έλληνες (400 π.X.) με γεωμετρικές μεθόδους μπορούσαν να
δώσουν σε κάποιες περιπτώσεις τις ρίζες. Ο Διόφαντος τον τρίτο αιώνα μ.Χ. έδωσε τον τύπο
για μία από τις θετικές ρίζες (όταν αυτή υπήρχε), ενώ στη συνέχεια σημαντικές συνεισφορές
έκαναν οι Ινδοί και οι Πέρσες μαθηματικοί. Τον 16ο αιώνα μ.Χ. οι Ιταλοί μαθηματικοί κατά-
φεραν να δώσουν τύπο για τις λύσεις πολυωνυμικών εξισώσεων τρίτου και τετάρτου βαθμού.
Σε αυτήν την προσπάθεια έγινε φανερό ότι είναι αναγκαίο να επιτραπεί ο χειρισμός και οι
πράξεις (όπως η πρόσθεση και ο πολλαπλασιασμός) τετραγωνικών ριζών αρνητικών αριθ-
μών και των συνδυασμών τους. Παράλληλα, προχωρούσε και η θεμελίωση των πραγματικών
αριθμών. Έτσι διαφάνηκε η ανάγκη να βρεθεί ένα σύνολο που να «περιέχει» το σύνολο R
των πραγματικών αριθμών αλλά και τις τετραγωνικές ρίζες των αρνητικών πραγματικών.
Μάλιστα στο σύνολο αυτό, είναι επιθυμητό να έχουν οριστεί πράξεις ανάλογες αυτών των
πραγματικών. Το μικρότερο τέτοιο σύνολο είναι αυτό που αποκαλούμε σώμα των μιγαδικών

Βαβατσούλας, X. & Χαραλάμπους, X-M-A. (2023). «Στοιχεία από τη Γραμμική Άλγεβρα».
Αθήνα: Κάλλιπος, Ανοικτές Ακαδημαϊκές Εκδόσεις. http://dx.doi.org/10.57713/kallipos-286

Creative Commons Αναφορά Δημιουργού - Μη Εμπορική Χρήση - Παρόμοια Διανομή 4.0

http://dx.doi.org/10.57713/kallipos-286
http://dx.doi.org/10.57713/kallipos-286
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αριθμών και που συμβολίζουμε μεC. Υπάρχουν διαφορετικοί τρόποι για την κατασκευή του.
Εδώ θα ορίσουμε τοC μέσω του μιγαδικού επιπέδουR2 ορίζοντας παράλληλα το άθροισμα
και το γινόμενο των στοιχείων του (Σχήμα 2.1).

x' x

y

y'

O a

b
M(a,b)

ℝ

ℂ

Σχήμα 2.1: Το σύνολο των μιγαδικών αριθμών C.

Για να εξηγήσουμε πώς το C περιέχει το R, «ταυτίζουμε» τα στοιχεία του R με σημεία
του οριζόντιου άξονα που η πρώτη συντεταγμένη τους είναι ακριβώς το αντίστοιχο στοιχείο
του R. Ονομάζουμε τον οριζόντιο άξονα του μιγαδικού επιπέδου άξονα των πραγματικών
αριθμών. Μπορούμε να κάνουμε αυτήν την ταύτιση, γιατί η συνάρτηση

φ : R ↪→ C : a 7→ (a, 0), ∀a ∈ R,

είναι 1 − 1. Μένει να ορίσουμε τις πράξεις της πρόσθεσης «+ » και του πολλαπλασιασμού
« · » στο C με τέτοιον τρόπο που θα τις κάνει συμβατές με τις πράξεις της πρόσθεσης και
του πολλαπλασιασμού στο R. Ο ορισμός της πρόσθεσης είναι απλός, για το άθροισμα δύο
στοιχείων του C αθροίζουμε τις αντίστοιχες συντεταγμένες:

+++ : C× C→ C : (a, b) +++ (c, d) = (a+ c, b+ d) , ∀ (a, b), (c, d) ∈ C .

Για τον πολλαπλασιασμό όμως στοC θα χρειαστεί να γίνουμε λίγο πιο εφευρετικοί. Ο κύριος
λόγος είναι ότι επιθυμούμε η μονάδα 1R τουR (το (1, 0) του επιπέδου μετά την «ταύτιση» του
οριζόντιου άξονα με το R), να διατηρήσει τον περίοπτο ρόλο της και να είναι και η μονάδα
του C: με άλλα λόγια, θέλουμε ο πολλαπλασιασμός με το 1R να αφήνει αμετάβλητα όλα τα
στοιχεία του C. Ορίζουμε, λοιπόν, τον πολλαπλασιασμό ως εξής:

··· : C× C→ C : (a, b) ··· (c, d) = (ac− bd, ad+ bc) , ∀ (a, b), (c, d) ∈ C .

Η τριάδα (C, +, ·) ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες:

Ιδιότητες των πράξεων της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού στους μιγαδικούς

(i) η « + » έχει την προσεταιριστική ιδιότητα, δηλ. (κ+λ)+µ = κ+(λ+µ), ∀κ, λ, µ ∈
C.

(ii) Η αρχή των αξόνων, το (0, 0) λειτουργεί ως το μηδενικό στοιχείο του C: (0, 0)+κ =
κ+ (0, 0) = κ, ∀κ ∈ C. Γράφουμε 0C ή απλά 0 για το (0, 0).

(iii) κάθε στοιχείο του C έχει αντίθετο: ∀κ ∈ C, υπάρχει κ′ ∈ C τέτοιο ώστε κ + κ′ =
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κ′ + κ = 0C. Πράγματι, το αντίθετο του κ = (a, b) είναι το κ′ = (−a,−b). Γράφουμε
−κ για τον αντίθετο του κ.

(iv) η « + » έχει την αντιμεταθετική ιδιότητα: κ+ λ = λ+ κ, ∀κ, λ ∈ C.

(v) ο « · » έχει την προσεταιριστική ιδιότητα: (κ · λ) · µ = κ · (λ · µ), ∀κ, λ, µ ∈ C.

(vi) Το C έχει πολλαπλασιαστική μονάδα: ∀κ ∈ C, ισχύει ότι (1, 0) · κ = κ · (1, 0) = κ.
Γράφουμε 1C για το (1, 0).

(vii) κάθε μη μηδενικό στοιχείο του C έχει αντίστροφο: ∀κ ∈ C, κ 6= 0C, υπάρχει κ′′ ∈ C,
τέτοιο ώστε κ · κ′′ = κ′′ · κ = 1C. Πράγματι, αν κ = (a, b) 6= (0, 0), ο αντίστροφος
του κ είναι το κ′′ =

(
a

a2 + b2
,
−b

a2 + b2

)
, αφού

κ · κ′′ = (a, b) ···
(

a

a2 + b2
,
−b

a2 + b2

)
=

(
a2 − b(−b)
a2 + b2

,
−ab+ ba

a2 + b2

)
= (1, 0) = 1C

και ομοίως για το κ · κ′′. Γράφουμε 1/κ ή κ−1 για τον αντίστροφο του κ.

(viii) ο « · » έχει την αντιμεταθετική ιδιότητα: κ · λ = λ · κ, ∀κ, λ ∈ C.

(ix) οι δύο πράξεις έχουν την επιμεριστική ιδιότητα: κ · (λ + µ) = κ · λ + κ · µ και
(κ+ λ) · µ = κ · µ+ λ · µ, ∀κ, λ, µ ∈ C.

Κάθε σύνολο με πράξεις που ικανοποιούν τις ιδιότητες που αναφέραμε προηγουμένως λέ-
γεται σώμα. Το C είναι, λοιπόν, σώμα. Η τριάδα (R,+, ·) επίσης ικανοποιεί τις αντίστοι-
χες ιδιότητες και το R είναι και αυτό σώμα. Αντίθετα, η τριάδα (Z,+, ·) δεν ικανοποιεί
όλες τις ιδιότητες: ο αντίστροφος ενός ακεραίου δεν είναι πάντα ακέραιος (για παράδειγμα
2−1 = 1/2 /∈ Z) και έτσι Z δεν είναι σώμα. Δίνουμε, λοιπόν, συγκεντρωτικά τον ορισμό των
μιγαδικών αριθμών.

Ορισμός 2.1.0.1 Το σύνολο C = {(a, b) : a, b ∈ R} με πράξεις « +++ », « ··· » που ορίζονται
από τις σχέσεις

(a, b) +++ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ··· (c, d) = (ac− bd, ad+ bc),

∀ (a, b), (c, d) ∈ C, αποτελεί σώμα και ονομάζεται σώμα των μιγαδικών αριθμών.

Σημειώνουμε ότι η αφαίρεση z1 − z2 δύο μιγαδικών αριθμών z1, z2 ορίζεται ως η πρόσθεση
του αντίθετου του z2 στο z1, δηλαδή

z1 − z2 := z1 + (−z2),

ενώ, αν z2 6= 0, τότε ορίζεται και η διαίρεση z1/z2 ως το γινόμενο του z1 με τον αντίστροφο
του z2, δηλαδή

z1/z2 := z1 · z−12 .

Γιατί όμως χρειάστηκε να ορίσουμε τον πολλαπλασιασμό στο C με τόσο φαινομενικά πε-
ρίπλοκο τρόπο; Θα μπορούσαμε να είχαμε ορίσει τον πολλαπλασιασμό στο R2 με διαφο-
ρετικό τρόπο και να προέκυπτε και πάλι σώμα; Ας δούμε μία συγκεκριμένη περίπτωση.
Έστω ότι ο πολλαπλασιασμός « ··· » είχε οριστεί ως εξής: (a, b) ··· (c, d) = (ac, bd). Στην
περίπτωση αυτή, το στοιχείο (1, 1) θα λειτουργούσε ως πολλαπλασιαστική μονάδα, αφού
(1, 1)··· (a, b) = (a, b)··· (1, 1) = (a, b). Όμως δεν θα είχαν όλα τα (μη μηδενικά) στοιχεία τουR2
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αντίστροφo στοιχείο. Συγκεκριμένα, κανένα στοιχείο της μορφής (a, 0) ή (0, b) δεν θα μπο-
ρούσε να αντιστραφεί, δηλ. να πολλαπλασιαστεί με κάποιο άλλο στοιχείο και να μας δώσει
την πολλαπλασιαστική μονάδα (1, 1).
Σημειώνουμε ότι η συνάρτηση φ : R→ C, φ(a) = (a, 0), που ταυτίζει τα στοιχεία του R με

τα στοιχεία του άξονα των πραγματικών, «είναι συμβατή» με τις πράξεις των δύο σωμάτων
(R, +, ·) και (C, +++, ···), δηλαδή ∀ a, b ∈ R,

φ(a+ b) = (a+ b, 0) = (a, 0)+++ (b, 0) = φ(a) +++ φ(b)
και

φ(ab) = (ab, 0) = (a, 0) ··· (b, 0) = φ(a) ··· φ(b).
Στη γλώσσα των μαθηματικών λέμε ότι το R εμφυτεύεται στο C. Η ταύτιση του οριζόντιου
άξονα των πραγματικών με τους πραγματικούς αριθμούς είναι πλήρης από κάθε άποψη.
Μάλιστα, θα προχωρήσουμε σε ένα παραπάνω επίπεδο αφαίρεσης και αν το a ∈ R, θα
επιτρέψουμε στους εαυτούς μας να γράφουμε a εννοώντας είτε το a ∈ R είτε το φ(a) = (a, 0)
του C. Άλλωστε θεωρούμε πλέον ότι το R περιέχεται στο C και από τα συμφραζόμενα θα
είναι ξεκάθαρο τι ακριβώς εννοούμε. Έτσι, αν a ∈ R και z = (x, y) ∈ C, τότε έχει νόημα να
γράφουμε ότι

a · z = z · a = (a, 0) · (x, y) = (ax, ay) .

Μπορούμε, όμως, να πούμε και κάτι ιδιαίτερα ενδιαφέρον για τον κάθετο άξονα του μι-
γαδικού επιπέδου. Ας θέσουμε i = (0, 1) και ας δοκιμάσουμε να πολλαπλασιάσουμε το i με
πραγματικούς αριθμούς, δηλ. με στοιχεία του πραγματικού άξονα. Έστω b ∈ R. Παρατη-
ρούμε ότι

i · b = i · (b, 0) = (0, 1) · (b, 0) = (0, b)

και το αποτέλεσμα είναι ένας μιγαδικός αριθμός πάνω στον κάθετο άξονα. Έτσι μπορούμε
να γράψουμε τον μιγαδικό (a, b) ∈ C ως εξής:

(a, b) = (a, 0)+++ (0, b) = (a, 0)+++ (0, 1) ··· (b, 0) === a+++ i ··· b = a+++ b ··· i ,

δηλαδή
(a, b) = a+ ib = a+ bi

και άρα το σώμα των μιγαδικών αριθμών είναι το σύνολο

C = {a+ ib : a, b ∈ R}.

Θα γράψουμε την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασμό δύο στοιχείων z1 = (a, b) = a + ib,
z2 = (c, d) = c + id του C χρησιμοποιώντας αυτήν τη γραφή. Από τον ορισμό των πράξεων
βλέπουμε ότι

z1 + z2 = (a+ ib) + (c+ id) = (a+ c) + i(b+ d),
ενώ

z1 · z2 = (a+ ib) · (c+ id) = (ac− bd) + i(ad+ bc).

Είναι φανερό ότι
z1 − z2 = (a+ ib)− (c+ id) = (a− c) + i(b− d),

ενώ αν z2 6= 0, τότε
1

z2
=

c

c2 + d2
− i d

c2 + d2
και z1

z2
=
ac+ bd

c2 + d2
+ i
−ad+ bc

c2 + d2
.

Παρατηρούμε, επίσης, ότι το i έχει την εξής εκπληκτική ιδιότητα:

i2 = (0 · 0− 1 · 1, 0 · 1 + 1 · 0) = −1 + i 0⇒ i2 = −1.
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Με άλλα λόγια, το τετράγωνο του μιγαδικού αριθμού i είναι ίσο με αρνητικό πραγματικό
αριθμό, ιδιότητα που δεν υφίσταται στον κόσμο των πραγματικών αριθμών. Για τον λόγο αυ-
τόν, ο μιγαδικός i ∈ C ονομάζεται φανταστική μονάδα. Τα στοιχεία της μορφής ib, b ∈ R,
που όπως είδαμε βρίσκονται στον κάθετο άξονα του μιγαδικού επιπλέδου, λέγονται φαντα-
στικοί αριθμοί. Το σύνολο των φανταστικών αριθμών συμβολίζεται με iR ή III, δηλαδή

iR = {ib : b ∈ R} ⊆ C

και ο κάθετος άξονας στο μιγαδικό επίπεδο είναι ο άξονας των φανταστικών. Αν z =
a+ ib ∈ C, με a, b ∈ R, τότε το a λέγεται πραγματικό μέρος του z και συμβολίζεται με Re(z).
Το b λέγεται φανταστικό μέρος του z και συμβολίζεται με Im(z). Οποιοσδήποτε μιγαδικός
z ∈ C γράφεται

z = Re(z) + i Im(z), όπου Re(z), Im(z) ∈ R .

Εδώ θα επιστήσουμε την προσοχή στο ότι το φανταστικό μέρος του z είναι πραγματικός και
όχι φανταστικός αριθμός. Επιπλέον, τo μηδενικό στοιχείο, 0 = 0 + 0i = 0i θεωρείται ταυτό-
χρονα και πραγματικός, και φανταστικός αριθμός και είναι ο μοναδικός μιγαδικός αριθμός
με αυτήν την ιδιότητα, δηλ.R∩ iR = {0}. Είναι εύκολο να δούμε ότι για να προσθέσουμε δύο
μιγαδικούς προσθέτουμε πραγματικά με πραγματικά και φανταστικά με φανταστικά μέρη:

Re(z1 + z2) = Re(z1) + Re(z2), Im(z1 + z2) = Im(z1) + Im(z2).

Ας επιστρέψουμε στο μιγαδικό επίπεδο. O πραγματικός άξονας x′x συμβολίζεται με Re,
ενώ ο φανταστικός άξονας με Im. Είδαμε ότι ο μιγαδικός αριθμός z = a+ib ∈ C, με a, b ∈ R,
αντιστοιχεί στο σημείο M(a, b) του μιγαδικού επιπέδου. Ακόμη πιο παραστατικά, θα αντι-
στοιχίσουμε στο z = a + ib το βέλος ή διάνυσμα −−→OM που έχει αρχικό σημείο την αρχή των
αξόνων και τελικό σημείο το σημείοM(a, b). Έχουμε, λοιπόν, μία 1-1 και επί απεικόνιση από
το σύνολο C στο σύνολο των διανυσμάτων του επιπέδου (βλ.Σχήμα 2.2),

z = a+ ib ←→ M(a, b) ←→
−−→
OM.

Το σημείοM με συντεταγμένες (a, b) λέγεται εικόνα του μιγαδικού z = a+ib και συμβολίζεται
μεM(z) (ή χάριν ευκολίας απλά με z) και το διάνυσμα−−→OM λέγεται διανυσματική ακτίνα του
μιγαδικού z = a+ ib.

Re

Im

M(a,b) ή Μ(z)

0

|z|

a

b

Σχήμα 2.2: Αναπαράσταση του z = a+ ib στο μιγαδικό επίπεδο.

Χρησιμοποιώντας τη διανυσματική ακτίνα των μιγαδικών μπορούμε να έχουμε τη γραφική
απεικόνιση του αθροίσματος και της διαφοράς δύο μιγαδικών αριθμών με τον « κανόνα του
παραλληλογράμμου », βλ.Σχήμα 2.3.
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Re

Im

M1 ή Μ(z1 )

M2 ή Μ(z2 )

Im
M ή Μ(z1+z2 )

0 a1 a2 a1+a2

b1

b2

b1+b2

Re

Im

Μ(z1 )

Μ(-z2 )

Μ(z2 )
Μ(z1-z2 ) ή M'

0

Σχήμα 2.3: Γεωμετρική παράσταση αθροίσματος, διαφοράς μιγαδικών.

Δεν είναι τόσο απλό να απεικονίσουμε γραφικά το γινόμενο δύο μιγαδικών. Σε κάθε πε-
ρίπτωση, σημειώνουμε ότι για τον πολλαπλασιασμό δύο μιγαδικών αριθμών, ακόμα και αν
δεν θυμόμαστε τον τύπο, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την επιμεριστική ιδιότητα και τη
σχέση i2 = −1. Ας το επιβεβαιώσουμε για τους z1 = a+ ib, z2 = c+ id ∈ C. Έχουμε:

z1 · z2 = (a+ ib) · (c+ id) = a(c+ id) + ib(c+ id) = ac+ aid+ ibc+ i2bd =

= ac+ iad+ ibc− bd = (ac− bd) + i(ad+ bc).

Παραδείγματα 2.1.0.2

i. Re(i) = 0, Im(i) = 1,

ii. Αν a ∈ R, τότε Re(a) = a και Im(a) = 0.

iii. (3 + 5i) + (−2 + 4i) = 1 + 9i.

iv. 3 + 5i− (−2 + 4i) = 3 + 5i+ 2− 4i = 5 + i.

v. (3 + 5i)−1 = 3/34− 5/34i.

vi. Έστω z = a+ bi ∈ C. Αφού z + 1 = (a+ 1) + ib και z + i = a+ i(b+ 1), έχουμε ότι

Re(z+1) = Re(z)+1, Im(z+1) = Im(z), Re(z+ i) = Re(z), Im(z+ i) = Im(z)+1.

vii. −2(5 + 3i) = −10− 6i.

viii. (3 + 2i)(−4 + 5i) = −12 + 15i− 8i+ 10i2 = −22 + 7i.

ix. i(2 + i)− (5 + i)(3− 2i) + (2+ 3i)2 = 2i− 1− (15− 10i+3i+2)+ 22 +12i+ (3i)2 =
= −23 + 21i.

x. i−1 = (0 + 1i)−1 =
0

1
− i 1

1
= −i.

xi. 2 + i

1 + 3i
=

1

2
+ i
−1
2
.
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xii. Ορίζουμε δυνάμεις μιγαδικών αριθμών με ακέραιο εκθέτη όπως ορίζουμε δυνάμεις
στο R. Εύκολα διαπιστώνουμε ότι για τις δυνάμεις μιγαδικών ισχύουν οι ιδιότητες που
ισχύουν στο R. Παρατηρούμε ότι

i 0 = 1, i 1 = i, i 2 = −1, i 3 = −i, i 4 = 1.

Για να υπολογίσουμε το i n, n ∈ Z, εκτελούμε την Ευκλείδεια διαίρεση του n με το 4,
n = 4ρ+ υ, ρ, υ ∈ Z, 0 ≤ υ < 4. Τότε

i n = i 4ρ+υ = (i 4)ρ · i υ = 1ρ · i υ = i υ.

Έτσι

i n =


1, n = 4ρ
i, n = 4ρ+ 1
−1, n = 4ρ+ 2
−i, n = 4ρ+ 3.

Για παράδειγμα, −17 = 4(−5) + 3 και i−17 = i 3 = −i.

Δύο μιγαδικοί είναι ίσοι, αν και μόνο αν έχουν ίσα πραγματικά και φανταστικά μέρη, Έτσι,

a+ ib = c+ id ⇔ a = c και b = d

ή ισοδύναμα
z1 = z2 ⇔ Re(z1) = Re(z2) και Im(z1) = Im(z2).

Ειδικά για το μηδέν έχουμε

a+ ib = 0 ⇔ a = 0 και b = 0.

Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε αυτήν την παρατήρηση για να λύσουμε εξισώσεις με μιγα-
δικούς αριθμούς, όπως στο επόμενο παράδειγμα.

Παράδειγμα 2.1.0.3 Θα βρούμε τους x, y ∈ R, για τους οποίους ισχύει

(3− 2i)(2x− yi) = −2i(y + 2xi) + 2i− 1

Κάνοντας τις πράξεις βρίσκουμε ότι

(6x− 2y) + (−4x− 3y)i = (4x− 1) + (−2y + 2)i ⇔

⇔
{

6x− 2y = 4x− 1
−4x− 3y = −2y + 2

}
⇔
{

2x− 2y = −1
−4x− y = 2

}
⇔
{
x = −1/2
y = 0

}
.

Η μεγάλη χρησιμότητα των μιγαδικών αριθμών είναι ότι εξισώσεις που δεν είχαν λύσεις
στους πραγματικούς αριθμούς μπορούν να λυθούν εάν επιτρέψουμε οι λύσεις να είναι μιγα-
δικοί.
Παρατηρήσεις 2.1.0.4
(α) Στο σύνολο C το πολυώνυμο x2 + 1 παραγοντοποιείται. Πράγματι, χρησιμοποιώντας

την ταυτότητα a2 − b2 = (a− b)(a+ b) έχουμε ότι

x2 + 1 = x2 − (−1) = x2 − i2 = (x− i)(x+ i),

Επομένως, η εξίσωση x2 = −1 έχει τις λύσεις ±i, αφού

x2 + 1 = 0⇔ (x− i)(x+ i) = 0⇔ x = i ή x = −i.
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(β) Αντίστοιχα, στο σύνολο C το πολυώνυμο x2 + a παραγοντοποιείται ακόμα και όταν a
είναι θετικός πραγματικός. Για να το δούμε αυτό. Έχουμε:

x2 + a = x2 − (−a) = x2 − (i2
√
a
2
) = x2 − (i

√
a)2 = (x− i

√
a)(x+ i

√
a) .

Επομένως, η εξίσωση x2 = b έχει λύση ακόμα και όταν b είναι αρνητικός πραγματικός.
Πράγματι, όταν b < 0, τότε −b = |b| και

x2 = b ⇔ x2+ |b| = 0 ⇔ (x− i
√
|b|)(x+ i

√
|b|) = 0 ⇔ x = i

√
|b| ή x = −i

√
|b|.

(γ) Είναι εκπληκτικό, παρόλο που δεν είμαστε σε θέση αυτήν τη στιγμή να το αποδείξουμε,
ότι όλες οι πολυωνυμικές εξισώσεις που μπορούμε να φανταστούμε με συντελεστές από
το C, οποιουδήποτε βαθμού, έχουν λύσεις στο C.

2.2 Mέτρο Μιγαδικών Αριθμών, Συζυγείς Μιγαδικοί

Ονομάζουμε μέτρο του μιγαδικού αριθμού z = a+ ib, a, b ∈ R και συμβολίζουμε με | z | τον
μη αρνητικό πραγματικό αριθμό

√
a2 + b2. Με άλλα λόγια, | z | ισούται με την απόσταση του

M(a, b) στο μιγαδικό επίπεδο από την αρχή των αξόνων O(0, 0) (βλ. Σχήμα 2.2). Έτσι

| z | =| a+ ib |=
√
a2 + b2 =

√
Re2(z) + Im2(z) .

Παραδείγματα 2.2.0.1

i. | ±1 |=| ±i |= 1.

ii. | 3− 5i |=
√
32 + (−5)2 =

√
34, | 2i |= 2, | −7i |= 7.

iii. Αν z = x+ yi, x, y ∈ R, τότε

| z + 1 |2 =| (x+ 1) + yi |2= (x+ 1)2 + y2 , | z + i |2 = x2 + (y + 1)2.

iv. Οι πραγματικοί αριθμοί, ως στοιχεία του C, έχουν μέτρο ίσο με την απόλυτη τιμή τους:
πράγματι, αν a ∈ R και z = a + 0i, τότε | z | =

√
a2 = |a|. Με αυτόν τον τρόπο

δικαιολογείται και η χρήση συμβολισμού της απόλυτης τιμής για το μέτρο μιγαδικού
αριθμού.

v. Αν z1 = a1 + ib1 και z2 = a2 + ib2 καιM1 =M(z1),M2 =M(z2), τότε

| z1 − z2 |=| (a1 − a2) + i(b1 − b2) |=
√

(a1 − a2)2 + (b1 − b2)2 = (M1M2),

δηλαδή το μέτρο | z1− z2 | της διαφοράς δύο μιγαδικών ισούται με την απόσταση των
εικόνων τους (M1M2) στο μιγαδικό επίπεδο, βλ.Σχήμα 2.4.
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Re

Im

Μ(z1 )

Μ(z2 )

|z1-z2 |

0 a1a2

b1

b2

Σχήμα 2.4: Μέτρο της διαφοράς δύο μιγαδικών.

vi. ΈστωM(z0) η εικόνα του μιγαδικού z0 = a0 + ib0 και ρ ∈ R, ρ > 0. Οι εικόνεςM(z)
όλων των μιγαδικών z = x+ yi που επαληθεύουν τη σχέση | z − z0 |= ρ απέχουν από
το σημείοM(z0) απόσταση ρ. Έτσι οι λύσεις της εξίσωσης

| z − z0 |= ρ

γραφικά στο μιγαδικό επίπεδο αντιστοιχούν σε κύκλο κέντρουM(z0), με συντεταγμέ-
νες

(
Re(z0), Im(z0)

)
και ακτίνας ρ. Ας το επιβεβαιώσουμε κάνοντας τις πράξεις αλγε-

βρικά:

| z − z0 |= ρ ⇔ | (x− a0) + i(y − a0) |2= ρ2 ⇔ (x− a0)2 + (y − a0)2 = ρ2.

vii. Στο Σχήμα 2.5 βλέπουμε τον κύκλο κέντρουK(−2, 1) και ακτίνας ρ = 3που παριστάνει
η εξίσωση | z + 2− i |= 3.

K(-2,1)

Μ(z) | z-(-2+i) | = 3

-4 -2 2

-2

-1

1

2

3

4

Σχήμα 2.5: Η εξίσωση | z + 2− i |= 3 στο μιγαδικό επίπεδο.

viii. Ειδικότερα, ο μοναδιαίος κύκλος στο μιγαδικό επίπεδο αποτελείται από όλους τους
μιγαδικούς αριθμούς που ικανοποιούν την εξίδσωση | z | = 1.

ix. Όταν z ∈ R, τότε | z |2 = z2. Τι συμβαίνει, όμως, στη γενική περίπτωση; Τι μπορούμε να
συμπεράνουμε αν για τον μιγαδικό z ισχύει η ισότητα | z |2 = z2; Έστω ότι z = a+ ib ∈
C, a, b ∈ R. Έχουμε ότι | z |2 = a2 + b2 ενώ z2 = (a2 − b2) + i2ab. Κατά συνέπεια, αν
| z |2 = z2, τότε a2 + b2 = (a2 − b2) + i2ab και άρα

a2 + b2 = a2 − b2 και i2ab = 0 .
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Αυτό, όμως, μπορεί να συμβεί, αν και μόνο αν b = 0, δηλ., αν και μόνο αν z ∈ R.

x. H εξίσωση | z |2 = 1 έχει άπειρες λύσεις στο C (όλα τα σημεία του μοναδιαίου κύκλου),
ενώ η εξίσωση z2 = 1 έχει μόνο δύο λύσεις στο C, τις ±1. Για να δούμε το τελευταίο,
βλέπουμε ότι αν z = a+ ib, a, b ∈ R, τότε για να ισχύει z2 = 1 θα πρέπει να έχουμε ότι
a2− b2 = 1 και 2ab = 0 και αυτό μπορεί να συμβεί μόνο όταν b = 0 και a = ±1, καθώς
η περίπτωση a = 0 οδηγεί στη σχέση b2 = −1 που δεν έχει λύση στους πραγματικούς.

xi. Έστω z = a+ ib ∈ C. Τότε | z |2 = a2 + b2 και άρα | z |2 ≥ a2. Άρα |a| ≤ | z | και αφού
a ≤ |a|, έχουμε τελικά ότι a ≤ |z|. Βλέπουμε λοιπόν ότι Re(z) ≤ |z|, ∀z ∈ C.

Είδαμε ότι αν z = a+ ib ∈ C, τότε | z |2 = a2 + b2. Παρατηρούμε ότι

| z |2 = a2 + b2 = a2 − (ib)2 = (a+ ib)(a− ib) .

Θα μελετήσουμε τον μιγαδικό αριθμό a − ib, που το γινόμενό του με τον z μας δίνει το τε-
τράγωνο του μέτρου του z. Ονομάζουμε συζυγή του μιγαδικού z = a+ ib ∈ C, a, b ∈ R, και
συμβολίζουμε με z τον μιγαδικό αριθμό a− ib:

a+ ib = a− ib.

Έτσι συζυγείς είναι δύο μιγαδικοί που έχουν ίσα πραγματικά και αντίθετα φανταστικά μέρη,

Re(z) = Re(z), Im(z) = −Im(z).

Οι εικόνες δύο συζυγών μιγαδικών z = a + ib και z = a − ib στο μιγαδικό επίπεδο είναι
συμμετρικές ως προς τον άξονα των πραγματικών x′x, όπως βλέπουμε στο Σχήμα 2.6.

Re

Im

Μ(z)

Μ(z̃)

0 a

b

-b

Σχήμα 2.6: Συζυγείς μιγαδικοί.

Στην πρόταση που ακολουθεί συγκεντρώνουμε τις ιδιότητες των συζυγών.

Πρόταση 2.2.0.2 Ιδιότητες συζυγών Έστω z, z1, z2 ∈ C. Τότε

(i) z 6= 0⇔ z 6= 0.

(ii) z · z = | z |2.

(iii) z1 + z2 = z1 + z2.

(iv) z1 · z2 = z1 · z2.
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(v) Αν z2 6= 0, τότε
(z1
z2

)
=

z1
z2

,

(vi) (zn) = (z)n, n ∈ Z (αν n < 0, πρέπει z 6= 0).

(vii) (z) = z.

(viii) z + z = 2Re(z) ∈ R.

(ix) z − z = 2 Im(z) i ∈ iR.

(x) z = z ⇔ z ∈ R.

(xi) z = −z ⇔ z ∈ iR.

(xii) z1 = z2 ⇔ z1 = z2.

Απόδειξη. Αποδεικνύουμε ενδεικτικά τις ιδιότητες (iv), (v) και (xi).
(iv) Έστω z1 = a1 + ib1, z2 = a2 + ib2 ∈ C, a1, a2, b1, b2 ∈ R. Τότε z1 · z2 = (a1a2 − b1b2) +
i(a1b2 + b1a2) και άρα

z1 · z2 = (a1a2 − b1b2)− i(a1b2 + b1a2).

Αντίστοιχα

z1 · z2 = (a1 − ib1)(a2 − ib2) = a1a2 − ia1b2 − ib1a2 + i2b1b2 = (a1a2 − b1b2)− i(a1b2 + b1a2)

και συνεπώς z1 · z2 = z1 · z2.
(v) Μπορούμε να αποδείξουμε την ιδιότητα (v), κάνοντας αναλυτικά τις πράξεις, όπως και
με την ιδιότητα (iv). Θα δείξουμε όμως ότι η (v) προκύπτει από την (iv) χρησιμοποιώντας το
παρακάτω τέχνασμα:

(z1
z2

)
· z2 =

(z1
z2
· z2
)
⇒
(z1
z2

)
· z2 = z1 .

Διαιρώντας τώρα με z2 και τα δύο μέρη της ισότητας προκύπτει η ζητούμενη σχέση.
(xi) Έστω z = a+ ib ∈ C, a.b ∈ R. Έχουμε

z = −z ⇔ a− ib = −a− ib ⇔ a = −a ⇔ a = 0 ⇔ z = ib ∈ iR.

Όμοια γίνονται και οι αποδείξεις των υπόλοιπων ιδιοτήτων και αφήνονται ως άσκηση.
Για την απόδειξη της ιδιότητας (vi) συνιστούμε να κάνετε πρώτα την περίπτωση n > 0 και
να χρησιμοποιήσετε μαθηματική επαγωγή για n > 0, ενώ για n < 0 να παρατηρήσετε ότι
zn = (1/z)−n και να βασιστείτε στην προηγούμενη περίπτωση και στην ιδιότητα (v).
Στο Σχήμα 2.7 βλέπουμε τη γεωμετρική αναπαράσταση των ιδιοτήτων (viii) και (ix). ■
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Re

Im

z

z̃

O

z+z
˜
=2Re(z)

Re

Im

z

z̃

-z̃

O

z-z
˜
=2Im(z)

Σχήμα 2.7: Άθροισμα, διαφορά συζυγών μιγαδικών.

Παρατηρήσεις 2.2.0.3 Πολλαπλασιασμός με τον συζυγή μιγαδικό μας επιτρέπει έναν εύ-
κολο υπολογισμό του αντιστρόφου του μιγαδικού και του πηλίκου δύο μιγαδικών, χωρίς τη
μηχανική απομνημόνευση τύπων.

(α) Υπολογισμός αντίστροφου Έστω z = a+ ib ∈ C, z 6= 0. Τότε

z−1 =
1

z
=

z

z z
=

z

| z | 2
=

a

a2 + b2
− i b

a2 + b2
,

(β) Υπολογισμός πηλίκου Έστω z, w ∈ C, w 6= 0. Για να γράψουμε το πηλίκο z/w στη
μορφή a+ ib πολλαπλασιάζουμε αριθμητή και παρονομαστή με τον συζυγή του w.

z

w
=
z · w
w · w

=
z · w
|w | 2

.

Ο παρονομαστής είναι τώρα θετικός πραγματικός και για τον αριθμητή αρκεί να υπο-
λογίσουμε το αναφερόμενο γινόμενο.

Παραδείγματα 2.2.0.4

i. Ας γράψουμε τον μιγαδικό −2 + 3i

3 + 2i
στη μορφή a+ ib.

−2 + 3i

3 + 2i
=

(−2 + 3i)(3− 2i)

(3 + 2i)(3− 2i)
=

13i

32 + 22
= i.

ii. Έστω u =
1− i
1 + i

. Θα δείξουμε ότι u2021 = −i. Πρώτα θα φέρουμε τον u στη μορφή
a+ bi πολλαπλασιάζοντας αριθμητή και παρονομαστή με τον συζυγή του 1 + i.

u =
1− i
1 + i

=
(1− i)2

(1 + i)(1− i)
=

1− 2i+ i2

2
= −i,

επομένως,
u2021 = (−i)2021 = (−1)2021i 2021 = (−1)i 4·505+1 = −i.
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Στη συνέχεια επανερχόμαστε στις ιδιότητες του μέτρου των μιγαδικών αριθμών.

Πρόταση 2.2.0.5 Ιδιότητες μέτρου μιγαδικών Έστω z, z1, z2 ∈ C. Τότε

(i) | z | = 0 ⇔ z = 0 (το 0 είναι ο μοναδικός μιγαδικός με μέτρο ίσο με το 0).

(ii) | z | = | − z | = | z | = | − z |.

(iii) | z1 · z2 | = | z1 | | z2 |.

(iv) Αν z2 6= 0, τότε
∣∣∣ z1
z2

∣∣∣ = | z1 || z2 | .
(v)

∣∣ zn ∣∣ = | z |n, n ∈ Z (αν n < 0, πρέπει z 6= 0).

(vi) Τριγωνική Ανισότητα
∣∣∣ | z1 | − | z2 | ∣∣∣ ≤ | z1 + z2 | ≤ | z1 |+ | z2 |.

Απόδειξη. Αποδεικνύουμε ενδεικτικά τις ιδιότητες (iii) και (vi). Οι αποδείξεις των υπόλοι-
πων ιδιοτήτων αφήνονται ως άσκηση. Καθώς το μέτρο είναι μη αρνητικός πραγματικός αριθ-
μός, αρκεί να αποδείξουμε τις σχέσεις για τα τετράγωνα των μέτρων.
(iii) Έχουμε ότι

| z1 · z2 |2 = (z1 z2)(z1 z2) = z1 z2 z1 z2 = z1 z1 z2 z2 = | z1 |2 | z2 |2.

(vi) Αποδεικνύουμε αρχικά ότι

| z1 + z2 |2 ≤ (| z1 |+ | z2 |)2, ∀ z1, z2 ∈ C .

Στην πορεία θα χρησιμοποιήσουμε ότι οι μιγαδικοί z1z2, z2z1 είναι συζυγείς (αποδείξτε το),
αλλά και σχέσεις που έχουμε ήδη δει, όπως ότι το άθροισμα z+z = 2Re(z) και ότιRe(z) ≤ |z|
πού θα εφαρμόσουμε για z = z1 z2. Σημειώνουμε ότι αφού

|z1 · z2| = |z1||z2| = |z1||z2| = |z1 · z2|

και Re(z1 · z2) ≤ |z1 · z2|, τελικά προκύπτει ότι Re(z1 z2) ≤ |z1 · z2|. Ας επιστρέψουμε στην
έκφραση | z1 + z2 |2 για να αποδείξουμε την επιθυμητή ανισότητα. Έχουμε:

| z1 + z2 |2 = (z1 + z2)(z1 + z2) = (z1 + z2)(z1 + z2) = z1z1 + z1z2 + z2z1 + z2z2.

Παρατηρούμε ότι το άθροισμα z1z2 + z2z1 = 2Re(z1 z2) (αφού z1z2, z2z1 είναι συζυγείς).
Επιπλέον, z1z1 = | z1 |2 και z2z2 = | z2 |2. Επομένως,

| z1 + z2 |2 = | z1 |2 + 2Re(z1 z2) + | z2 |2 .

Όμως, όπως παρατηρήσαμε προηγουμένως, Re(z1 · z2) ≤ |z1 · z2|. Άρα

| z1 + z2 |2 ≤ | z1 |2 + 2 |z1 · z2|+ |z2|2 =
(
| z1 |+ | z2 |

)2
.

Αποδείξαμε λοιπόν την επιθυμητή ανισότητα για τα τετράγωνα των μέτρων και αφού τα
μέτρα είναι μη αρνητικοί πραγματικοί, παίρνοντας τις τετραγωνικές ρίζες προκύπτει ότι
| z1 + z2 | ≤ | z1 |+ | z2 |.
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Για το αριστερό σκέλος της τριγωνικής ανισότητας παρατηρούμε ότι αν a, b ∈ R με b > 0,
τότε

∣∣a∣∣ ≤ b, αν και μόνο αν −b ≤ a ≤ b. Για να αποδείξουμε, λοιπόν, την ανισότητα∣∣∣ | z1 | − | z2 | ∣∣∣ ≤ | z1 + z2 |, πρέπει να αποδείξουμε ότι

−| z1 + z2 | ≤ | z1 | − | z2 | ≤ | z1 + z2 | .

Παρατηρούμε ότι

| z1 | = | z1 + (z2 − z2) | = |(z1 + z2) + (−z2) | ≤ | z1 + z2 |+ | − z2 | = | z1 + z2 |+ | z2 |

(η ανισότητα προκύπτει από το δεξί σκέλος της τριγωνικής ανισότητας που έχουμε ήδη απο-
δείξει). Επομένως,

| z1 | − | z2 | ≤ | z1 + z2 | .

Ξεκινώντας από το z2, αντί του |z1|, έχουμε ότι

| z2 | − | z1 | ≤ | z1 + z2 |

και αλλάζοντας τα πρόσημα βρίκουμε ότι

−| z1 + z2 | ≤ | z1 | − | z2 | .

Ολοκληρώσαμε λοιπόν την απόδειξη και για το πρώτο σκέλος της τριγωνικής ανισότητας. ■
Σημειώνουμε ότι οι ανισότητες στα σκέλη της τριγωνικής ανισότητας μπορεί να είναι αυ-

στηρές: για παράδειγμα | 1 | = 1, | i | = 1 και | 1+ i | =
√
2 < | 1 |+ | i |. Αυτό σημαίνει ότι θα

πρέπει να είμαστε προσεκτικοί και ότι εν γένει

| z1 + z2 | 6= | z1 |+ | z2 |.

Έχει ενδιαφέρον να εξεταστεί σε ποιες περιπτώσεις ισχύει η ισότητα. Μπορείτε να σκεφτείτε
γεωμετρικά τι θα σήμαινε αυτό; Στο Σχήμα 2.8 απεικονίζεται γεωμετρικά η Ιδιότητα (ii).

Re

Im

Μ(z)

Μ(-z) Μ(z̃)

Μ(-z̃)

a-a

b

-b

|z| = |-z| = |z
˜
| = |-z

˜
| = a

2 + b2

Σχήμα 2.8: Μιγαδικοί με ίσο μέτρο.
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Παραδείγματα 2.2.0.6

i. Έστω z, w ∈ C και ότι η εικόνα του z στο μιγαδικό επίπεδο ανήκει σε κύκλο με κέντρο
την αρχή των αξόνων και ακτίνα 3. Θα δείξουμε ότι

| z + w |+ | z − w | ≥ 6.

Από την υπόθεση έχουμε | z | = 3. Επιπλέον, από την τριγωνική ανισότητα προκύπτει

| z + w |+ | z − w | ≥ | z + w + z − w | = | 2 z | = | 2 | | z | = 2 · 3 = 6.

ii. Έστω z ∈ C και ότι η εικόνα του z στο μιγαδικό επίπεδο ανήκει στον μοναδιαίο κύ-
κλο. Τότε z−1 ανήκει και αυτό στον μοναδιαίο κύκλο. Πράγματι, αφού |z−1| = |z|−1,
συμπεραίνουμε ότι |z−1| = 1. Επιπλέον:

|z| = 1 ⇔ |z|2 = 1 ⇔ z · z = 1 ⇔ z =
1

z
⇔ z = z−1.

Έτσι η εικόνα ενός μιγαδικού ανήκει στον μοναδιαίο κύκλο, αν και μόνο αν ο αντί-
στροφος του μιγαδικού είναι ο συζυγής του.

2.3 Εργαστήριο με Mathematica

Θεωρούμε τους μιγαδικούς z1 = 3 + 2i, z2 = 1− 5i.

{z1 = 3 + 2 I, z2 = 1− 5 I}{z1 = 3 + 2 I, z2 = 1− 5 I}{z1 = 3 + 2 I, z2 = 1− 5 I}

{3 + 2i, 1− 5i}
Οι εντολέςRe[z]Re[z]Re[z], Im[z]Im[z]Im[z] επιστρέφουν αντίστοιχα το πραγματικό και το φανταστικό μέρος ενός
μιγαδικού z = a+ bi, ενώ η εντολή ReIm[z]ReIm[z]ReIm[z] αντιστοιχεί τον z στο σημείο (a, b) ∈ R2.

Re[z1]Re[z1]Re[z1]

3

Im[z1]Im[z1]Im[z1]

2

ReIm[z1]ReIm[z1]ReIm[z1]

{3, 2}
H εντολή Conjugate[z]Conjugate[z]Conjugate[z] υπολογίζει τον συζυγή z του μιγαδικού z.

Conjugate[z1]Conjugate[z1]Conjugate[z1]

3− 2i

Επαληθεύουμε την ιδιότητα |z|2 = z z για τον μιγαδικό z1.

{Abs[z1], z1 ∗ Conjugate[z1]}{Abs[z1], z1 ∗ Conjugate[z1]}{Abs[z1], z1 ∗ Conjugate[z1]}{√
13, 13

}
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Φέρνουμε τους μιγαδικούς 1

z1
και z1

z2
στη μορφή x+ yi, x.y ∈ R και ελέγχουμε την ορθότητα

της σχέσης z1
z2

=
z1z2
|z2|2

.

1/z11/z11/z1
3

13
− 2i

13

{z1/z2, z1 ∗ Conjugate[z2]/Abs[z2]∧2}{z1/z2, z1 ∗ Conjugate[z2]/Abs[z2]∧2}{z1/z2, z1 ∗ Conjugate[z2]/Abs[z2]∧2}{
− 7

26
+

17i

26
, − 7

26
+

17i

26

}
Επιβεβαιώνουμε τις ιδιότητες |z1|

|z1|
=

∣∣∣∣z1z2
∣∣∣∣, z1

z2
=

(
z1
z2

)
και (z101 ) = (z1)

10.

{Abs[z1], Abs[z2], Abs[z1/z2]}{Abs[z1], Abs[z2], Abs[z1/z2]}{Abs[z1], Abs[z2], Abs[z1/z2]}{√
13,
√
26,

1√
2

}
{Conjugate[z1]/Conjugate[z2], Conjugate[z1/z2], }{Conjugate[z1]/Conjugate[z2], Conjugate[z1/z2], }{Conjugate[z1]/Conjugate[z2], Conjugate[z1/z2], }{
− 7

26
− 17i

26
, − 7

26
− 17i

26

}
{Conjugate[z1∧10], Conjugate[z1]∧10}{Conjugate[z1∧10], Conjugate[z1]∧10}{Conjugate[z1∧10], Conjugate[z1]∧10}

{341525 + 145668i, 341525 + 145668i}
Θέλουμε να υπολογίσουμε τον μιγαδικό (a+ bi)2, a, b ∈ R.

(a+ b ∗ I)∧2(a+ b ∗ I)∧2(a+ b ∗ I)∧2

(a+ ib)2

To Mathematica επέστρεψε τον (a+ bi)2. Φέρνουμε μία έκφραση expr στη μορφή x+ yi χρη-
σιμοποιώντας την εντολή ComplexExpand[[[ expr ]]]. Οι μεταβλητές που εμφανίζονται στην έκ-
φραση θεωρούνται πραγματικές.

ComplexExpand[(a+ b ∗ I)∧2]ComplexExpand[(a+ b ∗ I)∧2]ComplexExpand[(a+ b ∗ I)∧2]

a2 + 2iab− b2

ComplexExpand[ReIm[(a+ b ∗ I)∧2]]ComplexExpand[ReIm[(a+ b ∗ I)∧2]]ComplexExpand[ReIm[(a+ b ∗ I)∧2]]

{a2 − b2, 2ab}
Το πραγματικό μέρος του (a+ bi)2 ισούται με a2− b2 και το φανταστικό μέρος με ab. Υπολο-
γίζουμε όμοια τον z2.

ComplexExpand[z∧2]ComplexExpand[z∧2]ComplexExpand[z∧2]

z2

Η εντολή ComplexExpand επέστρεψε τον z2, διότι θεωρεί το z πραγματική μεταβλητή. Το z γί-
νεται μιγαδική μεταβλητή χρησιμοποιώντας και δεύτερο όρισμα στην εντολή, όπως φαίνεται
παρακάτω.
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ComplexExpand[z∧2, z]ComplexExpand[z∧2, z]ComplexExpand[z∧2, z]

−Im[z]2 + 2iIm[z]Re[z] + Re[z]2

ComplexExpand[z ∗ w, {z, w}]ComplexExpand[z ∗ w, {z, w}]ComplexExpand[z ∗ w, {z, w}]

−Im[w]Im[z] + Re[w]Re[z] + i(Im[z]Re[w] + Im[w]Re[z])

Για κάθε a, b ∈ R και n ∈ N, ισχύει (a+ bi)4n+2 + (b− ai)4n+2 = 0, για παράδειγμα

ComplexExpand[(a+ b ∗ I)∧2022 + (b− a ∗ I)∧2022]ComplexExpand[(a+ b ∗ I)∧2022 + (b− a ∗ I)∧2022]ComplexExpand[(a+ b ∗ I)∧2022 + (b− a ∗ I)∧2022]

0

Υπολογίζουμε τον πραγματικό αριθμό Im(z4)

Re(z2)
.

ComplexExpand[Im[z∧4]/Re[z∧2], z]ComplexExpand[Im[z∧4]/Re[z∧2], z]ComplexExpand[Im[z∧4]/Re[z∧2], z]

− 4Im[z]3Re[z]
−Im[z]2 + Re[z]2 +

4Im[z]Re[z]3
−Im[z]2 + Re[z]2

Κάνουμε χρήση της εντολής Simplify[[[ expr ]]] για να πάρουμε την απλούστερη δυνατή μορφή
της έκφρασης expr.

Simplify[ComplexExpand[Im[z∧4]/Re[z∧2], z]]Simplify[ComplexExpand[Im[z∧4]/Re[z∧2], z]]Simplify[ComplexExpand[Im[z∧4]/Re[z∧2], z]]

4Im[z]Re[z]

Συμπεραίνουμε ότι Im(z4)

Re(z2)
= 4Re(z)Im(z).

Η εικόνα του μιγαδικού u =
z

|z|
ανήκει στον μοναδιαίο κύκλο, αφού

|u| =
∣∣∣∣ 1|z|

∣∣∣∣ |z| = 1

|z|
|z| = 1 ,

ComplexExpand[Abs[z/Abs[z]], z]ComplexExpand[Abs[z/Abs[z]], z]ComplexExpand[Abs[z/Abs[z]], z]

1

Θεωρούμε το πηλίκο z + w

z w + 1
.

Simplify[ComplexExpand[(z + w)/(z ∗ w + 1) {z, w}]]Simplify[ComplexExpand[(z + w)/(z ∗ w + 1) {z, w}]]Simplify[ComplexExpand[(z + w)/(z ∗ w + 1) {z, w}]]

Im[w] + Im[z]− i(Re[w] + Re[z])
Im[z]Re[w] + Im[w](iIm[z] + Re[z])− i(1 + Re[w]Re[z])

Στην περίπτωση που οι μιγαδικοί u, v έχουν μέτρο 1, θα διαπιστώσουμε ότι το πηλίκο u+ v

u v + 1
είναι πραγματικός αριθμός.

u = z/Abs[z] ;u = z/Abs[z] ;u = z/Abs[z] ;v = w/Abs[w] ;v = w/Abs[w] ;v = w/Abs[w] ;Simplify[ComplexExpand[Im[(u+ v)/(u ∗ v + 1)], {z, w}]]Simplify[ComplexExpand[Im[(u+ v)/(u ∗ v + 1)], {z, w}]]Simplify[ComplexExpand[Im[(u+ v)/(u ∗ v + 1)], {z, w}]]

0

Επίσης, όταν |u| = 1, τότε και
∣∣∣∣2u− iiu+ 2

∣∣∣∣ = 1 :

Simplify[ComplexExpand[Abs[(2u− I)/(I ∗ u+ 2)], z]]Simplify[ComplexExpand[Abs[(2u− I)/(I ∗ u+ 2)], z]]Simplify[ComplexExpand[Abs[(2u− I)/(I ∗ u+ 2)], z]]
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1

Βρίσκουμε τέλος τους μιγαδικούς που ικανοποιούν τη σχέση z = z2. Η εντολή Solve[[[ eq , var ]]]
επιχειρεί να λύσει την εξίσωση eq ως προς τη μεταβλητή var. Δώστε έμφαση στο «διπλό ίσον»
με το οποίο συντάσσεται η εξίσωση.

Solve[Conjugate[z] == z∧2, z]Solve[Conjugate[z] == z∧2, z]Solve[Conjugate[z] == z∧2, z]{
{z → 0}, {z → 1},

{
z → −1

2
− i
√
3

2

}
,

{
z → −1

2
+
i
√
3

2

}}

Εξάσκηση με το Mathematica

1. Έστω z1 = 1 − 2i, z2 = −3 + i ∈ C. Να φέρετε στη μορφή x + yi, x, y ∈ R τους
παρακάτω αριθμούς

1

z1
, z 2

1 + iz 5
2 , z1

2 + (2i− z2)3,
z1
z2

+
z1
z2
,

z1
z2
− z1
z2
.

2. Έστω u, v ∈ C, με |u| = |v| = 1, u 6= 1 και u v + 1 6= 0. Να δείξετε χρησιμοποιώντας
το Mathematica ότι τα πηλίκα u+ 1

u− 1
και u− v

u v + 1
είναι φανταστικοί αριθμοί.

3. Να βρεθούν οι μιγαδικοί z ∈ C για τους οποίους ισχύει
i) z = z3, ii) z2 = z3.

4. Να λύσετε τις εξισώσεις (1 + z)n = (1− z)n, για n = 3, 4, 5, 6 και να διαπιστώσετε σε
κάθε περίπτωση ότι όλες οι λύσεις είναι φανταστικοί αριθμοί.

5. Να βρεθούν οι μιγαδικοί z ∈ C για τους οποίους ισχύει (z − 1)3 = i(z + 1)3.

2.4 Ασκήσεις

Λυμένες Ασκήσεις

2.4.1 Να βρεθούν τα x, y ∈ R, αν
x

1− 2i
+

y

2− 3i
=

6 + 7i

1− 8i
. (2.4.1)

Λύση. Πριν κάνουμε την πρόσθεση με κοινούς παρονομαστές στο αριστερό σκέλος,
θα απλοποιήσουμε τα κλάσματα πολλαπλασιάζοντας τον αριθμητή και παρονομαστή
καθενός από αυτά με τον συζυγή του παρονομαστή. Η σχέση (2.4.1) γίνεται

x (1 + 2i)

(1− 2i)(1 + 2i)
+

y (2 + 3i)

(2− 3i)(2 + 3i)
=

(6 + 7i)(1 + 8i)

(1− 8i)(1 + 8i)
.

Επομένως
x+ 2xi

5
+

2y + 3yi

13
=
−50 + 55i

65
⇔ 13 (x+ 2xi) + 5 (2y + 3yi) = −50 + 55i

και άρα

(13x+ 10y) + (26x+ 15y)i = −50 + 55i ⇔
{

13x+ 10y = −50
26x+ 15y = 55

}
⇔
{
x = 20
y = −31

}
2
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2.4.2 Έστω ότι για τους (μη πραγματικούς) μιγαδικούς z1, z2 ∈ C ισχύει

z1 + z2 ∈ R και z1 · z2 ∈ R.

Να δείξετε ότι οι z1, z2 είναι συζυγείς.
Λύση. Έστω z1 = a1 + ib1, z2 = a2 + ib2. Τότε

• z1 + z2 = (a1 + a2) + i(b1 + b2) ∈ R ⇔ b1 + b2 = 0 ⇔ b2 = −b1. Σημειώνουμε
ότι b1 6= 0 αφού z1 /∈ R.

• z1 ·z2 = (a1+ ib1)(a2+ ib2) = (a1+ ib1)(a2− ib1) = (a1a2+b
2
1 )+(−a1b1+b1a2)i ∈

R ⇔ b1(−a1 + a2) = 0 ⇔ a1 = a2,

Άρα z2 = a1 − ib1 = z1. 2

2.4.3 Να βρεθούν οι μιγαδικοί z ∈ C για τους οποίους ισχύει z = z2.
Λύση. Έστω z = x+ yi, x, y ∈ R. Τότε

z = z2 ⇔ x− yi = (x+ yi)2 ⇔ x− yi = (x2 − y2) + 2xyi ⇔
{
x = x2 − y2
−y = 2xy

}

⇔
{

x = x2 − y2
y (2x+ 1) = 0

}
⇔
{
x = x2 − y2

y = 0

}
ή
{
x = x2 − y2
2x+ 1 = 0

}
⇔
{
x(1− x) = 0

y = 0

}
ή
{

y2 = 3/4
x = −1/2

}
⇔
{
x = 0 ή x = 1

y = 0

}
ή
{
y = ±

√
3/2

x = −1/2

}
⇔ (x, y) = (0, 0) ή (x, y) = (1, 0) ή (x, y) = (−1

2
,

√
3

2
) ή (x, y) = (−1

2
, −
√
3

2
)

άρα οι ζητούμενοι μιγαδικοί είναι οι z = 0, z = 1, z =
−1 + i

√
3

2
, z =

−1− i
√
3

2
.

Στο επόμενο κεφάλαιο θα δούμε ότι οι τρεις τελευταίες λύσεις λέγονται κυβικές ρίζες
της μονάδας. Προς το παρόν, σας καλούμε να επιβεβαιώσετε ότι οι τρεις τελευταίες
λύσεις ικανοποιούν την εξίσωση z3 = 1. 2

2.4.4 Να βρεθεί μιγαδικός z ∈ C του οποίου η εικόνα στο μιγαδικό επίπεδο να ανήκει στον
μοναδιαίο κύκλο και να ισχύει

| z − 1 | = 2 | z + 1 |. (2.4.2)

Λύση. Παρατηρούμε ότι η σχέση (2.4.2) είναι ισοδύναμη με τη σχέση που προκύπτει
υψώνοντας στο τετράγωνο τα δύο σκέλη:

| z − 1 |2 = 4 | z + 1 |2,

καθώς το μέτρο είναι πάντα μη αρνητικός πραγματικός αριθμός. Έστω z = x + iy,
x, y ∈ R. Για τον z ισχύει

| z | = 1 ⇔ | z |2 = 1 ⇔ x2 + y2 = 1. (2.4.3)

Επομένως:

| z − 1 |2 = 4 | z + 1 |2 ⇔ | (x− 1) + iy |2 = 4 | (x+ 1) + iy |2
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⇔ (x− 1)2 + y2 = 4 (x+ 1)2 + 4y2 ⇔ x2 − 2x+ 1 + y2 = 4x2 + 8x+ 4 + 4y2

⇔ 3 (x2 + y2) + 10x+ 3 = 0
(2.4.3)⇐==⇒ 3 · 1 + 10x+ 3 = 0 ⇔ x = −3

5
.

Η σχέση (2.4.3), για x = −3/5, γίνεται

9

25
+ y2 = 1 ⇔ y2 =

16

25
⇔ y = ±4

5
.

Έτσι z = −3

5
+

4

5
i ή z = −3

5
− 4

5
i. 2

2.4.5 Αν οι εικόνες των μιγαδικών z1, z2, . . . , zκ, κ ≥ 1, ανήκουν στον μοναδιαίο κύκλο, να
δείξετε ότι

| z1 + z2 + · · ·+ zκ | =
∣∣∣∣ 1z1 +

1

z2
+ · · ·+ 1

zκ

∣∣∣∣ .
Λύση. Αφού |zj| = 1, j = 1, . . . , κ, οι αντίστροφοι των zi είναι ακριβώς οι συζυγείς
τους, βλ.Παράδειγμα 2.2.0.6.ii. Επομένως∣∣∣∣ 1z1 +

1

z2
+ · · ·+ 1

zκ

∣∣∣∣ = | z1 + z2 + · · ·+ zκ | =

= | z1 + z2 + · · ·+ zκ | = | z1 + z2 + · · ·+ zκ |. 2

2.4.6 Να αποδείξετε ότι (a+ ib)10 + (b− ia)10 = 0, για a, b ∈ R.
Λύση. Παρατηρούμε

b− ia = −(−1)b− ia = −i2b− ia = −i (a+ bi).

Έτσι

(a+ ib)10 + (b− ia)10 = (a+ ib)10 +
[
− i (a+ bi)

]10
= (a+ ib)10 + (−i)10(a+ bi)10 =

= (a+ ib)10 +
(
i2
)5
(a+ bi)10 = (a+ bi)10 − (a+ bi)10 = 0. 2

2.4.7 Nα αποδειχθεί ότι το άθροισμα των z1 =
7− 5i

3 + 9i
και z2 =

7 + 5i

3− 9i
είναι πραγματικός

και η διαφορά τους μιγαδικός αριθμός.
5

Λύση. Παρατηρούμε ότι οι z1, z2 είναι συζυγείς:

z2 =
7− 5i

3 + 9i
=

(
7− 5i

3 + 9i

)
= z1,

έτσι
z1 + z2 = z1 + z1 = 2Re(z1) ∈ R, z1 − z2 = z1 − z1 = 2 Im(z1) i ∈ iR. 2

2.4.8 Έστω z1, z2 ∈ C, με | z1 | = | z2 | = 1 και z1 z2 6= −1. Να δείξετε ότι

(α) z1 + z2
z1 z2 + 1

∈ R, (β) z1 − z2
z1 z2 + 1

∈ iR.
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Λύση. Θα αποδείξουμε το (β) ερώτημα της άσκησης. Το (α) ερώτημα αφήνεται ως
άσκηση. Για τον zj , j = 1, 2, έχουμε

| zj |2 = 1 ⇔ zjzj = 1 ⇔ zj =
1

zj
. (2.4.4)

Έστω w =
z1 − z2
z1 z2 + 1

. Θα δείξουμε ότι w = −w ⇔ w ∈ iR. Πράγματι, χρησιμοποιώ-
ντας τις σχέσεις (2.4.4), έχουμε

w =

(
z1 − z2
z1 z2 + 1

)
=

z1 − z2
z1 z2 + 1

=

1

z1
− 1

z2
1

z1

1

z2
+ 1

=

z2 − z1
z1 z2

1 + z1 z2
z1 z2

= −(z1 − z2)
z1 z2 + 1

= −w. 2

2.4.9 Αν για τον z ∈ C ισχύει ∣∣ z + |z| ∣∣+ ∣∣ z − |z| ∣∣ = 2 |z|, (2.4.5)

να δείξετε ότι ο z είναι πραγματικός αριθμός.
Λύση. Και τα δύο μέλη της (2.4.5) είναι μη αρνητικοί πραγματικοί, επομένως

(2.4.5) ⇔
( ∣∣ z + |z| ∣∣+ ∣∣ z − |z| ∣∣ )2 = 4 |z|2 ⇔

⇔
∣∣ z + |z| ∣∣2 + 2

∣∣ z + |z| ∣∣ · ∣∣ z − |z| ∣∣+ ∣∣ z − |z| ∣∣2 = 4 |z|2 ⇔

⇔ (z + |z|) (z + |z|) + 2
∣∣ (z + |z|)(z − |z|) ∣∣+ (z − |z|) (z − |z|) = 4 |z|2 |z| ∈R⇐===⇒

|z|= |z|

⇔ (z + |z|) (z + |z|) + 2
∣∣ z2 − |z|2∣∣+ (z − |z|) (z − |z|) = 4 |z|2 ⇔

⇔ z z + z |z|+ z |z|+ |z|2 + 2
∣∣ z2 − |z|2∣∣+ z z − z |z| − z |z|+ |z|2 = 4 |z|2 z z= |z|2⇐===⇒

⇔
∣∣ z2 − |z|2∣∣ = 0 ⇔ z2 − |z|2 = 0 ⇔ z2 − zz = 0 ⇔ z (z − z) = 0 ⇔


z = 0
ή
z = z

Και στις δύο περιπτώσεις διαπιστώνουμε ότι z ∈ R. 2

2.4.10 Να δείξετε ότι για κάθε z, w ∈ C ισχύει

| z − w |2 ≤ (1 + |z|2) (1 + |w|2). (2.4.6)

Λύση. (2.4.6) ⇔ (z − w) (z − w) ≤ 1 + |w|2 + |z|2 + |z|2|w|2 ⇔

⇔ z z− z w− z w+ww ≤ 1+ww+ z z+ z z w w ⇔ 0 ≤ 1+ z w+ z w+ z z w w ⇔

⇔ 0 ≤ (1 + z w) + z w(1 + z w) ⇔ 0 ≤ (1 + z w) (1 + z w) ⇔

⇔ 0 ≤ (1 + z w) (1 + z w) ⇔ 0 ≤ | 1 + z w |2,

που ισχύει, επομένως ισχύει και η ισοδύναμη ανισότητα (2.4.6). 2
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Ασκήσεις για Εξάσκηση

2.4.1 Αν η εικόνα του z ∈ C στο μιγαδικό επίπεδο δεν ανήκει στις ευθείες y = x, y = −x,
να αποδείξετε ότι

Im(z4)

Re(z2) = 4Re(z) Im(z).

2.4.2 Να λυθεί στο C η εξίσωση z = z3.

2.4.3 Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης (1 + i)20 − (1− i)20.

2.4.4 Nα αποδείξετε ότι για κάθε z1, z2 ∈ C, ο z1 z2 − z1 z2 είναι φανταστικός αριθμός.

2.4.5 Έστω z ∈ C, z 6= 0. Να δείξετε ότι z

z
+
z

z
είναι πραγματικός και z

z
− z

z
είναι

φανταστικός αριθμός.

2.4.6 Να βρεθούν οι μιγαδικοί z που ικανοποιούν τη σχέση
∣∣∣∣z − 1

z + 1

∣∣∣∣ = 1.

2.4.7 Για κάθε z1, z2 ∈ C, να δείξετε ότι ισχύει

| z1 + z2 |2 + | z1 − z2 |2 = 2 | z1 |2 + 2 | z2 |2.

2.4.8 Έστω z ∈ C, z 6= −1. Να δείξετε ότι | z | = 1 ⇔ z − 1

z + 1
∈ iR.

2.4.9 Έστω z ∈ C, z 6= 0. Να δείξετε ότι z +
1

z
∈ R ⇔ z ∈ R ή | z | = 1.

2.4.10 Έστω z ∈ C, a ∈ R, a 6= 0, z 6= ai. Να δείξετε ότι z + ai

iz + a
∈ iR ⇔ z ∈ iR.

2.4.11 Έστω z ∈ C, z 6= 2i και w =
2z − i
iz + 2

. Να δείξετε ότι |w | = 1 ⇔ | z | = 1.
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Σύνοψη
Στο κεφάλαιο αυτό εξετάζονται οι λύσεις πολυωνυμικών εξισώσεων με μιγαδικούς συντελε-
στές και ιδιαίτερα της δευτεροβάθμιας εξίσωσης. Επιπλέον, εξετάζεται η τριγωνομετρική
μορφή των μιγαδικών με ειδική αναφορά στις n-στές ρίζες της μονάδας. Παρουσιάζεται
το Θεμελιώδες Θεώρημα της Άλγεβρας και η έννοια της αλγεβρικής πολλαπλότητας μίας
ρίζας. Για τη σχετική βιβλιογραφία παραπέμπουμε στα [1], [2].

Προαπαιτούμενη γνώση: Κεφάλαιο 2, Ευκλείδειος Αλγόριθμος, Τριγωνομετρικές Ταυτό-
τητες.

3.1 Η δευτεροβάθμια εξίσωση στο C

Έχουμε ήδη δει ότι η εξίσωση x2 = η, όπου η είναι αρνητικός πραγματικός αριθμός, έχει
λύσεις στο σύνολο C και οι λύσεις αυτές είναι οι φανταστικοί αριθμοί, ±i

√
|η|. Γνωρίζουμε,

επίσης, καλά, ότι η δευτεροβάθμια εξίσωση αx2 + βx+ γ = 0, όπου α, β, γ ∈ R (a 6= 0) έχει
τις λύσεις

z1,2 =
−β ±

√
∆

2α
στοR, όταν η διακρίνουσα∆ = β2−4αγ είναι μη αρνητική. Θα δείξουμε, τώρα, ότι η εξίσωση
αx2+βx+γ = 0 έχει πάντα δύο λύσεις στο C, ακόμα και όταν η διακρίνουσα∆ = β2−4αγ
είναι αρνητική. Πρώτα παρατηρούμε ότι οι λύσεις της εξίσωσης αx2 + βx + γ = 0 είναι
ακριβώς οι λύσεις της εξίσωσης x2 + β

α
x+

γ

α
= 0, αφού

αx2 + βx+ γ = α
(
x2 +

β

α
x+

γ

α

)
και άρα αx2 + βx+ γ = 0 ⇔ x2 +

β

α
x+

γ

α
= 0 .

Βαβατσούλας, X. & Χαραλάμπους, X-M-A. (2023). «Στοιχεία από τη Γραμμική Άλγεβρα».
Αθήνα: Κάλλιπος, Ανοικτές Ακαδημαϊκές Εκδόσεις. http://dx.doi.org/10.57713/kallipos-286

Creative Commons Αναφορά Δημιουργού - Μη Εμπορική Χρήση - Παρόμοια Διανομή 4.0

http://dx.doi.org/10.57713/kallipos-286
http://dx.doi.org/10.57713/kallipos-286
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Παρατηρούμε ότι:

x2 +
β

α
x+

γ

α
= x2 + 2

β

2α
x+ (

β2

4α2
− β2

4α2
) +

γ

α
=

(
x+

β

2α

)2

− ∆

4α2
.

Επιπλέον:

∆ =

{
(
√
∆)2 , όταν ∆ ≥ 0

−|∆| = i2
√
∆2 = (i

√
|∆|)2 , όταν ∆ < 0

Έτσι, χρησιμοποιώντας ότι x+ β

2α
= x− −β

2α
, προκύπτει ότι το πολυώνυμο x2 + β

α
x+

γ

α
παραγοντοποιείται ως εξής στο C:(

x+
β

2α

)2
− ∆

4α2
=
(
x− −β +

√
∆

2α

)(
x− −β −

√
∆

2α

)
, όταν ∆ ≥ 0

ή (
x+

β

2α

)2
− i2 |∆|

4α2
=
(
x−
−β + i

√
|∆|

2α

)(
x−
−β − i

√
|∆|

2α

)
, όταν ∆ < 0.

Επομένως, η εξίσωση αx2 + βx+ γ = 0 έχει τις εξής λύσεις:

−β ±
√
∆

2α
, όταν ∆ ≥ 0, διαφορετικά −β ± i

√
|∆|

2α
, όταν ∆ < 0 .

Παρατηρούμε, τέλος, ότι στην περίπτωση που∆ < 0 οι δύο μιγαδικές λύσεις είναι συζυγείς.
Αποδείξαμε, λοιπόν, το επόμενο:

Πρόταση 3.1.0.1 Ηδευτεροβάθμια εξίσωσηαx2+βx+γ = 0,α, β, γ ∈ R,α 6= 0, με αρνητική
διακρίνουσα,∆ = β2 − 4αγ < 0, έχει δύο συζυγείς μιγαδικές ρίζες, z1, z2, που δίνονται από
τους τύπους

z1 =
−β + i

√
|∆|

2α
, z2 =

−β − i
√
|∆|

2α
.

Παρατήρηση 3.1.0.2 Έστω z1, z2 οι ρίζες της δευτεροβάθμιας εξίσωσης αx2 + βx+ γ = 0.
Αυτό σημαίνει ότι

x2 +
β

α
x+

γ

α
= (x− z1)(x− z2) = x2 − (z1 + z2)x+ z1 · z2 .

Επομένως
z1 + z2 = −

β

α
, z1 · z2 =

γ

α
. (3.1.1)

Οι τύποι της (3.1.1) είναι γνωστοί ως τύποι του Vieta προς τιμή του Γάλλου Μαθηματικού
Franciscus Vieta (1540-1603), ο οποίος συνεισέφερε σημαντικά στον αλγεβρικό συμβολισμό.
Στην περίπτωση που οι ρίζες είναι συζυγείς (όταν οι συντελεστές είναι πραγματικοί αριθμοί,
αλλά η διακρίνουσα είναι αρνητική) διαπιστώνουμε ότι

z1 + z2 = −
β

α
= z1 + z1 = 2Re(z1) = 2Re(z2), z1 · z2 =

γ

α
= z1 z1 = | z1 |2 = | z2 |2.

Παράδειγμα 3.1.0.3 Θα λύσουμε στο C την εξίσωση z2 − 2z + 10 = 0. Βρίσκουμε ότι ∆ =
4− 40 = −36 < 0, άρα οι ρίζες της εξίσωσης είναι

z1,2 =
2± i

√
36

2
, δηλαδή z1 = 1 + 3i, z2 = 1− 3i.
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Όπως θα δούμε σε επόμενη ενότητα, ισχύει ότι κάθε μιγαδικός ∆ ∈ C έχει ακριβώς δύο
τετραγωνικές ρίζες στοC. Υπάρχουν δηλαδή d, d′ ∈ C, τέτοια ώστε d 2 = d′ 2 = ∆. Μάλιστα,
οι δύο αυτές ρίζες είναι αντίθετοι μιγαδικοί, δηλ. d = −d′. Έτσι, είμαστε σε θέση να λύσουμε
με τον ίδιο τρόπο τη δευτεροβάθμια εξίσωση με μιγαδικούς συντελεστές.

Δευτεροβάθμια εξίσωση με μιγαδικούς συντελεστές

Έστωη εξίσωση az2+bz+c = 0, a, b, c ∈ C, a 6= 0. Για να βρούμε τις λύσεις, ακολουθούμε
τα εξής βήματα:

• Υπολογίζουμε τη διακρίνουσα ∆ = b2 − 4ac ∈ C.

• Βρίσκουμε έναν μιγαδικό d = x+ iy ∈ C, με d 2 = ∆.

• Οι ρίζες z1, z2 της εξίσωσης στο C (δεν είναι απαραίτητα συζυγείς μεταξύ τους)
δίνονται από τον τύπο

z1,2 =
−b± d

2a
.

• Ισχύουν και στην περίπτωση αυτή οι τύποι του Vieta,

z1 + z2 = −
b

a
, z1 · z2 =

c

a
.

Παράδειγμα 3.1.0.4 Θαλύσουμε στοC την εξίσωση iz2+(1+3i)z+3+4i = 0ακολουθώντας
τα παραπάνω βήματα.

• ∆ = (1 + 3i)2 − 4i(3 + 4i) = 1 + 6i− 9− 12i+ 16 = 8− 6i.

• Ψάχνουμε d ∈ C, τέτοιο ώστε d 2 = ∆. Έστω d = x+ iy, με x, y ∈ R.

d 2 = ∆ ⇔ (x2 − y2) + 2xyi = 8− 6i ⇔

{
x2 − y2 = 8

2xy = −6

Από τη σχέση 2xy = −6 συμπεραίνουμε ότι x 6= 0 και ότι y = −3/x. Αντικαθιστώντας
το y στη σχέση x2 − y2 = 8 έχουμε

x2 − 9

x2
= 8 ⇔ x4 − 8x2 − 9 = 0.

Για να λύσουμε αυτήν την τεταρτοβάθμια εξίσωση στο R, θέτουμε x2 = ω και η εξί-
σωση x4 − 8x2 − 9 = 0 γίνεται τώρα ω2 − 8ω − 9 = 0. Θέλουμε, πλέον, να βρούμε
κάποιον ω μη αρνητικό πραγματικό αριθμό που να ικανοποιεί την τελευταία εξίσωση.
Ο ω πρέπει να είναι μη αρνητικός, αφού είναι ίσος με το τετράγωνο του πραγματικού
αριθμού x.

ω2 − 8ω − 9 = 0 ⇔ ω = 9 > 0 (δεκτή) ή ω = −1 < 0 (απορρίπτεται).

Έτσι x2 = 9 ⇔ x = ±3. Επιλέγουμε μία οποιαδήποτε από τις δύο τιμές. Για x = 3,
από τη σχέση y = −3/xπαίρνουμε y = −1 και d = 3−i (επαληθεύουμε, d 2 = (3−i)2 =
8− 6i = ∆).
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• Οι ρίζες της εξίσωσης δίνονται από τον τύπο z1,2 =
−b± d

2a
. ’Ετσι:

z1 =
2− 4i

2i
= −2− i, z2 =

−4− 2i

2i
= −1 + 2i.

Παρατηρούμε ότι z1, z2 δεν είναι συζυγείς, όπως άλλωστε είχαμε τονίσει. Τι θα γινόταν, όμως,
αν είχαμε επιλέξει την άλλη λύση για το x; Παρατηρούμε ότι για x = −3, παίρνουμε y = 1
και βρίσκουμε τη ρίζα−3+ i, που είναι η d′, η δεύτερη τετραγωνική ρίζα της∆. Αυτό βέβαια
δεν είναι τυχαίο. Επιπλέον, παρατηρούμε ότι ο τύπος −b± d

′

2a
μας οδηγεί στις ίδιες ρίζες

z1, z2 που βρήκαμε προηγουμένως.

3.2 Όρισμα, Τριγωνομετρική Μορφή Μιγαδικών Αριθμών

Η τριγωνομετρική μορφή των μιγαδικών θα μας επιτρέψει να ερμηνεύσουμε γεωμετρικά το
γινόμενο μιγαδικών και είναι πολύ χρήσιμη στον υπολογισμό δυνάμεων μιγαδικών και στην
επίλυση πολυωνυμικών εξισώσεων. Επισημαίνουμε ότι, όταν ορίζουμε προσανατολισμένη
γωνία, θεωρούμε θετική φορά την αντίθετη της φοράς των δεικτών του ρολογιού. ΈστωM(z)
η εικόνα ενός μη μηδενικού μιγαδικού z ∈ C, z 6= 0, στο μιγαδικό επίπεδο. Μία προσανα-
τολισμένη γωνία που έχει αρχική πλευρά τον ημιάξονα Ox και τελική πλευρά την ημιευθεία
OM(z) ονομάζεται όρισμα του z και συμβολίζεται με arg(z)arg(z)arg(z).

x' x

y

y'

0

M(z)

θ = Arg(z)

Σχήμα 3.1: Όρισμα μιγαδικού.

Κάθε μη μιγαδικός αριθμός έχει άπειρα ορίσματα (μπορείτε να τα βρείτε;) Από όλα τα ορί-
σματα του z, ένα ακριβώς ανήκει στο (−π, π ]. Αυτό λέγεται πρωτεύον όρισμα του z και
συμβολίζεται με Arg(z)Arg(z)Arg(z) (βλ. Σχήμα 3.1). Τονίζουμε ότι αν η εικόνα M(w) του μιγαδικού w
ανήκει στο τρίτο ή στο τέταρτο τεταρτημόριο (δηλ. αν Im(w) < 0), τότε το πρωτεύον όρισμα
του w είναι αρνητικό, Arg(w) ∈ (−π, 0), (βλ.Σχήμα 3.2).

Παρατηρήσεις 3.2.0.1

(α) Για το z = 0 δεν ορίζεται όρισμα. Για τον λόγο αυτόν στη συνέχεια, όταν θα αναφερό-
μαστε σε όρισμα μιγαδικού, θα εννοούμε ότι o μιγαδικός είναι διάφορος του μηδενός.
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x' x

y

y'

0

M(w)

- θ = Arg(w)

2π - θ = arg(w)

Σχήμα 3.2: Αρνητικό πρωτεύον όρισμα.

(β) Έστω φ1, φ2 δύο ορίσματα του z. Τα ορίσματα διαφέρουν κατά ακέραιο πολλαπλάσιο
του 2π,

φ1, φ2 είναι ορίσματα του z ⇒ ∃κ ∈ Z τέτοιο ώστε φ1 − φ2 = 2κπ,

(βλ.Σχήμα 3.3). Αυτό σημαίνει ότι cosφ1 = cosφ2, sinφ1 = sinφ2.
Αντιστρόφως, αν το φ είναι ένα όρισμα του z, τότε και το φ+2λπ είναι ένα άλλο όρισμα
του z, ∀ λ ∈ Z. Στη συνέχεια γράφουμε φ = arg(z), αν υπάρχει ένα όρισμα του z που
ισούται με τη γωνία φ. Επίσης, αν w ∈ C με Αrg(w) = Αrg(z), θα γράφουμε

arg(z) = arg(w)
εννοώντας ότι υπάρχει όρισμα του z που είναι ίσο με ένα δοθέν όρισμα του w και αντι-
στρόφως, ενώ οποιαδήποτε δύο ορίσματα των z και w διαφέρουν κατά ακέραιο πολ-
λαπλάσιο του 2π.

x' x

y

y'

0

M(z)

ϕ1 = Arg(z)

ϕ2 = 2π+ϕ1 = arg(z)

Σχήμα 3.3: Διαφορετικά ορίσματα του z.

Γενικά, για τον w ∈ C έχουμε
Arg(w) = θ ⇒ arg(w) ∈ {. . . , −4π + θ, −2π + θ, θ, 2π + θ, 4π + θ, . . . }.
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(γ) Οι πραγματικοί αριθμοί έχουν ως πρωτεύον όρισμα το 0 ή το π, ενώ οι φανταστικοί
αριθμοί έχουν ως πρωτεύον όρισμα το π/2 ή το −π/2. Συγκεκριμένα, έστω r ένας θε-
τικός πραγματικός αριθμός. Τότε, όπως διαπιστώνουμε και από το Σχήμα 3.4,

Arg(r) = 0, Arg(−r) = π, Arg(ir) = π

2
, Arg(−ir) = −π

2
.

Re

Im

0
M(r)

r- r

M(-r)

M(-ir)

r M(ir)

- r

π

-π/2

π/2

Σχήμα 3.4: Όρισμα πραγματικών, φανταστικών.

Θα δούμε ότι αν z είναι μη μηδενικός μιγαδικός αριθμός, τότε ο συζυγής του και ο αντί-
στροφός του έχουν αντίθετα ορίσματα. Προσοχή: ο αντίθετος του z δεν έχει εν γένει όρισμα
το αντίθετο όρισμα του z.

Πρόταση 3.2.0.2 Ιδιότητες Ορίσματος Έστω r ∈ R, r > 0 και z ∈ C, z 6= 0. Τότε

(i) arg(r · z) = arg(z).

(ii) arg(−z) = π + arg(z).

(iii) arg(z) = −arg(z),

(iv) arg(z−1) = −arg(z),

Απόδειξη. Για το (i), παρατηρούμε ότι αν (a, b) είναι η εικόνα του z = a + bi, a, b ∈ R, τότε
(ra, rb) είναι η εικόνα του rz, δηλ. M(rz) = (ra, rb) και ότι M(rz) βρίσκεται πάνω στην
ημιευθεία OM(z). Αντίστοιχα, είναι φανερό ότι η εικόνα του −z, το σημείο (−a,−b) είναι
στην ίδια ευθεία που περνά από την αρχή των αξόνων και την εικόνα (a, b) του z, ωστόσο
στη αντικείμενη ημιευθεία της OM(z). Για το (iii) παρατηρούμε ότι ο συζυγής του z έχει
εικόνα το (a,−b) και άρα το όρισμά του είναι το αντίθετο του z. Για το (iv) παρατηρούμε ότι
z−1 =

1

| z | 2
·z, και αφού 1

| z | 2
> 0, από τα (i) και (iii) συμπεραίνουμε ότι arg(z−1) = arg(z) =

−arg(z). ■

Το Σχήμα 3.5 αποτυπώνει τις περιπτώσεις (i), (ii), (iii) της Πρότασης 3.2.0.2.
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x' x

y

y'

0

M(r·z)

M(z)

θ = Arg(z) = Arg(r·z)

(α) Μιγαδικοί με ίδιο όρισμα.

x' x

y

y'

0

M(-z)

M(z)

θ = Arg(z)arg(-z) = π+θ

(β) Όρισμα αντίθετων μιγαδικών.

x' x

y

y'

0

M(z̃)

M(z)

θ = Arg(z)

-θ = Arg(z
˜
)

(γ) Όρισμα συζυγών μιγαδικών.

Σχήμα 3.5: Ιδιότητες ορίσματος.

Έστω z = a+ib ∈ C, z 6= 0,M(a, b) η εικόνα του z στο μιγαδικό επίπεδο και θ = arg(z) ένα
όρισμα του z. Η αρχική πλευρά της προσανατολισμένης γωνίας θ είναι ο ημιάξοναςOx και η
τελική πλευρά της είναι η ημιευθεία OM . Έστω (OM) το μήκος του ευθύγραμμου τμήματος
OM . Είναι φανερό ότι (OM) = | z | =

√
a2 + b2. Aπό τον ορισμό των τριγωνομετρικών

αριθμών της γωνίας θ, έχουμε ότι

cos θ = a

(OM)
, sin θ = b

(OM)

και άρα
a = | z | cos θ, b = | z | sin θ,

επομένως
z = | z | (cos θ + i sin θ), όπου θ = arg(z) , (3.2.1)

(βλ. Σχήμα 3.6). To δεύτερο σκέλος της σχέσης (3.2.1) ονομάζεται η τριγωνομετρική μορφή
του μιγαδικού zzz. Τονίζουμε ότι στην τριγωνομετρική μορφή θέλουμε απαραίτητα να γρά-
φουμε την έκφραση cos θ + i sin θ.
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x' x

y

y'

0

M(z) ή M(a,b)

|z|

a = |z|cosθ

b = |z|sinθ

θ

Σχήμα 3.6: Τριγωνομετρική μορφή του z = a+ ib = | z | (cos θ + i sin θ).

Παρ’ ότι το όρισμα arg(z) δεν είναι μοναδικό, η τριγωνομετρική μορφή του z είναι μονα-
δική, αφού σύμφωνα με την Παρατήρηση 3.2.0.1.β διαφορετικά ορίσματα του z έχουν τους
ίδιους τριγωνομετρικούς αριθμούς. Μάλιστα ισχύει και ένα είδος αντιστρόφου της σχέσης
(3.2.1): αυτό μας λέει το επόμενο λήμμα.

Λήμμα 3.2.0.3 Έστω r ∈ R, r > 0. Αν z = r (cosφ+ i sinφ), τότε r = | z | και φ είναι όρισμα
του z.

Απόδειξη.Έστω z = | z | (cos θ+ i sin θ) η τριγωνομετρική μορφή του z για θ κάποιο όρισμα
του z. Αφού z = r (cosφ+ i sinφ) = r cosφ+ i sinφ έχουμε

| z | =
√

(r cosφ)2 + (r sinφ)2 =
√
r2(cos2 φ+ sin2 φ) =

√
r2 = r.

Αντικαθιστώντας και διαιρώντας με το r προκύπτει ότι cosφ + i sinφ = cos θ + i sin θ και
επομένως cosφ = cos θ και sinφ = sin θ. Άρα υπάρχει κ ∈ Z τέτοιο, ώστε φ = 2κπ + θ και
το φ είναι όρισμα του z. ■

Παραδείγματα 3.2.0.4
i. Έστω x ∈ R. Αν x > 0, τότε η τριγωνομετρική μορφή του x είναι x(cos(0) + i sin(0)).
Αν x < 0, τότε η τριγωνομετρική μορφή του x είναι x = |x|(cos(π) + i sin(π)).

ii. Η τριγωνομετρική μορφή του i είναι i = 1(cos(π/2) + i sin(π/2)).

iii. Έστω r (cosφ + i sinφ) η τριγωνομετρική μορφή του u. H τριγωνομετρική μορφή του
−u είναι r

(
cos (π + φ) + i sin (π + φ)

)
.

iv. Έστω r (cosφ + i sinφ) η τριγωνομετρική μορφή του u. H τριγωνομετρική μορφή του
u−1 είναι u−1 = r−1

(
cos (−φ) + i sin (−φ)

)
,

v. Έστω z = −2−2i (Σχήμα 3.7). Το μέτρο του z είναι | z | =
√

(−2)2 + (−2)2 = 2
√
2. Επι-

πλέον, φ = arg(z), αν και μόνο αν cos(φ) = −2
2
√
2
= −
√
2

2
και sin(φ) = −2

2
√
2
= −
√
2

2
,

ενώ η εικόνα του z είναι στο τρίτο τεταρτημόριο. Παρατηρούμε ότι φ = 5π/4 δίνει τους
σωστούς τριγωνομετρικούς αριθμούς και σημειώνουμε ότι το πρωτεύον όρισμα του z
είναι βέβαια το −3π/4. Κατά συνέπεια,

z = 2
√
2
(

cos(5π/4) + i sin(5π/4)
)
= 2
√
2
(

cos(−3π/4) + i sin(−3π/4)
)
.
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4
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Σχήμα 3.7: Τριγωνομετρική μορφή του z = −2− 2i.

Τα υπολογιστικά προγράμματα έχουν συναρτήσεις που υπολογίζουν το όρισμα. Για πα-
ράδειγμα, στο Mathematica η εντολή για το όρισμα είναι Arg[a+Ib]. Πώς μπορούμε όμως να
καταλάβουμε αν δύο μιγαδικοί αριθμοί που μας έχουν δοθεί σε τριγωνομετρική μορφή είναι
ίσοι αφού τα ορίσματα δεν είναι μοναδικά; Από το Λήμμα 3.2.0.3 προκύπτει το εξής:
Πόρισμα 3.2.0.5 Οι μιγαδικοί z1, z2 ∈ C είναι ίσοι, αν και μόνο αν έχουν ίσα μέτρα και η
διαφορά των ορισμάτων τους είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του 2π.

3.3 Τριγωνομετρική Μορφή Γινομένου, Γεωμετρική Ερμηνεία

Χρησιμοποιώντας τις παρακάτω τριγωνομετρικές ταυτότητες

cos (φ+ θ) = cosφ · cos θ − sinφ · sin θ, sin (φ+ θ) = sinφ · cos θ + cosφ · sin θ,

αποδεικνύουμε το επόμενο σημαντικό αποτέλεσμα, το οποίο μας δίνει την τριγωνομετρική
μορφή και ερμηνεύει γεωμετρικά το γινομένο μιγαδικών.

Θεώρημα 3.3.0.1 Έστω 0 6= z, w ∈ C. Ισχύει ότι

arg(z · w) = arg(z) + arg(w), arg
( z
w

)
= arg(z)− arg(w).

Αν φ, θ είναι ορίσματα του z και w αντίστοιχα, τότε

z · w = | z ||w |
(

cos (φ+ θ) + i sin (φ+ θ)
)
,

z

w
=
| z |
|w |

(
cos (φ− θ) + i sin (φ− θ)

)
.

Απόδειξη. Έστω z = | z | (cosφ + i sinφ), w = |w | (cos θ + i sin θ), οι τριγωνομετρικές
μορφές των z, w αντίστοιχα. Τότε

z · w = | z ||w |
[
(cosφ · cos θ − sinφ · sin θ) + i(sinφ · cos θ + cosφ · sin θ)

]
⇒

z · w = | z ||w |
(

cos (φ+ θ) + i sin (φ+ θ)
)
.

Αφού | z ||w | > 0, από το Λήμμα 3.2.0.3 συμπεραίνουμε ότι το δεύτερο μέλος της τελευταίας
σχέσης είναι η τριγωνομετρική μορφή του z·w, δηλαδή | z·w | = | z ||w | (κάτι που γνωρίζαμε)
και το φ+ θ είναι ένα όρισμα του z ·w, επομένως arg(z ·w) = arg(z)+ arg(w). Τέλος, έχουμε

arg
( z
w

)
= arg

(
z · 1

w

)
= arg(z) + arg

( 1
w

)
= arg(z)− arg(w),
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βλ.Πρόταση 3.2.0.2.iv. ■

Για να βρούμε λοιπόν τη διανυσματική ακτίνα OM(z·w) του γινομένου δύο μιγαδικών
z,w στο μιγαδικό επίπεδο, στρέφουμε τη διανυσματική ακτίνα OM(z) του z κατά γωνία θ=
arg(w) και την πολλαπλασιάζουμε με |w|, (βλ. Σχήμα 3.8).

x

y

O

M(w)

M(z)

M(z·w)

φ

θ

φ+θ

|w|

|z|

|z||w|

Σχήμα 3.8: Γεωμετρική ερμηνεία γινομένου μιγαδικών.

Παραδείγματα 3.3.0.2

i. Αν z = 4
(

cos 17π
18

+ i sin 17π

18

)
και w = 2

(
cos π

9
+ i sin π

9

)
, τότε

z · w−1 = 4

2

(
cos
(
17π

18
− π

9

)
+ i sin

(
17π

18
− π

9

))
= 2

(
cos 5π

6
+ i sin 5π

6

)
=

= 2
(

cos
(
π − π

6

)
+i sin

(
π − π

6

))
= 2

(
−cos π

6
+i sin π

6

)
= 2
(
−
√
3

2
+
1

2
i
)
= −
√
3+i.

ii. Έστω z = −1+ i, w = 1+ i/2. Στο Σχήμα 3.9 βλέπουμε τη γεωμετρική απεικόνιση του
γινομένου z · w.

O

z=-1+i

w=1+
i

2
z·w=

-3 + i

2

5

2

2

5

2

x
-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Σχήμα 3.9: Το γινόμενο (−1 + i)(1 + i/2).

iii. Έστω z = −1 + i. Ο αντίστροφος του z είναι ο μιγαδικός αριθμός z−1 =
1

−1 + i
=

−1 + i

2
. Το γινόμενό τους είναι βέβαια το 1 (βλ. Σχήμα 3.10).
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z = -1+i

z
-1= -

1 + i

2

z·z-1

2

2

2

θ

-θ
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Σχήμα 3.10: O 1 + i και ο αντίστροφός του.

iv. Μοναδιαίος κύκλος. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι μιγαδικοί που η εικόνα
τους στο μιγαδικό επίπεδο ανήκει στον μοναδιαίο κύκλο, δηλαδή οι μιγαδικοί που
έχουν μέτρο 1. Στην περίπτωση αυτή ο αντίστροφος του μιγαδικού ταυτίζεται με τον
συζυγή του, όπως προκύπτει εύκολα από τη σχέση 1

z
=

1

| z |2
· z (βλ. Σχήμα 3.11).

Σχήμα 3.11: Αν |z| = 1, τότε z−1 = z.

Σημειώνουμε ότι κάθε μιγαδικός 0 6= w ∈ C γράφεται ως γινόμενο ενός μιγαδικού
με μέτρο 1 με κάποιον θετικό πραγματικό αριθμό (Σχήμα 3.12). Ειδικότερα, αν θ =
arg(w), τότε z = cos θ + i sin θ έχει μέτρο 1 και w = |w|z.

Re

Im

O

w = |w| (cosθ + i·sinθ)

cosθ + i·sinθ

θ

|w|

1-1

-1

Σχήμα 3.12: w = |w|z, όπου |z| = 1.

v. Έστω z ∈ C. Παρατηρούμε ότι το γινόμενο i · z έχει μέτρο | i · z | = | z | και όρισμα
arg(i·z) = arg(z)+π/2. Έτσι βρίσκουμε τη διανυσματική ακτίνα του γινομένου i·z, αν
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περιστρέψουμε αριστερόστροφα τη διανυσματική ακτίνα του z κατά π/2, (βλ. Σχήμα
3.13).

Re

Im

O

M(z)

M(i)1

M(i·z)

|z|

Σχήμα 3.13: Πολλαπλασιασμός μιγαδικού με το i.

Έστω θ ένα όρισμα του z ∈ C. Από το Θεώρημα 3.3.0.1 προκύπτει ότι

z2 = z · z = | z || z |
(

cos (θ + θ) + i sin (θ + θ)
)
⇒ z2 = | z |2(cos 2θ + i sin 2θ).

Αφού z−2 είναι ο αντίστροφος του z2, συμπεραίνουμε ότι

z−2 = (z2)−1 =
1

| z |2
(

cos (−2θ) + i sin (−2θ)
)
.

Γενικεύουμε για μεγαλύτερες θετικές δυνάμεις του n ∈ Z χρησιμοποιώντας μαθηματική
επαγωγή και αποδεικνύουμε το αντίστοιχο αποτέλεσμα για τις αρνητικές ακέραιες δυνάμεις.
Το αποτέλεσμα είναι γνωστό ως το Θεώρημα του De Moivre.

Θεώρημα 3.3.0.3 (De Moivre.) Έστω 0 6= z ∈ C, θ = arg(z). Για κάθε ακέραιο n ισχύει ότι
arg(zn) = nθ και zn = | z |n

(
cos (nθ) + i sin (nθ)

)
.

Παραδείγματα 3.3.0.4

i. Έστω z =
1 + i√

2
. Θα υπολογίσουμε τη δύναμη z−6. Αρχικά φέρνουμε σε τριγωνομε-

τρική μορφή τον z. Παρατηρούμε ότι | z | = 1 και ότι η εικόνα του z βρίσκεται στο
πρώτο τεταρτημόριο, με όρισμα θ = π/4. Άρα

z−6 =
[
1 · (cos π

4
+ i sin π

4
)
]−6

= cos (−6π

4
) + i sin (−6π

4
) =

= cos (−3π

2
+ 2π) + i sin (−3π

2
+ 2π) = cos π

2
+ i sin π

2
= i.

ii. Έστω z = 1 + i. Η τριγωνομετρική μορφή του z είναι z =
√
2 (cos π

4
+ i sin π

4
). Στο

Σχήμα 3.14 απεικονίζονται στο μιγαδικό επίπεδο οι δυνάμεις z1, z2, . . . , z8. Βρίσκουμε
τη διανυσματική ακτίνα του zn+1 από τη διανυσματική ακτίνα τουzn, περιστρέφοντάς
την κατά γωνία Arg(z) = π/4 και πολλαπλασιάζοντάς την με

√
2 που είναι το μέτρο

του z.
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z = 1+i

z
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Σχήμα 3.14: Γεωμετρική αναπαράσταση δυνάμεων του 1 + i.

iii. Έστω
z = 1.06 (cos π

6
+ i sin π

6
), w = 0.94 (cos π

6
+ i sin π

6
).

Στο Σχήμα 3.15 απεικονίζονται στο μιγαδικό επίπεδο οι δυνάμεις z1, z2, . . . , z34 και
w1, w2, . . . , w22.

z

z
34

-6 -4 -2 2 4

-6

-4

-2

2

4

(α) Δυνάμεις του z = 0.53
√
3 + 0.53i.

(β) Δυνάμεις του w = 0.47
√
3 + 0.47i.

Σχήμα 3.15: Γεωμετρική αναπαράσταση δυνάμεων των z και w.

Παρατηρούμε ότι |z| < |z2| < · · · < |z34| και οι εικόνες των δυνάμεων του z απο-
μακρύνονται από την αρχή των αξόνων O(0, 0) όσο αυξάνεται ο εκθέτης τους (γιατί
|z| = 1.06 > 1, επομένως η συνάρτηση f(x) = |z|x είναι γνησίως αύξουσα). Αντίθετα,
|w| > |w2| > · · · > |w22| και οι εικόνες των δυνάμεων του w πλησιάζουν την αρχή
των αξόνων O(0, 0) όσο αυξάνεται ο εκθέτης (γιατί 0 < |w| = 0.94 < 1, επομένως η
συνάρτηση g(x) = |w|x είναι γνησίως φθίνουσα).
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Η ταυτότητα του Euler

Αναφέρουμε χωρίς απόδειξη την ταυτότητα

cosφ+ i sinφ = e i·ϕ. (3.3.1)

Θα δείτε την απόδειξη της ταυτότητας σε επόμενο μάθημα μιγαδικής ανάλυσης. Έστω
z 6= 0 και φ = arg(z). Από την τριγωνομετρική έκφραση του z και την ταυτότητα (3.3.1),
βλέπουμε ότι

z = | z | (cosφ+ i sinφ) = | z | e i·ϕ.
Έτσι, κάποια από τα αποτελέσματα που έχουμε δει προκύπτουν εύκολα από τις ιδιότητες
των δυνάμεων. Για παράδειγμα, έστω ότι 0 6= w = |w | (cos θ + i sin θ) = |w | e i·θ. Τότε

z · w = |z||w| e i·(ϕ+θ) ,

όπως προβλέπει το Θεώρημα 3.3.0.1. Επιπλέον, αν n ∈ Z, τότε

zn = (|z|eiϕ)n = |z|n e i·nϕ ,

όπως προβλέπει τοΘεώρημα 3.3.0.3. Η σχέση (3.3.1) γιαφ = π γίνεται e i·π = cos π+i sin π,
δηλαδή

e i·π + 1 = 0.

Ο παραπάνω τύπος θεωρείται από πολλούς ως ο « κομψότερος » τύπος των μαθηματικών,
αφού συμπεριλαμβάνει στην ίδια σχέση τα 0, 1, e, π και τη φανταστική μονάδα i. Ονομά-
ζεται ταυτότητα του Euler προς τιμήν του μεγαλοφυούς Ελβετού μαθηματικού. Το σύμβολο
e προέρχεται από το αρχικό γράμμα του ονόματος του Euler.

Είδαμε ως τώρα πώς υπολογίζουμε ακέραιες δυνάμεις μιγαδικών αριθμών. Στην επόμενη
ενότητα θα ασχοληθούμε με το αντίστροφο πρόβλημα. Θα δούμε δηλαδή πώς βρίσκουμε n-
στές ρίζες μιγαδικών αριθμών, όπου n είναι κάποιος θετικός ακέραιος.

3.4 n-στές ρίζες

Έστω 0 6= c ∈ C και n κάποιος θετικός ακέραιος. Λέμε ότι ο μιγαδικός αριθμός ρ είναι
nnn-στή ρίζα του c αν ρn = c. Εάν ρ2 = c, λέμε ότι ρ είναι τετραγωνική ρίζα του c, εάν
ρ3 = c, λέμε ότι ρ είναι κυβική ρίζα του c. Θα αποδείξουμε ότι κάθε μη μηδενικός μιγαδικός
αριθμός έχει ακριβώς n διακριτές ρίζες και θα δείξουμε πώς τις υπολογίζουμε. Στη συνέχεια
θα επικεντρωθούμε στις n-στές ρίζες της μονάδας.

Πρόταση 3.4.0.1 Έστω 0 6= c ∈ C και έστω ϕ = arg(c). Ο c έχει ακριβώς n διαφορετικές
n-στές ρίζες που δίνονται από τον τύπο:

ρk =
n
√
| c |
(

cos
(ϕ+ k · 2π

n

)
+ i sin

(ϕ+ k · 2π
n

))
, για k = 0, 1, . . . , n− 1 .

Απόδειξη. Πρέπει να δείξουμε τρία πράγματα: α) ότι ρnk = c, για 0 ≤ k ≤ n − 1, β) ότι οι
ρίζες αυτές είναι διακριτές, ισοδύναμα ότι οι ρίζες ανά δύο δεν είναι ίσες και γ) ότι αν w
είναι ρίζα, τότε w θα ταυτίζεται με κάποια από τις ρk.
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Aπό το Θεώρημα 3.3.0.3 έχουμε ότι:

(ρk)
n = ( n

√
| c |)n

(
cos
(
n
ϕ+ k · 2π

n

)
+ i sin

(
n
ϕ+ k · 2π

n

))
=

= | c |
(

cos
(
ϕ+ k · 2π

)
+ i sin

(
ϕ+ k · 2π

))
= | c | (cosϕ+ i sinϕ) = c ,

επομένως ισχύει το α).
Για να δείξουμε το β), χρησιμοποιώντας το Πόρισμα 3.2.0.5, αρκεί να δείξουμε ότι η δια-

φορά των ορισμάτων των ριζών δεν είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του 2π. Πράγματι, αν 0 ≤
κ < λ ≤ n− 1, τότε

arg(ρλ)− arg(ρκ) =
ϕ+ λ · 2π

n
− ϕ+ κ · 2π

n
= 2π

λ−κ
n

και 0 < λ−κ
n

< 1. Επομένως, η διαφορά των ορισμάτων των ριζών δεν είναι ακέραιο πολ-
λαπλάσιο του 2π και ισχύει και το β).
Τέλος, για να δείξουμε το γ) υποθέτουμε ότι ρ είναι n-στή ρίζα και ότι θ = arg(ρ). Αφού

ρ = |ρ|(cos θ + i sin θ) και ρn = |ρ|n(cos(nθ) + i sin(nθ)) = |c|(cosφ+ i sinφ) = c,

συμπεραίνουμε ότι |ρ| = n
√
| c | και ότι nθ είναι όρισμα του c. Αυτό σημαίνει ότι η διαφορά

nθ − φ είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του 2π, έστω 2tπ, όπου t ∈ Z. Από τον Ευκλείδειο Αλγό-
ριθμοΔιαίρεσης του t με τοn, έχουμε ότι υπάρχουν q ∈ Z και k ∈ Z, τέτοιαώστε 0 ≤ k ≤ n−1
και t = nq + k. Επομένως:

nθ − φ = 2(nq + k)π ⇒ θ = 2qπ +
φ+ 2kπ

n
.

Συμπεραίνουμε ότι φ+ 2kπ

n
είναι όρισμα του ρ και αποδείξαμε το γ). ■

Στη συνέχεια θα εξετάσουμε γραφικά κάποια παραδείγματα. Τονίζουμε ότι σύμφωνα με
την ορολογία της Πρότασης 3.4.0.1, ξεκινώντας με κάποιο όρισμα φ του c το όρισμα της n-
στής ρίζας ρ0 (του c), είναι το φ/n και στη συνέχεια για να βρούμε τα ορίσματα των επόμενων
ριζών προσθέτουμε διαδοχικά στο προηγούμενο το 2π/n.

Παραδείγματα 3.4.0.2

i. Έστω 0 6= c ∈ C και έστω ϕ = arg(z). Σύμφωνα με τον τύπο της Πρότασης 3.4.0.1 οι
τετραγωνικές ρίζες του c δίνονται από τον τύπο

ρ0 =
√
| c |
(

cos ϕ
2
+ i sin ϕ

2

)
, ρ1 =

√
| c |
(

cos
(ϕ+ 2π

2

)
+ i sin

(ϕ+ 2π

2

))
.

Παρατηρούμε ότι ρ1 = −ρ0. Πράγματι από τις τριγωνομετρικές ταυτότητες έχουμε:

ρ1 =
√
| c |
(

cos
(
π +

ϕ

2

)
+ i sin

(
π +

ϕ

2

))
=
√
| c |
(
− cos ϕ

2
− i sin ϕ

2

)
= −ρ0.

ii. Θα βρούμε τις τετραγωνικές ρίζες του i, δηλαδή τις ρίζες της εξίσωσης z2 = i. Αφού
| i | = 1, Arg(i) = π/2, η εξίσωση γράφεται

z2 = i ⇔ z2 = cos π
2
+ i sin π

2
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και έχει δύο αντίθετες τεραγωνικές ρίζες (βλ.Σχήμα 3.16):

ρ0 = cos π
4
+ i sin π

4
=

√
2 + i

√
2

2
,

ρ1 = cos
(π
4
+

2π

2

)
+ i sin

(π
4
+

2π

2

)
= − cos π

4
− i sin π

4
=
−
√
2− i

√
2

2
= −ρ0 .

i

ρ0

ρ1

π/4

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Σχήμα 3.16: Τετραγωνικές ρίζες του i.

iii. Έστω z = 2 + 2i. Εύκολα προκύπτει ότι η εικόνα του z στο μιγαδικό επίπεδο είναι επί
της ευθείας που περνά από την αρχή των αξόνων και διχοτομεί τη γωνία του πρώτου
τεταρτημόριου, έτσι π/4 = arg(z), ενώ από τον τύπο του μέτρου βρίσκουμε ότι |z| =√
8. Στο Σχήμα 3.17 απεικονίζουμε τις τέταρτες ρίζες του z, ρ0, . . . , ρ3. Παρατηρούμε

ότι οι ρίζες αυτές βρίσκονται επί του κύκλου που έχει κέντρο την αρχή των αξόνων και
ακτίνα το 4

√
8. Για τη ρ0 έχουμε όρισμα το π/16, ενώ για το όρισμα της επόμενης ρίζας

προσθέτουμε το 2π/4, δηλ. το π/2.

ρ0

ρ1

ρ2

ρ3

z = 2+2i

π/16

2π/4

2π/4

2π/4

|z 14

-1 1 2

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

1.5

2.0

Σχήμα 3.17: Οι τέταρτες ρίζες του 2 + 2i.

Στο Σχήμα 3.18 απεικονίζουμε γραφικά τις πρώτες τέσσερις δυνάμεις για κάθε μία
από τις ρίζες και φθάνουμε κάθε φορά στο z.
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ρ0

ρ0
2

ρ0
3

ρ0
4= 2+2i

-0.5 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

-0.5

0.5

1.0

1.5

2.0

ρ1

ρ1
2

ρ1
3

ρ1
4= 2+2i

-1 1 2

-2

-1

1

2

ρ2

ρ2
2

ρ2
3

ρ2
4= 2+2i

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

ρ3

ρ3
2

ρ3
3 ρ3

4= 2+2i

-2 -1 1 2 3

-2

-1

1

2

Σχήμα 3.18: Οι δυνάμεις των τέταρτων ριζών του 2 + 2i.

iv. Θα λύσουμε στο C την εξίσωση x4 + 1 = 0. Παρατηρούμε ότι x4 + 1 = 0 ⇔ x4 = −1.
Αρκεί, λοιπόν, να βρούμε τις τέταρτες ρίζες του−1. Αφού | − 1| = 1 και Arg(−1) = π,
οι ρίζες του −1 είναι

r0 = cos π
4
+ i sin π

4
=

√
2 + i

√
2

2
,

r1 = cos
(π
4
+

2π

4

)
+ i sin

(π
4
+

2π

4

)
= − sin π

4
+ i cos π

4
=
−
√
2 + i

√
2

2

r2 = cos
(π
4
+ 2

2π

4

)
+ i sin

(π
4
+ 2

2π

4

)
= − cos π

4
− i sin π

4
=
−
√
2− i

√
2

2
= r1

r3 = cos
(π
4
+ 3

2π

4

)
+ i sin

(π
4
+ 3

2π

4

)
= sin π

4
− i cos π

4
=

√
2− i

√
2

2
= r0,

βλ.Σχήμα 3.19. Παρατηρούμε ότι οι ρίζες είναι ανά δύο συζυγείς,

Σχήμα 3.19: Τέταρτες ρίζες του −1.
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v. Έστω οι μιγαδικοί z = 2+2i/5 καιw = 1/5+3i/7. Παρατηρούμε ότι |z| =
√
41/2 > 1,

ενώ |w| =
√
274/35 < 1. Στο Σχήμα 3.20 απεικονίζονται δύο από τις ενδέκατες ρίζες

του z και οι δυνάμεις τους,

ρ0

ρ0
11= 2+2/5i

ρ0

ρ0
11= 2+2/5i

0.5 1.0 1.5 2.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

ρ1

ρ1
11= 2+2/5i

ρ1

ρ1
11= 2+2/5i

-1 1 2

-2

-1

1

2

Σχήμα 3.20: Οι ενδέκατες ρίζες ρ0 και ρ1 του z = 2 + 2i/5.

ενώ στο Σχήμα 3.21 απεικονίζονται δύο από τις ενδέκατες ρίζες του w και οι δυνάμεις
τους

r0

r0
11= 1/5+3/7i

r0

r0
11= 1/5+3/7i

0.2 0.4 0.6 0.8

0.1

0.2

0.3

0.4

r1

w = r1
11

r1

w = r1
11

-0.6 -0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6 0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

Σχήμα 3.21: Οι ενδέκατες ρίζες r0 και r1 του w = 1/5 + 3i/7.

Ας εξετάσουμε πιο αναλυτικά τις n-στές ρίζες της μονάδας, δηλαδή τους μιγαδικούς αριθ-
μούς z που ικανοποιούν την εξίσωση zn = 1. Παρατηρούμε ότι 0 = arg(1), ενώ το μέτρο του
1 είναι βέβαια 1. Από τον τύπο της Πρότασης 3.4.0.1 προκύπτει ότι οι n-στές ρίζες είναι οι
μιγαδικοί

cos
(
k · 2π

n

)
+ i sin

(
k · 2π

n

)
, για k = 0, . . . , n− 1 .

Έστω ζ = cos 2π
n

+i sin 2π

n
, η ρίζα που αντιστοιχεί στο k = 1. Παρατηρούμε ότι όλες οι άλλες

n-στές ρίζες προκύπτουν ως δυνάμεις του ζ . Ειδικότερα,

ζk = cos
(
k · 2π

n

)
+ i sin

(
k · 2π

n

)
.

Για τον λόγο αυτόν, ο μιγαδικός αριθμός

ζ = cos 2π
n

+ i sin 2π

n
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ονομάζεται κύρια ή πρωταρχική n-ρίζα της μονάδας. Σε προχωρημένο μάθημα αλγεβρικών
δομών θα δείτε ότι οι n-στές ρίζες της μονάδας αποτελούν κυκλική ομάδα με γεννήτορα το
ζ . Προς το παρόν ας εξετάσουμε κάποιες από τις ιδιότητες που ικανοποιούνται από τις ρίζες
της μονάδας.
Αρχικά, παρατηρούμε ότι όλες οι εικόνες των n-στών ριζών της μονάδας κείτονται επί

του μοναδιαίου κύκλου, αφού το μέτρο τους είναι ίσο με 1. Μάλιστα, καθώς τα ορίσματά
τους διαφέρουν μεταξύ τους κατά 2π/n, οι εικόνες αυτές είναι κορυφές κανονικού n-γώνου
εγγεγραμμένου στον μοναδιαίο κύκλο. Το γινόμενο δύο ριζών της μονάδας είναι και πάλι
ρίζα της μονάδας: πράγματι, έστω ζ1, ζ2 δύο ρίζες της μονάδας. Τότε ζn1 = ζn2 = 1, επομένως
(ζ1ζ2)

n = 1 και άρα ζ1ζ2 είναι n-στή ρίζα της μονάδας. Γνωρίζουμε ήδη ότι ο αντίστροφος
μίας n-στής ρίζας της μονάδας είναι ο συζυγής της (βλ. Παράδειγμα 3.3.0.2.iv). Ας δούμε
τι σημαίνει αυτό για τη ρίζα ζk. Αφού ζn−kζk = ζn = 1, αυτό σημαίναι ότι (ζk)−1 = ζn−k.
Επομένως

ζk = (ζk)−1 = ζn−k .

Επίσης, εξαιρετικό ενδιαφέρον έχει να δούμε τι ισχύει για το άθροισμα και το γινόμενο όλων
των n-στών ριζών της μονάδας. Πρώτα, ένα σχόλιο για το πολυώνυμο P (X) = Xn − 1.
Είναι φανερό ότι οι ρίζες του πολυωνύμου στο C είναι ακριβώς οι n-στές ρίζες της μονάδας.
Αφού P (X) έχει τόσες ρίζες όσες και ο βαθμός του, το πολυώνυμο P (X) παραγοντοποιείται
πλήρως στο C, δηλαδή γράφεται ως το γινόμενο πολυωνύμων βαθμού 1 (ένα πολυώνυμο για
κάθε ρίζα του P (X)) ως εξής:

P (X) = (X − 1)(X − ζ) · · · (X − ζn−1) .

Κάνοντας τον πολλαπλασιασμό στο δεξί σκέλος της εξίσωσης και αντικαθιστώντας το P (X)
με το Xn − 1, βλέπουμε ότι

Xn − 1 = Xn − (1 + ζ + · · ·+ ζn−1)Xn−1 + · · ·+ (−1)n(1ζ · · · ζn−1) .

Συγκρίνοντας τους συντελεστές του X στα δύο σκέλη της εξίσωσης προκύπτει ότι το άθροι-
σμα των ριζών είναι 1+ ζ + · · ·+ ζn−1 = 0, ενώ το γινόμενο ικανοποιεί τη σχέση ζ · · · ζn−1 =
(−1)n−1.

Ιδιότητες των n-στών ριζών της μονάδας

Έστω ζ = cos 2π
n

+ i sin 2π

n
πρωταρχική n-ρίζα της μονάδας. Tότε

(i) Οι δυνάμεις του ζ είναι οι n-στές ρίζες της μονάδας και οι εικόνες τους στο μιγαδικό
επίπεδο αποτελούν κορυφές κανονικού n-γώνου εγγεγραμμένου στον μοναδιαίο κύ-
κλο.

(ii) Το γινόμενο δύο n-στών ριζών της μονάδας είναι n-στή ρίζα της μονάδας.

(iii) O αντίστροφος μίας n-στής ρίζας της μονάδας ισούται με τον συζυγή της ρίζας και
είναι επίσης n-στή ρίζα της μονάδας και ζ κ = ζ n−κ.

(iv) Το άθροισμα όλων των n-στών ριζών της μονάδας ισούται με 0,

1 + ζ + ζ 2 + · · ·+ ζ n−1 = 0.
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Παραδείγματα 3.4.0.3
i. Ας λύσουμε στο C την εξίσωση x3 − 1 = 0. Το x θα είναι λύση της εξίσωσης, αν και
μόνο αν x3 = 1, επομένως οι λύσεις είναι οι κυβικές ρίζες της μονάδας. Η πρωταρχική
κυβική ρίζα της μονάδας είναι

ζ = cos 2π
3

+ i sin 2π

3
=
−1
2

+ i

√
3

2
.

Παρατηρούμε ότι
ζ−1 = ζ2 = ζ και 1 + ζ + ζ2 = 0 .

Τέλος,
X3 − 1 = (X − 1)(X − ζ)(X − ζ2) ενώ (X − ζ)(X − ζ2) = X2 +X + 1 .

Το πολυώνυμο X2 +X + 1 ονομάζεται το τρίτο κυκλοτομικό πολυώνυμο και συμβο-
λίζεται συνήθως με Φ3(X). Οι κυβικές ρίζες της μονάδας και το κανονικό τρίγωνο που
σχηματίζουν απεικονίζονται στο Σχήμα 3.22.

1 = ζ3
0

-
1

2
+

3

2
i = ζ3

1

ζ3
= ζ3
˜
= ζ3

2

2π/3
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-1.0
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Σχήμα 3.22: Κυβικές ρίζες του 1.

ii. Στα Σχήματα 3.23 απεικονίζονται στον μοναδιαίο κύκλο οι n-στές ρίζες της μονάδας
για n = 4 και n = 6. Οι αντίστοιχες πρωταρχικές ρίζες συμβολίζονται με ζ4 και ζ6.

1

ζ4 = i

-1 = ζ4
2

ζ4
3 = -i

π/2

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

(α) Τέταρτες ρίζες του 1.

1

ζ6 =
1

2
+

3

2
i-

1

2
+

3

2
i = ζ6

2

-1 = ζ6
3

1

ζ6
2
= ζ6

2
˜

= ζ6
4

=
1

ζ6
= ζ6
˜ζ6

5

π/3
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(β) Έκτες ρίζες του 1.

Σχήμα 3.23: Ρίζες της μονάδας.
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3.5 Θεμελιώδες Θεώρημα της Άλγεβρας

Όπως αναφέραμε, η ανακάλυψη των μιγαδικών αριθμών οφείλεται σε σημαντικό βαθμό
στην προσπάθεια των μαθηματικών να βρουν λύσεις σε πολυωνυμικές εξισώσεις. Για τη ση-
μασία της ανακάλυψής τους αναφέρουμε χωρίς απόδειξη ένα από τα σημαντικότερα θεω-
ρήματα των μαθηματικών. Πρώτα, θυμίζουμε ότι αν P (X) = anX

n + · · · + a1X + a0 είναι
ένα μη μηδενικό πολυώνυμο με συντελεστές a0, . . . , an στο R (ή γενικότερα στο C) και με
an 6= 0, τότε ο βαθμός του P (X) συμβολίζεται με degP (x) και είναι ο δείκτης n, δηλαδή
degP (X) = n, ενώ το X είναι η μεταβλητή. Όταν αναφερόμαστε σε ρίζες του P (X) στο C,
εννοούμε μιγαδικούς αριθμούς z οι οποίοι ικανοποιούν την εξίσωση anzn + · · ·+ a1z + a0 =
0. Υπάρχει εδώ ένα λεπτό σημείο: πολλές φορές, χάριν ευκολίας, γράφουμε P (X) = 0 ή
anX

n+ · · ·+a1X+a0 = 0 και συνεχίζουμε κάνοντας τις πράξεις, προσπαθώντας να βρούμε
τις ρίζες του P (X). Αυτό δεν είναι τυπικά σωστό, καθώς γράφοντας P (X) = 0 είναι ισοδύ-
ναμο με το να λέμε ότι το πολυώνυμο P (X) είναι το μηδενικό πολυώνυμο και το οποίο ισχύει
μόνο αν a0 = a1 = · · · = an = 0. Είναι άλλο, λοιπόν, να λύνουμε μία πολυωνυμική εξίσωση
και άλλο να γράφουμε ότι ένα πολυώνυμο είναι μηδέν. Όταν γράφουμε την πολυωνυμική εξί-
σωση P (z) = anz

n + · · ·+ a1z+ a0 = 0, θεωρούμε ότι το z είναι ο άγνωστος (όχι μεταβλητή)
και λύνουμε ως προς το z. Μετά από αυτήν την παρένθεση, λέμε ότι το πολυώνυμο Q(x)
είναι παράγοντας του P (X), αν οι συντελεστές του Q(X) είναι στο ίδιο σώμα όπως και οι
συντελεστές του P (X) και εάν υπάρχει πολυώνυμο H(X) τέτοιο ώστε P (X) = Q(X)H(X).
Σημειώνουμε ότι η Ευκλείδεια Διαίρεση πολυωνύμων είναι ένα πολύ δυνατό εργαλείο για τον
υπολογισμό του πηλίκου και του υπόλοιπου της διαίρεσης δύο πολυωνύμων. Θα θεωρήσουμε
επίσης γνωστό ότι z είναι ρίζα του P (X), αν και μόνο αν το (X − z) είναι παράγοντας του
P (X), δηλ. αν υπάρχει πολυώνυμο Q(X) με συντελεστές στο C, τέτοιο ώστε

P (X) = (X − z)Q(X) .

Θα δείτε σε επόμενο μάθημα αλγεβρικών δομών ότι ισχύει η μοναδική παραγοντοποίηση για
πολυώνυμα με συντελεστές στο R ή γενικότερα στο C. Εξαιτίας της ιδιότητας της μοναδικής
παραγοντοποίησης, αν z1, . . . , zs είναι ρίζες του P (X), τότε (X−z1) · · · (X−zs) είναι παρά-
γοντας του P (X). Δεν υπάρχει λόγος οι ρίζες ενός πολυωνύμου να είναι διακριτές. Αν z είναι
ρίζα του P (X) και για κάποιο πολυώνυμο Q(X) ισχύει ότι z δεν είναι ρίζα του Q(X), ενώ
για τον θετικό ακέραιο s ισχύει ότι P (X) = (X−z)sQ(X), τότε λέμε ότι s είναι η αλγεβρική
πολλαπλότητα της ρίζας z.

Θεμελιώδες Θεώρημα της Άλγεβρας

Έστω P (X) ένα μη μηδενικό πολυώνυμο με συντελεστές στο C. Αν n = degP (x), τότε το
P (X) έχει ακριβώς n ρίζες μετρώντας τις ρίζες με την αλγεβρική πολλαπλότητά τους.

Παραδείγματα 3.5.0.1
i. Το πολυώνυμο X2 − 2X + 1 = (X − 1)2 έχει ρίζα to 1 με αλγεβρική πολλαπλότητα 2.

ii. Έστω P (X) = X3 − 1. Τότε P (X) = (X − 1)Φ3(X) = (X − 1)(X2 + X + 1) =
(X − 1)(X − ζ3)(X − ζ3), όπου ζ3 είναι η πρωταρχική κυβική ρίζα της μονάδας.

iii. Το πολυώνυμο P (X) = X5− 3X4− 7X3+7X2+18X +8 παραγοντοποιείται ως εξής
στο R:

P (X) = (X + 1)3(X − 2)(X − 4) .

Εδώ η ρίζα −1 έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 3.
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iv. Το πολυώνυμο P (X) = 2X5 − 8X3 + 28X2 − 26X − 60 παραγοντοποιείται στο R ως
εξής:

P (X) = 2(X + 1)(X − 2)(X + 3)(X2 − 2X + 5) ,

ενώ στο C παραγοντοποιείται ως εξής:

P (X) = 2(X + 1)(X − 2)(X + 3)(X − (1 + 2i))(X − (1− 2i)) .

Στα παραπάνω παραδείγματα, παρατηρούμε ότι οι μη πραγματικές ρίζες ενός πολυω-
νύμου με πραγματικούς συντελεστές εμφανίζονται ανά ζεύγη, ως συζυγείς. Αυτό δεν είναι
τυχαίο, καθώς ισχύει η επόμενη πρόταση. Λέμε ότι το P (X) αναλύεται πλήρως σε γινόμενο
πολυωνύμων αν το P (X) γράφεται ως το γινόμενο αυτών των πολυωνύμων που δεν μπορούν
να αναλυθούν περισσότερο. Σημειώνουμε ότι ένα πολυώνυμο δευτέρου βαθμού με αρνητική
διακρίνουσα δεν μπορεί να αναλυθεί σε γινόμενο πολυωνύμων πρώτου βαθμού στο R, δια-
φορετικά θα είχε ρίζες στo R.

Πρόταση 3.5.0.2 ΈστωP (X) ένα μη μηδενικό πολυώνυμο με συντελεστές στοR. Αν ο μιγα-
δικός z είναι ρίζα του P (X), τότε z είναι ρίζα του P (X). Αν Im(z) 6= 0, τότε το πολυώνυμο
X2− 2Re(z)X + |z|2 είναι παράγοντας του P (X) στο R. Κατά συνέπεια, αν P (X) είναι ένα
μη μηδενικό πολυώνυμο με συντελεστές στοR, τότε τοP (X) αναλύεται πλήρως σε γινόμενο
πολυωνύμων πρώτου ή δευτέρου βαθμού με συντελεστές στο R.

Απόδειξη.Έστω P (X) = anX
n+ · · ·+a1X+a0, όπου a0, a1, . . . , an ∈ R. Αφού z είναι ρίζα

του P (X), ισχύει ότι anzn + · · ·+ a1z + a0 = 0. Επομένως,

anzn ++ · · ·+ a1z + a0 = 0 ⇒ anz
n + · · ·+ a1z + a0 = 0

και, αφού οι συντελεστές ai του P (X) είναι πραγματικοί, έχουμε ai = ai, και καταλήγουμε
στο ότι

anz
n + · · ·+ a1z + a0 = 0 ⇒ z είναι ρίζα του P (X).

Έστω τώρα ότι Im(z) 6= 0. Αφού z είναι ρίζα του P (X), συμπεραίνουμε ότι

(X − z)(X − z)

είναι παράγοντας του P (X) στο C. Κάνοντας τις πράξεις βρίσκουμε ότι

Q(X) = (X − z)(X − z) = X2 − 2Re(z)X + |z|2

είναι πολυώνυμο με πραγματικούς συντελεστές το οποίο διαιρεί το P (X) (στο C) και άρα
είναι παράγοντας του P (X) (στο C). Από τον Ευκλείδειο αλγόριθμο, αφού διαιρούμε πραγ-
ματικούς με πραγματικούς, προκύπτει ότι το πηλίκο της διαίρεσης του P (X) με το Q(X)
είναι και αυτό πολυώνυμο με πραγματικούς συντελεστές! Τελικά αποδείξαμε το ζητούμενο,
δηλαδή ότι Q(X) είναι παράγοντας του P (X) στο R. Το τελευταίο συμπέρασμα της πρότα-
σης προκύπτει από διαδοχική εφαρμογή του Θεμελιώδους Θεωρήματος της Άλγεβρας στο
πηλίκο της διαίρεσης του P (X) με το X − z και χρήση των προηγούμενων σκελών της πρό-
τασης. ■

Η Πρόταση 3.5.0.2 ισχύει μόνο για τα πολυώνυμα με πραγματικούς συντελεστές. Επίσης,
αν η ρίζα z του πολυωνύμου είναι πραγματικός αριθμός, τότε z = z και δεν κερδίζουμε
γνώση από την εφαρμογή της πρότασης.
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Παραδείγματα 3.5.0.3

i. Το πολυώνυμο P (X) = X2 − (1 + i)X + i = (X − 1)(X − i) έχει μία πραγματική και
μία μιγαδική ρίζα με πολλαπλότητα 1.

ii. Έστω P (X) = 2X4− 6X3− 10X2+58X − 60. Γνωρίζοντας ότι το 2+ i είναι ρίζα του
P (X) θα βρούμε τις υπόλοιπες ρίζες και θα αναλύσουμε το P (X) σε γινόμενο πρωτο-
βάθμιων και δευτεροβάθμιων πολυωνύμων με συντελεστές στο R. Πράγματι, αφού το
2 + i είναι ρίζα του P (X), το 2 + i = 2 − i θα είναι ρίζα του P (X). Έτσι το P (X) θα
έχει παράγοντα το πολυώνυμο

(X − 2− i)(X − 2 + i) = (X − 2)2 − i 2 = X2 − 4X + 5.

Εκτελώντας την Ευκλείδεια διαίρεση του P (x) με το X2 − 4X + 5 βρίσκουμε

P (X) = (X2 − 4X + 5)(2X2 + 2X − 12).

Οι ρίζες του 2X2 + 2X − 12 είναι οι −2± 10

4
. Άρα

2X2 + 2X − 12 = 2(X − 2)(X + 3)

και επομένως
P (X) = 2(X − 2)(X + 3)(X2 − 4X + 5).

Οι τέσσερις ρίζες του P (X) στο C είναι οι μιγαδικοί αριθμοί: 2, −3, 2 + i, 2− i. Στο R,
το P (X) έχει μόνο δύο ρίζες.

iii. Θα αναλύσουμε πλήρως το X4 + 1 σε γινόμενο πρωτοβάθμιων και δευτεροβάθμιων
πολυωνύμων με συντελεστές στο R. Όπως έχουμε ήδη δει, οι ρίζες του X4 + 1 είναι

οι: z0 =
√
2 + i

√
2

2
, z1 =

−
√
2 + i

√
2

2
και οι συζυγείς τους. βλ. Παράδειγμα 3.4.0.2.iv.

Αφού (X−z0)(X−z0) = X2−
√
2X+1, (X−z1)(X−z1) = X2+

√
2X+1, έχουμε

ότι
X4 + 1 = (X2 −

√
2X + 1)(X2 +

√
2X + 1) .

iv. Όμοια, αν 0 6= a ∈ R, τότε το πολυώνυμο X4 + a4 δεν έχει πραγματικές ρίζες και
αναλύεται σε γινόμενο δευτεροβάθμιων πολυωνύμων με πραγματικούς συντελεστές ως
εξής:

X4 + a4 = (X2 −
√
2aX + a2)(X2 +

√
2aX + a2).

3.6 Εργαστήριο με Mathematica

Θεωρούμε τους μιγαδικούς z1 = 1− i, z2 = 1 +
√
3i, z3 = −5− i.

{z1 = 1− I, z2 = 1 + 3∧(1/2) I, z3 = −5− I}{z1 = 1− I, z2 = 1 + 3∧(1/2) I, z3 = −5− I}{z1 = 1− I, z2 = 1 + 3∧(1/2) I, z3 = −5− I}{
1− i, 1 + i

√
3, −5− i

}
Η εντολή Arg[z]Arg[z]Arg[z] επιστρέφει το πρωτεύον όρισμα Arg(z) ∈ (−π, π] ενός μιγαδικού z ∈ C.

{Arg[z1], Arg[z2]}{Arg[z1], Arg[z2]}{Arg[z1], Arg[z2]}{
−π
4
,
π

3

}
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Arg[z3]Arg[z3]Arg[z3]

−π + ArcTan
[
1

5

]
N[Arg[z3]/Pi]N[Arg[z3]/Pi]N[Arg[z3]/Pi]

−0.937167
To όρισμα του z3 δεν περιγράφεται αριθμητικά με απόλυτη ακρίβεια, είναι περίπου ίσο με
−0.937167 π.
Υπολογίζουμε στη συνέχεια το όρισμα πραγρατικών και φανταστικών αριθμών και επιβε-
βαιώνουμε τις ιδιότητες

• Arg(5 z1) = Arg(z1),

• |Arg(z1)− Arg(−z1)| = π,

• Arg(z1) = Arg(z−11 ) = −Arg(z1),

• arg(z 3
1 ) = 3 arg(z1),

• arg(z1z2) = arg(z1) + arg(z2),

• arg(z1/z2) = arg(z1)− arg(z2).

{Arg[3], Arg[−5], Arg[2 I], Arg[−7 I]}{Arg[3], Arg[−5], Arg[2 I], Arg[−7 I]}{Arg[3], Arg[−5], Arg[2 I], Arg[−7 I]}{
0, π,

π

2
, −π

2

}
{Arg[5z1], Arg[−z1], Arg[Conjugate[z1]], Arg[1/z1], Arg[z1∧3]}{Arg[5z1], Arg[−z1], Arg[Conjugate[z1]], Arg[1/z1], Arg[z1∧3]}{Arg[5z1], Arg[−z1], Arg[Conjugate[z1]], Arg[1/z1], Arg[z1∧3]}{
−π
4
,
3π

4
,
π

4
,
π

4
, −3π

4

}
Simplify[{Arg[z1 ∗ z2], Arg[z1] + Arg[z2], Arg[z1/z2], Arg[z1]− Arg[z2]]}]Simplify[{Arg[z1 ∗ z2], Arg[z1] + Arg[z2], Arg[z1/z2], Arg[z1]− Arg[z2]]}]Simplify[{Arg[z1 ∗ z2], Arg[z1] + Arg[z2], Arg[z1/z2], Arg[z1]− Arg[z2]]}]{
π

12
,
π

12
, −7π

12
, −7π

12

}
Ακολουθούν η τριγωνομετρική και η εκθετική μορφή του z3,

z3 = |z3| (cos θ + i sin θ), z3 = |z3| eθ i,
όπου θ = Arg(z3). Το Mathematica έχει δεσμεύσει το ExpExpExp για τη συνάρτηση y = ex.

Abs[z3] ∗ (Cos[Arg[z3]] + Sin[Arg[z3]] ∗ I)Abs[z3] ∗ (Cos[Arg[z3]] + Sin[Arg[z3]] ∗ I)Abs[z3] ∗ (Cos[Arg[z3]] + Sin[Arg[z3]] ∗ I)

−5− i

ComplexExpand[Abs[z3] ∗ Exp[Arg[z3] ∗ I]]ComplexExpand[Abs[z3] ∗ Exp[Arg[z3] ∗ I]]ComplexExpand[Abs[z3] ∗ Exp[Arg[z3] ∗ I]]

−5− i
Ελέγχουμε την ορθότητα της διάσημης σχέσης ei π + 1 = 0.

Exp[I ∗ Pi]Exp[I ∗ Pi]Exp[I ∗ Pi]
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−1

Φέρνουμε τους μιγαδικούς w =
1 + i

√
3

−
√
3− i

και w′ = (−1− i
√
3)5(1− i) σε τριγωνομετρική

μορφή. Η εντολή AbsArg[z]AbsArg[z]AbsArg[z] επιστρέφει τη λίστα
(
|z|, Arg(z)

)
.

w = z2/(−3∧(1/2)− I)w = z2/(−3∧(1/2)− I)w = z2/(−3∧(1/2)− I)

1 + i
√
3

−i−
√
3

AbsArg[w]AbsArg[w]AbsArg[w]{
1, −5π

6

}
Simplify[AbsArg[z1 ∗ z2∧5]]Simplify[AbsArg[z1 ∗ z2∧5]]Simplify[AbsArg[z1 ∗ z2∧5]]{
32
√
2, −7π

12

}
Συμπεραίνουμε ότι

w = cos(−5π

6
) + i sin(−5π

6
), w′ = 32

√
2
(

cos(−7π

12
) + i sin(−7π

12
)
)
.

Αναπαριστούμε στο μιγαδικό επίπεδο τις δυνάμεις u1, . . . , u60, του μιγαδικού u = 1.03 eiπ/12

(Σχήμα 3.24), και v1, . . . , v144, του μιγαδικού v = 0.97 eiπ/12 (Σχήμα 3.25). Κάνουμε χρήση
της εντολής Graphics, στην οποία θα αναφερθούμε εκτενέστερα στην ενότητα 8.4, και τις
εντολές Table και Point. Παρατηρήστε ότι |u| = 1.03 > 1, |v| = 0.97 < 1, ενώ Arg(u) =
Arg(v) = π/12.

u = 1.03Exp[Pi ∗ I/12]u = 1.03Exp[Pi ∗ I/12]u = 1.03Exp[Pi ∗ I/12]

0.994904 + 0.266584 i

Graphics[Table[Point[ReIm[u∧n]], {n, 1, 60}], Axes→ True]Graphics[Table[Point[ReIm[u∧n]], {n, 1, 60}], Axes→ True]Graphics[Table[Point[ReIm[u∧n]], {n, 1, 60}], Axes→ True]

-6 -4 -2 2 4

-2

2

4

Σχήμα 3.24: Δυνάμεις του u = 1.03 eiπ/12.

v = 0.97Exp[Pi ∗ I/12]v = 0.97Exp[Pi ∗ I/12]v = 0.97Exp[Pi ∗ I/12]
0.936948 + 0.251054 i
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Graphics[Table[Point[ReIm[v∧n]], {n, 1, 144}], Axes→ True]Graphics[Table[Point[ReIm[v∧n]], {n, 1, 144}], Axes→ True]Graphics[Table[Point[ReIm[v∧n]], {n, 1, 144}], Axes→ True]
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Σχήμα 3.25: Δυνάμεις του v = 0.97 eiπ/12.

Αναπαριστούμε στο μιγαδικό επίπεδο και τις δέκατες τρίτες ρίζες της μονάδας, 1, r, r2, . . . , r12,
όπου

r = cos π
13

+ i sin π

13
= eiπ/13

είναι η πρωταρχική δέκατη τρίτη ρίζα της μονάδας (Σχήμα 3.26).

r = Exp[2Pi ∗ I/13]r = Exp[2Pi ∗ I/13]r = Exp[2Pi ∗ I/13]

e
2iπ
13

{N[r], r∧13}{N[r], r∧13}{N[r], r∧13}

{0.885456 + 0.464723 i, 1}
Graphics[Table[Point[ReIm[r∧n]], {n, 0, 12}],Axes→ True]Graphics[Table[Point[ReIm[r∧n]], {n, 0, 12}],Axes→ True]Graphics[Table[Point[ReIm[r∧n]], {n, 0, 12}],Axes→ True]
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Σχήμα 3.26: Οι δέκατες τρίτες ρίζες της μονάδας.

Θεωρούμε τέλος τα πολυώνυμα 5ου βαθμού
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• p1(x) = x5 − 3x4 − 7x3 + 7x2 + 18x+ 8,

• p2(x) = 2x5 − 8x3 + 28x2 − 26x− 60,

• p3(x) = x5 − x4 + 5x3 − 17x2 − 24x− 72.

Θα αναλύσουμε πλήρως τα pj(x), j = 1, 2, 3, σε γινόμενο πολυωνύμων πρώτου ή δευτέρου
βαθμού με συντελεστές από το R.

p1 = x∧5− 3x∧4− 7x∧3 + 7x∧2 + 18x+ 8 ; Factor[p1]p1 = x∧5− 3x∧4− 7x∧3 + 7x∧2 + 18x+ 8 ; Factor[p1]p1 = x∧5− 3x∧4− 7x∧3 + 7x∧2 + 18x+ 8 ; Factor[p1]

(−4 + x)(−2 + x)(1 + x)3

Το p1(x) έχει πέντε πραγματικές ρίζες, το −1 είναι ρίζα αλγεβρικής πολλαπλότητας 3.

p2 = 2x∧5− 8x∧3 + 28x∧2− 26x− 60 ; Factor[p2]p2 = 2x∧5− 8x∧3 + 28x∧2− 26x− 60 ; Factor[p2]p2 = 2x∧5− 8x∧3 + 28x∧2− 26x− 60 ; Factor[p2]

2(−2 + x)(1 + x)(3 + x) (5− 2x+ x2)

Το p2(x) έχει τρεις πραγματικές ρίζες και δύο συζυγείς μιγαδικές (τις ρίζες του τριωνύμου
5− 2x+ x2) όπως φαίνεται παρακάτω.

Solve[p2 == 0, x]Solve[p2 == 0, x]Solve[p2 == 0, x]

{{x→ −3}, {x→ −1}, {x→ 1− 2i}, {x→ 1 + 2i}, {x→ 2}}

p3 = x∧5− x∧4 + 5x∧3− 17x∧2− 24x− 72 ; Factor[p3]p3 = x∧5− x∧4 + 5x∧3− 17x∧2− 24x− 72 ; Factor[p3]p3 = x∧5− x∧4 + 5x∧3− 17x∧2− 24x− 72 ; Factor[p3]

(−3 + x) (8 + x2) (3 + 2x+ x2)

Το p3(x) έχει μία πραγματική ρίζα και τέσσερις μιγαδικές, συζυγείς ανά δύο:

Solve[p3 == 0, x]Solve[p3 == 0, x]Solve[p3 == 0, x]{
{x→ 3}, {x→ −2i

√
2}, {x→ 2i

√
2},

{
x→ −1− i

√
2
}
,
{
x→ −1 + i

√
2
}}

Στο Σχήμα 3.27 βλέπουμε τη γραφική παράσταση των πολυωνυμικών συναρτήσεων y =
pj(x), j = 1, 2, 3.
Plot[{p1, p2, p3}, {x,−4, 4}]Plot[{p1, p2, p3}, {x,−4, 4}]Plot[{p1, p2, p3}, {x,−4, 4}]

-4 -2 2 4

-400

-200

200

Σχήμα 3.27: Γραφική παράσταση πολυωνυμικών συναρτήσεων.
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Εξάσκηση με το Mathematica

Χρησιμοποιήστε όπου είναι αναγκαίο την εντολή ComplexExpand για να φέρετε έναν μιγα-
δικό στη μορφή x+ yi, x, y ∈ R.

1. Να βρείτε την τριγωνομετρική μορφή των μιγαδικών

i, −1 + i, (−1 + i)10, 2− 2i√
3
, z =

1 + i
√
3

2
, w =

1 + i
√
3√

2 + i
√
2

και να υπολογίσετε τους μιγαδικούς z2023, w12, w26, w144 w2022.

2. Να λύσετε στο C τις εξισώσεις
i) x2 = i, ii) x2 = 2 + 2i, iii) x2 − (1 + i)x+ i = 0,
iv) i x2 + (1 + 3i)x+ 3 + 4i = 0, v) x2 − (5 + 3i)x+ 4 + 7i = 0,
vi) x2 + (3 + i)x+ 2 + 2i = 0, vii) x4 + 1 = 0.

3. Να υπολογίσετε τις πέμπτες και τις δέκατες έκτες ρίζες της μονάδας και να τις ανα-
παραστήσετε στο μιγαδικό επίπεδο.

4. Να παραγοντοποιήσετε πλήρως στο R και στο C τα παρακάτω πολυώνυμα
P (X) = X4 + 5X2 + 4, Q(X) = X4 + 2X2 − 8X + 5,
R(X) = 2X4 − 6X3 − 10X2 + 58X − 60.

3.7 Ασκήσεις

Λυμένες Ασκήσεις

3.7.1 Να δείξετε ότι η πολυωνυμική εξίσωση (1 + x)n = (1 − x)n, n ≥ 1, έχει μόνο φαντα-
στικές λύσεις.
Λύση. Το ρ ∈ C είναι λύση της εξίσωσης (1 + x)n = (1− x)n αν και μόνο αν

(1 + ρ)n = (1− ρ)n ⇒
∣∣(1 + ρ)n

∣∣ = ∣∣(1− ρ)n∣∣ ⇔ | 1 + ρ |n = | 1− ρ |n |w| ≥ 0⇐==⇒
∀w∈C

⇔ | 1+ ρ | = | 1− ρ | ⇔ | 1+ ρ |2 = | 1− ρ |2 ⇔ (1+ ρ) (1 + ρ) = (1− ρ) (1− ρ) ⇔

⇔ (1 + ρ) (1 + ρ) = (1− ρ) (1− ρ) ⇔ 1 + ρ+ ρ+ ρ ρ = 1− ρ− ρ+ ρ ρ ⇔

⇔ 2 (ρ+ ρ) = 0 ⇔ ρ = −ρ ⇔ ρ ∈ iR.

Έτσι, αν το ρ είναι λύση της εξίσωσης, τότε ρ ∈ iR και οι πιθανές λύσεις της εξίσωσης
είναι όλοι οι φανταστικοί αριθμοί. Για παράδειγμα, οι ρίζες της εξίσωσης (1 + x)3 =
(1− x)3 είναι οι αριθμοί 0,

√
3i,−

√
3i ∈ iR. 2

3.7.2 Να βρεθεί η τριγωνομετρική μορφή του

(α) z =
1 + i

√
3

−
√
3− i

, (β) w = (−1− i
√
3)5(1− i).

Λύση. (α) Παρατηρούμε ότι

z =
(1 + i

√
3) (−

√
3 + i)

(−
√
3− i) (−

√
3 + i)

=
−
√
3 + i− 3i−

√
3

√
3
2
+ 12

=
−2
√
3− 2i

4
= −
√
3

2
− 1

2
i.
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Έτσι | z | =
√

3

4
+

1

4
= 1. Ψάχνουμε θ ∈ (0,

π

2
) με cos θ =

√
3

2
⇒ θ =

π

6
. Αφού η

εικόνα του z στο μιγαδικό επίπεδο ανήκει στο γ′ τεταρτημόριο, ένα όρισμα του z είναι
το φ = π +

π

6
, επομένως η ζητούμενη τριγωνομετρική μορφή είναι

z = cos 7π
6

+ i sin 7π

6
.

(β) Φέρνουμε τους w1 = −1 − i
√
3, w2 = 1 − i σε τριγωνομετρική μορφή. Έχουμε

|w1| = 2, |w2| =
√
2 και αν θ1, θ2 ∈ (0, π/2) με

cos θ1 = 1/2 ⇒ θ1 = π/3, cos θ2 = 1/
√
2 ⇒ θ2 = π/4.

Οι εικόνες των w1, w2 ανήκουν αντίστοιχα στο γ′ και δ′ τεταρτημόριο, επομένως
arg(w1) = π + π/3, Arg(w2) = −π/4. Έτσι από το Θεώρημα 3.3.0.3 έχουμε

w1 = 2 (cos 4π
3

+ i sin 4π

3
) ⇒ w 5

1 = 25 (cos 20π
3

+ i sin 20π

3
) = 25 (cos 2π

3
+ i sin 2π

3
),

w2 =
√
2
(

cos (−π
4
) + i sin (−π

4
)
)
,

και από το Θεώρημα 3.3.0.1 η τριγωνομετρική μορφή του w = w 5
1 w2 είναι

w = 25
√
2 (cos

(2π
3
− π

4

)
+ i sin

(2π
3
− π

4

)
) = 25

√
2 (cos 5π

12
+ i sin 5π

12
). 2

3.7.3 Έστω ρ1, ρ2 οι ρίζες της εξίσωσης z2 + λ z + 1 = 0.

(i) Να βρεθούν οι ρ1, ρ2 για τις διάφορες τιμές του λ ∈ R.
(ii) Αν λ είναι μιγαδικός, μη πραγματικός αριθμός, να δείξετε ότι ρ1, ρ2 /∈ R.

Λύση. (i) Υπολογίζουμε τη διακρίνουσα ∆ = λ2 − 4. Ανάλογα με το πρόσημο της ∆
διακρίνουμε τις ακόλουθες περιπτώσεις:

• Αν λ ∈ (−∞,−2) ∪ (2,+∞), τότε ∆ ≥ 0 και ρ1,2 =
−λ±

√
λ2 − 4

2
∈ R.

• λ = −2. Τότε ∆ = 0 και ρ1 = ρ2 = −(−2)/2 = 1.

• λ = 2. Τότε ∆ = 0 και ρ1 = ρ2 = −2/2 = −1.

• Αν λ ∈ (−2, 2), τότε ∆ ≤ 0 και ρ1,2 =
−λ± i

√
|λ2 − 4|

2
=
−λ± i

√
4− λ2

2
.

(ii) Έστω λ /∈ R. Αν ρ1 ∈ R, από τους τύπους του Vieta έχουμε

ρ1 · ρ2 = 1 ⇒ ρ1 6= 0 και ρ2 =
1

ρ1
∈ R. Τότε λ = −(ρ1 + ρ2) ∈ R,

το οποίο είναι άτοπο. Όμοια καταλήγουμε σε άτοπο αν υποθέσουμε ότι ρ2 ∈ R, επομέ-
νως ρ1, ρ2 /∈ R. 2

3.7.4 Να υπολογίσετε τις ρίζες της εξίσωσης z2 + (3 + i)z + 2 + 2i = 0.
Λύση. Έχουμε ∆ = (3 + i)2 − 4(2 + 2i) = −2i ∈ C∖ R. Ψάχνουμε d ∈ C, με d2 = ∆.
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α’ τρόπος Έστω d = x+ iy, x, y ∈ R. Έχουμε

d2 = ∆ ⇔ (x+ iy)2 = −2i ⇔ · · · · · · ⇔ x = 1, y = −1 (βλ.Παράδειγμα 3.1.0.4).

β’ τρόπος Φέρνουμε τη ∆ σε τριγωνομετρική μορφή,

∆ = −2i = 2 (cos
(
− π

2

)
+ i sin

(
− π

2

)
).

Τότε μία τετραγωνική ρίζα της ∆ είναι η

d =
√
2 (cos

(
− π/2

2

)
+ i sin

(
− π/2

2

)
) =
√
2 (cos π

4
− i sin π

4
) =

=
√
2 (

√
2

2
−
√
2

2
i) = 1− i.

Οι ρίζες της εξίσωσεις είναι οι αριθμοί

z1 =
−(3 + i) + (1− i)

2
= −1− i και z2 =

−(3 + i)− (1− i)
2

= −2. 2

3.7.5 Αν η εξίσωση 2x2 + βx+ γ = 0, β, γ ∈ R έχει ρίζα το ρ = 3 + 2i, να βρεθούν τα β, γ.
Λύση. α’ τρόπος Το ρ = 3 + 2i είναι ρίζα της 2x2 + βx+ γ = 0, αν και μόνο αν

2 (3 + 2i)2 + β (3 + 2i) + γ = 0 ⇔ · · · · · · ⇔ β = −12, γ = 26.

β’ τρόπος Η πολυωνυμική εξίσωση 2x2 + βx + γ = 0, δευτέρου βαθμού, με πραγμα-
τικούς συντελεστές, έχει ρίζα το ρ = 3 + 2i. Από την Πρόταση 3.5.0.2 προκύπτει ότι
η άλλη ρίζα της εξίσωσης είναι ο συζυγής ρ = 3 − 2i και από τους τύπους του Vieta
έχουμε

ρ+ ρ = −β
2
⇔ 6 = −β

2
⇔ β = −12, ρ · ρ = γ

2
⇔ 32 + 22 =

γ

2
⇔ γ = 26. 2

3.7.6 Να λύσετε στο C τις εξισώσεις (i) w3 = i,

(ii) (z − 1)3 − i(z + 1)3 = 0. (3.7.1)

Λύση. (i) Φέρνουμε το i σε τριγωνομετρική μορφή,

w3 = i ⇔ w3 = 1 · (cos π
2
+ i sin π

2
).

Έτσι οι κυβικές ρίζες του i είναι

w0 = cos (π/2
3

) + i sin (
π/2

3
) = cos π

6
+ i sin π

6
⇔ w0 =

√
3

2
+

1

2
i,

w1 = cos (π/2 + 2π

3
) + i sin (

π/2 + 2π

3
) = cos (π − π

6
) + i sin (π − π

6
) ⇔

w1 = −
√
3

2
+

1

2
i,

w2 = cos (π/2 + 2 · 2π
3

) + i sin (
π/2 + 2 · 2π

3
) = cos 3π

2
+ i sin 3π

2
⇔ w2 = −i.
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(ii) Παρατηρούμε ότι το−1 δεν επαληθεύει την εξίσωση (3.7.1) ((−1−1)3− i ·0 = −8 6=
0). Έτσι z 6= −1 και η εξίσωση (3.7.1) ισοδύναμα γράφεται

(z − 1)3 = i(z + 1)3 ⇔
(
z − 1

z + 1

)3

= i
w= z−1

z+1⇐===⇒ w3 = i
(i)⇐⇒

w =
±
√
3 + i

2
ή w = −i,

όπου θέσαμε

w =
z − 1

z + 1
⇔ z−1 = w z+w ⇔ z−w z = w+1 ⇔ z (1−w) = 1+w ⇔ z =

w + 1

1− w
.

Έτσι για w = (
√
3 + i)/2, w = (−

√
3 + i)/2, w = −i, βρίσκουμε αντίστοιχα

z =
(
√
3 + 2) + i

(2−
√
3)− i

, z =
(2−

√
3) + i

(2 +
√
3)− i

, z =
1− i
1 + i

= −i. 2

3.7.7 Να δείξετε ότι το X2 −X + 1 είναι παράγοντας του πολυωνύμου

P (X) = X2n+1 + (X − 1)n+2, n ≥ 1.

Λύση. Η άσκηση λύνεται με διάφορους τρόπους, όπως για παράδειγμα με τη μέθοδο
της μαθηματικής επαγωγής. Παρακάτω θα λύσουμε την άσκηση με χρήση της θεωρίας
των μιγαδικών που αναπτύχθηκε στο παρόν κεφάλαιο. Έστω ρ, ρ οι ρίζες του τριωνύ-

μουX2−X +1 (ρ, ρ = 1±
√
3

2
∈ C), έτσι X2−X +1 = (X − ρ)(X − ρ). Επειδή

το ρ είναι ρίζα του X2 −X + 1, ισχύει

ρ2 − ρ+ 1 = 0⇔ ρ2 = ρ− 1 (3.7.2)
⇒ ρ2n = (ρ− 1)n (3.7.3)

Από τη σχέση (3.7.2) έχουμε

(ρ− 1)2 = ρ2 − 2ρ+ 1 = (ρ− 1)− 2ρ+ 1 = −ρ
⇒ ρ = −(ρ− 1)2 (3.7.4)

Πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη τις σχέσεις (3.7.3) και (3.7.4) παίρνουμε

ρ2n+1 = −(ρ− 1)n+2 ⇔ ρ2n+1 + (ρ− 1)n+2 = 0 ⇔ P (ρ) = 0,

δηλαδή το ρ είναι ρίζα του P (X) και το (X − ρ) είναι παράγοντάς του. Τότε, από την
Πρόταση 3.5.0.2, και το ρ είναι ρίζα του P (X) και το (X − ρ) είναι παράγοντάς του.
Έτσι το πολυώνυμο

(X − ρ)(X − ρ) = X2 −X + 1

είναι παράγοντας του P (X). 2

Ασκήσεις για Εξάσκηση

3.7.1 Να υπολογίσετε τον μιγαδικό w =

(
1 + i

√
3

2

)2021

.
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3.7.2 Να βρείτε την τριγωνομετρική μορφή των −i, −1 + i, (−1 + i)10, 2− 2i√
3
, 1 + i

√
3,

√
2 + i

√
2, z = 1 + i

√
3√

2 + i
√
2

και να υπολογίσετε τους μιγαδικούς z12 και z26.

3.7.3 Να υπολογίσετε τις ρίζες της εξίσωσης z2 − (5 + 3i)z + 4 + 7i = 0.

3.7.4 Αν το −2 + i είναι ρίζα του πολυωνύμου P (X) = 3X3 + 10X2 + 7X − 10, να βρείτε
τις υπόλοιπες ρίζες και να γράψετε το P (X) ως γινόμενο πολυωνύμων με συντελεστές
από το R.

3.7.5 Να λύσετε στο C την εξίσωση z4 + 5z2 + 4 = 0.

3.7.6 Να βρείτε τις ρίζες του πολυωνύμου P (X) = X4+2X2−8X+5 στοC και να γράψετε
το P (X) ως γινόμενο πολυωνύμων πρώτου ή δευτέρου βαθμού με συντελεστές από το
R.

3.7.7 Αν ζ είναι μία κυβική ρίζα της μονάδας (δηλαδή ζ3 = 1), με ζ 6= 1, να υπολογίσετε την
τιμή της παράστασης A = (1− ζ + ζ2) (1 + ζ − ζ2).
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ΠΙΝΑΚΕΣ

Σύνοψη
Στο κεφάλαιο αυτό αναπτύσσεται η άλγεβρα των πινάκων. Μελετώνται οι ιδιότητες των
πράξεων της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού πινάκων καθώς και του πολλαπλασια-
σμού αριθμού με πίνακα. Εισάγονται οι έννοιες του ανάστροφου πίνακα, του συμμετρικού
πίνακα και του ίχνους πίνακα και εξετάζονται οι ιδιότητές τους. Επιπλέον, εξετάζεται
η ύπαρξη αντιστρόφου πίνακα. Το κεφάλαιο περιλαμβάνει μία ενότητα «Εργαστήριο με
Mathematica». Η χρήση των εντολών που περιέχει αυτή η ενότητα επιτρέπει γρήγορους
υπολογισμούς και πειραματισμό πάνω στις έννοιες που αναπτύχθηκαν. Το κεφάλαιο κλείνει
με μια ενότητα ασκήσεων πάνω στη θεωρία που αναπτύχθηκε. Για την παρουσίαση και τα
παραδείγματα ακολουθούμε το [1].

Προαπαιτούμενη γνώση: Βασικές Λυκειακές γνώσεις.

4.1 Πίνακες, Είδη Πινάκων

Η άλγεβρα των πινάκων ξεκίνησε με τη μελέτη συστημάτων γραμμικών εξισώσεων. Από τις
πήλινες πλάκες που έχουν διασωθεί και που χρονολογούνται από το 1800 στο 1600 π.Χ. φαί-
νεται ότι οι Βαβυλώνιοι είχαν μελετήσει προβλήματα που οδηγούν σε γραμμικές εξισώσεις
που έχουν ταυτόχρονη λύση. Πρώτοι, όμως, οι Κινέζοι μαθηματικοί ανέπτυξαν μεθόδους
επίλυσης συστημάτων πολύ κοντύτερα στις σημερινές. Στο κείμενο «Τα Εννέα Κεφάλαια
της Μαθηματικής Τέχνης» (βλ.[2]), που γράφτηκε μεταξύ του 10ου και 2ου αιώνα π.Χ. από
γενιές Κινέζων μελετητών, συναντάμε το ακόλουθο πρόβλημα (σε ελεύθερη μετάφραση):
Κάποιος πουλά 2 βόδια και 5 πρόβατα και αγοράζει 13 γουρούνια και του δίνουν 1000

νομίσματα. Πουλώντας 3 βόδια και 3 γουρούνια αγοράζει 9 πρόβατα. Πουλώντας 6 πρόβατα

Βαβατσούλας, X. & Χαραλάμπους, X-M-A. (2023). «Στοιχεία από τη Γραμμική Άλγεβρα».
Αθήνα: Κάλλιπος, Ανοικτές Ακαδημαϊκές Εκδόσεις. http://dx.doi.org/10.57713/kallipos-286

Creative Commons Αναφορά Δημιουργού - Μη Εμπορική Χρήση - Παρόμοια Διανομή 4.0

http://dx.doi.org/10.57713/kallipos-286
http://dx.doi.org/10.57713/kallipos-286
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και 8 γουρούνια και αγοράζοντας 5 βόδια χρωστά 600 νομίσματα. Πόσο κοστίζει το βόδι, το
πρόβατο και το γουρούνι;

Θεωρώντας, βέβαια, ότι η τιμή πώλησης και αγοράς είναι η ίδια, το πρόβλημα αυτό ανά-
γεται στην επίλυση ενός γραμμικού συστήματος με τρεις εξισώσεις και τρεις αγνώστους,
σύστημα που σήμερα θα γράφαμε ως εξής:

2x+ 5y − 13z = 1000

3x− 9y + 3z = 0

−5x+ 6y + 8z =−600

όπου x, y, z είναι το κόστος του βοδιού, προβάτου και γουρουνιού αντίστοιχα.
Για να λύσουν το πρόβλημα, οι Κινέζοι μαθηματικοί ουσιαστικά απομόνωσαν και επεξερ-

γάστηκαν τους συντελεστές του συστήματος. Ας τοποθετήσουμε, λοιπόν, τους συντελεστές
των αγνώστων από το κινέζικο γραμμικό σύστημα σε έναν 3× 3 πίνακα (ο πίνακας A κάτω
αριστερά), ενώ ας καταγράψουμε όλες τις πληροφορίες του συστήματος, δηλαδή τους συντε-
λεστές των αγνώστων και τους σταθερούς όρους στον επαυξημένο 3× 4-πίνακα (ο πίνακας
B κάτω δεξιά):

A =

 2 5 −13
3 −9 3
−5 6 8

 , B =

 2 5 −13 1000
3 −9 3 0
−5 6 8 −600

 .

Ο πίνακαςA έχει βέβαια 9 στοιχεία, ενώ ο πίνακαςB έχει 12 στοιχεία. Γενικότερα, όταν δου-
λεύουμε με πίνακες, θέλουμε να προσδιορίσουμε το σύνολο στο οποίο ανήκουν τα στοιχεία. Οι
πίνακες A και B έχουν στοιχεία ακέραιους. Γράφουμε ότι A ∈ M3×3(Z), ενώ B ∈ M3×4(Z).
Ας θέσουμε τα παραπάνω στο γενικό θεωρητικό πλαίσιο.
ΈστωK ένα σύνολο. Μία συλλογή n ·m στοιχείων τουK τοποθετημένων με τέτοιον τρόπο

ώστε να σχηματίζονται n γραμμές καιm στήλες ονομάζεται n×m-πίνακας με στοιχεία από
τοK. Το σύνολο των n×m-πινάκων με στοιχεία από τοK συμβολίζεται μεMn×m(K). Οριο-
θετούμε τον πίνακα με αγκύλες ή με παρενθέσεις. Όταν πρόκειται για ένα μόνο στοιχείο k,
τότε μπορούμε να ταυτίσουμε τον 1× 1-πίνακα

[
κ
]
∈M1×1(K) με το στοιχείο κ ∈ K. Συνή-

θως, παίρνουμε το K να είναι σώμα. Θα δούμε αργότερα σε ποια σημεία της θεωρίας αυτό
είναι αναγκαίο. Για ό,τι θα κάνουμε στη συνέχεια μπορούμε να θεωρήσουμε ότι το K είναι
ένα από τα Q, R, C. Έστω A ∈Mn×m(K). Γράφουμε A = (aij) εννοώντας ότι

A =


a11 a12 · · · a1m
a21 a22 · · · a2m
...

...
...

an1 an2 · · · anm

 .

Τα στοιχεία aij είναι τα στοιχεία του A. Η i-γραμμή του A καθορίζεται από τα στοιχεία
ai1, ai2, . . . , aim, ενώ η j-στήλη του A καθορίζεται από τα στοιχεία a1j, a2j, . . . , anj .
Συμφωνούμε να θεωρούμε τη i-γραμμή ως 1 × m-πίνακα και τη j-στήλη του A ως n × 1-
πίνακα. Έτσι, αν A = (aij) είναι ένας n × m πίνακας και Γi, Σj είναι η i-γραμμή και η
j-στήλη του A (για 1 ≤ i ≤ n και 1 ≤ j ≤ m), τότε ισχύει:

Γi =
[
ai1 ai2 · · · aim

]
, Σj =


a1j
a2j
...
anj

 και A =


Γ1

Γ2

...
Γn

 =
[
Σ1 Σ2 · · · Σm

]
.
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Το στοιχείο aκλ του πίνακα A = ( aij ) ∈ Mn×m(K) βρίσκεται στην κ-γραμμή και στην λ-
στήλη, δηλαδή ο πρώτος δείκτης κ του aκλ είναι ο δείκτης γραμμών και ο δεύτερος δείκτης
λ είναι ο δείκτης των στηλών και ονομάζεται στοιχείο στην (κ, λ)(κ, λ)(κ, λ)-θέση του πίνακα A. Τα
στοιχεία του A που αποτελούν την κύρια διαγώνιο του πίνακα A είναι τα στοιχεία της μορ-
φής aii, όπου ο δείκτης γραμμών ισούται με τον δείκτη στηλών. Έτσι, η κύρια διαγώνιος του
A ∈Mn×m(K) αποτελείται από τα στοιχεία

a11, a22, . . . , aκκ, όπου κ = min {n, m}.

Ένας πίνακας με ίδιο πλήθος γραμμών και στηλών ονομάζεται τετραγωνικός. Το σύνολο
των τετραγωνικών πινάκων Mn×n(K) με στοιχεία από το K συμβολίζεται για συντομία με
Mn(K). Έστω A = (aij) ∈ Mn(K). Στην περίπτωση αυτή η κύρια διαγώνιος του A αποτε-
λείται από τα στοιχεία

a11, a22, . . . , ann.

Το ίχνος του τετραγωνικού πίνακα A =
(
aij
)
∈Mn(K), συμβολίζεται με Tr(A) και είναι το

άθροισμα των στοιχείων της κύριας διαγώνιου του A, δηλ.

Tr(A) = a11 + a22 + · · ·+ ann ∈ K.

Δύο πίνακες είναι ίσοι αν και μόνο αν έχουν τις ίδιες διαστάσεις και αν σε κάθε θέση των
δύο πινάκων τα αντίστοιχα στοιχεία είναι ίσα. Ένας 1 × m-πίνακας ονομάζεται πίνακας
γραμμή, ενώ ένας n×1-πίνακας ονομάζεται πίνακας στήλη. Ο πίνακας τουMn×m(K) που
όλα τα στοιχεία του είναι ίσα με 0 ονομάζεται μηδενικός n×mn×mn×m-πίνακας και συμβολίζεται
με 000 ή 000n×m, αν χρειάζεται να τονίσουμε τις διαστάσεις του. Ο μηδενικός n×n-πίνακας 0n×n
συμβολίζεται με 0n.

Παραδείγματα 4.1.0.1

i. Ο πίνακας
A =

(
2 3 5
0 1 4

)
είναι ένας 2× 3-πίνακας, A ∈M2×3(R). Το στοιχείο στην (1, 2)-θέση του πίνακα είναι
το a12 = 3, αντίστοιχα a23 = 4, a21 = 0 κ.τ.λ. Την κύρια διαγώνιο του πίνακα A
αποτελούν τα στοιχεία a11 = 2 και a22 = 1. Ο A έχει δύο γραμμές,

Γ1 =
[
2 3 5

]
, Γ2 =

[
0 1 4

]
και τρεις στήλες

Σ1 =

[
2
0

]
, Σ2 =

[
3
1

]
, Σ3 =

[
5
4

]
.

Μπορούμε να γράψουμε

A =

[
Γ1

Γ2

]
ή A =

[
Σ1 Σ2 Σ3

]
.

ii. Έστω ο πίνακας στήλη

S =

 5√
2
0

 ∈M3×1(R).

Ο S έχει τρεις γραμμές και η κύρια διαγώνιός του αποτελείται μόνο από το στοιχείο
s11 = 5.
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iii. Έστω A =
(
aij
)
∈ Mn×m(C). Ο n×m-πίνακας A =

(
aij
)
είναι ο συζυγής του A.

Σημειώνουμε ότι

A = A αν-ν aij = aij αν-ν aij ∈ R για 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m.

Με άλλα λόγια, ο A είναι ίσος με τον συζυγή του, αν και μόνο αν τα στοιχεία του A
είναι πραγματικοί αριθμοί.

iv. Αν A =

(
1− 2i 0

5 i

)
, τότε A =

(
1 + 2i 0

5 −i

)
. Επιπλέον,

Tr(A) = 1− i και Tr(A) = 1 + i .

v. 03×1 =

00
0

, 01×2 =
[
0 0

]
, 02×3 =

(
0 0 0
0 0 0

)
, 02 =

(
0 0
0 0

)
.

Ένας πίνακας ονομάζεται άνω τριγωνικός, αν είναι τετραγωνικός και όλα τα στοιχεία
του κάτω από την κύρια διαγώνιο είναι μηδέν. Έτσι,

T =
(
tij
)
∈Mn(K) είναι άνω τριγωνικός ⇔ tκλ = 0 για 1 ≤ λ < κ ≤ n.

Ένας πίνακας ονομάζεται κάτω τριγωνικός, αν είναι τετραγωνικός και όλα τα στοιχεία του
πάνω από την κύρια διαγώνιο είναι μηδέν. Έτσι,

Q =
(
qij
)
∈Mn(K) είναι κάτω τριγωνικός ⇔ qκλ = 0 για 1 ≤ κ < λ ≤ n.

Ένας πίνακας ονομάζεται διαγώνιος, αν είναι τετραγωνικός και αν όλα τα στοιχεία πάνω
και κάτω από την κύρια διαγώνιο είναι μηδέν. Έτσι,

D =
(
dij
)
∈Mn(K) είναι διαγώνιος ⇔ dκλ = 0 για κ 6= λ.

Γράφουμε D = diag(d11, d22, . . . , dnn) για τον διαγώνιο πίνακα D, σημειώνοντας μόνο τα
στοιχεία της κυρίας διαγώνιου. Ο διαγώνιος πίνακας diag(1, 1, . . . , 1) τουMn(K) ονομάζε-
ται μοναδιαίος n× nn× nn× n-πίνακας και συμβολίζεται με In. Σημειώνουμε ότι ένας τετραγωνικός
πίνακας είναι διαγώνιος, αν και μόνο αν είναι ταυτόχρονα άνω και κάτω τριγωνικός. Σχη-
ματικά έχουμε:

∗ ∗ · · · ∗
0 ∗ · · · ∗
...

. . .
. . .

...
0 · · · 0 ∗


︸ ︷︷ ︸
άνω τριγωνικός


∗ 0 · · · 0
...

. . .
. . .

...
∗ · · · ∗ 0
∗ · · · ∗ ∗


︸ ︷︷ ︸
κάτω τριγωνικός


∗ 0 · · · 0

0 ∗
. . .

...
...
. . .

. . . 0
0 · · · 0 ∗


︸ ︷︷ ︸

διαγώνιος

,

όπου ∗ μπορεί να είναι οποιοδήποτε στοιχείο του K.

Παράδειγμα 4.1.0.2 Έστω οι 3× 3 πίνακες

T =

3 5 7
0 2 1
0 0 1

, Q =

3 0 0
2 7 0
0 1 1

, D =

1 0 0
0 2 0
0 0 0

, I3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

.
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Ο T είναι άνω τριγωνικός, ο Q είναι κάτω τριγωνικός ενώ D = diag(1, 2, 0). Παρατηρούμε
ότι I3 = (δij), όπου δij είναι το δέλτα του Kronecker, δij . Σημειώνουμε ότι γενικότερα

In = (δij), όπου δij =
{
0, i 6= j

1, i = j
.

Έστω τώρα A =
(
aij
)
∈ Mn×m(K). Ο αντίθετος του A συμβολίζεται με −A και είναι

ο πίνακας −A =
(
−aij

)
∈ Mn×m(K). Είναι φανερό ότι αν A = −A, τότε aij = −aij και

άρα 2aij = 0, συνεπώς aij = 0 και άρα ο πίνακας A είναι ο μηδενικός πίνακας (A = 000).
Κατά συνέπεια, ο μόνος πίνακας στο Mn×m(K) που είναι ίσος με τον αντίθετό του είναι ο
μηδενικός πίνακας. Ο ανάστροφος του A συμβολίζεται με AT και είναι ο πίνακας AT =(
a′pq
)
∈ Mm×n(K) με a′pq = aqp για 1 ≤ p ≤ m, 1 ≤ q ≤ n. Τονίζουμε ότι ο αριθμός

γραμμών του AT είναι ακριβώς ο αριθμός των στηλών του A, ενώ ο αριθμός στηλών του AT

είναι ακριβώς ο αριθμός των γραμμών του A. Είναι φανερό ότι παίρνοντας συνεχόμενα δύο
φορές τον ανάστροφο, επιστρέφουμε στον αρχικό πίνακα, δηλαδή

(AT )T = A .

Στην περίπτωση που ο πίνακας είναι τετραγωνικός, έστω για παράδειγμα ότι A ∈ Mn(K),
τότε AT είναι τετραγωνικός και μάλιστα AT ∈ Mn(K). Μπορούμε, λοιπόν, να συγκρίνουμε
σε αυτήν την περίπτωση τον A με τον ανάστροφό του. Ειδικότερα, μας ενδιαφέρει η περί-
πτωση που ο A ∈ Mn(K) είναι ίσος με τον ανάστροφο ή με τον αντίθετο του ανάστροφού
του. Στην πρώτη περίπτωση, λέμε ότι ο A είναι συμμετρικός: δηλ. ο A είναι συμμετρικός, αν
A = AT . Αυτό σημαίνει ότι aji = aij , ∀ i, j ∈ {1, . . . , n} και έτσι η κύρια διαγώνιος λειτουργεί
ως καθρέφτης (δείτε και τα παραδείγματα παρακάτω). Όταν A = −AT , τότε ο A λέγεται
αντισυμμετρικός. Στην περίπτωση αυτή, aji = −aij , ∀ i, j ∈ {1, . . . , n}. Ειδικότερα για τα
στοιχεία της κύριας διαγώνιου, όπου i = j, έχουμε ότι aii = −aii, άρα 2aii = 0 και κατά συνέ-
πεια aii = 0 για i = 1, . . . , n. Τα στοιχεία λοιπόν της κύριας διαγώνιου ενός αντισυμμετρικού
πίνακα είναι 0. Τα επόμενα παραδείγματα θα αποσαφηνίσουν αυτές τις έννοιες.

Παραδείγματα 4.1.0.3

i. Έστω A=

 2 −1
0 3
−4 6

. Τότε −A=

−2 1
0 −3
4 −6

.

ii. Ο ανάστροφος ενός πίνακα στήλη είναι πίνακας γραμμή και τανάπαλιν.
a1
a2
...
an


T

=
[
a1 a2 · · · an

]
,

[
b1 b2 · · · bm

]T
=


b1
b2
...
bm

.

iii. Έστω A =

1 2
3 4
5 6

 ∈M3×2(R) και AT =

(
1 3 5
2 4 6

)
∈M2×3(R). Ισχύουν τα εξής:

• οι στήλες του A έγιναν γραμμές του AT ,
• οι γραμμές του A έγιναν στήλες του AT ,
• το στοιχείο 5 στην (3, 1)-θέση του A βρίσκεται στην (1, 3)-θέση του AT ,
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• ο A είναι 3× 2-πίνακας, ενώ ο AT είναι 2× 3-πίνακας,
• η κύρια διαγώνιος του A ταυτίζεται με την κύρια διαγώνιο του AT .

iv. Για τους επόμενους πίνακες παρατηρούμε τα εξής: 2 1 −7
1 0 4
−7 4 3

,
συμμετρικός

η κύρια διαγώνιος
λειτουργεί σαν καθρέφτης

 0 1 −7
−1 0 4
7 −4 0

,
αντισυμμετρικός
τα στοιχεία κύριας
διαγώνιου είναι 0


3 0 0 0
0 2 0 0
0 0 5 0
0 0 0 7

.
συμμετρικός

v. I T
n = In.

vi. Αν D = diag(d1, . . . , dn), τότε D = DT .

4.2 Πράξεις Πινάκων

Πότε μπορούμε να προσθέσουμε μεταξύ τους δύο πίνακες; Μπορούμε να πολλαπλασιάσουμε
δύο πίνακες; Μπορούμε να πολλαπλασιάσουμε κάποιον αριθμό με έναν πίνακα; Θα απαντή-
σουμε στα ερωτήματα αυτά ευθύς αμέσως.

4.2.1 Πρόσθεση Πινάκων

Δύο πίνακες μπορούν να προστεθούν, αν και μόνο αν είναι του ίδιου τύπου, δηλ. αν έχουν τον
ίδιο αριθμό γραμμών, τον ίδιο αριθμό στηλών και εάν βέβαια τα στοιχεία τους ανήκουν στο
ίδιο σύνολο. Το αποτέλεσμα της πρόσθεσης είναι ένας πίνακας ίδιου τύπου: ο πίνακας αυτός
σε κάθε θέση έχει ως στοιχείο το άθροισμα των αντίστοιχων στοιχείων των δύο πινάκων.

+ :Mn×m(K)×Mn×m(K)→Mn×m(K) : (aij) + (bij) = (aij + bij).

Τονίζουμε ότι δεν έχει νόημα να προσθέσουμε πίνακες διαφορετικού τύπου.

Παραδείγματα 4.2.1.1

i.

3 2
0 5
1 6

+

1
√
2

4 −7
0 0

=

4 2+
√
2

4 −2
1 6

,

ii.
(
3 2
0 5

)
+

(
0 0
0 0

)
=

(
3 2
0 5

)
.

iii.
(
3 2
0 5

)
+

(
3
2

)
,

iv. Έστω A=

 2 −1
0 3
−4 6

. Τότε A+ (−A) = (−A) + A = 000.

v. Aν A,B ∈Mn×m(K), τότε (A+B)T = AT +BT .
Πράγματι, αρχικά παρατηρούμε ότι οι πίνακες (A + B)T , AT , BT ∈ Mm×n(K) και
μπορούν και να προστεθούν και να συγκριθούν. Στη συνέχεια συγκρίνουμε τα στοιχεία
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στη θέση (i, j) του πίνακα (A + B)T και του πίνακα AT + BT . Παρατηρούμε ότι το
στοιχείο στη θέση (i, j) του (A+B)T είναι το στοιχείο στη θέση (j, i) του A+B, είναι
λοιπόν ίσο με το aji+bji. Αντίστοιχα, το στοιχείο στη θέση (i, j) τουAT +BT προκύπτει
ως το άθροισμα των στοιχείων στη θέση (i, j) τουAT (δηλ. του aji) και του αντίστοιχου
στοιχείου του BT , δηλ. του bji. Η επιθυμητή ισότητα προκύπτει αμέσως.

vi. Έστω A =

(
3 4
5 6

)
. Παρατηρούμε ότι

A =

(
3 9/2
9/2 6

)
+

(
0 −1/2
1/2 0

)
,

και έτσι ο A είναι ίσος με το άθροισμα ενός συμμετρικού με έναν αντισυμμετρικό πί-
νακα. ΣτηνΆσκηση 4.5.3 θααποδείξουμε ότι αυτό ισχύει για όλους τους τετραγωνικούς
πίνακες ανεξαιρέτως.

ΌτανK είναι σώμα, η πράξη της πρόσθεσης ικανοποιεί ορισμένες ιδιότητες που παραθέ-
τουμε στην επόμενη πρόταση. Με αυτές τις ιδιότητες, το σύνολοMn×m(K) μαζί με την πράξη
της πρόσθεσης αποκτά την αλγεβρική δομή μίας αβελιανής ή αντιμεταθετικής ομάδας. Θα
μελετήσετε τις δομές αυτές σε επόμενο μάθημα αλγεβρικών δομών.

Πρόταση 4.2.1.2 ΈστωK ένα σώμα. Η πράξη της πρόσθεσης στοMn×m(K) ικανοποιεί τις
εξής ιδιότητες:

(i) Προσεταιριστική ιδιότητα: A+ (B + C) = (A+B) + C, ∀A,B,C ∈Mn×m(K).

(ii) Ύπαρξη μηδενικού στοιχείου για την πρόσθεση: A+000 = A = 000+A, ∀A ∈Mn×m(K).

(iii) Ύπαρξη αντίθετου στοιχείου για την πρόσθεση: A + (−A) = 000 = (−A) + A, ∀A ∈
Mn×m(K).

(iv) Αντιμεταθετική ιδιότητα: A+B = B + A, ∀A,B ∈Mn×m(K).

Απόδειξη. Για το (i), ας υποθέσουμε ότι A = (aij), B = (bij), C = (cij). Για να δείξουμε ότι
A + (B + C) = (A + B) + C θα συγκρίνουμε τα στοιχεία στη θέση (i, j) των δύο πινάκων.
Το στοιχείο στη θέση (i, j) του A+ (B +C) προκύπτει ως το άθροισμα του aij με το στοιχείο
στη θέση (i, j) του B +C, άρα είναι ίσο με aij + (bij + cij). Αντίστοιχα, το στοιχείο στη θέση
(i, j) του (A + B) + C προκύπτει ως το άθροισμα του στοιχείου στη θέση (i, j) του A + B
με το στοιχείο cij , δηλ. είναι (aij + bij) + cij . Αφού ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα της
πρόσθεσης στο K, έχουμε ότι

aij + (bij + cij) = (aij + bij) + cij .

Αποδείξαμε λοιπόν ότιA+(B+C) = (A+B)+C. Δεν θα δώσουμε την αναλυτική απόδειξη
των υπόλοιπων σκελών της πρότασης, απλά θα σημειώσουμε ότι οι ιδιότητες της πρόσθεσης
των πινάκων προκύπτουν από τις αντίστοιχες ιδιότητες της πρόσθεσης στο K. Καλείστε,
λοιπόν, να συμπληρώσετε τις λεπτομέρειες της απόδειξης, ως άσκηση. ■
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4.2.2 Πολλαπλασιασμός Πινάκων

Ας δούμε τώρα πώς πολλαπλασιάζουμε δύο πίνακες. Αρχικά, διευκρινίζουμε ότι η σειρά
με την οποία πολλαπλασιάζουμε πίνακες έχει μεγάλη σημασία. Για να πραγματοποιηθεί ο
πολλαπλασιασμός A ·B πινάκων A και B, θα πρέπει ο αριθμός στηλών του A να είναι ίσος
με τον αριθμό γραμμών του B. Ας δούμε, πρώτα από όλα, πώς γίνεται ο πολλαπλασιασμός
όταν ο A είναι πίνακας γραμμή και B είναι πίνακας στήλη.
Ο αριθμός των στηλών του πίνακα γραμμή A πρέπει να ίσος με τον αριθμό των γραμμών

του πίνακα στήλη B, έστω m. Οπότε, αναφερόμαστε σε έναν 1 × m πίνακα γραμμή A που
πολλαπλασιάζουμε με ένανm×1 πίνακα στήληB. Το γινόμενό τους είναι ένας 1×1 πίνακας:

[
κ1 κ2 · · · κm

]︸ ︷︷ ︸
A

·


λ1
λ2
...
λm


︸ ︷︷ ︸

B

=
[
κ1λ1 + κ2λ2 + · · ·+ κmλm

]
.

Τώρα που ξέρουμε πώς πολλαπλασιάζεται ένας πίνακας γραμμή με έναν πίνακα στήλη, ας
δούμε πώς ορίζεται το γινόμενοA·B, όπουA =

(
aij
)
∈Mn×m(K) καιB =

(
bjt
)
∈Mm×s(K).

Το αποτέλεσμα είναι ένας πίνακας με τόσες γραμμές όσες έχει οA και τόσες στήλες όσες έχει
ο B, δηλ. A · B είναι n × s πίνακας και ανήκει στοMn×s(K). Ποια είναι τα στοιχεία αυτού
του πίνακα; Το στοιχείο στη θέση (i, t) θα προκύψει από το γινόμενο της i-γραμμής του A με
την t-στήλη του B. Έχει όμως νόημα το γινόμενο που περιγράφουμε; Σημειώστε ότι κάθε μία
από τις γραμμές του A είναι ένας 1 ×m πίνακας γραμμή, ενώ κάθε μία από τις στήλες του
B είναι ένας m × 1 πίνακας στήλη, οπότε πράγματι το γινόμενο των γραμμών του A με τις
στήλες του B είναι εφικτό και μπορούμε να το πάρουμε για κάθε μία από τις γραμμές του A
(n γραμμές) και κάθε μία από τις στήλες του B (s στήλες). Προκύπτουν n × s συνδυασμοί
που μας δίνουν τον n× s πίνακα A ·B. Για ευκολία θα γράφουμε AB για το γινόμενο A ·B.
Έτσι, AB = C, όπου C = (cit) και

cit =
[
a iii1 a iii 2 · · · a iiim

]︸ ︷︷ ︸
iii−γραμμή του A


b 1ttt
b 2 ttt
...

bmttt


︸ ︷︷ ︸

ttt− στήλη του B

= a iii1 b 1ttt + a iii 2 b 2 ttt + · · ·+ a iiim bmttt =
m∑
k=1

a iii k b k ttt .

Συνοπτικά, ο πολλαπλασιασμός πινάκων ορίζει μία συνάρτηση από το καρτεσιανό γινό-
μενοMn×m(K)×Mm×s(K) στοMn×s(K):

Mn×m(K)×Mm×s(K) −→Mn×s(K) :
((
aij
)
,
(
bjt
))
7→

(
m∑
k=1

aikbkt

)
.

Παρατηρούμε ότι αν Γ1, Γ2, . . . , Γn είναι οι γραμμές του πίνακα A ∈ Mn×m(K) και Σ1,
Σ2, . . . , Σs είναι οι στήλες του πίνακα B ∈Mm×s(K), τότε

AB =


Γ1

Γ2

...
Γn

[ Σ1 Σ2 · · · Σs

]
=


Γ1Σ1 Γ1Σ2 · · · Γ1Σs

Γ2Σ1 Γ2Σ2 · · · Γ2Σs

...
...

...
ΓnΣ1 ΓnΣ2 · · · ΓnΣs

=
(
ΓiΣt

)
∈Mn×s(K).
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Ας δούμε κάποια παραδείγματα.

Παραδείγματα 4.2.2.1

i. Το γινόμενο ενός 2 × 2 πίνακα με έναν 2 × 3 πίνακα έχει ως αποτέλεσμα έναν 2 × 3
πίνακα. Έτσι,(

1 2
3 5

)(
0 3 1
1 2 4

)
=

(
1 · 0 + 2 · 1 1 · 3 + 2 · 2 1 · 1 + 2 · 4
3 · 0 + 5 · 1 3 · 3 + 5 · 2 3 · 1 + 5 · 4

)
=

(
2 7 9
5 19 23

)
.

2×2 2×3 2×3

ii. Το γινόμενο ενός 2× 3 πίνακα με έναν 2× 3 πίνακα δεν ορίζεται, αφού το πλήθος των
στηλών του πρώτου πίνακα δεν είναι ίσο με το πλήθος των γραμμών του δεύτερου.

iii. Έστω A ένας 3 × 2-πίνακας. Πολλαπλασιάζοντας τον A με τον μοναδιαίο πίνακα I2
παρατηρούμε ότι το γινόμενο A · I2 είναι ίσο με τον πίνακα A. Πράγματι:α1 α2

β1 β2
γ1 γ2

(1 0
0 1

)
=

α1 · 1 + α2 · 0 α1 · 0 + α2 · 1
β1 · 1 + β2 · 0 β1 · 0 + β2 · 1
γ1 · 1 + γ2 · 0 γ1 · 0 + γ2 · 1

 =

α1 α2

β1 β2
γ1 γ2


Όμοια διαπιστώνουμε ότι I3 · A = A (κάντε το!).

iv. Γενικότερα ισχύει ότι

In · A = A , A · Im = A , ∀A ∈Mn×m(K) .

v. Αντίστοιχα, το γινόμενο με τον μηδενικό πίνακα δίνει πάντα τον μηδενικό πίνακα των
διαστάσεων που προκύπτει από το γινόμενο. Έτσι,

A · 0m×s = 0n×s , 0s×n · A = 0s×m , ∀A ∈Mn×m(K) .

vi. Έστω οι πίνακες A =

(
2 −5
−1 3

)
και A′ =

(
3 5
1 2

)
. Παρατηρούμε ότι

A · A′ =
(

2 −5
−1 3

)(
3 5
1 2

)
=

(
1 0
0 1

)
=

(
3 5
1 2

)(
2 −5
−1 3

)
= A′ · A .

Λέμε ότι οA′ είναι ο αντίστροφος πίνακας τουA, καθώς το γινόμενο με τονA (και από
τις δύο μεριές) δίνει τον μοναδιαίο πίνακα και γράφουμε A−1 = A′.

vii. Έστω οι 3× 3 πίνακες

A =

−1 −2 2
2 2 0
3 1 4

 , B =

−6 −4 2
6 4 −2
3 2 −1

 .

Τότε

A · B =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 , B · A =

 4 6 −4
−4 −6 4
−2 −3 2

 και A · B 6= A · B.
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Βλέπουμε, λοιπόν, ότι εν γένει AB 6= BA. Επιπλέον, βλέπουμε ότι το γινόμενο δύο μη
μηδενικών πινάκων δύναται να είναι ο μηδενικός πίνακας. Τέλος, αφού

A ·

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 = A · B, ενώ B 6=

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 ,

βλέπουμε ότι στη γενική περίπτωση:

AB = AC 6=⇒ B = C .

viii. Έστω ότι A ∈ Mn×m(K) και έστω ότι πολλαπλασιάζουμε από τα δεξιά τον A με έναν
πίνακα στήλη B (οπότε ο αριθμός των στηλών του A είναι ίσος με τον αριθμό των
γραμμών του B και B ∈Mm×1(K)). Το γινόμενο AB θα είναι πίνακας στήλη με τόσες
γραμμές όσες και ο A, δηλ. AB ∈ Mn×1(K). Αντίστοιχα, αν πολλαπλασιάσουμε από
τα αριστερά τον A με έναν πίνακα γραμμή C (οπότε αναγκαστικά C ∈M1×n(K), τότε
το γινόμενο CA θα είναι πίνακας γραμμή και CA ∈M1×m(K).

ix. Έστω

X =

xy
z

 , C =
[
c1 c2 c3 c4

]
και A =


−1 −2 2
2 2 0
3 1 4
1 0 0

 . Τότε

A·X =


−x−2y+2z

2x+2y
3x+y+4z

x

, ενώ C·A =
[
−c1+2c2+3c3+c4 −2c1+2c2+c3 2c1+4c3

]
.

x. Έστω A ∈ Mn×m(K) με γραμμές Γ1, . . . ,Γn και B ∈ Mm×s(K) με στήλες Σ1, . . . , Σs.
Τότε

AB =


Γ1B
Γ2B
...

ΓnB

 =
[
AΣ1 AΣ2 · · · AΣs

]
.

xi. Αν A ∈ Mn(K), τότε μπορούμε να πολλαπλασιάσουμε τον A με τον εαυτό του. Γρά-
φουμε A2 για το A · A. Γενικότερα γράφουμε Am για το γινόμενο του A με τον εαυτό
τουm φορές.

xii. Αν A,B ∈ Mn(K) είναι δύο διαγώνιοι πίνακες, τότε προκύπτει εύκολα ότι AB είναι
διαγώνιος πίνακας και μάλιστα τα στοιχεία της κυρίας διαγώνιου του AB είναι το
γινόμενο των αντίστοιχων στοιχείων των πινάκων A και B. Έτσι

a1 0 · · · 0

0 a2
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 an



b1 0 · · · 0

0 b2
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 bn

 =


a1b1 0 · · · 0

0 a2b2
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 anbn
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ή ισοδύναμα

diag(a1, . . . , an) · diag(b1, . . . , bn) = diag(a1b1, . . . , anbn) .

Σημειώνουμε ότι ο πολλαπλασιασμός δύο διαγώνιων πινάκων είναι αντιμεταθετικός,
παρόλο που αυτό δεν ισχύει στη γενική περίπτωση για δύο τυχαίους τετραγωνικούς
πίνακες.

xiii. Έστω A ∈Mn×m(K), B ∈Mm×s(K). Τότε (AB)T = BTAT .
Απόδειξη. Έστω A = (aij), B = (bij) και ας συγκρίνουμε τα στοιχεία στη θέση (i, j)
των πινάκων (AB)T και BTAT . Το στοιχείο cij στη θέση (i, j) του (AB)T είναι ίσο με
το στοιχείο στη θέση (j, i) του AB. Άρα προκύπτει ως το γινόμενο της j-γραμμής του
A με τη i-στήλη του B και

cij =
m∑
k=1

ajkbki .

Αντίστοιχα, το στοιχείο στη θέση (i, j) του BTAT είναι το γινόμενο της i-γραμμής του
BT με τη j-στήλη του AT . Όμως, η i-γραμμή του BT είναι ο ανάστροφος πίνακας της
i-στήλης του B και αντίστοιχα η j-στήλη του AT είναι ο ανάστροφος της j-γραμμής
του A. Έχουμε λοιπόν το γινόμενο:

[
b1i · · · bmi

]
·

aj1...
ajm

 =
m∑
t=1

btiajt =
m∑
t=1

ajtbti = cij

Αποδείξαμε, λοιπόν, ότι (AB)T = BTAT ■

Στην πρόταση που ακολουθεί συγκεντρώνουμε δύο βασικές ιδιότητες του πολλαπλασια-
σμού πινάκων.

Πρόταση 4.2.2.2 Έστω A,A′ ∈Mn×m(K), B,B′ ∈Mm×s(K) και C ∈Ms×r(K). Τότε

(i) (προσεταιριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασμού) (A · B) · C = A · (B · C).

(ii) (επιμεριστική ιδιότητα) A · (B+B′) = A ·B+A ·B′ και (A+A′) ·B = A ·B+A′ ·B.

Απόδειξη. Θα αποδείξουμε ότι ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα για τον πολλαπλασιασμό
πινάκων και ζητούμε να επιβεβαιώσετε την επιμεριστική ιδιότητα με την ίδια τεχνική.
Έστω A =

(
aij
)
, B =

(
bjt
)
, C =

(
ctq
)
. Θα υπολογίσουμε το στοιχείο στη θέση (i, q) του

πίνακα (A ·B) ·C. Σημειώνουμε ότι το στοιχείο αυτό είναι ίσο με το γινόμενο της i-γραμμής
του (A · B) με τη q-στήλη του C. H i-γραμμή του (A · B) είναι ο 1× s πίνακας γραμμή[

m∑
κ=1

aiκbκ1

m∑
κ=1

aiκbκ2 · · ·
m∑

κ=1

aiκbκs

]
.

Πολλαπλασιάζοντας με τη q-στήλη του C βρίσκουμε ότι το στοιχείο στη θέση (i, q) του (A ·
B) · C είναι ίσο με

s∑
λ=1

(
m∑

κ=1

aiκbκλ

)
cλq = (ai1b11 + · · · aimbm1)c1q + · · ·+ (ai1b1s + · · · aimbms)csq .
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Bγάζοντας, τώρα, κοινό παράγοντα το στοιχείο aik (για κ = 1, . . . ,m) έχουμε ότι το στοιχείο
στη θέση (i, q) του (A · B) · C είναι:

ai1(b11c1q + · · · b1scsq) + · · ·+ aim(bm1c1q + · · · bmscsq) =
m∑

κ=1

aiκ

(
s∑

λ=1

bκλcλq

)
.

Όμως, το τελευταίο είναι ακριβώς το στοιχείο που προκύπτει από το γινόμενο της i-γραμμής
τουA με τη q-στήλη τουB ·C, είναι δηλαδή το στοιχείο στην (i, q)-θέση του πίνακαA·(B ·C).
Αποδείξαμε επομένως ότι (A · B) · C = A · (B · C) και ότι ο πολλαπλασιασμός πινάκων
ικανοποιεί την προσεταιριστική ιδιότητα. ■

Σημειώνουμε ότι όπως έχουμε ήδη δει στα παραδείγματα, ο πολλαπλασιασμός πινάκων
δεν ικανοποιεί την αντιμεταθετική ιδιότητα. Ας δούμε πόσο χρήσιμη είναι η προσεταιριστική
ιδιότητα. Έστω ότι A ∈ Mn(K) είναι κάποιος τετραγωνικός πίνακας. Έχουμε ήδη ορίσει
τον πίνακα A2 ως το γινόμενο A · A. Μπορούμε να ορίσουμε τον A3; Υπάρχει ένας μικρός
δισταγμός εδώ. Ποιος είναι ο πιο κατάλληλος ορισμός; Σαφώς και θέλουμε A3 = A · A · A.
Ωστόσο, γνωρίζουμε μόνο πώς να πολλαπλασιάσουμε δύο (και όχι τρεις) πίνακες. Θα πρέπει,
λοιπόν, στην έκφραση A · A · A να εισάγουμε παρενθέσεις για να δηλώσουμε τους πίνακες
που πολλαπλασιάζουμε ανά δύο. Και εδώ, δημιουργείται ένα δίλημα: είναιA3 = (A ·A) ·A ή
μήπως A3 = A · (A ·A); Η προσεταιριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασμού απαντά ότι αυτό
τελικά είναι ψευτοδίλημμα καθώς

(A · A) · A = A · (A · A),

έτσι και οι δύο τρόποι είναι ισοδύναμοι. Γενικότερα, ορίζουμε

Am := (Am−1) · A = A · · ·A︸ ︷︷ ︸
m−φορές

, για m ∈ N,

με A0 = In. Με χρήση της προσεταιριστικής ιδιότητας μπορείτε εύκολα να επιβεβαιώσετε
(κάντε το!) ότι για έναν τετραγωνικό πίνακα A ισχύει ότι

AκAλ = Aκ+λ, (Aκ)λ = Aκλ, για κ, λ ∈ N .

Παρατηρήσεις 4.2.2.3

(α) Είδαμε ότι (AB)T = BTAT . Εύκολα γενικεύεται η ιδιότητα αυτή σε γινόμενο περισ-
σότερων παραγόντων. Αν A1, A2, . . . , Aµ είναι πίνακες με στοιχεία από το σώμα K,
κατάλληλου τύπου ώστε να έχουν νόημα οι πράξεις που σημειώνονται, τότε

(A1 · A2 · · ·Aµ)
T = A T

µ · · ·A T
2 · A T

1 .

Η απόδειξη γίνεται με χρήση μαθηματικής επαγωγής και καλείστε να την κάνετε.

(β) Aν A = diag(a1, . . . , an) και m ∈ N, τότε Am είναι διαγώνιος πίνακας και είναι πολύ
απλό να περιγράψουμε τα στοιχεία στην κύρια διαγώνιο (τα στοιχεία του A ανυψω-
μένα στηm-στή δύναμη). Δοκιμάστε, λοιπόν, να αποδείξετε το επόμενο με μαθηματική
επαγωγή στοm:

Έστω A = diag(a1, . . . , an) . Τότε Am = diag(am1 , . . . , amn ) , ∀m ∈ N .
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Για τους τετραγωνικούς πίνακες, ενδιαφέρει ιδιαίτερα, αν ξεκινώντας με έναν τετραγω-
νικό πίνακα και πολλαπλασιάζοντας από τα δεξιά ή τα αριστερά με έναν άλλον τετραγω-
νικό πίνακα θα έχουμε ως αποτέλεσμα τον μοναδιαίο πίνακα. Με βάση αυτήν την ιδιότητα,
μελετάμε μία εξαιρετικά σημαντική κατηγορία πινάκων, τους αντιστρέψιμους πίνακες. Συ-
γκεκριμένα, έστω ο τετραγωνικός πίνακας A ∈ Mn(K). Αν υπάρχει A′ ∈ Mn(K) τέτοιος
ώστε A · A′ = A′ · A = In, τότε ο A λέγεται αντιστρέψιμος και ο A′ λέγεται ο αντίστροφος
του A και συμβολίζεται με A−1.

Παρατηρήσεις 4.2.2.4

(α) Ο μηδενικός πίνακας είναι προφανώς μη αντιστρέψιμος. Ωστόσο, δεν είναι δύσκολο
να κατασκευάσουμε παραδείγματα μη μηδενικών τετραγωνικών πινάκων που επίσης
δεν αντιστρέφονται (δείτε τα παραδείγματα που ακολουθούν).

(β) Ο μοναδιαίος n× n-πίνακας In είναι αντιστρέψιμος και μάλιστα I −1n = In, αφού
In · In = In .

(γ) Αν ο πίνακας A ∈Mn(K) είναι αντιστρέψιμος, τότε αποδεικνύεται ότι ο πίνακας A−1
είναι μοναδικός και ορθά αναφερόμαστε στον αντίστροφό του A. Τι σημαίνει αυτό;
Έστω ότι υπάρχουν δύο πίνακες B,C ∈ Mn(K) για τους οποίους γνωρίζουμε μόνον
ότι ικανοποιούν την ιδιότητα του αντίστροφου πίνακα του A. Δηλαδή έστω ότι η πλη-
ροφορία που έχουμε για τους B,C είναι ότι AB = BA = In και ότι AC = CA = In.
Είναι αρκετό αυτό για να τους αναγνωρίσουμε; Η απάντηση είναι θετική και μπορούμε
με βεβαιότητα να πούμε ότι B = C. Πράγματι:

AB = In ⇒ C(AB) = CIn ⇒ (CA)B = C ⇒ InB = C ⇒ B = C .

Παραδείγματα 4.2.2.5

i. Έστω A =

(
1 2
0 0

)
∈M2(R). Θα δείξουμε ότι A δεν είναι αντιστρέψιμος πίνακας.

Πράγματι, έστω A′ =

(
x y
z w

)
∈M2(R) τέτοιος ώστε A · A′ = I2. Τότε

(
1 1
0 0

)(
x y
z w

)
=

(
1 0
0 1

)
και άρα

(
x+ z y + w
0 0

)
=

(
1 0
0 1

)
,

το οποίο είναι αδύνατον (δείτε τη δεύτερη γραμμή στην εξίσωση των πινάκων), άρα A
δεν είναι αντιστρέψιμος πίνακας.

ii. Είναι φανερό, ότι αν ο πίνακας A ∈ Mn(K) έχει τη i-γραμμή μηδέν, τότε δεν υπάρχει
πίνακας A′ τέτοιος ώστε A · A′ = In, αφού για κάθε πίνακα B ∈ Mn(K), η i-γραμμή
του A ·B είναι μηδέν, ενώ η i-γραμμή του In δεν είναι μηδέν. Επομένως, ο A δεν είναι
αντιστρέψιμος πίνακας.

iii. Το ίδιο επιχείρημα δείχνει ότι αν ο πίνακας A ∈ Mn(K) έχει κάποια μηδενική στήλη,
τότε ο A δεν είναι αντιστρέψιμος πίνακας (καθώς για όλους τους πίνακες B ∈Mn(K)
η αντίστοιχη στήλη του γινόμενου B · A είναι και αυτή μηδέν).
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iv. Ας δούμε ένα ακόμη παράδειγμα μη αντιστρέψιμου πίνακα. Έστω A =

(
1 1
1 1

)
∈

M2(R) και έστω ότι υπάρχει A′ =
(
x y
z w

)
∈M2(R), τέτοιο ώστε A · A′ = I2. Τότε

(
1 1
1 1

)(
x y
z w

)
=

(
1 0
0 1

)
και άρα

(
x+ z y + w
x+ z y + w

)
=

(
1 0
0 1

)
.

Ας συγκρίνουμε, τώρα, την πρώτη στήλη των δύο πινάκων στην τελευταία εξίσωση
πινάκων. Αφού οι πίνακες είναι ίσοι, θα πρέπει οι ακόλουθες εξισώσεις να ισχύουν
ταυτόχρονα: x + z = 1 και x + z = 0. Αυτό όμως είναι αδύνατον (σε αντίστοιχο
αδιέξοδο θα οδηγούμασταν αν συγκρίναμε τις δεύτερες στήλες, ήδη όμως έχουμε δείξει
το άτοπο και δεν υπάρχει λόγος να συνεχίσουμε την ανάλυση). Καταλήξαμε σε άτοπο
και επομένως ο A δεν είναι αντιστρέψιμος.

v. Έστω A =

(
0 −1
−1 0

)
∈M2(R). Θα δείξουμε ότι A είναι αντιστρέψιμος πίνακας.

Ας προσπαθήσουμε αρχικά να βρούμε έναν πίνακαA′, τέτοιον ώστεA·A′ = I2. Καθώς
δεν γνωρίζουμε a priori τις τιμές των στοιχείων του A′, βάζουμε αγνώστους στη θέση
των τιμών αυτών. Η διαδικασία αυτή μας δίνει ένα σύστημα εξισώσεων. Συγκεκριμένα
έστω

A′ =

(
x y
z w

)
και έστω ότι A · A′ = I2 ⇒

(
−z −w
−x −y

)
=

(
1 0
0 1

)
.

Από την ισότητα των πινάκων, παίρνουμε τέσσερις εξισώσεις, −z = 1, −w = 0, −x =
0, −y = 1 και αφού οι εξισώσεις μπορούν να επιλυθούν ταυτόχρονα με y = z = −1

και x = w = 0, βλέπουμε ότι ο πίνακας A′ =
(

0 −1
−1 0

)
έχει την ιδιότητα A · A′ = I2.

Παρατηρούμε ότι A = A′, δηλ. βλέπουμε ότι A2 = I2. Αυτό σημαίνει ότι ο πίνακας A
είναι αντιστρέψιμος και A−1 = A.

vi. Έστω A =

(
−1 1
−1 0

)
∈M2(K). Για να δείξουμε ότι ο A είναι αντιστρέψιμος πίνακας,

επιβεβαιώνουμε ότι η εξίσωση πινάκων A · A′ = I2 έχει λύση, όπου

A′ =

(
x y
z w

)
∈M2(R) .

Πράγματι προκύπτουν τέσσερις εξισώσεις με λύσεις x = 0, y = w = −1 και z = 1.
Έτσι ο πίνακας

A′ =

(
0 −1
1 −1

)
έχει την ιδιότητα A ·A′ = I2. Αρκεί αυτό για να συμπεράνουμε ότι ο A είναι αντιστρέ-
ψιμος; Η προσωρινή απάντηση είναι «όχι», καθώς σύμφωνα με τον ορισμό θα πρέπει
να βεβαιωθούμε ότι το γινόμενο A′ ·A (και όχι μόνο το γινόμενο A ·A′) είναι ίσο με τον
μοναδιαίο πίνακα I2. Στη συγκεκριμένη περίπτωση αυτό ισχύει (επιβεβαιώστε το!) και
έτσι ο A είναι αντιστρέψιμος πίνακας. Θα δούμε αργότερα ότι τελικά ο έλεγχος αυτός
δεν θα είναι αναγκαίος, ωστόσο δεν είμαστε ακόμα σε θέση να το αποδείξουμε.



ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ 81

vii. Έστω τώρα D ένας διαγώνιος πίνακας. Αν έστω και ένα από τα στοιχεία της κύριας
διαγώνιου του D είναι μηδέν, τότε εκείνη η γραμμή του D έχει μόνο μηδενικά στοι-
χεία και κατά συνέπεια ο D δεν είναι αντιστρέψιμος, όπως έχουμε ήδη παρατηρήσει
νωρίτερα.
Αν τα στοιχεία της κύριας διαγώνιου του διαγώνιου πίνακα D δεν είναι μηδέν, τότε
ο D είναι αντιστρέψιμος και ο D−1 είναι και αυτός διαγώνιος: τα στοιχεία στην κύ-
ρια διαγώνιο του D−1 είναι τα αντίστροφα των στοιχείων στην κύρια διαγώνιο του D.
Συγκεκριμένα:

Αν d1 · · · dn 6= 0 , τότε diag(d1, . . . , dn)−1 = diag( 1
d1
, . . . ,

1

dn
) .

Πράγματι, αν d1 · · · dn 6= 0, τότε πολλαπλασιάζοντας τους διαγώνιους πίνακες
diag(d1, . . . , dn) και diag(

1

d1
, . . . ,

1

dn
) από τα δεξιά και τα αριστερά προκύπτει ο διαγώ-

νιος πίνακας που τα στοιχεία στην κύρια διαγώνιο είναι τα γινόμενα των αντίστοιχων
στοιχείων, δηλαδή ο μοναδιαίος πίνακας In.

Αν A ∈ Mn(K) και A είναι αντιστρέψιμος πίνακας, τότε, εκτός από τις θετικές δυνάμεις
του A, μπορούμε να ορίσουμε και τις αρνητικές δυνάμεις του A ως εξής:

A−µ =
(
A−1

)µ
= A−1 · A−1 · · ·A−1︸ ︷︷ ︸

µ−φορές

, για µ ∈ N .

Παρατηρήσεις 4.2.2.6

(α) Έχουμε ήδη παρατηρήσει ότι για έναν τετραγωνικό πίνακαA ισχύει η ισότηταAκAλ =
Aκ+λ και (Aκ)λ = Aκλ, για φυσικούς αριθμούς κ, λ. Αν o A είναι αντιστρέψιμος πίνα-
κας, τότε οι σχέσεις αυτές εύκολα αποδεικνύονται για όλους τους ακέραιους, δηλαδή
AκAλ = Aκ+λ και (Aκ)λ = Aκλ για, κ, λ ∈ Z (επιβεβαιώστε το!).

(β) I µ
n = In, για µ ∈ Z.

(γ) Σημειώνουμε ότι εν γένει (AB)κ 6= AκBκ, για A,B ∈Mn(K), ακόμα και αν οι πίνακες
A,B είναι αντιστρέψιμοι. Αυτό σημαίνει ότι δεν ισχύουν στους πίνακες οι ταυτότητες
που ισχύουν στους αριθμούς. Για παράδειγμα:

• (A+B)2 = (A+B)(A+B) = A2 + AB +BA+B2 και όχι A2 + 2AB +B2.
• (A+B)(A− B) = A2 − AB +BA− B2 και όχι A2 − B2.

(δ) Αν A ∈Mn(K), τότε ισχύει ότι (
Aµ
)T

=
(
AT
)µ

για θετικά µ. Το είδαμε αυτό, όταν σχολιάσαμε τη συμπεριφορά του ανάστροφου σε
σχέση με το γινόμενο πινάκων (πάρτε εδώ A1, . . . , Aµ να είναι όλα A). Εναλλακτικά,
χρησιμοποιήστε και πάλι τη μαθηματική επαγωγή. Επιπλέον, αφού ήδη έχετε δείξει το
παραπάνω, δοκιμάστε να δείξετε ότι για αντιστρέψιμους πίνακες ισχύει η σχέση(

Aµ
)T

=
(
AT
)µ

για όλα τα µ ∈ Z.
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Παράδειγμα 4.2.2.7 Έστω A =

(
−1 1
−1 0

)
∈ M2(K). Σε προηγούμενο παράδειγμα είδαμε

ότι ο A είναι αντιστρέψιμος. Θα υπολογίσουμε τον πίνακα A−2021 και στη συνέχεια τις δυνά-
μεις An, για n ∈ Z. Αρχικά, υπολογίζουμε τις πρώτες θετικές δυνάμεις του A. Έχουμε:

• A2 =

(
−1 1
−1 0

)(
−1 1
−1 0

)
=

(
0 −1
1 −1

)

• A3 = A2A =

(
0 −1
1 −1

)(
−1 1
−1 0

)
=

(
1 0
0 1

)
.

Παρατηρούμε ότι αφού A3 = A · A2 = A2 · A = I2, ο αντίστροφός του A είναι στην πραγ-
ματικότητα δύναμη του A: A−1 = A2. Αυτό είναι εξαιρετικά χρήσιμο στο να υπολογίσουμε
θετικές και αρνητικές δυνάμεις του A. Καθώς A3 = I2, για να υπολογίσουμε τον A−2021, κά-
νουμε πρώτα την Ευκλείδεια διαίρεση του−2021 με το 3. Βλέπουμε ότι−2021 = 3·(−674)+1.
Επομένως,

A−2021 = A3·(−674)+1 = A3·(−674)A = (A3)−674A = (I2)
−674A = I2A = A .

Έστω, τώρα, n ∈ Z. Για να υπολογίσουμε τον An, εκτελούμε πρώτα την Ευκλείδεια διαίρεση
του n με το 3. Έστω ότι n = 3ρ+ υ, όπου ρ, υ ∈ Z και 0 ≤ υ < 3. Έχουμε ότι:

An = A3ρ+υ =
(
A3
)ρ · Aυ = I ρ

2 · Aυ = I2 · Aυ = Aυ.

Επομένως An =


I2 , αν n = 3ρ
A , αν n = 3ρ+ 1
A2, αν n = 3ρ+ 2

.

Παρατηρήσεις 4.2.2.8

(α) Αν A,B ∈ Mn(K) και AB = 0n ενώ B 6= 000, τότε με βεβαιότητα μπορούμε να πούμε
ότι ο A δεν είναι αντιστρέψιμος. Πράγματι, αν ο A ήταν αντιστρέψιμος και υπήρχε ο
πίνακας A−1, τότε

AB = 000 ⇒ A−1(AB) = A−1000 ⇒ (A−1A)B = 000 ⇒ InB = 000 ⇒ B = 000,

το οποίο είναι άτοπο.
Όμοια αν A,B ∈ Mn(K) και AB = 0n ενώ A 6= 000, τότε μπορούμε να συμπεράνουμε
ότι ο B δεν είναι αντιστρέψιμος (μιμηθείτε την προηγούμενη απόδειξη!).

(β) Αν αναρωτιέστε πώς είναι δυνατόν δύο μη μηδενικοί πίνακες να έχουν γινόμενο τον
μηδενικό πίνακα, σας υπενθυμίζουμε ότι σε προηγούμενο παράδειγμα έχουμε ήδη δει
δύο μη μηδενικούς 3× 3 πίνακες που το γινόμενό τους είναι ο μηδενικός πίνακας. Μά-
λιστα, χωρίς μεγάλη δυσκολία, μπορούμε να κατασκευάσουμε πίνακες A ∈ Mn(K)
που δεν είναι μηδέν και που παρόλα αυτά κάποια δύναμή τους Am είναι μηδέν. Ση-
μειώνουμε ότι ο A σε όλες αυτές τις περιπτώσεις είναι βέβαια μη αντιστρέψιμος, αφού
Am = Am−1A = 000. Ας δούμε ένα συγκεκριμένο παράδειγμα ενός 3 × 3 μη μηδενικού
πίνακα A, με A3 = 000.

A =

0 1 0
0 0 1
0 0 0

 , A2 =

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 6= 000, A3 = 000.
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(γ) Αν οA είναι αντιστρέψιμος καιAB = AC, τότε αυτόματα έχουμε ότιB = C, δηλ. ισχύει
ο νόμος της διαγραφής. Ας δούμε την απόδειξη:

B = AC ⇒ A−1(AB) = A−1(AC) ⇒ (A−1A)B = (A−1A)C ⇒
⇒ InB = InC ⇒ B = C .

Σημειώνουμε ότι αν A ∈ Mn(K) δεν είναι αντιστρέψιμος, τότε υπάρχουν πίνακες
B,C ∈ Mn(K) με AB = AC, ενώ B 6= C. Παρόλο που έχουμε ήδη δει τέτοια παρα-
δείγματα για συγκεκριμένο (μη αντιστρέψιμο) πίνακα A, δεν είναι καθόλου προφανές
ότι αν μας δοθεί ένας οποιοσδήποτε μη αντιστρέψιμος πίνακας A θα μπορέσουμε να
βρούμε δύο τέτοιους πίνακεςB,C. Ωστόσο, όπως θα δούμε όταν μιλήσουμε για ορίζου-
σες πινάκων και προσαρτημένους πίνακες, αν A ∈ Mn(K) δεν είναι αντιστρέψιμος,
τότε ο προσαρτημένος πίνακας B του A ικανοποιεί την ιδιότητα AB = 0 και έτσι, για
την επιβεβαίωση του ισχυρισμού μας, αρκεί να βεβαιωθούμε ότι B δεν είναι ο μηδενι-
κός πίνακας. Θα τα δούμε, όμως, αυτά αργότερα.

4.2.3 Γινόμενο Αριθμού με Πίνακα

Έστω A =
(
aij
)
∈ Mn×m(K). Ορίζουμε το γινόμενο ενός στοιχείου κ ∈ K με τον πίνακα A

να είναι ο πίνακας που προκύπτει από τον A, αν πολλαπλασιάσουμε κάθε στοιχείο του A επί
το κ. Ο πίνακας αυτός συμβολίζεται με κ · A ή κA,

κA =
(
κaij

)
∈Mn×m(K).

Η πράξη
K ×Mn×m(K)→Mn×m(K) : (κ,A) 7→ κA

ονομάζεται βαθμωτός ή σκαλινός πολλαπλασιασμός αριθμού με πίνακα ώστε να γίνεται
διάκριση από τον πολλαπλασιασμό πινάκων.

Παραδείγματα 4.2.3.1

i. 3

 1 2
−1 0
0 4

=

 3 6
−3 0
0 −12

.

ii. 0 · A = 000, για A ∈Mn×m(K).

iii. Αντίστροφα, αν kA = 000, τότε k = 0 ή A = 000.
Πράγματι, έστω A =

(
aij
)
και έστω ότι kA = 000. Αν k = 0, δεν έχουμε κάτι άλλο να

αποδείξουμε. Αν όμως k 6= 0, τότε πρέπει να δείξουμε ότι aij = 0, ∀i, j. Αυτό προκύπτει
ως εξής:

κA = 000 ⇒
(
κaij

)
= 000 ⇒ κaij = 0, ∀ i, j ⇒ aij = 0, ∀ i, j ( αφού κ 6= 0)⇒ A = 000.

iv. Έστω d ∈ K. Τότε dIn = diag(d, . . . , d). Επιπλέον, παρατηρούμε ότι ανA ∈Mn×m(K),
τότε dA = (dIn)A = diag(d, . . . , d)A = A(dIm). Έτσι, ο πολλαπλασιασμός αριθμού με
πίνακα είναι ειδική περίπτωση πολλαπλασιασμού πινάκων.

Στην επόμενη πρόταση συγκεντρώνουμε τις ιδιότητες του βαθμωτού γινομένου αριθμού με
πίνακα.
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Πρόταση 4.2.3.2 Έστω A ∈Mn×m(K) και κ, λ ∈ K. Τότε
(i) κ(A+B) = κA+ κB, ∀B ∈Mn×m(K).

(ii) (κ+ λ)A = κA+ λA.

(iii) (κλ)A = κ(λA).

(iv) (κA)B = A(κB) = κ(AB), ∀B ∈Mm×s(K).

(v) (κA)T = κAT .

Απόδειξη. Οι αποδείξεις είναι εύκολες και καλείστε να συμπληρώσετε τις λεπτομέρειες ως
άσκηση. ■

Παρατηρήσεις 4.2.3.3
(α) Έστω A ∈ Mn(K), κ ∈ K. Με χρήση της μαθηματικής επαγωγής μπορούμε να δεί-

ξουμε ότι (
κA
)m

= κmAm , ∀m ∈ N.

Θα δείξουμε το επαγωγικό βήμα από τοm− 1 στοm:

(κA)m = (κA)m−1(κA)
(a)
=== (κm−1Am−1)(κA)

(b)
=== κ

(
(κm−1Am−1)A

) (c)
===

κ
(
κm−1(Am−1A)

)
= κ

(
κm−1Am

) (d)
===

(
κκm−1

)
Am = κmAm ,

όπου η ισότητα στο (a) είναι λόγω εφαρμογής της υπόθεσης της επαγωγής για το
(κA)m−1, στο (b) είναι λόγωπρώτης εφαρμογής της ιδιότητας (iv) τηςΠρότασης 4.2.3.2,
στο (c) είναι λόγω δεύτερης εφαρμογής της ίδιας ιδιότητας, ενώ στο (d) προκύπτει με
εφαρμογή της ιδιότητας (iii) της Πρότασης 4.2.3.2.
Στην επόμενη ενότητα θα δούμε ότι αν A είναι αντιστρέψιμος πίνακας, κ 6= 0, τότε
ισχύει γενικότερα ότι (

κA
)m

= κmAm , ∀m ∈ Z.

(β) Έστω A =
(
aij
)
∈ Mn×m(K). Παρατηρούμε ότι (−1)A =

(
−aij

)
= −A, δηλ. το

γινόμενο αριθμού με πίνακα (−1)A ισούται με τον αντίθετο του A,
(−1)A = −A.

Ένας n ×m-πίνακας μονάδα είναι ένας n ×m-πίνακας που έχει όλα τα στοιχεία του 0
εκτός από ένα, η τιμή του οποίου είναι 1. Ένας πίνακας μονάδα συμβολίζεται με Eij εφόσον
στην (i, j)-θέση έχει το 1. Είναι σημαντικό να προσδιορίζουμε τον τύπο του πίνακα μονάδα
που χρησιμοποιούμε κάθε φορά. Για παράδειγμα, οι επόμενοι δύο πίνακες μονάδα συμβολί-
ζονται και οι δύο με E12, ο πρώτος είναι 2× 2-πίνακας μονάδα, ενώ ο δεύτερος είναι 2× 3-
πίνακας μονάδα: (

0 1
0 0

)
,

(
0 1 0
0 0 0

)
.

Κάθε πίνακας μπορεί να γραφεί ως γραμμικός συνδυασμός πινάκων μονάδα. Ειδικότερα, αν
A = (aij) ∈Mn×m(K), τότε

A =
n∑

i=1

m∑
j=1

aijEij.

Η έμφαση στην προηγούμενη σχέση είναι στους δείκτες n,m των αθροισμάτων.
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Παραδείγματα 4.2.3.4

i. Θα γράψουμε τον πίνακα A =

(
3 2 0
5 0 8

)
ως γραμμικό συνδυασμό πινάκων μονάδα.

Έχουμε:

A = 3

(
1 0 0
0 0 0

)
+ 2

(
0 1 0
0 0 0

)
+ 5

(
0 0 0
1 0 0

)
+ 8

(
0 0 0
0 0 1

)
E11 E12 E21 E23

.

Σημειώνουμε επίσης ότι

A

x1x2
x3

 =

[
3x1 + 2x2
5x1 + 8x3

]
= x1

[
3
5

]
+ x2

[
2
0

]
+ x3

[
0
8

]
= x1Σ1 + x2Σ2 + x3Σ3 ,

όπου Σ1,Σ2,Σ3 οι στήλες του A.

ii. Γενικότερα, έστω A ∈Mn×m(K) με στήλες Σ1, . . . ,Σm. Τότε

A

x1...
xm

 =
[
Σ1 · · · Σm

] x1...
xm

 = x1Σ1 + · · ·+ xmΣm.

4.3 Ιδιότητες αντιστρέψιμων Πινάκων

Σε αυτήν την ενότητα καταγράφουμε και πειραματιζόμαστε με ιδιότητες αντιστρέψιμων πι-
νάκων.

Πρόταση 4.3.0.1 Έστω A,B ∈Mn(K) αντιστρέψιμοι, 0 6= κ ∈ K και µ ∈ N. Τότε

(i) AB είναι αντιστρέψιμος και (AB)−1 = B−1A−1,

(ii) Aµ είναι αντιστρέψιμος και
(
Aµ
)−1

=
(
A−1

)µ, για µ ∈ N,

(iii) κA είναι αντιστρέψιμος και (κA)−1 =
1

κ
A−1,

(iv) A−1 είναι αντιστρέψιμος και
(
A−1

)−1
= A,

(v) AT είναι αντιστρέψιμος και
(
AT
)−1

=
(
A−1

)T .
Απόδειξη. Θα αποδείξουμε ενδεικτικά τις ιδιότητες (i), (v). Για το (i), θέλουμε να δείξουμε
ότι ο αντίστροφος του M = AB είναι ο πίνακας M ′ = B−1A−1. Για να δείξουμε το ζητού-
μενο, θα θεωρήσουμε τα γινόμεναMM ′ καιM ′M και θα δείξουμε ότι δίνουν τον μοναδιαίο
πίνακα. Πράγματι:

(AB)(B−1A−1) =
[
A(BB−1)

]
A−1 = (AIn)A

−1 = AA−1 = In.

Όμοια έχουμε (B−1A−1)(AB) = In, επομένως το γινόμενο AB είναι αντιστρέψιμος πίνακας
και (AB)−1 = B−1A−1.
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Για το (v), θέλουμε να δείξουμε ότι ο αντίστροφος του M = AT είναι ο πίνακας M ′ =
(A−1)T . Για να δείξουμε το ζητούμενο, θα θεωρήσουμε τα γινόμεναMM ′ καιM ′M και θα
δείξουμε ότι δίνουν τον μοναδιαίο πίνακα. Πράγματι:

AT
(
A−1

)T
=
(
A−1A

)T
= I T

n = In.

Όμοια ισχύει
(
A−1

)T
AT = In, επομένως ο ανάστροφος του A, δηλ. ο πίνακας AT είναι αντι-

στρέψιμος πίνακας και ο αντίστροφός του είναι ο ανάστροφος του A−1. ■

Το σύνολο των αντιστρέψιμων πινάκων του Mn(K) εφοδιασμένο με την πράξη του πολ-
λαπλασιασμού πινάκων συμβολίζεται μεGLn(K) και ονομάζεται γενική γραμμική ομάδα.
Είναι μία από τις πιο σημαντικές ομάδες που εμφανίζεται σε διαφορετικές επιστήμες. Έτσι:

GLn(K) = {A ∈Mn(K) : A είναι αντιστρέψιμος}.

Παρατηρήσεις 4.3.0.2

(α) Με εύκολη επαγωγή στον αριθμό των παραγόντων αποδεικνύεται ότι αν A1, . . . , As ∈
GLn(K), τότε και το γινόμενο A1 · · ·As ∈ GLn(K) και

(A1 · A2 · · ·As)
−1 = A−1s · · ·A−12 A−11 .

(β) Αν ο πίνακας A ∈ GLn(K), τότε, αφού (−1) · A = −A, έχουμε ότι −A ∈ GLn(K) και

(−A)−1 = 1

−1
· A−1 = (−1) · A−1 = −A−1.

(γ) Αν ο πίνακας A ∈ GLn(K), κ 6= 0, τότε
(
κA
)m

= κmAm , ∀m ∈ Z.
Έχουμε ήδη δει ότι η ισότητα ισχύει για θετικούς ακέραιους m και για όλους τους τε-
τραγωνικούς πίνακες, βλ. Παρατήρηση 4.2.3.3.α. Μένει, λοιπόν, να τη δείξουμε για
αρνητικούς ακέραιους m. Σημειώνουμε ότι στην περίπτωση αυτή m = −|m|. Επομέ-
νως,

(
κA
)−|m| (a)

===
(
(κA)−1

)|m| (b)
===

(
1

κ
A−1

)|m|
(c)
===

1

κ|m|
(A−1)|m|

(d)
=== κmAm,

όπου η ισότητα στο (a) είναι από τον ορισμό, η ισότητα στο (b) είναι με εφαρμογή
του (iii) της Πρότασης 4.3.0.1, η ισότητα στο (c) είναι με εφαρμογή της Παρατήρησης
4.2.3.3.α για τον θετικό εκθέτη |m| και τον πίνακα A−1, ενώ η ισότητα στο (d) είναι
από τον ορισμό.

Σημειώνουμε ότι αν A,B ∈ GLn(K), τότε A + B δύναται να μην είναι αντιστρέψιμος
πίνακας. Πάρτε για παράδειγμα B = −A. Τότε A+B = 000 που ασφαλώς δεν είναι αντιστρέ-
ψιμος. Εύκολα επίσης κατασκευάζουμε παραδείγματα με μη αντιστρέψιμους πίνακες που το
άθροισμά τους είναι αντιστρέψιμος πίνακας. Δείτε ότι ο μοναδιαίος πίνακας I2 γράφεται ως
τέτοιο άθροισμα:

I2 =

(
1 0
0 1

)
=

(
1 0
0 0

)
+

(
0 0
0 1

)
.

Σε κάποιες περιπτώσεις, μπορούμε να δείξουμε ότι ο πίνακας είναι αντιστρέψιμος από κά-
ποια γραμμική σχέση που ικανοποιούν οι δυνάμεις του πίνακα.
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Παραδείγματα 4.3.0.3

i. Έστω ότι για τον A ∈Mn(K) ισχύει

A3 − 7A+ 6In = 000.

Θα δείξουμε ότι ο A ∈ GLn(K).

A3 − 7A+ 6In = 000 ⇔ −A3 + 7A = 6In ⇔ −1

6
A3 +

7

6
A = In

Από την επιμεριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασμού μπορούμε να βγάλουμε κοινό
παράγοντα τον πίνακα A από τα αριστερά ή τα δεξιά του πρώτου σκέλους αυτής της
ισότητας. Έτσι έχουμε:

A (−1

6
A2 +

7

6
In) = In και (−1

6
A2 +

7

6
In)A = In,

επομένως ο A είναι αντιστρέψιμος πίνακας, με A−1 = −1

6
A2 +

7

6
In.

ii. Έστω ότι για τον A ∈Mn(K) ισχύει

A3 − A2 + 2A = 000.

Θα δείξουμε ότι οA δεν είναι αντιστρέψιμος. Πράγματι, από την επιμεριστική ιδιότητα
του πολλαπλασιασμού μπορούμε να βγάλουμε κοινό παράγοντα τον πίνακα A από τα
αριστερά του πρώτου σκέλους αυτής της ισότητας και έχουμε:

A3 − A2 + 2A = 000 ⇔ A(A2 − A+ 2In) = 000 .

Από την Παρατήρηση 4.2.2.8.α βλέπουμε αμέσως ότι ο A δεν είναι αντιστρέψιμος.

Θυμίζουμε ότι αν A =
(
aij
)
∈ Mn(K), τότε το ίχνος του A είναι το άθροισμα Tr(A) =

a11 + a22 + · · · + ann. Έστω A,B ∈ Mn(K). Το ίχνος συμπεριφέρεται πολύ καλά ως προς
το άθροισμα, αφού είναι πολύ εύκολο να δούμε ότι αν A,B ∈ Mn(K), τότε Tr(A + B) =
Tr(A) + Tr(B). Δεν υπάρχει, όμως, λόγος και δεν είναι σωστό να θεωρήσουμε ότι το ίχνος
του γινόμενου AB είναι το γινόμενο των ιχνών του A και του B. Για ένα απλό παράδειγμα
που δείχνει ότι αυτό δεν ισχύει, παρατηρήστε ότι Tr(I2) = 2, I 2

2 = I2, ενώ ασφαλώς 2 =
Tr(I2) 6= (Tr(I2))2 = 4. Θα δούμε όμως ότι μία πολύ ενδιαφέρουσα κατηγορία πινάκων
έχουν το ίδιο ίχνος. Έστω A,B ∈ Mn(K). Συγκεντρώνουμε τις ιδιότητες του ίχνους στην
επόμενη πρόταση:

Πρόταση 4.3.0.4 Έστω A,B ∈Mn(K). Τότε ισχύουν οι επόμενες σχέσεις:

(i) Tr(A+B) = Tr(A) + Tr(B).

(ii) Tr(κA) = κTr(A), για κάθε κ ∈ K.

(iii) Tr(AT ) = Tr(A).

(iv) Tr(AB) = Tr(BA).

(v) Tr(PAP−1) = Tr(A), για κάθε P ∈ GLn(K).
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Απόδειξη. Οι ιδιότητες (i) και (ii) προκύπτουν άμεσα από τον ορισμό του ίχνους, του αθροί-
σματος πινάκων και του βαθμωτού πολλαπλασιασμού αριθμού με πίνακα, ενώ η (iii) έπεται
από το γεγονός ότι οι πίνακες A και AT έχουν ίδια κύρια διαγώνιο.
Για το (iv), έστω A =

(
aij
)
και B =

(
bij
)
. Επιπλέον, ας θεωρήσουμε για συντομία ότι

AB = (cij), ενώ BA = (dij). Παρατηρούμε ότι τα στοιχεία cii και dii στη θέση (i, i) της
κύριας διαγώνιου των AB και BA αντίστοιχα είναι τα αθροίσματα

cii =
n∑

κ=1

aiκbκi, dii =
n∑

λ=1

biλaλi.

Τα στοιχεία αυτά δεν υπάρχει λόγος να είναι ίσα. Ωστόσο, παίρνοντας το άθροισμά τους ως
προς όλα τα i, από το 1 έως το n, βλέπουμε ότι κάθε προσθετέος του Tr(AB) αντιστοιχεί σε
έναν ακριβώς προσθετέο του Tr(BA). Συγκεκριμένα, ο προσθετέος aiκbκi του cii του Tr(AB)
είναι ο προσθετέος bκiaiκ του dκκ του Tr(BA). Έτσι:

Tr(AB) =
n∑

i=1

cii =
n∑

i=1

n∑
κ=1

aλκbκλ =
n∑

κ=1

n∑
i=1

aλκbκλ =
n∑

κ=1

n∑
i=1

bκλaλκ =
n∑

κ=1

dκκ = Tr(BA)

και αποδείχθηκε η επιθυμητή ισότητα.
Για το (v) εφαρμόζουμε την ιδιότητα (iv) για το ίχνος του πίνακα (PA)P−1:

Tr(PAP−1) = Tr
[
(PA)P−1

]
= Tr

[
P−1(PA)

]
= Tr

[
(P−1P )A

]
= Tr(InA) = Tr(A)

και αποδείχθηκε η επιθυμητή ισότητα. ■

Οι πίνακες A,B λέγονται όμοιοι αν υπάρχει αντιστρέψιμος πίνακας P ∈ Mn(K) τέτοιος
ώστε B = PAP−1. Βλέπουμε, λοιπόν, ότι όμοιοι πίνακες έχουν ίδιο ίχνος.

4.4 Εργαστήριο με Mathematica

Εισάγουμε έναν πίνακα στο Mathematica ως μία « λίστα » αποτελούμενη από « λίστες » (τις
γραμμές του πίνακα). Έτσι χρησιμοποιούμε δύο εξωτερικά άγκιστρα στην αρχή και το τέλος
και εσωτερικά άγκιστρα για τις γραμμές. Εισάγουμε για παράδειγμα τον 3× 4-πίνακα

A =

1 2 3 4
0 5 6 7
8 9 1 0


στο Mathematica με τον ακόλουθο τρόπο

A = {{1, 2, 3, 4}, {0, 5, 6, 7}, {8, 9, 1, 0}}A = {{1, 2, 3, 4}, {0, 5, 6, 7}, {8, 9, 1, 0}}A = {{1, 2, 3, 4}, {0, 5, 6, 7}, {8, 9, 1, 0}}

{{1, 2, 3, 4}, {0, 5, 6, 7}, {8, 9, 1, 0}}

Εμφανίζουμε έναν πίνακα A στη συνήθη μορφή του με την εντολήMatrixForm[A]MatrixForm[A]MatrixForm[A] :

MatrixForm[A]MatrixForm[A]MatrixForm[A] 1 2 3 4
0 5 6 7
8 9 1 0


Παρακάτω υπολογίζουμε τα βαθμωτά γινόμενα 10A και κA :
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{MatrixForm[10A], MatrixForm[κ ∗ A] }{MatrixForm[10A], MatrixForm[κ ∗ A] }{MatrixForm[10A], MatrixForm[κ ∗ A] }
 10 20 30 40

0 50 60 70
80 90 10 0

 ,

 κ 2κ 3κ 4κ
0 5κ 6κ 7κ
8κ 9κ κ 0


Εισάγουμε στο σύστημα τον τετραγωνικό 3× 3-πίνακα B =

−1 2 0
3 −2 1
1 0 2

,

B = {{−1, 2, 0}, {3,−2, 1}, {1, 0, 2}} ; MatrixForm[B]B = {{−1, 2, 0}, {3,−2, 1}, {1, 0, 2}} ; MatrixForm[B]B = {{−1, 2, 0}, {3,−2, 1}, {1, 0, 2}} ; MatrixForm[B] −1 2 0
3 −2 1
1 0 2


τον 1× 3 πίνακα γραμμή v =

[
2 1 −1

]
(προσοχή στα διπλά άγκιστρα),

v = {{2, 1,−1}} ; MatrixForm[v]v = {{2, 1,−1}} ; MatrixForm[v]v = {{2, 1,−1}} ; MatrixForm[v](
2 1 −1

)
καθώς και τον 3× 1 πίνακα στήλη w=

13
2

 (κάθε γραμμή του w περιέχει ένα μόνο στοιχείο)

w = {{1}, {3}, {2}} ; MatrixForm[w]w = {{1}, {3}, {2}} ; MatrixForm[w]w = {{1}, {3}, {2}} ; MatrixForm[w] 1
3
2


Υπολογίζουμε το γινόμενο δύο πινάκωνM,N τοποθετώντας ανάμεσά τους τελεία « . » (dot),
M .N :

MatrixForm[B.A]MatrixForm[B.A]MatrixForm[B.A] −1 8 9 10
11 5 −2 −2
17 20 5 4


MatrixForm[A.B]MatrixForm[A.B]MatrixForm[A.B]

Dot::dotch: Tensor {{1,2,3,4},{0,5,6,7},{8,9,1,0}} and {{-1,2,0},{3,-2,1},{1,0,2}} have incopatible shapes.

Το πρόγραμμα « διαμαρτύρεται », γιατί δεν μπορεί να υπολογιστεί το γινόμενο A · B,
πλήθος στηλών A 6= πλήθος γραμμών B.

Το γινόμενο του 3 × 1-πίνακα w με τον 1 × 3-πίνακα v είναι ένας 3 × 3-πίνακας τον οποίο
ονομάζουμεM :

MatrixForm[M = w.v]MatrixForm[M = w.v]MatrixForm[M = w.v] 2 1 −1
6 3 −3
4 2 −2


Το γινόμενο v · w είναι 1× 1-πίνακας :

MatrixForm[v.w]MatrixForm[v.w]MatrixForm[v.w]
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(
3
)

Υπολογίζουμε τα γινόμενα B ·M καιM · B για να διαπιστώσουμε ότι ο πολλαπλασιασμός
πινάκων δεν είναι αντιμεταθετικός, B ·M 6=M · B.

{MatrixForm[B.M ], MatrixForm[M.B] }{MatrixForm[B.M ], MatrixForm[M.B] }{MatrixForm[B.M ], MatrixForm[M.B] }
 10 5 −5
−2 −1 1
10 5 −5

 ,

 0 2 −1
0 6 −3
0 4 −2


Προσθέτουμε πίνακες που έχουν τον ίδιο τύπο. Για παράδειγμα

{MatrixForm[B +M ], MatrixForm[B −M ], MatrixForm[−3B + 7M ]}{MatrixForm[B +M ], MatrixForm[B −M ], MatrixForm[−3B + 7M ]}{MatrixForm[B +M ], MatrixForm[B −M ], MatrixForm[−3B + 7M ]}
 1 3 −1

9 1 −2
5 2 0

 ,

 −3 1 1
−3 −5 4
−3 −2 4

 ,

 17 1 −7
33 27 −24
25 14 −20


Δεν υπολογίζεται το άθροισμα A + B, αφού ο πίνακας A έχει περισσότερες στήλες από τον
B :
MatrixForm[A+B]MatrixForm[A+B]MatrixForm[A+B]

Thread:tdlen : Objects of unequal length in {1,2,3,4}+{-1,2,0} cannot be combined....

Με την εντολή Transpose[A]Transpose[A]Transpose[A] βρίσκουμε τον ανάστροφο AT ενός πίνακα A :

At = Transpose[A] ; MatrixForm[At]At = Transpose[A] ; MatrixForm[At]At = Transpose[A] ; MatrixForm[At]
1 0 8
2 5 9
3 6 1
4 7 0


Ονομάσαμε AtAtAt τον ανάστροφο AT . Έτσι μπορούμε να τον ανακαλέσουμε γράφοντας At αντί
για Transpose[A].

{MatrixForm[A], MatrixForm[At], MatrixForm[Transpose[At]] }{MatrixForm[A], MatrixForm[At], MatrixForm[Transpose[At]] }{MatrixForm[A], MatrixForm[At], MatrixForm[Transpose[At]] }
 1 2 3 4

0 5 6 7
8 9 1 0

 ,


1 0 8
2 5 9
3 6 1
4 7 0

 ,

 1 2 3 4
0 5 6 7
8 9 1 0




Επαληθεύσαμε την ιδιότητα
(
AT
)T

= A, ∀A ∈Mn×m(K).
Υπολογίζουμε τους 3× 3-πίνακες (B ·M)T , (M · B)T , BT ·MT , MT · BT :

Bt = Transpose[B] ;Bt = Transpose[B] ;Bt = Transpose[B] ;Mt = Transpose[M ] ;Mt = Transpose[M ] ;Mt = Transpose[M ] ;

{MatrixForm[Transpose[B.M ]], MatrixForm[Transpose[M.B]], MatrixForm[Bt.Mt],{MatrixForm[Transpose[B.M ]], MatrixForm[Transpose[M.B]], MatrixForm[Bt.Mt],{MatrixForm[Transpose[B.M ]], MatrixForm[Transpose[M.B]], MatrixForm[Bt.Mt],

MatrixForm[Mt.Bt] }MatrixForm[Mt.Bt] }MatrixForm[Mt.Bt] }
 10 −2 10

5 −1 5
−5 1 −5

 ,

 0 0 0
2 6 4
−1 −3 −2

 ,

 0 0 0
2 6 4
−1 −3 −2

 ,

 10 −2 10
5 −1 5
−5 1 −5
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Επαληθεύσαμε τη σημαντική ιδιότητα για την αναστροφή γινομένου πινάκων,
(B ·M)T =MT · BT , (M · B)T = BT ·MT , ∀B,M ∈Mn(K),

όπου οι παράγοντες του γινομένου αλλάζουν σειρά.
Ορίζουμε τον 3× 3-πίνακα S = A · AT , ο οποίος είναι συμμετρικός, ST = S :

MatrixForm[S = A.At]MatrixForm[S = A.At]MatrixForm[S = A.At] 30 56 29
56 110 51
29 51 146


Με το διπλό ίσον «====== » το Mathematica ελέγχει την ορθότητα ενός συλλογισμού, δίνοντας
ως απάντηση «True », όταν αυτός είναι σωστός, ή « False » στην αντίθετη περίπτωση:

Transpose[A.At] == A.AtTranspose[A.At] == A.AtTranspose[A.At] == A.At

True
Ο 4× 4-πίνακας Z = AT · A είναι επίσης συμμετρικός, αφού

ZT =
(
AT · A

)T
= AT ·

(
AT
)T

= AT · A = Z :

Z = At.A //MatrixFormZ = At.A //MatrixFormZ = At.A //MatrixForm
65 74 11 4
74 110 45 43
11 45 46 54
4 43 54 65


Μπορούμε να εφαρμόσουμε μία εντολή σε μία έκφραση χρησιμοποιώντας διπλό «/// », έκ-
φραση//////Εντολή, αντί του Εντολή[[[ έκφραση ]]]. Αποφεύγουμε να χρησιμοποιούμε αυτόν τον
τρόπο όταν δίνουμε ταυτόχρονα όνομα στην έκφραση, όπως εδώ, όπου ονομάσαμε Z τον πί-
νακαAT ·A. ΤοMathematica δεν αναγνωρίζει ωςZ το γινόμενοAT ·A, αλλά τοMatrixForm[At.A].

{MatrixForm[P = B + Bt], MatrixForm[Q = B − Bt] }{MatrixForm[P = B + Bt], MatrixForm[Q = B − Bt] }{MatrixForm[P = B + Bt], MatrixForm[Q = B − Bt] }
 −2 5 1

5 −4 1
1 1 4

 ,

 0 −1 −1
1 0 1
1 −1 0


Ορίσαμε τον συμμετρικό πίνακα P = B + BT , με P T = P και τον αντισυμμετρικό πίνακα
Q = B − BT , με QT = −Q. Διαπιστώνουμε ότι κάθε τετραγωνικός πίνακας B ∈ Mn(K)
γράφεται ως άθροισμα ενός συμμετρικού και ενός αντισυμμετρικού πίνακα,

B =
1

2
(B +BT ) +

1

2
(B − BT ) =

1

2
P +

1

2
Q :

{MatrixForm[B], MatrixForm[(1/2)P ], MatrixForm[(1/2)Q] }{MatrixForm[B], MatrixForm[(1/2)P ], MatrixForm[(1/2)Q] }{MatrixForm[B], MatrixForm[(1/2)P ], MatrixForm[(1/2)Q] }
 −1 2 0

3 −2 1
1 0 2

 ,

 −1 5
2

1
2

5
2
−2 1

2
1
2

1
2

2

 ,

 0 −1
2
−1

2
1
2

0 1
2

1
2
−1

2
0


Η εντολή IdentityMatrix[n]IdentityMatrix[n]IdentityMatrix[n] μας δίνει τον μοναδιαίο n× n-πίνακα In :

I3 = IdentityMatrix[3] ; MatrixForm[I3]I3 = IdentityMatrix[3] ; MatrixForm[I3]I3 = IdentityMatrix[3] ; MatrixForm[I3]
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 1 0 0
0 1 0
0 0 1


{MatrixForm[I3.M ], MatrixForm[M.I3], MatrixForm[M ] }{MatrixForm[I3.M ], MatrixForm[M.I3], MatrixForm[M ] }{MatrixForm[I3.M ], MatrixForm[M.I3], MatrixForm[M ] }
 2 1 −1

6 3 −3
4 2 −2

 ,

 2 1 −1
6 3 −3
4 2 −2

 ,

 2 1 −1
6 3 −3
4 2 −2


Ονομάσαμε I3 τον μοναδιαίο 3×3-πίνακα I3 και επαληθεύσαμε την ιδιότητα In ·M =M ·In,
∀M ∈Mn(K).
Με την εντολή ConstantArray[ c, {n,m}]ConstantArray[ c, {n,m}]ConstantArray[ c, {n,m}] δημιουργούμε τον n×m-πίνακα με όλα τα στοιχεία
του ίσα με c. Παρακάτω κατασκευάζουμε τους μηδενικούς 2× 3 και 4× 2-πίνακες που ονο-
μάζουμε αντίστοιχα O23 και O42 :

O23 = ConstantArray[0, {2, 3}] ; MatrixForm[O23]O23 = ConstantArray[0, {2, 3}] ; MatrixForm[O23]O23 = ConstantArray[0, {2, 3}] ; MatrixForm[O23](
0 0 0
0 0 0

)
O42 = ConstantArray[0, {4, 2}] ; MatrixForm[O42]O42 = ConstantArray[0, {4, 2}] ; MatrixForm[O42]O42 = ConstantArray[0, {4, 2}] ; MatrixForm[O42]

0 0
0 0
0 0
0 0


Πολλαπλασιάζουμε με τον 3× 4-πίνακα A :

{MatrixForm[O23.A], MatrixForm[A.O42] }{MatrixForm[O23.A], MatrixForm[A.O42] }{MatrixForm[O23.A], MatrixForm[A.O42] }
(

0 0 0 0
0 0 0 0

)
,

 0 0
0 0
0 0


Για κάθε A ∈Mn×m(K), 0s×n · A = 0s×m, A · 0m×s = 0n×s.
Με την εντολήTable[Random[Integer, {κ, λ}], {n}, {m}]Table[Random[Integer, {κ, λ}], {n}, {m}]Table[Random[Integer, {κ, λ}], {n}, {m}] δημιουργούμε n×m-πίνακες με στοι-
χεία ακέραιους (Integer), επιλεγμένα τυχαία από το σύνολο {κ, . . . , λ}, κ < λ.

X = Table[Random[Integer, {0, 6}], {4}, {5}] ; MatrixForm[X]X = Table[Random[Integer, {0, 6}], {4}, {5}] ; MatrixForm[X]X = Table[Random[Integer, {0, 6}], {4}, {5}] ; MatrixForm[X]
0 5 1 4 2
4 3 4 0 5
0 0 3 2 1
1 3 5 1 2


Όμοια, με την εντολή RandomChoice[S, {n,m}]RandomChoice[S, {n,m}]RandomChoice[S, {n,m}] δημιουργούμε n × m-πίνακες με στοιχεία
επιλεγμένα τυχαία από ένα σύνολο S.

Y = RandomChoice[{−2,−1, 0, 1, 2}, {5, 2}] ;MatrixForm[Y ]Y = RandomChoice[{−2,−1, 0, 1, 2}, {5, 2}] ;MatrixForm[Y ]Y = RandomChoice[{−2,−1, 0, 1, 2}, {5, 2}] ;MatrixForm[Y ]
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0 1
−2 0
0 2
−1 2
−1 1


Παρακάτω επαληθεύουμε την ιδιότητα του βαθμωτού πολλαπλασιασμού αριθμού επί πί-
νακα,

(k · A)B = A(k · B) = k · (AB), ∀ k ∈ K, A ∈Mn×m(K), B ∈Mm×s(K) :

{MatrixForm[(k ∗X).Y ], MatrixForm[X.(k ∗ Y )], MatrixForm[k ∗ (X.Y )] }{MatrixForm[(k ∗X).Y ], MatrixForm[X.(k ∗ Y )], MatrixForm[k ∗ (X.Y )] }{MatrixForm[(k ∗X).Y ], MatrixForm[X.(k ∗ Y )], MatrixForm[k ∗ (X.Y )] }

−16k 12k
−11k 17k
−3k 11k
−9k 15k

 ,


−16k 12k
−11k 17k
−3k 11k
−9k 15k

 ,


−16k 12k
−11k 17k
−3k 11k
−9k 15k




Clear[A,B,M ]Clear[A,B,M ]Clear[A,B,M ]

Διαγράψαμε τους ορισμούς που δώσαμε στα σύμβολαA,B,M ώστε να τα χρησιμοποιήσουμε
εκ νέου.

Ορίζουμε παρακάτω τον πίνακα M =


1 2 3 0
0−1 2 1
1 2 1 3
4 1−2 0
−1 3 0 5

 :

M = {{1, 2, 3, 0}, {0,−1, 2, 1}, {1, 2, 1, 3}, {4, 1,−2, 0}, {−1, 3, 0, 5}} ; MatrixForm[M ]M = {{1, 2, 3, 0}, {0,−1, 2, 1}, {1, 2, 1, 3}, {4, 1,−2, 0}, {−1, 3, 0, 5}} ; MatrixForm[M ]M = {{1, 2, 3, 0}, {0,−1, 2, 1}, {1, 2, 1, 3}, {4, 1,−2, 0}, {−1, 3, 0, 5}} ; MatrixForm[M ]
1 2 3 0
0 −1 2 1
1 2 1 3
4 1 −2 0
−1 3 0 5


Στην ενότητα 1.1 είδαμε ότι με τις διπλές αγγύλες L[[n ]]L[[n ]]L[[n ]] ανακαλούμε το n-στό στοιχείο μίας
λίστας L. Έτσι με την εντολή M [[ 1 ]]M [[ 1 ]]M [[ 1 ]] παίρνουμε το 1ο στοιχείο της λίστας M , δηλαδή μία
« λίστα » αποτελούμενη από τα στοιχεία της πρώτης γραμμής του πίνακαM :

M [[ 1 ]]M [[ 1 ]]M [[ 1 ]]

{1, 2, 3, 0}

M [[ 4 ]]M [[ 4 ]]M [[ 4 ]]

{4, 1,−2, 0}
(τα στοιχεία της τέταρτης γραμμής τουM ).
Ο πίνακαςM =

(
mij

)
έχει οριστεί στο Mathematica ως μία λίστα αποτελούμενη από λίστες

(τις γραμμές του πίνακα). Με την εντολήM [[κ, λ ]]M [[κ, λ ]]M [[κ, λ ]] ανακαλούμε το λ-στοιχείο της κ-γραμμής
τουM , δηλαδή το στοιχείοmκλ :

M [[ 4, 3 ]]M [[ 4, 3 ]]M [[ 4, 3 ]]

−2
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Μπορούμε να δημιουργήσουμε μία λίστα αποτελούμενη από τα στοιχεία μιας στήλης του
πίνακαM (για παράδειγμα της Σ3) με τους επόμενους τρεις τρόπους :

M [[{1, 2, 3, 4, 5}, 3 ]]M [[{1, 2, 3, 4, 5}, 3 ]]M [[{1, 2, 3, 4, 5}, 3 ]]

{3, 2, 1,−2, 0}
(διαλέξαμε το 3ο στοιχείο από την 1η, 2η, 3η, 4η και 5η γραμμή τουM ),

M [[ 1 ; ; 5, 3 ]]M [[ 1 ; ; 5, 3 ]]M [[ 1 ; ; 5, 3 ]]

{3, 2, 1,−2, 0}
(αντικαταστήσαμε τους διαδοχικούς αριθμούς 1, 2, 3, 4, 5 με το 1 ; ;; ;; ; 5),

M [[All, 3 ]]M [[All, 3 ]]M [[All, 3 ]]

{3, 2, 1,−2, 0}
(διαλέξαμε το 3ο στοιχείο όλων «All » των γραμμών τουM ).
Υποπίνακας ενός πίνακα M ∈ Mn×m(K) ονομάζεται ένας πίνακας που προκύπτει από

τονM αν διαγράψουμε ορισμένες γραμμές ή στήλες τουM .
Διαγράφουμε για παράδειγμα την 3η και 4η γραμμή τουM και τη 2η στήλη του,

1 2 3 0
0 −1 2 1
1 2 1 3
4 1 −2 0
−1 3 0 5

.

Προκύπτει ο 3 × 3-υποπίνακας A, που αποτελείται από τα στοιχεία του M που ανήκουν
ταυτόχρονα στην 1η, 2η, 5η γραμμή και 1η, 3η, 4η στήλη :

A =M [[{1, 2, 5}, {1, 3, 4}]] ; MatrixForm[A]A =M [[{1, 2, 5}, {1, 3, 4}]] ; MatrixForm[A]A =M [[{1, 2, 5}, {1, 3, 4}]] ; MatrixForm[A] 1 3 0
0 2 1
−1 0 5


Ορίζουμε και τον 3 × 3-υποπίνακα B που αποτελείται από τα κοινά στοιχεία της 2ης, 3ης,
4ης γραμμής και 2ης, 3ης, 4ης στήλης τουM :

B =M [[{2, 3, 4}, {2, 3, 4}]] ; MatrixForm[B]B =M [[{2, 3, 4}, {2, 3, 4}]] ; MatrixForm[B]B =M [[{2, 3, 4}, {2, 3, 4}]] ; MatrixForm[B] −1 2 1
2 1 3
1 −2 0


Υπολογίζουμε τις δυνάμεις A2 και A3 του πίνακα A :

{MatrixForm[A.A], MatrixForm[A.A.A] }{MatrixForm[A.A], MatrixForm[A.A.A] }{MatrixForm[A.A], MatrixForm[A.A.A] }
 1 9 3
−1 4 7
−6 −3 25

 ,

 −2 21 24
−8 5 39
−31 −24 122


Ο τρόπος αυτός δεν είναι πρακτικός όταν θέλουμε να υπολογίσουμε δυνάμεις πινάκων με με-
γάλο εκθέτη, για παράδειγμα A8. Με την εντολήMatrixPower[A,m]MatrixPower[A,m]MatrixPower[A,m] υπολογίζουμε τη δύναμη
Am ενός τετραγωνικού πίνακα A :
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MatrixForm[MatrixPower[A, 8]]MatrixForm[MatrixPower[A, 8]]MatrixForm[MatrixPower[A, 8]] −22589 −21321 86160
−28720 −29696 107773
−79053 −86160 293623


Υπολογίζουμε τις δυνάμεις L1, L2, . . . , L6 του πίνακα L =

(
0 −1
1 −1

)
:

L = {{0,−1}, {1,−1}} ; Table[MatrixForm[MatrixPower[L,m]], {m, 1, 6}]L = {{0,−1}, {1,−1}} ; Table[MatrixForm[MatrixPower[L,m]], {m, 1, 6}]L = {{0,−1}, {1,−1}} ; Table[MatrixForm[MatrixPower[L,m]], {m, 1, 6}]{(
0 −1
1 −1

)
,

(
−1 1
−1 0

)
,

(
1 0
0 1

)
,

(
0 −1
1 −1

)
,

(
−1 1
−1 0

)
,

(
1 0
0 1

)}
Παρατηρούμε ότι L3 = I2. Έτσι L2021 = L3·673+2 =

(
L3
)673

L2 = I2L
2 = L2 =

(
−1 1
−1 0

)
.

Με την εντολή Inverse[M ]Inverse[M ]Inverse[M ] υπολογίζουμε τον αντίστροφο ενός τετραγωνικού πίνακα M ∈
GLn(K). Παρακάτω υπολογίζουμε τους αντίστροφουςA−1, B−1 των πινάκωνA,B ∈ GL3(R)
και επαληθεύουμε ότι AA−1 = I3, A−1A = I3 :

rr{MatrixForm[Inverse[A]], MatrixForm[Inverse[B]] }{MatrixForm[Inverse[A]], MatrixForm[Inverse[B]] }{MatrixForm[Inverse[A]], MatrixForm[Inverse[B]] }
 10

7
−15

7
3
7

−1
7

5
7
−1

7
2
7
−3

7
2
7

 ,

 −6
5

2
5
−1

−3
5

1
5
−1

1 0 1


{MatrixForm[A.Inverse[A]], MatrixForm[Inverse[A].A] }{MatrixForm[A.Inverse[A]], MatrixForm[Inverse[A].A] }{MatrixForm[A.Inverse[A]], MatrixForm[Inverse[A].A] }
 1 0 0

0 1 0
0 0 1

 ,

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


Υπολογίζουμε τα γινόμενα (A · B)−1, (B · A)−1, A−1 · B−1, B−1 · A−1 :

{MatrixForm[Inverse[A.B]], MatrixForm[Inverse[B.A]],{MatrixForm[Inverse[A.B]], MatrixForm[Inverse[B.A]],{MatrixForm[Inverse[A.B]], MatrixForm[Inverse[B.A]],

MatrixForm[Inverse[A].Inverse[B]], MatrixForm[Inverse[B].Inverse[A]] }MatrixForm[Inverse[A].Inverse[B]], MatrixForm[Inverse[B].Inverse[A]] }MatrixForm[Inverse[A].Inverse[B]], MatrixForm[Inverse[B].Inverse[A]] }
 −72

35
23
7
−6

7

−41
35

13
7
−4

7
12
7
−18

7
5
7

 ,

 0 1
7

8
7

−2
5

3
35
−5

7
1
5

1
35

3
7

 ,

 0 1
7

8
7

−2
5

3
35
−5

7
1
5

1
35

3
7

 ,

 −72
35

23
7
−6

7

−41
35

13
7
−4

7
12
7
−18

7
5
7


Επαληθεύσαμε την ιδιότητα του αντίστροφου του γινομένου δύο αντιστρέψιμων πινάκων,

(A · B)−1 = B−1 · A−1, (B · A)−1 = A−1 · B−1, A,B ∈ GLn(K),
όπου οι παράγοντες του γινομένου αλλάζουν σειρά, όπως γίνεται και στην αντίστοιχη ιδιό-
τητα της αναστροφής γινομένου πινάκων.
Με την εντολή DiagonalMatrix[{d1, d2, . . . , dn}]DiagonalMatrix[{d1, d2, . . . , dn}]DiagonalMatrix[{d1, d2, . . . , dn}] σχηματίζουμε τον διαγώνιο n × n-πίνακα με
στοιχεία κύριας διαγώνιου τα d1, d2, . . . , dn :

D2 = DiagonalMatrix[{d1, d2}] ; MatrixForm[D2]D2 = DiagonalMatrix[{d1, d2}] ; MatrixForm[D2]D2 = DiagonalMatrix[{d1, d2}] ; MatrixForm[D2](
d1 0
0 d2

)
Ονομάσαμε D2 τον διαγώνιο 2× 2-πίνακα diag(d1, d2). Θεωρούμε ότι d1, d2 6= 0 και υπολο-
γίζουμε τους πίνακες D2 2, D2 7, D2−1, D2−7, ώστε να επαληθεύσουμε την ιδιότητα



96 ΠΙΝΑΚΕΣ

[
diag(d1, d2, . . . , dn)

]m
= diag(d m

1 , d
m
2 , . . . , d

m
n ),

m ∈ N, ή m ∈ Z όταν d1 · d2 · · · dn 6= 0 :

{MatrixForm[D2.D2], MatrixForm[MatrixPower[D2, 7]],{MatrixForm[D2.D2], MatrixForm[MatrixPower[D2, 7]],{MatrixForm[D2.D2], MatrixForm[MatrixPower[D2, 7]],

MatrixForm[Inverse[D2]], MatrixForm[MatrixPower[D2,−7]] }MatrixForm[Inverse[D2]], MatrixForm[MatrixPower[D2,−7]] }MatrixForm[Inverse[D2]], MatrixForm[MatrixPower[D2,−7]] }{(
d12 0
0 d22

)
,

(
d17 0
0 d27

)
,

(
1
d1 0
0 1

d2

)
,

(
1
d17 0
0 1

d27

)}
Πολλαπλασιάζουμε τον πίνακα Q =

(
x1 x2 x3
y1 y2 y3

)
από αριστερά με τον διαγώνιο πίνακα

D2 :

Q = {{x1, x2, x3}, {y1, y2, y3}} ;Q = {{x1, x2, x3}, {y1, y2, y3}} ;Q = {{x1, x2, x3}, {y1, y2, y3}} ;

{MatrixForm[D2], MatrixForm[Q], MatrixForm[D2.Q] }{MatrixForm[D2], MatrixForm[Q], MatrixForm[D2.Q] }{MatrixForm[D2], MatrixForm[Q], MatrixForm[D2.Q] }{(
d1 0
0 d2

)
,

(
x1 x2 x3
y1 y2 y3

)
,

(
d1x1 d1x2 d1x3
d2y1 d2y2 d2y3

)}
Το αποτέλεσμα είναι ότι κάθε γραμμή τουQ πολλαπλασιάζεται με το αντίστοιχο στοιχείο της
κύριας διαγώνιου του D2.
Πολλαπλασιάζουμε τον Q από δεξιά με τον διαγώνιο 3× 3-πίνακα D3 = diag(d1, d2, d3) :

D3 = DiagonalMatrix[{d1, d2, d3}] ;D3 = DiagonalMatrix[{d1, d2, d3}] ;D3 = DiagonalMatrix[{d1, d2, d3}] ;

{MatrixForm[Q], MatrixForm[D3], MatrixForm[Q.D3] }{MatrixForm[Q], MatrixForm[D3], MatrixForm[Q.D3] }{MatrixForm[Q], MatrixForm[D3], MatrixForm[Q.D3] }
(

x1 x2 x3
y1 y2 y3

)
,

 d1 0 0
0 d2 0
0 0 d3

 ,

(
d1x1 d2x2 d3x3
d1y1 d2y2 d3y3

)
Το αποτέλεσμα είναι ότι κάθε στήλη του Q πολλαπλασιάζεται με το αντίστοιχο στοιχείο της
κύριας διαγώνιου του D3.
Με την εντολή Tr[M ]Tr[M ]Tr[M ] υπολογίζουμε το ίχνος, δηλαδή το άθροισμα των στοιχείων της κύριας
διαγώνιου ενός τετραγωνικού πίνακαM . Για παράδειγμα

Tr[D3]Tr[D3]Tr[D3]

d1 + d2 + d3

Παρακάτω υπολογίζουμε τα ίχνη των πινάκωνA,B,A+B,A ·B,B ·A,B ·A ·B−1,A ·B ·A−1
για να επαληθεύσουμε ότι
• Tr(A+B) = Tr(A) + Tr(B),
• Tr(A · B) 6= Tr(A) · Tr(B),
• Tr(A · B) = Tr(B · A),
• όμοιοι πίνακες έχουν ίδιο ίχνος, Tr(B · A · B−1) = Tr(A), Tr(A · B · A−1) = Tr(B) :

{Tr[A], Tr[B], Tr[A+B], Tr[A.B], Tr[B.A], Tr[B.A.Inverse[B]] ,Tr[A.B.Inverse[A]] }{Tr[A], Tr[B], Tr[A+B], Tr[A.B], Tr[B.A], Tr[B.A.Inverse[B]] ,Tr[A.B.Inverse[A]] }{Tr[A], Tr[B], Tr[A+B], Tr[A.B], Tr[B.A], Tr[B.A.Inverse[B]] ,Tr[A.B.Inverse[A]] }

{8, 0, 8, 4, 4, 8, 0}
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Εξάσκηση με το Mathematica

1. Χρησιμοποιώντας τις εντολέςTable[Random[. . . ]]Table[Random[. . . ]]Table[Random[. . . ]] καιRandomChoice[. . . ]RandomChoice[. . . ]RandomChoice[. . . ] δημιουργήστε
τυχαίους n×m και n×n-πίνακες και επαναλάβετε τις εντολές της ενότητας, επιλέγο-
ντας εσείς τιμές για τα n,m.

2. Δίνονται οι πίνακες A =

(
2 −1
1 1

)
, B =

(
0 −1
1 −1

)
.

α) Να δείξετε ότι Bm = I2 ή B ή B2, ∀m ∈ Z.
β) Να δείξετε ότι A2 = −3B2, A4 = 32B, A12 = 36I2.
γ) Να γράψετε τους πίνακες A20, A56, A100 στη μορφή ±3sBt, όπου t = 0, 1, 2.

Να επαληθεύσετε τα αποτελέσματά σας στο Mathematica.

3. Θεωρούμε τους πίνακες A =

1 1 2
1 2 1
1 1 1

, B =

5 3 2
1 4 7
1 1−1

. Να βρεθούν οι πίνακες

X , Y , Z,W , αν
AX = B, Y AT + 2I3 = B, ZA+ AAT = A2 + I3, AWAT − 2B = I3.

4. Δίνονται οι πίνακες γραμμή m =
[
1 2 3

]
, s =

[
−1 −1 1

]
.

α) Να υπολογίσετε τους πίνακες M = mTm+ I3, M2, M10, M−1, M−4.

β) Έστω P =
1

14
mTm. Να δείξετε ότι P 2 = P και ότι ο P δεν αντιστρέφεται.

γ) Τι παρατηρείτε για τον αντίστροφο του πίνακα A = 2P − I3 ;

δ) Να δείξετε ότι S2 = S και (S +P )2 = S +P , όπου S =
1

3
sT s. Τι παρατηρείτε

για τα γινόμενα SP και PS ;

4.5 Ασκήσεις

Λυμένες Ασκήσεις

4.5.1 Ένας τετραγωνικός πίνακας A ∈Mn(K) ονομάζεται ταυτοδύναμος, αν
A2 = A.

Έστω ο πίνακας γραμμή

v =
[
a1 · · · an

]
∈M1×n(R), a = a21 + · · ·+ a2n 6= 0.

Να δείξετε ότι ο συμμετρικός n× n-πίνακας

A =
1

a
vTv =

1

a21 + · · ·+ a2n

a1...
an

 [a1 · · · an
]

είναι ταυτοδύναμος.
Λύση. Χρησιμοποιώντας την ιδιότητα (iv) της Πρότασης 4.2.3.2 έχουμε
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A2 =

(
1

a
vTv

)(
1

a
vTv

)
=

1

a2

a1...
an

[a1 · · · an
] a1...
an

[
a1 · · · an

] a1...
an

[
a1 · · · an

] a1...
an

 [a1 · · · an
]
=

=
1

a2

a1...
an

[ a21 + · · ·+ a2n
][

a21 + · · ·+ a2n
][

a21 + · · ·+ a2n
] [
a1 · · · an

]
=

1

a2

a1...
an

[ a ][
a
][

a
] [
a1 · · · an

]
=

=
1

a2

aaa·a1...
aaa·an

 [a1 · · · an
]
=

aaa

a2

a1...
an

 [a1 · · · an
]
=

1

a
vTv = A. 2

Έστω για παράδειγμα v =
[
1 0 −1

]
, u =

[
1 2 1

]
. Οι πίνακες

A =
1

12 + 12
vTv =

1

2

 1 0−1
0 0 0
−1 0 1

 , B =
1

12 + 22 + 12
uTu =

1

6

1 2 1
2 4 2
1 2 1


είναι ταυτοδύναμοι. Παρατηρούμε ότι vuT =

[
0
]
και AB = 03. Έτσι και ο πίνακας

A+B =
1

3

 2 1−1
1 2 1
−1 1 2

 είναι ταυτοδύναμος (βλ.επόμενη Άσκηση, ε).

4.5.2 Έστω A ∈Mn(K) ταυτοδύναμος πίνακας, A 6= In. Να δείξετε ότι

α) Ο A είναι μη αντιστρέψιμος.
β) Ο In − A είναι ταυτοδύναμος πίνακας, ενώ ο πίνακας 2A − In είναι αντιστρέ-

ψιμος, με (2A− In)−1 = 2A− In.
γ) Κάθε πίνακας όμοιος με τον A είναι επίσης ταυτοδύναμος,

PAP−1 ταυτοδύναμος πίνακας ∀P ∈ GLn(K).

δ) Am = A, ∀m ≥ 1.
ε) Έστω ότι και ο πίνακας B ∈Mn(K) είναι ταυτοδύναμος. Τότε

A+B είναι ταυτοδύναμος ⇔ AB = BA = 0n.

Λύση. Ο A είναι ταυτοδύναμος πίνακας, δηλαδή ισχύει

A2 = A.

α) Έστω ότι ∃A−1. Τότε A2 = A ⇒ A−1A2 = A−1A ⇒ A = In, το οποίο είναι
άτοπο. Έτσι ο A είναι μη αντιστρέψιμος. Ο μόνος ταυτοδύναμος πίνακας τουMn(K)
που είναι αντιστρέψιμος είναι ο In.
β) Παρατηρούμε ότι

(In − A)2 = (In − A)(In − A) = In − A− A+ A2 = In − A− A+ A = In − A,

δηλαδή (In − A)2 = In − A και ο πίνακας In − A είναι ταυτοδύναμος. Επίσης,

(2A− In)2 = (2A− In)(2A− In) = 4A2 − 4A+ In = 4A− 4A+ In = In.

Έτσι (2A − In)(2A − In) = In και ο 2A − In είναι αντιστρέψιμος, με (2A − In)−1 =
2A− In.



ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ 99

γ) Έχουμε (
PAP−1

)2
= (PAP−1)(PAP−1) = PA(P−1P )AP−1 =

= PAInAP
−1 = PA2P−1 = PAP−1,

επομένως ο πίνακας PAP−1 είναι ταυτοδύναμος.
δ) Από τη σχέση A2 = A έπεται AA2 = AA ⇒ A3 = A2 = A, όμοια A4 = A κτλ. Για
μια σωστά τεκμηριωμένη απόδειξη, θα χρησιμοποιήσουμε τη μέθοδο της μαθηματικής
επαγωγής. Θα δείξουμε ότι ισχύει η πρόταση

P (m) : Am = A, ∀m ≥ 1.

• Ισχύει η P (1) : A1 = A.
• (Υπόθεση της μαθηματικής επαγωγής) Έστω ότι ισχύει η P (κ) : Aκ = A.
• Θα δείξουμε ότι ισχύει η P (κ+ 1) : Aκ+1 = A.

Πράγματι, αφού Aκ = A και A2 = A, έχουμε Aκ+1 = AκA = AA = A2 = A.
ε) Έστω οι ταυτοδύναμοι πίνακες A,B με A2 = A, B2 = B.
Αρχικά δείχνουμε ότι αν και οA+B είναι ταυτοδύναμος πίνακας, τότεAB = BA = 0n:

(A+B)2 = A+B ⇔ (A+B)(A+B) = A+B ⇔ A2+AB+BA+B2 = A+B
A2=A⇐==⇒
B2=B

⇔ AB +BA = 0n . (4.5.1)
Πολλαπλασιάζουμε τη σχέση (4.5.1) με A, αρχικά από αριστερά και έπειτα από δεξιά:

(4.5.1) ⇒ A2B + ABA = A · 0n = 0n ⇐⇒ AB = −ABA
A2=A

(4.5.1) ⇒ ABA+BA2 = A · 0n = 0n ⇐⇒ BA = −ABA

 =⇒ AB = BA.

Έτσι η σχέση (4.5.1) γίνεται AB + AB = 0n ⇔
1

2
(2AB) =

1

2
0n ⇔ AB = 0n.

Αντίστροφα, αν AB = 0n = BA, τότε

(A+B)2 = A2 + AB +BA+B2 = A+ 0n + 0n +B = A+B

και ο A+B είναι ταυτοδύναμος πίνακας. 2

4.5.3 Να αποδείξετε ότι κάθε τετραγωνικός πίνακας A =
(
aij
)
∈ Mn(K) γράφεται ως

άθροισμα ενός συμμετρικού και ενός αντισυμμετρικού πίνακα.
Λύση. Παρατηρούμε ότι

A =
1

2
(A+ AT ) +

1

2
(A− AT ), (4.5.2)

όπου X =
1

2
(A + AT ) συμμετρικός και Y =

1

2
(A − AT ) αντισυμμετρικός πίνακας,

αφού

Y T =
1

2

(
A− AT

)T
=

1

2

(
AT −

(
AT
)T)

=
1

2
(AT − A) = −1

2
(A− AT ) = −Y,

όμοιαXT = X . Περιγράφουμε τον τρόπο με τον οποίο οδηγηθήκαμε στη γραφή (4.5.2):
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Ψάχνουμε

X =
(
xij
)
∈Mn(K) συμμετρικό ⇔ xij = xji

i, j = 1, . . . , n έτσι, ώστε
Y =

(
yij
)
∈Mn(K) αντισυμμετρικό ⇔ yij = −yji

A = X + Y ⇔
(
aij
)
=
(
xij + yij

)
⇔ aij = xij + yij , ∀ i, j = 1, . . . , n.

Τότε,
aji = xji + yji ⇔ aji = xij − yij.

Λύνοντας το σύστημα
{
xij + yij = aij
xij − yij = aji

}
βρίσκουμε

xij =
1

2
(aij + aji), yij =

1

2
(aij − aji),

και συμπεραίνουμε ότι X =
1

2
(A + AT ), Y =

1

2
(A− AT ), γιατί αν A =

(
aij
)
, τότε

AT =
(
a′ij
)
, με a′ij = aji, i, j = 1, . . . , n. 2

4.5.4 Δίνεται ο πίνακαςA =

 0 a −b
−a 0 c
b −c 0

. Να δείξετε ότι τα στοιχεία της κύριας διαγώνιου

του πίνακα A9 είναι ίσα με το 0.
Λύση. Παρατηρούμε ότι AT = −A, δηλαδή ο A είναι αντισυμμετρικός πίνακας. Θα
δείξουμε ότι ο πίνακαςA9 είναι αντισυμμετρικός,

(
A9
)T

= −A9, επομένως τα στοιχεία
της κύριας διαγωνίου του είναι ίσα με το 0. Πράγματι:(

A9
)T

=
(
AT
)9

= (−A)9 =
[
(−1)A

]9
= (−1)9A9 = −A9. 2

4.5.5 Να δείξετε ότι για κάθε A ∈ Mn×m(K), οι πίνακες A · AT και AT · A είναι συμμετρι-
κοί. Επιπλέον αν A ∈ Mn(K), τότε ο A + AT είναι συμμετρικός, ενώ ο A − AT είναι
αντισυμμετρικός.
Λύση.Αποδεικνύουμε ότι ο πίνακαςM = A ·AT ∈Mn(K) είναι συμμετρικός, δηλ. ότι
MT =M . Πράγματι

MT =
(
A · AT

)T
=
(
AT
)T · AT = A · AT =M.

Όμοια αποδεικνύονται και οι υπόλοιποι ισχυρισμοί. 2

Έστω ο πίνακας A =

[
a b
c d

]
. Υπολογίζουμε τα στοιχεία της κύριας διαγωνίου του

πίνακα AAT .
AAT =

[
a b
c d

] [
a c
b d

]
=

[
a2 + b2 ∗
∗ c2 + d2

]
.

Έτσι το ίχνος του πίνακαAAT ισούται με το άθροισμα των τετραγώνων όλων των στοι-
χείων του A, Tr(AAT ) = a2 + b2 + c2 + d2. Στην επόμενη άσκηση γενικεύουμε το
συμπέρασμα για κάθε πίνακα.

4.5.6 Έστω A =
(
aij
)
∈ Mn×m(K). Να δείξετε ότι το ίχνος του n × n-πίνακα AAT ισούται

με το άθροισμα των τετραγώνων όλων των στοιχείων του A,

Tr(AAT ) =
n∑

i=1

m∑
j=1

a 2
ij.
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Λύση. Έστω AT =
(
a′ij
)
, τότε a′ij = aji, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m. Έστω επίσης

AAT =
(
cij
)
. Έχουμε

Tr(AAT ) = c11 + · · ·+ cnn =
n∑

i=1

cii =
n∑

i=1

m∑
j=1

aija
′
ji =

n∑
i=1

m∑
j=1

aijaij =
n∑

i=1

m∑
j=1

a 2
ij. 2

Υπάρχουν μη μηδενικοί πίνακεςA ∈Mn(K) για τους οποίους ισχύειA2 = 0n. Μάλιστα
κάθε πίνακας όμοιος με τονA έχει την ίδια ιδιότητα. Πράγματι, ανM = PAP−1, όπου
P ∈ GLn(K), τότε

M2 = (PAP−1)(PAP−1) = PA2P−1 = P 0nP
−1 = 0n.

Για παράδειγμα για τους πίνακες

A =

[
0 1
0 0

]
, M =

[
2 −5
−1 3

] [
0 1
0 0

] [
2 −5
−1 3

]−1
=

[
0 2
0 −1

] [
3 5
1 2

]
=

[
2 4
−1 −2

]
,

ισχύει A2 = M2 = 02. Στην επόμενη άσκηση δείχνουμε ότι δεν υπάρχει συμμετρικός
πίνακας που να έχει αυτήν την ιδιότητα.

4.5.7 Να αποδείξετε ότι αν A ∈ Mn(R) είναι συμμετρικός πίνακας για τον οποίο ισχύει
A2 = 0n, τότε A = 0n.
Λύση. Έστω A =

(
aij
)
. Ο A είναι συμμετρικός, επομένως A = AT . Από τη Λυμένη

Άσκηση 4.5.6 έχουμε
A2 = 0n ⇔ AA = 0n ⇔ AAT = 0n =⇒ Tr(AAT ) = Tr(0n) ⇔

⇔
n∑

i=1

m∑
j=1

a 2
ij = 0 ⇔ aij = 0, ∀ i, j ∈ {1, . . . , n} ⇔ A = 0n. 2

Ο πίνακας

A =

−2 5 4
4 −3 −4
−3 5 5

 ∈M3(R)

ικανοποιεί τη σχέσηA3−7A+6In = 0n, για n = 3. Δείχνουμε ότι κάθε πίνακας όμοιος
με τον A ικανοποιεί την ίδια σχέση.

4.5.8 Αν για τον πίνακα A ∈Mn(K) ισχύει

A3 − 7A+ 6In = 0n,

να δείξετε ότι και για τον πίνακα M = PAP−1 ισχύει M3 − 7M + 6In = 0n, όπου
P ∈ GLn(K).
Λύση. Παρατηρούμε ότι

M3 = (PAP−1)(PAP−1)(PAP−1) = PAAAP−1 ⇒ M3 = PA3P−1.

Έτσι,
M3−7M+6InInIn = PA3P−1−7PAP−1+6P InP

−1P InP
−1P InP
−1 = P (A3P−1−7AP−1+6InP

−1) =

= P (A3 − 7A+ 6In)P
−1 = P 0nP

−1 = 0n. 2
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4.5.9 Δίνονται οι πίνακες A,D ∈ Mn(K) και P ∈ GLn(K), τέτοιοι ώστε A = PDP−1. Να
δείξετε ότι για κάθεm ∈ N ισχύει

Am = PDmP−1. (4.5.3)

Λύση. Αποδεικνύουμε τη ζητούμενη σχέση χρησιμοποιώντας τη μέθοδο της μαθημα-
τικής επαγωγής.

• H Σχέση (4.5.3) ισχύει γιαm = 1 : A1 = PD1P−1.
• Έστω ότι η Σχέση (4.5.3) ισχύει γιαm = κ : Aκ = PDκP−1.
• Θα δείξουμε ότι η Σχέση (4.5.3) ισχύει γιαm = κ+ 1 : Aκ+1 = PDκ+1P−1.

Πράγματι,
Aκ+1 = AκA = (PDκP−1)(PDP−1) = PDκInDP

−1 = PDκDP−1 = PDκ+1P−1. 2

4.5.10 Δίνονται οι πίνακες A,B ∈ Mn(K). Να δείξετε ότι αν ο A ή ο B είναι αντιστρέψιμος,
τότε οι πίνακες AB και BA είναι όμοιοι.
Λύση. Έστω ότι ∃A−1. Τότε AB = ABIn = ABAA−1, δηλαδή

AB = A(BA)A−1

και οι πίνακες AB και BA είναι όμοιοι. Αν ∃B−1, τότε BA = B(AB)B−1 και οι
πίνακες AB και BA είναι επίσης όμοιοι. 2

4.5.11 Να δείξετε ότι οι πίνακες τουM3(K) που αντιμετατίθενται με κάθε πίνακα τουM3(K),
ως προς τον πολλαπλασιασμό πινάκων, είναι οι διαγώνιοι πίνακες που έχουν όλα τα
στοιχεία της κύριας διαγωνίου ίσα μεταξύ τους,

{
M ∈M3(K) : MA = AM, ∀A ∈M3(K)

}
=

{d 0 0
0 d 0
0 0 d

= dI3 : d ∈ K

}
.

Λύση. Θα δείξουμε ότι τα σύνολα Z =
{
M ∈ M3(K) : MA = AM, ∀A ∈ M3(K)

}
και C =

{
dI3 : d ∈ K

}
είναι ίσα, αποδεικνύοντας ότι C ⊆ Z και Z ⊆ C.

◦ Αν dI3 ∈ C, τότε ∀A ∈ Mn(K) έχουμε (dI3)A = d(I3A) = dA = d(AI3) = A(dI3)
(βλ.Πρόταση 4.2.3.2.iv). Έτσι dI3 ∈ Z, επομένως C ⊆ Z.

◦ Έστω M =

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

 ∈ Z. Θα δείξουμε ότι M = a1I3 ∈ C. Τότε θα ισχύει

Z ⊆ C, γεγονός που θα ολοκληρώσει την απόδειξη.

Αφού οM αντιμετατίθεται με κάθε πίνακα τουM3(K), θα αντιμετατίθεται και με τους
3× 3-πίνακες μονάδα E11, E22, E12, E13. Έτσι,

• ME11 = E11M ⇔

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

1 0 0
0 0 0
0 0 0

 =

1 0 0
0 0 0
0 0 0

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

⇔
⇔

a1 0 0
b1 0 0
c1 0 0

=

a1 a2 a3
0 0 0
0 0 0

⇔ a2 = a3 = b1 = c1 = 0,

άραM=

a1 0 0
0 b2 b3
0 c2 c3

.
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• ME22 = E22M ⇔

a1 0 0
0 b2 b3
0 c2 c3

0 0 0
0 1 0
0 0 0

 =

0 0 0
0 1 0
0 0 0

a1 0 0
0 b2 b3
0 c2 c3

⇔
⇔

0 0 0
0 b2 0
0 c2 0

=

0 0 0
0 b2 b3
0 0 0

⇔ b3 = c2 = 0, άραM=

a1 0 0
0 b2 0
0 0 c3

.

• ME12 = E12M ⇔

a1 0 0
0 b2 0
0 0 c3

0 1 0
0 0 0
0 0 0

 =

0 1 0
0 0 0
0 0 0

a1 0 0
0 b2 0
0 0 c3

⇔
⇔

0 a1 0
0 0 0
0 0 0

=

0 b2 0
0 0 0
0 0 0

⇔ b2 = a1, άραM=

a1 0 0
0 a1 0
0 0 c3

.

• ME12 = E12M ⇔ · · · ⇔ c3 = a1, επομένωςM=

a1 0 0
0 a1 0
0 0 a1

 = a1I3 ∈ C. 2

Το σύνολο των πινάκων τουMn(K) που αντιμετατίθενται με κάθε πίνακα τουMn(K),
ως προς τον πολλαπλασιασμό πινάκων, λέγεται κέντρο τουMn(K) και συμβολίζεται
με Z

(
Mn(K)

)
ή C

(
Mn(K)

)
. Όμοια με τη Λυμένη Άσκηση 4.5.11 αποδεικνύεται ότι

Z
(
Mn(K)

)
=
{
M ∈Mn(K) : MA = AM, ∀A ∈Mn(K)

}
=
{
dIn : d ∈ K

}
.

4.5.12 Έστω ο πίνακας A =

(
1 2
0 1

)
. Αφού αποδείξετε ότι ο A είναι αντιστρέψιμος και υπο-

λογίσετε τον A−1, να βρείτε τους πίνακες X, Y, Z, W , αν

α) AX =

[
5
1

]
, β) Y A =

(
2 1
−1 0

)
, γ) AZA = 4I2, δ) AW = A2 + 3A.

Λύση. Στα επόμενα κεφάλαια θα μάθουμε διάφορους τρόπους υπολογισμού του αντί-
στροφου ενός αντιστρέψιμου πίνακα. Εδώ χρησιμοποιούμε τον ορισμό. ΨάχνουμεA′ =(
a b
c d

)
τέτοιον, ώστε AA′ = I2 και A′A = I2. Αν υπάρχει τέτοιος πίνακας, τότε ο A

είναι αντιστρέψιμος με A−1 = A′. Έχουμε

AA′ = I2 ⇔
(
1 2
0 1

)(
a b
c d

)
= I2 ⇔

(
a+ 2c b+ 2d
c d

)
=

(
1 0
0 1

)
⇔

⇔
{
a+ 2c = 1 b+ 2d = 0
c = 0 d = 1

}
⇔
{
a = 1 b = −2
c = 0 d = 1

}
⇔ A′ =

(
1 −2
0 1

)
.

Παρατηρούμε ότι A′A =

(
1 −2
0 1

)(
1 2
0 1

)
=

(
1 0
0 1

)
= I2, οπότε

A−1 = A′ =

(
1 −2
0 1

)
.

α) AX=

[
5
1

]
⇔ A−1(AX)=A−1

[
5
1

]
⇔ (A−1A)X=

(
1 −2
0 1

)[
5
1

]
⇔ I2X= X=

[
3
1

]
.

β) Y A=

(
2 1
−1 0

)
⇔ (Y A)A−1=

(
2 1
−1 0

)
A−1 ⇔ Y =

(
2 1
−1 0

)(
1 −2
0 1

)
=

(
2 −3
−1 2

)
.
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γ) AZA = 4I2 ⇔ A−1(AZA)A−1= A−1(4I2)A
−1⇔

⇔ (A−1A)Z(AA−1) = 4(A−1I2)A
−1⇔ I2ZI2 = 4A−1A−1 ⇔

⇔ Z = 4

(
1 −2
0 1

)(
1 −2
0 1

)
=

(
4 −16
0 4

)
.

δ) AW = A3 + 3A⇔ A−1(AW ) = A−1A2 + A−1(3A)⇔

⇔ (A−1A)W = (A−1A)A+ 3(A−1A)⇔ I2W = I2A+ 3I2 ⇔

⇔ W = A+ 3I2 =

(
4 2
0 4

)
. 2

4.5.13 Θεωρούμε το σύνολο C =
{[a −b

b a

]
: a, b ∈ R

}
⊆M2(R) και το σώμα των μιγαδικών,

C =
{
z = a+ ib : a, b ∈ R

}
. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση

f : C→ C, f(a+ ib) =

[
a −b
b a

]
είναι 1-1 και επί και «διατηρεί τις πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού»,
δηλαδή ∀ z1, z2 ∈ C ισχύει

f(z1 + z2) = f(z1) + f(z2), f(z1z2) = f(z1) · f(z2).

Λύση. Έστω z1 = a1 + ib1, z2 = a2 + ib2 ∈ C, όπου a1, a2, b1, b2 ∈ R.

• Αν f(z1) = f(z2)⇒
[
a1 −b1
b1 a1

]
=

[
a2 −b2
b2 a2

]
⇒ a1 = a2, b1 = b2 ⇒ z1 = z2,

επομένως η f είναι 1-1.

• Για κάθε A =

[
a −b
b a

]
∈ C, ∃ z = a+ ib ∈ C με f(z) = A, έτσι η f είναι επί.

• f(z1 + z2) = f
(
(a1 + a2) + i(b1 + b2)

)
=

[
a1 + a2 −b1 − b2
b1 + b2 a1 + a2

]
=

=

[
a1 −b1
b1 a1

]
+

[
a2 −b2
b2 a2

]
= f(a1 + ib1) + f(a2 + ib2) = f(z1) + f(z2).

• f(z1) · f(z2) =
[
a1 −b1
b1 a1

] [
a2 −b2
b2 a2

]
=

[
a1a2 − b1b2 −a1b2 − a2b1
a1b2 + a2b1 a1a2 − b1b2

]
=

= f
(
(a1a2 − b1b2) + i(a1b2 + a2b1)

)
= f

(
(a1 + ib1)(a2 + ib2)

)
= f(z1z2).

Στη γλώσσα των μαθηματικών η συνάρτηση f ονομάζεται ισομορφισμός και οι αλγε-
βρικές δομές C και C ονομάζονται ισόμορφες. Μέσω του ισομορφισμού μπορούμε να
ταυτίζουμε τους μιγαδικούς με τους πίνακες του C και αντίστροφα. Για παράδειγμα,
για τον z = a+ ib 6= 0, με f(z) =

[
a −b
b a

]
, έχουμε

z−1 =
z

|z|2
=

a

a2 + b2
+ i

−b
a2 + b2

, έτσι
[
a −b
b a

]−1
= f(z−1) =

1

a2 + b2

[
a b
−b a

]
. 2
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Ασκήσεις για Εξάσκηση

4.5.1 Να γίνουν οι πράξεις

α)
(
1 2
5 3

)[(
2 0
0 4

)
+

(
1 2
3 5

)]
, β)

1 2 0
3 1 1
0 0 4

30
1

, γ)

12
4

 [5 2 3 7
]
,

δ)
(
0 a
0 0

)(
b 0
0 0

)
, ε)

0 x y
0 0 0
0 0 0

a b c
0 0 0
0 0 0

.

4.5.2 Να βρείτε μη μηδενικούς πίνακες A,B ∈ Mn(K) τέτοιους, ώστε AB = 000, για n =
4, 5, . . .

4.5.3 Να υπολογίσετε τα γινόμενα AB και BA στις παρακάτω περιπτώσεις

i) A =
[
3 2 1

]
, B =

23
0

, ii) A =

(
4 −2
−2 1

)
, B =

(
2 1
4 2

)
,

iii) A =

3 0 1
0 4 2
5 −3 1

, B =

1 −5 0
4 1 2
0 −1 3

, iv) A =

3 0 1
0 4 2
5 −3 1

, B =

1 −5
4 1
0 −1

.

4.5.4 Αν A =

1 −1
0 1
2 0

, B =

(
0 1 1
1 0 1

)
, C =

−1 1 0
1 0 1
0 2 2

, να υπολογίσετε τους πίνακες

i) AB, ii) AB − C, iii) ABC.

4.5.5 Να βρείτε τους πίνακεςX =

(
a 1
0 b

)
, a, b ∈ R, οι οποίοι είναι αντιστρέψιμοι και είναι

ίσοι με τον αντίστροφό τους.

4.5.6 Δίνονταιι οι πίνακες A =

0 1 −1
3 −2 3
2 −2 3

, B =

 4 −3 3
2 −1 2
−3 3 −2

.

i) Να δείξετε ότι A2 = B2 = I3 και να βρείτε τους A−1, B−1.
ii) Να δείξετε ότι (A− B)2 = 03 και ότι ο πίνακας A− B δεν αντιστρέφεται.
iii) Να δείξετε ότι (A+B)2 = 4I3 και να βρείτε τον (A+B)−1.
iv) Να δείξετε ότι A2 − B2 6= (A+B)(A− B).

4.5.7 Έστω A,B συμμετρικοί πίνακες τουMn(K), κ, λ ∈ K, m > 1. Nα αποδείξετε ότι οι
πίνακες A+B, A− B, κA, κA+ λB, ABA, Am είναι επίσης συμμετρικοί.

4.5.8 Αν A,B είναι συμμετρικοί πίνακες τουMn(K), να δείξετε ότι και ο πίνακας AB είναι
συμμετρικός, αν και μόνο αν AB = BA.

4.5.9 Δίνεται ο πίνακας A =

 0 1 2
−1 0 3
−2 −3 0

. Τι παρατηρείτε για τους πίνακες Am,

m = 1, 2, 3, 4 ;
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4.5.10 ΈστωA αντισυμμετρικός πίνακας τουMn(K). Να δείξετε ότι οA2κ είναι συμμετρικός,
ενώ ο A2κ+1 είναι αντισυμμετρικός πίνακας, κ ∈ N.

4.5.11 i) Έστω A ∈ Mn(K) αντιστρέψιμος συμμετρικός πίνακας. Να δείξετε ότι ο πίνακας
A−1 είναι επίσης συμμετρικός.
ii) Έστω A ∈ Mn(K) αντιστρέψιμος αντισυμμετρικός πίνακας, όπου n = 2κ άρτιος.
Να δείξετε ότι ο πίνακαςA−1 είναι επίσης αντισυμμετρικός. (Οι αντισυμμετρικοί n×n-
πίνακες, όπου n = 2κ+ 1 περιττός, είναι μη αντιστρέψιμοι).

4.5.12 Δίνεται ο πίνακας A =

 1 1 3
5 2 6
−2 −1 −3

. Να δείξετε ότι Am = 03, για κάθε m ≥ 3.

4.5.13 Έστω B =

0 1 −1
4 −3 4
3 −3 4

. Να δείξετε ότι B−1 = B και να υπολογίσετε τους πίνακες

B1000 και B1111.

4.5.14 Έστω A =

(
a a+ 1

1− a −a

)
, a ∈ R.

i) Να δείξετε ότι Am =

{
I2, m άρτιος
A, m περιττός.

ii) Να υπολογίσετε το άθροισμα I2 + A+ A2 + · · ·+ A10.

iii) Δίνεται ο πίνακας B =

(
1 1
0 −1

)
. Να βρείτε τους πίνακες X , Y , αν

A23X = B, Y A23 = B.

4.5.15 Να δείξετε ότι ο πίνακας A =

(
2 1
1 1

)
είναι αντιστρέψιμος και να βρείτε τους πίνακες

X , Y , Z, αν

AX =

(
2 −1
1 0

)
, AY A =

(
1 0
0 0

)
, AZ = A2 + 2A.

4.5.16 Έστω A =

(
0 1
−1 0

)
.

i) Να δείξετε ότι ο A είναι αντιστρέψιμος με A−1 = A3.
ii) Να υπολογίσετε τον πίνακα Am για τις διάφορες τιμές τουm ∈ Z.
iii) Να βρείτε τους πίνακες A2023 και A−2023.

4.5.17 Αν A =
1

2

(
1 −

√
3√

3 1

)
, να δείξετε ότι A3 = −I2 και να βρείτε το x ∈ R, ώστε

x2A2022 + (x+ 2)A2019 = 02. (4.5.4)

4.5.18 Να υπολογίσετε τους πίνακες Am και Bm για τις διάφορες τιμές τουm ∈ N, όπου

A =

(
1 1
0 1

)
, B =

1 1 1
0 1 1
0 0 0

.
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4.5.19 ΑνA,B ∈Mn(K) είναι άνω τριγωνικοί πίνακες, να δείξετε ότι και οι πίνακεςAB,Am

είναι άνω τριγωνικοί,m ∈ N.

4.5.20 Αν για τους πίνακες A,B ∈Mn(K) ισχύει

A2 + 2A− In = 0n, 2B3 + 4B2 − 2B + 3In = 0n,

να αποδείξετε ότι οι A,B είναι αντιστρέψιμοι.

4.5.21 Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει μη μηδενικός πίνακας A ∈ Mn(K) για τον οποίο να
ισχύει AT = 2A. Γενικότερα, να αποδείξετε ότι αν για τον μη μηδενικό πίνακα A ∈
Mn(K) ισχύει AT = xA, x ∈ K, τότε x = ±1.

4.5.22 Έστω A,B ∈Mn(C). Να δείξετε ότι (A · B) = A ·B και αν ο A είναι αντιστρέψιμος,
τότε και ο A είναι αντιστρέψιμος, με

(
A
)−1

=
(
A−1

)
.

4.5.23 Έστω ο αντιστρέψιμος πίνακας A ∈Mn(K). Αν για τον πίνακα X ∈Mn(K) ισχύει
ATXA = A+ AT + 3In ,

να αποδείξετε ότι ο πίνακας X είναι συμμετρικός.
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ΜΕΘΟΔΟΣ ΑΠΑΛΟΙΦΗΣ ΤΟΥ GAUSS

Σύνοψη
Στην αρχή του κεφαλαίου εξετάζονται οι στοιχειώδεις πράξεις και οι αντίστοιχοι στοι-
χειώδεις πίνακες που οδηγούν στη μέθοδο απαλοιφής του Gauss για την ελαττωμένη
κλιμακωτή μορφή γραμμών των πινάκων. Εισάγονται οι έννοιες της βαθμίδας πίνακα, της
γραμμικής εξάρτησης-ανεξαρτησίας γραμμών, στηλών πίνακα και μελετάται η σύνδεση
των εννοιών αυτών με την ελαττωμένη κλιμακωτή μορφή γραμμών του πίνακα. Επίσης,
αναπτύσσεται η μέθοδος του Gauss για την εύρεση αντιστρόφου. Η ενότητα «Εργαστήριο
με Mathematica» που ακολουθεί προσφέρει μία σειρά παραδειγμάτων που βοηθούν στην
καλύτερη εμπέδωση των εννοιών αυτών. Το κεφάλαιο κλείνει με μια ενότητα ασκήσεων
πάνω στη θεωρία που αναπτύχθηκε. Για βιβλιογραφία στα θέματα αυτά παραπέμπουμε στα
βιβλία [1], [2], [3], [4]

Προαπαιτούμενη γνώση: Κεφάλαιο 4.

Εισαγωγή

Η μέθοδος που θα παρουσιάσουμε ονομάζεται αλγόριθμος του Gauss, καθώς πήρε το όνομά
της από τον μεγάλο Γερμανό μαθηματικό Carl Friedrich Gauss (1777-1855) που έδειξε τη χρη-
σιμότητά της και τη βελτίωσε σημαντικά, παρόλο που δεν ανακαλύφθηκε από αυτόν. Η μέ-
θοδος εφαρμοζόταν ήδη στην Κίνα για την επίλυση γραμμικών συστημάτων σχεδόν δύο χι-
λιετίες πριν τη γέννησή του Gauss ενώ, όπως φαίνεται, ο Isaac Newton (1642-1726) είχε χρη-
σιμοποιήσει μία ανάλογη μέθοδο στις σημειώσεις του. Η μέθοδος έγινε ακόμα πιο δημοφιλής
με το έργο τουWilhelm Jordan (1842-1899), ο οποίος πρόσθεσε τα βήματα για τον υπολογισμό
αντιστρόφου πίνακα. Ο σκοπός της μεθόδου είναι από έναν δοθέντα πίνακα A ∈Mn×m(K)

Βαβατσούλας, X. & Χαραλάμπους, X-M-A. (2023). «Στοιχεία από τη Γραμμική Άλγεβρα».
Αθήνα: Κάλλιπος, Ανοικτές Ακαδημαϊκές Εκδόσεις. http://dx.doi.org/10.57713/kallipos-286

Creative Commons Αναφορά Δημιουργού - Μη Εμπορική Χρήση - Παρόμοια Διανομή 4.0

http://dx.doi.org/10.57713/kallipos-286
http://dx.doi.org/10.57713/kallipos-286


110 ΜΕΘΟΔΟΣ ΑΠΑΛΟΙΦΗΣ ΤΟΥ GAUSS

να μεταβούμε σε έναν «απλούστερο» πίνακα R ∈Mn×m(K) με όσο το δυνατόν περισσότερα
μηδενικά στοιχεία, μετά από μία σειρά πράξεων στις γραμμές του A και με τέτοιον τρόπο
που ο πίνακαςR να διατηρεί τις πληροφορίες του A. Για να φτάσουμε στον πίνακαR θα πε-
ράσουμε πρώτα σε άλλους πίνακες, κάθε τέτοια μετάβαση θα δηλώνεται με ένα βέλος. Έτσι,
αναπαριστούμε τη συνολική μετάβαση από τον A στον R ως εξής:

A
αλγόριθμος του Gauss
−→ · · · −→ R .

5.1 Στοιχειώδεις Πράξεις Γραμμών - Στοιχειώδεις Πίνακες

Έστω A ∈ Mn×m(K), Γ1, . . . ,Γn οι γραμμές του A, κ, λ ∈ K, λ 6= 0, 1 ≤ i, j ≤ n,
i 6= j. Ονομάζουμε τις επόμενες διαδικασίες στοιχειώδεις πράξεις στις γραμμές του A ή
απλά γραμμοπράξεις:

• τύπου 1: Γi → Γi + κΓjΓi → Γi + κΓjΓi → Γi + κΓj Αντικατάσταση της i-γραμμής Γi με τη γραμμή Γi + κΓj .

• τύπου 2: Γi ↔ ΓjΓi ↔ ΓjΓi ↔ Γj Αντιμετάθεση της i-γραμμής Γi με την j-γραμμή Γj .

• τύπου 3: Γi → λΓiΓi → λΓiΓi → λΓi Πολλαπλασιασμός όλων των στοιχείων της i-γραμμής Γi με ένα
μη μηδενικό στοιχείο λ του K.

Παραδείγματα 5.1.0.1

i. Έστω A =

(
1 2
4 5

)
. Έχουμε ότι οι γραμμές του A είναι οι Γ1 =

[
1 2

]
, Γ2 =

[
4 5

]
και

άρα Γ2 + 3Γ1 =
[
4 5

]
+
[
3 6

]
=
[
7 11

]
. Έτσι

•
(
1 2
4 5

)
Γ2→Γ2+3Γ1−−−−−−−→

(
1 2
7 11

)
,

•
(
1 2
4 5

)
Γ1↔Γ2−−−−→

(
4 5
1 2

)
,
(
1 2
4 5

)
Γ1→ 6Γ1−−−−−→

(
6 12
4 5

)
.

ii. Εφαρμόζουμε τη γραμμοπράξη Γ2 → Γ2 + κ · Γ1 σε έναν τυχαίο 2× 3-πίνακα A:

A =

(
a1 a2 a3
b1 b2 b3

)
Γ2→Γ2+κ·Γ1−−−−−−−→

(
a1 a2 a3

b1 + κa1 b2 + κa2 b3 + κa3

)
= A′.

iii. Εφαρμόζουμε τη γραμμοπράξη Γ2 → Γ222 + κκκ · Γ111 στον μοναδιαίο πίνακα I2 και συμ-
βολίζουμε με E222+κκκ·111 τον πίνακα που προκύπτει:

I2 =

(
1 0
0 1

)
Γ2→Γ222+κκκ·Γ111−−−−−−−→

(
1 0
κ 1

)
= E222+κκκ·111 .

iv. Εφαρμόζουμε τη γραμμοπράξη Γ1 ↔ Γ2 σε έναν τυχαίο 2× 3-πίνακα A:

A =

(
a1 a2 a3
b1 b2 b3

)
Γ1↔Γ2−−−−→

(
b1 b2 b3
a1 a2 a3

)
= A′.

v. Εφαρμόζουμε τη γραμμοπράξη Γ111 ↔ Γ222 στον μοναδιαίο πίνακα I2 και συμβολίζουμε
με E111↔222 τον πίνακα που προκύπτει:

I2 =

(
1 0
0 1

)
Γ111↔Γ222−−−−→

(
0 1
1 0

)
= E111↔222 .
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vi. Εφαρμόζουμε τη γραμμοπράξη Γ1 → λ · Γ1 σε έναν τυχαίο 2× 3-πίνακα A:

A =

(
a1 a2 a3
b1 b2 b3

)
Γ1→λ·Γ1−−−−−→

(
λa1 λa2 λa3
b1 b2 b3

)
= A′.

vii. Εφαρμόζουμε τη γραμμοπράξη Γ1 → λλλ · Γ111 στον μοναδιαίο πίνακα I2 και συμ-
βολίζουμε με Eλλλ·111 τον διαγώνιο πίνακα που προκύπτει:

I2 =

(
1 0
0 1

)
Γ1→λλλ·Γ111−−−−−→

(
λ 0
0 1

)
= Eλλλ·111 .

Έστω κ ∈ K. Ο στοιχειώδης n × n-πίνακας τύπου 111 είναι ο πίνακας τουMn(K) που προ-
κύπτει αν εφαρμόσουμε τη γραμμοπράξη Γi → Γiii + κκκ · Γjjj στον μοναδιαίο πίνακα In. Ονο-
μάζεται και συμβολίζεται με E iii+κκκ·jjj , κ ∈ K, i 6= j. Αντίστοιχα, ο πίνακας του Mn(K) που
προκύπτει αν εφαρμόσουμε τη γραμμοπράξη Γiii ↔ Γjjj στον μοναδιαίο πίνακα In ονομάζεται
στοιχειώδης n × n-πίνακας τύπου 222 και συμβολίζεται με E iii↔ jjj , 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j, ενώ
αν κ 6= 0, τότε ο διαγώνιος πίνακας του Mn(K) που προκύπτει αν εφαρμόσουμε τη γραμ-
μοπράξη Γi → κκκ · Γiii , στον μοναδιαίο πίνακα In ονομάζεται στοιχειώδης n × n-πίνακας
τύπου 333 και συμβολίζεται με Eκκκ·iii.
Με άλλα λόγια:

• In
Γi→Γiii+κκκ·Γjjj−−−−−−−→ E iii+κκκ·jjj (στοιχειώδης πίνακας τύπου 1),

• In
Γiii↔Γjjj−−−−→ E iii↔ jjj (στοιχειώδης πίνακας τύπου 2),

• In
Γi→κκκ·Γiii−−−−−→ Eκκκ·iii (στοιχειώδης πίνακας τύπου 3).

Παραδείγματα 5.1.0.2

i. Οι πίνακες
(
1 5
0 1

)
και

1 5 0
0 1 0
0 0 1

 είναι στοιχειώδεις 2× 2 και 3× 3-πίνακες τύπου

1 και συμβολίζονται με E1+5·2 .

ii. Οι πίνακες E1↔2 =

0 1 0
1 0 0
0 0 1

 και E2↔3 =

1 0 0
0 0 1
0 1 0

 είναι στοιχειώδεις 3 × 3-

πίνακες τύπου 2.

iii. Οι πίνακες
(
1 0
0 5

)
και

1 0 0
0 5 0
0 0 1

 είναι στοιχειώδεις 2× 2 και 3× 3-πίνακες τύπου

3, αντίστοιχα και συμβολίζονται με E5·2 .

iv. Έστω A =

(
a1 a2 a3
b1 b2 b3

)
. Παρατηρούμε ότι

E2+κ·1A =

(
1 0
κ 1

)(
a1 a2 a3
b1 b2 b3

)
=

(
a1 a2 a3

b1 + κa1 b2 + κa2 b3 + κa3

)
,

δηλαδή το γινόμενο του στοιχειώδους πίνακα E2+κ·1 τύπου 1 με τον A είναι ακριβώς
το αποτέλεσμα της γραμμοπράξης Γ2 → Γ2 + κ · Γ1 τύπου 1 στον A. Επιπλέον

E1↔2A =

(
0 1
1 0

)(
a1 a2 a3
b1 b2 b3

)
=

(
b1 b2 b3
a1 a2 a3

)
,
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και άρα το γινόμενο του στοιχειώδους πίνακα τύπου 2 με τον A είναι ίσο με το αποτέ-
λεσμα της γραμμοπράξης Γ1 ↔ Γ2 τύπου 2 στον A,

A
Γ1↔Γ2−−−−→ E1↔2A .

Δείτε, επίσης, ότι το αποτέλεσμα της γραμμοπράξης Γ1 → λ · Γ1 τύπου 3 είναι ίσο με
το γινόμενο του αντίστοιχου στοιχειώδους πίνακα τύπου 3 με τον A:

A
Γ1→λ·Γ1−−−−−→ A′ = Eλ·1A =

(
λ 0
0 1

)(
a1 a2 a3
b1 b2 b3

)
=

(
λa1 λa2 λa3
b1 b2 b3

)
.

Όσα είδαμε στο τελευταίο παράδειγμα γενικεύονται στην επόμενη πρόταση.

Πρόταση 5.1.0.3 ΈστωA ∈Mn×m(K). Οι στοιχειώδεις πράξεις γραμμών στονA παράγουν
πίνακες που ισούνται με τα γινόμενα των αντίστοιχων n × n στοιχειωδών πινάκων επί A.
Συγκεκριμένα, αν Γi, Γj είναι δύο διαφορετικές γραμμές του A, κ, λ ∈ K με λ 6= 0, τότε

• A Γi→Γiii+κκκ·Γjjj−−−−−−−→ E iii+κκκ·jjjA,

• A Γiii↔Γjjj−−−−→ E iii↔ jjjA,

• A Γi→κκκ·Γiii−−−−−→ Eλλλ·iiiA.

Απόδειξη.Η απόδειξη προκύπτει με εφαρμογή του ορισμού του πολλαπλασιασμού πινάκων.
Ας δούμε αναλυτικά την απόδειξη για τη γραμμοπράξη τύπου 2. Έστω ότιA′ είναι ο πίνακας
που προκύπτει από την εφαρμογή της στον A, έστω δηλαδή ότι

A
Γi↔Γj−−−−→ A′

και έστω επίσης Γ′1, . . . ,Γ
′
n οι γραμμές του A′. Παρατηρούμε ότι αν t 6= i, j, τότε Γ′t = Γt,

ενώ Γ′i = Γj και Γ′j = Γi. Ας εξετάσουμε τώρα το γινόμενο E i↔ jA. Η t-γραμμή του E i↔ j

έχει ακριβώς ένα μη μηδενικό στοιχείο, το 1 στη θέση (t, t). Κατά συνέπεια, η t-γραμμή του
E i↔ jA που προκύπτει από το γινόμενο της t-γραμμής του E i↔ j με τον A είναι ακριβώς ίση
με τη Γt. Αντίστοιχα η i-γραμμή του E i↔ j έχει ακριβώς ένα μη μηδενικό στοιχείο, το 1 στη
θέση (j, j). Κατά συνέπεια, η i-γραμμή του E i↔ jA που προκύπτει από το γινόμενο της i-
γραμμής του E i↔ j με τον A είναι ακριβώς ίση με τη Γj = Γ′i. Όμοια η j-γραμμή του E i↔ jA,
είναι ίση με τη Γ′j . Αποδείξαμε, λοιπόν, ότι A′ = E i↔ jA. Με τον ίδιο τρόπο προκύπτουν και
οι υπόλοιποι ισχυρισμοί της πρότασης. ■

Δεν είναι δύσκολο να δούμε ότι όλοι οι στοιχειώδεις πίνακες είναι αντιστρέψιμοι. Πρώτα,
ας δούμε συγκεκριμένα παραδείγματα με 2× 2 στοιχειώδεις πίνακες.

Παραδείγματα 5.1.0.4

i. Ο πίνακας E2+κ·1 προκύπτει από τον μοναδιαίο πίνακα I2 με τη γραμμοπράξη Γ2 →
Γ2 + κ · Γ1. Παρατηρούμε ότι:

I2 =

(
1 0
0 1

)
Γ2→Γ2+κ·Γ1−−−−−−−→

(
1 0
κ 1

)
= E2+κ·1

Γ2→Γ2−κ·Γ1−−−−−−−→
(
1 0
0 1

)
= E2−κ·1E2+κ·1.

Επαναλαμβάνουμε αλλάζοντας τη σειρά των γραμμοπράξεων:

I2 =

(
1 0
0 1

)
Γ2→Γ2−κ·Γ1−−−−−−−→

(
1 0
−κ 1

)
= E2−κ·1

Γ2→Γ2+κ·Γ1−−−−−−−→
(
1 0
0 1

)
= E2+κ·1E2−κ·1.

Συμπεραίνουμε ότι E2−κ·1E2+κ·1 = I2 = E2+κ·1E2−κ·1, δηλαδή o E2+κ·1 είναι αντι-
στρέψιμος πίνακας, με (E2+κ·1)

−1 = E2−κ·1.
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ii. Εφαρμόζoντας δύο φορές τη γραμμοπράξη Γ1 ↔ Γ2 στον μοναδιαίο πίνακα I2 επι-
στρέφουμε στον I2:

I2 =

(
1 0
0 1

)
Γ1↔Γ2−−−−→

(
0 1
1 0

)
= E1↔2

Γ1↔Γ2−−−−→
(
1 0
0 1

)
= E1↔2E1↔2.

Συμπεραίνουμε ότι E1↔2E1↔2 = I2, δηλαδή o E1↔2 είναι αντιστρέψιμος πίνακας και
ισούται με τον αντίστροφό του, (E1↔2)

−1 = E1↔2.

iii. Αν λ 6= 0, τότε τα στοιχεία της κύριας διαγωνίου του διαγώνιου πίνακα Eλ·1 είναι μη
μηδενικά, άρα (όπως έχουμε δει) ο πίνακας είναι αντιστρέψιμος, με

(Eλ·1)
−1 =

(
λ 0
0 1

)−1
=

(
1/λ 0
0 1

)
= E 1

λ
·1 .

H επόμενη πρόταση περιγράφει τους αντίστροφους των στοιχειωδών n× n πινάκων.

Πρόταση 5.1.0.5 Κάθε στοιχειώδης n × n-πίνακας τύπου είναι αντιστρέψιμος. Συγκεκρι-
μένα, για i 6= j, κ, λ ∈ K, λ 6= 0:

• (Ei+κ·j)
−1 = Ei−κ·j

• (Ei↔j)
−1 = Ei↔j

• (Eλ·i)
−1 = E 1

λ
·i

Απόδειξη. Η απόδειξη γίνεται με εφαρμογή της Πρότασης 5.1.0.3. Ενδεικτικά δείχνουμε για
τον αντίστροφο του στοιχειώδους πίνακα τύπου 1.

In
Γi→Γi+κ·Γj−−−−−−−→ Ei+κ·j

Γi→Γi−κ·Γj−−−−−−−→ In = Ei−κ·jEi+κ·j

και ομοίως
In

Γi→Γi−κ·Γj−−−−−−−→ Ei−κ·j
Γi→Γi+κ·Γj−−−−−−−→ In = Ei+κ·jEi−κ·j .

Επομένως Ei−κ·jEi+κ·j = Ei+κ·jEi−κ·j = In και το ζητούμενο αποδείχθηκε. ■

Έστω, τώρα, ότι A ∈ Mn×m(K) και έστω ότι B είναι πίνακας στον οποίο μεταβαίνουμε
εφαρμόζοντας γραμμοπράξεις στον πίνακα A. Για να επιστρέψουμε από τον B πίσω στον A
αρκεί να εφαρμόσουμε (από το τέλος προς την αρχή) τις αντίστροφες γραμμoπράξεις στον
B. Πράγματι, για κάθε γραμμοπράξη πολλαπλασιάζουμε από τα αριστερά (τον πίνακα που
έχει ήδη προκύψει) με τον στοιχειώδη πίνακα που αντιστοιχεί στη γραμμοπράξη. Έτσι, αν ο
B προκύπτει από την εφαρμογή s γραμμοπράξεων στον A, έχουμε ότι

B = Es

(
· · ·E2 ((E1A))

)
= (Es · · ·E1)A ,

όπου E1, . . . , Es είναι οι αντίστοιχοι n× n στοιχειώδεις πίνακες. Έστω τώρα E = Es · · ·E1.
Αφού E = EIn, μετά από διαδοχική εφαρμογή της Πρότασης 5.1.0.3, έχουμε ότι E είναι
ο πίνακας που προκύπτει μετά από εφαρμογή αυτών των s γραμμοπράξεων στον In. Ως
γινόμενο αντιστρέψιμων πινάκων, ο πίνακας E είναι αντιστρέψιμος και

E−1 = E−11 · · ·E−1s .

Αφού B = EA, έχουμε ότι

E−1B = E−1(EA) = (E−1E)A = InA = A .

Αποδείξαμε, λοιπόν, την επόμενη πρόταση:
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Πρόταση 5.1.0.6 ΈστωA ∈Mn×m(K). Αν μετά από διαδοχική εφαρμογή στοιχειωδώνπρά-
ξεων στις γραμμές του A μεταβούμε στον πίνακα B, τότε υπάρχει αντιστρέψιμος πίνακας
E ∈ Mn(K), τέτοιος ώστε B = EA και ισοδύναμα A = E−1B. Συγκεκριμένα, ο πίνακας E
είναι ο πίνακας στον οποίον μεταβαίνουμε από τον In, αν εφαρμόσουμε τις ίδιες ακριβώς (με
την ίδια διαδοχή) γραμμοπράξεις και είναι ίσος με το γινόμενο των αντίστοιχων στοιχειωδών
πινάκων.

Παράδειγμα 5.1.0.7

A =

0 1
2 3
4 5

 Γ2→Γ2+4Γ1−−−−−−−→ A1 =

0 1
2 7
4 5

 Γ1↔Γ3−−−−→ A2 =

4 5
2 7
0 1

 Γ3→6Γ3−−−−−→ B =

4 5
2 7
0 6

 .
Παρατηρούμε ότι αν εφαρμόσουμε τις γραμμοπράξεις

Γ3 → 1
6
Γ3, Γ3 ↔ Γ1, Γ2 → Γ2 − 4Γ1

στον B, μεταβαίνουμε στον πίνακα A:

B =

4 5
2 7
0 6

 Γ3→ 1
6
Γ3−−−−−→ B1 =

4 5
2 7
0 1

 Γ3↔Γ1−−−−→ B2 =

0 1
2 7
4 5

 Γ2→Γ2−4Γ1−−−−−−−→ A =

0 1
2 3
4 5

 .
Επομένως:

• A1 = E2+4·1A,

• A2 = E1↔3A1,

• B = E6·3A2 και αντικαθιστώντας

• B = E6·3E1↔3A1,

• B = E6·3E1↔3E2+4·1A.

Σημειώνουμε ότι και ο A μπορεί να γραφεί ως γινόμενο στοιχειωδών πινάκων επί τον B,
A =

(
E6·3E1↔3E2+4·1

)−1
B ⇒ A = (E2+4·1)

−1(E1↔3)
−1(E6·3)

−1B ⇒
A = E2−4·1E3↔1E 1

6
·3B.

Το επόμενο πόρισμα είναι μία ειδική περίπτωση της Πρότασης 5.1.0.6.

Πόρισμα 5.1.0.8 Έστω A ∈ Mn(K). Αν μετά από διαδοχική εφαρμογή στοιχειωδών πρά-
ξεων στις γραμμές του A μεταβούμε στον μοναδιαίο πίνακα In, τότε ισχύουν τα εξής:

• ο A αναλύεται σε γινόμενο στοιχειωδών πινάκων,

• ο A είναι αντιστρέψιμος,

• ο A−1 είναι ο πίνακας στον οποίο μεταβαίνουμε αν εφαρμόσουμε διαδοχικά τις ίδιες
γραμμοπράξεις στον In.
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Απόδειξη. Έστω ότι μετά από s γραμμοπράξεις προκύπτει ο μοναδιαίος πίνακας. Από την
Πρόταση 5.1.0.6 γνωρίζουμε ότι

In = (Es · · ·E1)A

όπου E1, . . . , Es είναι οι αντίστοιχοι στοιχειώδεις πίνακες και μάλιστα

A = (E−11 · · ·E−1s )In = E−11 · · ·E−1s .

Αφού οι αντίστροφοι στοιχειωδών πινάκων είναι στοιχειώδεις πίνακες, βλέπουμε ότι ο A
αναλύεται σε γινόμενο στοιχειωδών πινάκων. Επιπλέον,

A−1 =
(
E−11 · · ·E−1s

)−1
= (E−1s )−1 · · · (E−11 )−1 = Es · · ·E1 .

Τελικά, αποδείξαμε ότι ο A−1 είναι ο πίνακας στον οποίο μεταβαίνουμε αν εφαρμόσουμε
διαδοχικά τις ίδιες γραμμοπράξεις στον In. ■

Παράδειγμα 5.1.0.9

A=

0 0 2
3 1 −6
1 0 −2

 Γ1↔Γ3−−−−→

1 0 −2
3 1 −6
0 0 2


︸ ︷︷ ︸

E1↔3 A

Γ2→Γ2−3·Γ1−−−−−−−→

1 0 −2
0 1 0
0 0 2


︸ ︷︷ ︸
E2−3·1 (E1↔3 A)

Γ1→Γ1+Γ3−−−−−−→

1 0 0
0 1 0
0 0 2


︸ ︷︷ ︸

E1+3 (E2−3·1E1↔3 A)

Γ3→ 1
2
·Γ3−−−−−→

1 0 0
0 1 0
0 0 1


︸ ︷︷ ︸

E 1
2 ·3

(E1+3E2−3·1E1↔3 A)

= I3 ⇒ E 1
2 ·3
E1+3E2−3·1E1↔3︸ ︷︷ ︸

EEE

A = I3 ⇒ E A = I3 ,

όπου
E = E 1

2 ·3
E1+3E2−3·1E1↔3 .

Επομένως

A = E−1 =
(
E 1

2 ·3
E1+3E2−3·1E1↔3

)−1 ⇒ A = (E1↔3)
−1(E2−3·1)

−1(E1+3)
−1(E 1

2 ·3
)−1.

και άρα

A = E1↔3E2+3·1E1−3E2·3 =

0 0 1
0 1 0
1 0 0

1 0 0
3 1 0
0 0 1

1 0 −1
0 1 0
0 0 1

1 0 0
0 1 0
0 0 2

 .

Γράψαμε, λοιπόν, τον A ως γινόμενο στοιχειωδών πινάκων. Για τον A−1 έχουμε:

A = E−1 ⇒ A−1 =
(
E−1

)−1 ⇒ A−1 = E = E 1
2 ·3
E1+3E2−3·1E1↔3 .

Παρατηρούμε τέλος ότι, αν εφαρμόσουμε διαδοχικά στον I3 τις ίδιες γραμμοπράξεις που
πραγματοποιήσαμε στον A, μεταβαίνουμε στον πίνακα

E 1
2 ·3
E1+3E2−3·1E1↔3 ,

δηλαδή στον A−1. Πώς, λοιπόν, μπορούμε να υπολογίσουμε τον A−1, ξεκινώντας από τον I3;
Αρκεί να εφαρμόσουμε διαδοχικά, με την ίδια ακριβώς σειρά, τις γραμμοπράξεις που μας
οδήγησαν από τον A στον I3:
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I3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 Γ1↔Γ3−−−−→

0 0 1
0 1 0
1 0 0


︸ ︷︷ ︸

E1↔3

Γ2→Γ2−3·Γ1−−−−−−−→

0 0 1
0 1 −3
1 0 0


︸ ︷︷ ︸

E2−3·1E1↔3

Γ1→Γ1+Γ3−−−−−−→

−→

1 0 1
0 1 −3
1 0 0


︸ ︷︷ ︸
E1+3 (E2−3·1E1↔3 )

Γ3→ 1
2
·Γ3−−−−−→

 1 0 1
0 1 −3
1/2 0 0


︸ ︷︷ ︸

E 1
2 ·3

(E1+3E2−3·1E1↔3 )

= A−1.

Παρατήρηση 5.1.0.10 Αντίστοιχα με τις γραμμοπράξεις, ορίζονται οι στοιχειώδεις πρά-
ξεις στις στήλες ή στηλοπράξεις ενός πίνακα. Ο πίνακας A′ στον οποίο μεταβαίνουμε αν
εφαρμόσουμε μία στηλοπράξη στον πίνακα A ∈Mn×m(K) ισούται με το γινόμενο του A επί
τον στοιχειώδη πίνακαE που προκύπτει από τον μοναδιαίο πίνακα Im, αν εφαρμόσουμε την
ίδια στηλοπράξη στον Im, A′ = AE. Παρατηρήστε ότι ο E είναι πράγματι στοιχειώδης πί-
νακας! Προσέξτε, επίσης, ότι στην περίπτωση γραμμοπράξης πολλαπλασιάζουμε με E από
αριστερά, ενώ στην περίπτωση στηλοπράξης πολλαπλασιάζουμε με E από δεξιά.

Παράδειγμα 5.1.0.11[
2 4 6
3 5 7

]
Σ3→Σ3+5·Σ1−−−−−−−−→

[
2 4 16
3 5 22

]
=

[
2 4 6
3 5 7

]1 0 5
0 1 0
0 0 1

 .
5.2 Ελαττωμένη Κλιμακωτή Μορφή Γραμμών (ε.κ.μ.γ.)

Χρησιμοποιούμε τις στοιχειώδεις πράξεις στις γραμμές ενός n×m-πίνακα για να μεταβούμε
σε έναν νέο απλούστερο πίνακα που θα έχει κατά το δυνατόν περισσότερα μηδενικά στοιχεία.
Χαρακτηριστικά, επιθυμούμε ο νέος πίνακας να είναι όσο το δυνατόν κοντύτερα σε έναν
μοναδιαίο πίνακα. Λέμε ότι ένας n×m-πίνακας είναι σε κλιμακωτή μορφή γραμμών, αν
έχει τις παρακάτω ιδιότητες:

• σε κάθε γραμμή το πρώτο μη μηδενικό στοιχείο, ξεκινώντας από τα αριστερά, είναι ίσο
με 1, και ονομάζεται καθοδηγητική μονάδα,

• κάθε καθοδηγητική μονάδα είναι δεξιότερα των καθοδηγητικών μονάδων των γραμ-
μών που βρίσκονται πάνω από τη γραμμή στην οποία ανήκει, έτσι

• τα στοιχεία που βρίσκονται στην ίδια στήλη με μία καθοδηγητική μονάδα και κάτω
από αυτήν είναι ίσα με μηδέν,

• οι μηδενικές γραμμές, αν υπάρχουν, είναι οι τελευταίες γραμμές του πίνακα.

Αν επιπλέον ισχύει η ιδιότητα:

• τα στοιχεία που βρίσκονται στην ίδια στήλη και πάνω από κάθε καθοδηγητική μονάδα
είναι και αυτά ίσα με μηδέν,

τότε λέμε ότι ο πίνακας είναι σε ελαττωμένη κλιμακωτή μορφή γραμμών. Σε ό,τι ακο-
λουθεί, θα γράφουμε για συντομία κ.μ.γ. ή ε.κ.μ.γ. για την κλιμακωτή ή την ελαττωμένη
κλιμακωτή μορφή γραμμών ενός πίνακα, αντίστοιχα. Επίσης, θα κυκλώνουμε για έμφαση
τις καθοδηγητικές μονάδες ενός τέτοιου πίνακα. Τα επόμενα παραδείγματα αποσαφηνίζουν
τις έννοιες αυτές.
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Παραδείγματα 5.2.0.1

i. Ο μηδενικός n×m-πίνακας 0n×m και ο μοναδιαίος n× n-πίνακας In είναι σε ε.κ.μ.γ.

ii. Οι επόμενοι πίνακες είναι σε κ.μ.γ. Από τους τέσσερις πίνακες, οιR,Q είναι σε ε.κ.μ.γ. :

R′ =

 1 5 3 4

0 1 2 1

0 0 0 1

 ,
κ.μ.γ.

R =

 1 0 −7 0

0 1 2 0

0 0 0 1

 ,
ε.κ.μ.γ.

Q′ =


0 1 2 1 0 7

0 0 0 1 3 6

0 0 0 0 1 −2
0 0 0 0 0 0

 ,
κ.μ.γ.

Q =


0 1 2 0 0 −5
0 0 0 1 0 12

0 0 0 0 1 −2
0 0 0 0 0 0

 .
ε.κ.μ.γ.

iii. Οι πίνακες τουM2(K) σε κ.μ.γ. είναι οι επόμενοι:(
0 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
1 ∗
0 0

)
,

(
1 ∗
0 1

)
,

όπου στη θέση ∗ μπορεί να είναι οποιοδήποτε στοιχείο του K.

iv. Οι πίνακες τουM2×3(K) σε ε.κ.μ.γ. είναι οι επόμενοι:[
0 0 0
0 0 0

]
,

[
0 0 1
0 0 0

]
,

[
0 1 ∗
0 0 0

]
,

[
0 1 0

0 0 1

]
,[

1 ∗ ∗
0 0 0

]
,

[
1 0 ∗
0 1 ∗

]
,

[
1 ∗ 0

0 0 1

]
.

Είμαστε έτοιμοι να περιγράψουμε τον αλγόριθμο του Gauss για να φέρουμε έναν πίνακα
A ∈Mn×m(K) σε κ.μ.γ. με τη βοήθεια στοιχειωδών πράξεων στις γραμμές τουA. Είναι απα-
ραίτητο να είναι το σύνολο K ένα σώμα για να υπάρχουν οι αντίστροφοι των μη μηδενικών
στοιχείων και να μπορέσουμε να πολλαπλασιάσουμε με αυτούς όταν το ζητήσει ο αλγόριθμος.

Αλγόριθμος του Gauss

Έστω A ∈Mn×m(K). Για να φέρουμε τον A σε κ.μ.γ. ακολουθούμε τα επόμενα βήματα:
Βήμα 1 Αν ο A είναι σε κ.μ.γ., τότε ο αλγόριθμος τερματίζει.
Βήμα 2 Βρίσκουμε την αριστερότερη μη μηδενική στήλη του A.
Βήμα 3Αντιμεταθέτουμε την πρώτη γραμμή με άλλη γραμμή, αν χρειαστεί, έτσι ώστε στην
πρώτη γραμμή της στήλης που εντοπίσαμε στο βήμα 2 να υπάρχει μη μηδενικό στοιχείο
a 6= 0.
Βήμα 4 Πολλαπλασιάζουμε την πρώτη γραμμή του πίνακα που προέκυψε από το βήμα 3
με 1/a, έτσι κατασκευάζουμε την καθοδηγητική μονάδα της πρώτης γραμμής.
Βήμα 5Αφαιρούμε κατάλληλα πολλαπλάσια της πρώτης γραμμής από τις επόμενες γραμ-
μές ώστε να μηδενίσουμε τα στοιχεία της στήλης που βρίσκονται κάτω από την καθοδη-
γητική μονάδα της πρώτης γραμμής.
Βήμα 6 Επαναλαμβάνουμε τα προηγούμενα βήματα του αλγορίθμου, ξεκινώντας όμως
από τη δεύτερη γραμμή του πίνακα που έχει προκύψει. Συνεχίζουμε με αυτόν τον τρόπο,
έως ότου καταλήξουμε σε πίνακα που είναι σε κ.μ.γ.
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Για να φέρουμε τον A σε ε.κ.μ.γ.εφαρμόζουμε ένα επιπλέον βήμα:
Βήμα 7 Ξεκινώντας από την τελευταία μη μηδενική γραμμή του πίνακα του βήματος
6, όπου βρίσκεται η δεξιότερη καθοδηγητική μονάδα και δουλεύοντας προς τα επάνω,
αφαιρούμε κατάλληλα πολλαπλάσια της γραμμής αυτής από τις προηγούμενες γραμμές,
ώστε να μηδενίσουμε τα στοιχεία πάνω από την καθοδηγητική μονάδα. Συνεχίζουμε μέχρι
να μηδενίσουμε τα στοιχεία πάνω από κάθε καθοδηγητική μονάδα κινούμενοι από δεξιά
προς τα αριστερά, όπως οι καθοδηγητικές μονάδες διαδέχονται η μία την άλλη.

Στα γραφήματα που βλέπουμε στο Σχήμα 5.1 αποτυπώνεται η σειρά με την οποία δημιουρ-
γούμε τις καθοδηγητικές μονάδες και τα μηδενικά κάτω από αυτές, για να φέρουμε τον πί-
νακα σε κ.μ.γ. και η μετέπειτα πορεία με την οποία δημιουργούμε τα μηδενικά πάνω από τις
καθοδηγητικές μονάδες, για να φέρουμε τον πίνακα σε ε.κ.μ.γ. Σημειώστε την αρχή και το
τέλος για την κάθε διαδικασία.

Σχήμα 5.1: Αλγόριθμος του Gauss.

Παραδείγματα 5.2.0.2

i. Εφαρμόζοντας τα βήματα του αλγόριθμου του Gauss θα φέρουμε, αρχικά σε κ.μ.γ.και
έπειτα σε ε.κ.μ.γ.τον πίνακαM :

M =


0 0 1 0−2 3
0 2 3 0−4 7
0 3 1 0 1 0
0 0 0 0 0 5

.

Η πρώτη μη μηδενική στήλη τουM είναι η Σ2. Έτσι δημιουργούμε καθοδηγητική μο-
νάδα στην (1, 2)-θέση του πίνακα, ακολουθώντας τα βήματα 3 και 4 του αλγορίθμου:

M
Γ1↔Γ2−−−−→


0 2 3 0−4 7
0 0 1 0−2 3
0 3 1 0 1 0
0 0 0 0 0 5

 =M1

Γ1→ 1
2
Γ1−−−−−→


0 1 3

2
0−2 7

2

0 0 1 0−2 3
0 3 1 0 1 0
0 0 0 0 0 5

 =M2.

Κατασκευάστηκε η καθοδηγητική μονάδα της πρώτης γραμμής. Ακολουθώντας το
βήμα 5 του αλγορίθμου, μηδενίζουμε τα στοιχεία που βρίσκονται κάτωαπό την καθοδη-
γητική μονάδα (το στοιχείο στην (3, 2)-θέση του πίνακαM2):
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M2
Γ3→Γ3−3Γ1−−−−−−−→


0 1 3

2
0−2 7

2

0 0 1 0−2 3
0 0 −7

2
0 7−21

2

0 0 0 0 0 5

 =M3.

Μηδενίστηκαν τα στοιχεία κάτω από την καθοδηγητική μονάδα της πρώτης γραμμής.
Συνεχίζουμε δημιουργώντας καθοδηγητική μονάδα στη δεύτερη γραμμή, στην (2, 3)-
θέση του πίνακαM3. Έχει σχηματιστεί καθοδηγητική μονάδα από τις γραμμοπράξεις,
έτσι μηδενίζουμε τα στοιχεία κάτω από αυτήν:

M3

Γ3→Γ3+
7
2
Γ2−−−−−−−→


0 1 3

2
0−2 7

2

0 0 1 0−2 3
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 5

 =M4.

Δημιουργούμε καθοδηγητική μονάδα στην τρίτη γραμμή του πίνακα. Αφού τα στοιχεία
της τέταρτης και πέμπτης στήλης, που βρίσκονται κάτω από τη δεύτερη γραμμή, είναι
μηδενικά, η καθοδηγητική μονάδα θα προέλθει από το μη μηδενικό στοιχείο της έκτης
στήλης, που βρίσκεται κάτω από τη δεύτερη γραμμή (το στοιχείο της (4, 6)-θέσης του
πίνακαM4):

M4
Γ3↔Γ4−−−−→


0 1 3

2
0−2 7

2

0 0 1 0−2 3
0 0 0 0 0 5
0 0 0 0 0 0

 =M5

Γ3→ 1
5
Γ3−−−−−→


0 1 3

2
0−2 7

2

0 0 1 0−2 3

0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

 =M ′.

κ.μ.γ.

Ο πίνακας M ′ είναι σε κ.μ.γ. Ακολουθούμε το βήμα 7 του αλγορίθμου ώστε να κατα-
λήξουμε σε πίνακα σε ε.κ.μ.γ. Μηδενίζουμε τα στοιχεία πάνω από την καθοδηγητική
μονάδα της τρίτης γραμμής και έπειτα το στοιχείο πάνωαπό την καθοδηγητική μονάδα
της δεύτερης γραμμής. Παρακάτω κάνουμε ταυτόχρονα δύο γραμμοπράξεις, αφού το
αποτέλεσμα καθεμιάς από αυτές δεν επηρεάζει την άλλη:

M ′ Γ2→Γ2−3Γ3−−−−−−−→
Γ1→Γ1− 7

2
Γ3


0 1 3

2
0−2 0

0 0 1 0−2 0

0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

 Γ1→Γ1− 3
2
Γ2−−−−−−−→


0 1 0 0 1 0

0 0 1 0−2 0

0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

= R.

ε.κ.μ.γ.

Ο πίνακας M μπορεί να έρθει σε κ.μ.γ. και έπειτα σε ε.κ.μ.γ. με πολλούς ακόμα τρό-
πους, χωρίς απαραίτητα να ακολουθήσουμε τη σειρά των βημάτων του αλγορίθμου.
Παρακάτω παρουσιάζουμε έναν εναλλακτικό τρόπο, με τον οποίο αποφεύγουμε την
εμφάνιση κλασμάτων.

M
Γ1↔Γ3−−−−→


0 3 1 0 1 0
0 2 3 0−4 7
0 0 1 0−2 3
0 0 0 0 0 5

 Γ1→Γ1−Γ2−−−−−−→


0 1 −2 0 5−7
0 2 3 0−4 7
0 0 1 0−2 3
0 0 0 0 0 5

 Γ2→Γ2−2Γ1−−−−−−−→

−→


0 1 −2 0 5 −7
0 0 7 0−14 21
0 0 1 0 −2 3
0 0 0 0 0 5

 Γ2↔Γ3−−−−→


0 1 −2 0 5 −7
0 0 1 0 −2 3
0 0 7 0−14 21
0 0 0 0 0 5

 Γ3→Γ3−7Γ2−−−−−−−→
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−→


0 1 −2 0 5−7
0 0 1 0−2 3
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 5

 Γ4→ 1
5
Γ4−−−−−→ · · · Γ4↔Γ3−−−−→


0 1 −2 0 5−7
0 0 1 0−2 3

0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

= R′,

κ.μ.γ.

R′
Γ2→Γ2−3Γ3−−−−−−−→
Γ1→Γ1+7Γ3


0 1 −2 0 5 0

0 0 1 0−2 0

0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

 Γ1→Γ1+2Γ2−−−−−−−→


0 1 0 0 1 0

0 0 1 0−2 0

0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

 = R.

ε.κ.μ.γ.
Παρατηρήστε ότι οι κ.μ.γ.M ′ και R′ στις οποίες καταλήξαμε εφαρμόζοντας τους δύο
τρόπους είναι διαφορετικές μεταξύ τους, σε αντίθεση με την ε.κ.μ.γ.R που είναι μονα-
δική.

ii. Θα δούμε δύο διαφορετικές κ.μ.γ.για τον πίνακα A. Ξεκινάμε, εφαρμόζοντας τον αλ-
γόριθμο του Gauss (α′ τρόπος). Μπορούμε, όμως, να κάνουμε μία παραλλαγή του αλ-
γορίθμου (β′ τρόπος) κρατώντας πάντα τη φιλοσοφία του.

α′ τρόπος: A =

[
2 4 14
1 1 5

]
Γ1→ 1

2
Γ1−−−−−→
[
1 2 7
1 1 5

]
Γ2→Γ2−Γ1−−−−−−→

[
1 2 7
0 −1−2

]
−→

Γ2→−Γ2−−−−−→
[
1 2 7

0 1 2

]
Γ1→Γ1−2Γ2−−−−−−−→

[
1 0 3

0 1 2

]
.

κ.μ.γ. ε.κ.μ.γ.

β′ τρόπος: A =

[
2 4 14
1 1 5

]
Γ1↔Γ2−−−−→

[
1 1 5
2 4 14

]
Γ2→Γ2−2Γ1−−−−−−−→

[
1 1 5
0 2 4

]
−→

Γ2→ 1
2
Γ2−−−−−→

[
1 1 5

0 1 2

]
Γ1→Γ1−Γ2−−−−−−→

[
1 0 3

0 1 2

]
.

κ.μ.γ. ε.κ.μ.γ.
Όπως και στο προηγούμενο παράδειγμα, παρατηρούμε ότι μεταβήκαμε σε δύο διαφο-
ρετικές κ.μ.γ., αλλά στην ίδια ε.κ.μ.γ.

iii. Ο πίνακας

N =

1 5 0 4 0
0 0 1 1 2
0 0 0 0 0


είναι ήδη σε ε.κ.μ.γ. Ο αλγόριθμος του Gauss επιστρέφει στον A.

iv. Θα φέρουμε σε ε.κ.μ.γ.τον παρακάτω πίνακα B:

B =

 1 3 3
2 −2 2
10 6 18

 Γ2→Γ2−2Γ1−−−−−−−−→
Γ3→Γ3−10Γ1

 1 3 3
0 −8 −4
0 −24−12

 Γ1→− 1
8
Γ2−−−−−−→

 1 3 3

0 1 1
2

0 −24−12

 −→
Γ3→Γ3+24Γ2−−−−−−−−→
Γ1→Γ1−3Γ2

 1 0 3
2

0 1 1
2

0 0 0

 = R .

Στη συνέχεια θα φέρουμε σε ε.κ.μ.γ.πίνακα BT :



ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ 121

BT =

1 2 10
3−2 6
3 2 18

 Γ2→Γ2−3Γ1−−−−−−−→
Γ3→Γ3−3Γ1

 1 2 10
0 −8−24
0 −4−12

 Γ1→− 1
8
Γ2−−−−−−→

 1 2 10

0 1 3
0 −4 −12

 −→
Γ3→Γ3+4Γ2−−−−−−−→
Γ1→Γ1−2Γ2

 1 0 4

0 1 3
0 0 0

 = Q .

Oι πίνακες R, Q είναι σε ε.κ.μ.γ. Όπως είναι αναμενόμενο, έχουμε RT 6= Q. Παρατη-
ρούμε όμως ότι οι πίνακεςR,Q έχουν το ίδιο πλήθος καθοδηγητικών μονάδων. Σημειώ-
νουμε ότι μπορούμε να εφαρμόσουμε ταυτόχρονα δύο ή περισσότερες γραμμοπράξεις
όταν οι γραμμοπράξεις αφορούν γραμμές του πίνακα που δεν επηρεάζονται από τις
πράξεις που εκτελούνται ταυτόχρονα.

v. Ας εξετάσουμε ένα ακόμη παράδειγμα με έναν 3× 4-πίνακα C.

C =

1 2 0 3
0 0 1 2
2 4 1 9

 Γ3→Γ3−2Γ1−−−−−−−→

 1 2 0 3

0 0 1 2
0 0 1 3

 Γ3→Γ3−Γ2−−−−−−→

 1 2 0 3

0 0 1 2

0 0 0 1

 −→
Γ2→Γ2−2Γ3−−−−−−−→
Γ1→Γ1−3Γ3

 1 2 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 = S .

Θα φέρουμε, στη συνέχεια, τον CT σε ε.κ.μ.γ.

CT =


1 0 2
2 0 4
0 1 1
3 2 9

 Γ2→Γ2−2Γ1−−−−−−−→
Γ4→Γ4−3Γ1


1 0 2
0 0 0
0 1 1
0 2 3

 Γ2↔Γ3−−−−→


1 0 2

0 1 1
0 0 0
0 2 3

 Γ4→Γ4−2Γ3−−−−−−−→

−→


1 0 2

0 1 1
0 0 0
0 0 1

 Γ3↔Γ4−−−−→


1 0 2

0 1 1

0 0 1
0 0 0

 Γ2→Γ2−Γ3−−−−−−−→
Γ1→Γ1−2Γ3


1 0 0

0 1 0

0 0 1
0 0 0

 = U.

Παρατηρούμε, όπως και στο προηγούμενο παράδειγμα, ότι οι ε.κ.μ.γ.πίνακες S και U
έχουν το ίδιο πλήθος καθοδηγητικών μονάδων.

5.3 Βαθμίδα Πίνακα

Έστω A ∈ Mn×m(K). Έχουμε δει ότι με στοιχειώδεις πράξεις γραμμών μεταβαίνουμε από
τον A σε πίνακες σε κ.μ.γ. και σε ε.κ.μ.γ. Ο αλγόριθμος του Gauss προτείνει συγκεκριμένο
τρόπο που πάντα οδηγεί σε τέτοιους πίνακες. Ωστόσο, υπάρχουν και άλλες ακολουθίες στοι-
χειωδών γραμμοπράξεων που μπορούν να μας οδηγήσουν σε πίνακες σε κ.μ.γ. ή σε ε.κ.μ.γ.
Επιπλέον, αφού από έναν πίνακα σε κ.μ.γ. μπορούμε εύκολα να κατασκευάσουμε με στοι-
χειώδεις πράξεις γραμμών και άλλους πίνακες σε κ.μ.γ. είναι φανερό ότι ο πίνακας σε κ.μ.γ.
δεν είναι μοναδικά καθορισμένος! Ωστόσο, χωρίς να δώσουμε εδώ απόδειξη, υπάρχει μία
πολύ ισχυρή πρόταση που εγγυάται ότι όποιον δρόμο και αν ακολουθήσουμε, η κατάληξη
(δηλαδή ο πίνακας σε ε.κ.μ.γ.) είναι πάντα η ίδια.

Πρόταση 5.3.0.1 Έστω ότι οι πίνακες R,U ∈ Mn×m(K) είναι σε ε.κ.μ.γ. και ότι οι R και
U προέρχονται από τον πίνακα A ∈ Mn×m(K), μετά από εφαρμογή στοιχειωδών πράξεων
στις γραμμές του. Τότε R = U .
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Για μία απόδειξη παραπέμπουμε στο [2, Πρόταση 1.2.6.]. Ο μοναδικός πίνακας σε ε.κ.μ.γ.
που προκύπτει από τον A ∈Mn×m(K) με εφαρμογή στοιχειωδών γραμμοπράξεων ονομάζε-
ται η ελαττωμένη κλιμακωτή μορφή γραμμών του πίνακα A. Το πλήθος των καθοδηγητικών
μονάδων της ελαττωμένης κλιμακωτής μορφής γραμμών του πίνακα A ∈Mn×m(K) ονομά-
ζεται βαθμίδα του A και συμβολίζεται με rank(A).

Παραδείγματα 5.3.0.2

i. rank(0n×m) = 0, rank(In) = n.

ii. Για τους πίνακες των Παραδειγμάτων 5.2.0.2 ισχύει

rank(M) = 3, rank(A) = 2, rank(N) = 2,

rank(B) = rank(BT ) = 2, rank(C) = rank(CT ) = 3.

Παρατηρήσεις 5.3.0.3

(α) Ο μηδενικός πίνακας 0n×m είναι ο μόνος n×m-πίνακας με βαθμίδα ίση με το 0. Έτσι
∀A ∈Mn×m(K), με A 6= 0n×m , ισχύει rank(A) ≥ 1.

(β) Σε κάθε γραμμή ή στήλη της ε.κ.μ.γ.του πίνακα A δεν μπορεί να βρίσκονται περισσό-
τερες από μία καθοδηγητικές μονάδες. Επομένως

rank(A) ≤ πλήθος γραμμών του A, rank(A) ≤ πλήθος στηλών του A,

∀A ∈Mn×m(K), rank(A) ≤ min{n,m}.

Για παράδειγμα,
M ∈M3×5(K) ⇒ rank(M) ≤ 3,

για κάθε μη μηδενικό πίνακα γραμμή Γ =
[
a1 a2 · · · am

]
∈M1×m(K), ισχύει

rank(Γ) = 1.

(γ) Έστω A ∈ Mn(K). Αν rank(A) = n, τότε σε κάθε γραμμή της ε.κ.μ.γ. του A υπάρχει
καθοδηγητική μονάδα, έτσι η ε.κ.μ.γ.του A είναι ο μοναδιαίος πίνακας In. Συμπεραί-
νουμε ότι για έναν τετραγωνικό πίνακα A θα ισχύει ένα από τα επόμενα:
• rank(A) = n ⇔ η ε.κ.μ.γ. του A∈Mn(K) είναι ο In,
• rank(A) < n ⇔ η τελευταία γραμμή της ε.κ.μ.γ. του A∈Mn(K) είναι μηδενική.

(δ) Έστω ότι εφαρμόζοντας μία σειρά γραμμοπράξεων στον πίνακα A ∈Mn×m(K) μετα-
βαίνουμε στον πίνακα B ∈ Mn×m(K). Γνωρίζουμε ότι αντιστρέφοντας τις γραμμο-
πράξεις μπορούμε να μεταβούμε στον A από τον B, πάλι με στοιχειώδεις πράξεις
γραμμών. Εφαρμόζοντας στη συνέχεια τις γραμμοπράξεις που οδηγούν τον A στην
ε.κ.μ.γ., έστω R, παρατηρούμε ότι τελικά ο A και ο B έχουν την ίδια ε.κ.μ.γ. Έτσι, απο-
δείξαμε ότι αν ο B προκύπτει από τον A μετά από στοιχειώδεις γραμμοπράξεις, τότε
rank(A) = rank(B).

Η τελευταία παρατήρηση μας επιτρέπει έναν γρηγορότερο τρόπο υπολογισμού της βαθμί-
δας rank(A) ενός πίνακα A ∈ Mn×m(K). Έστω ότι εφαρμόζοντας τον αλγόριθμο του Gauss
στον A μεταβαίνουμε διαδοχικά στους πίνακες A1, A2, . . . , As = R, όπου R η ε.κ.μ.γ.του A,
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A −→ A1 −→ A2 −→ · · · −→ As = R ⇒
rank(A) = rank(A1) = rank(A2) = · · · = rank(As) = rank(R).

Επομένως, αν μπορέσουμε να αναγνωρίσουμε τη βαθμίδα κάποιου από τους ενδιάμεσους
πίνακες A1, A2, . . . , As−1 στους οποίους μεταβαίνουμε κατά την εφαρμογή του αλγορίθμου,
όπως για παράδειγμα πίνακα που είναι σε κ.μ.γ., έχουμε βρει και τη βαθμίδα του A, βλ.
επόμενο παράδειγμα.

Παράδειγμα 5.3.0.4 Ανθέλουμε να βρούμε τη βαθμίδα rank(A) ενός πίνακαA ∈Mn×m(K),
εφαρμόζουμε γραμμοπράξεις στονA μέχρι να δημιουργήσουμε « εν δυνάμει » καθοδηγητικές
μονάδες, το πλήθος τους ισούται με rank(A). Για παράδειγμα, βρίσκουμε τη βαθμίδα του πα-
ρακάτω πίνακα

A =


2 4 2 0
4 5 7 5
0 3−3 1
−2−4−2 8

 Γ2→Γ2−2Γ1−−−−−−−→
Γ4→Γ4+Γ1


2 4 2 0

0 -3 3 5
0 3−3 1
0 0 0 8

 Γ3→Γ3+Γ2−−−−−−→

−→


2 4 2 0

0 -3 3 5
0 0 0 6
0 0 0 8

 Γ4→Γ4− 8
6
Γ3−−−−−−−→


2 4 2 0

0 -3 3 5

0 0 0 6
0 0 0 0

 = R1.

Στις θέσεις (1, 1), (2, 2), (3, 4) του πίνακα R1 δημιουργήθηκαν « εν δυνάμει » καθοδηγητικές
μονάδες (τα στοιχεία που έχουμε κυκλώσει), έτσι rank(A) = rank(R1) = 3.
Συνεχίζουμε τις γραμμοπράξεις εφόσον θέλουμε να βρούμε την ε.κ.μ.γ.R του A, για παρά-
δειγμα όταν θέλουμε να βρούμε τις σχέσεις γραμμικής εξάρτησης των στηλών του A ή να
λύσουμε ένα γραμμικό σύστημα AX = B, όπως θα δούμε στη συνέχεια. Έχουμε

R1

Γ1→ 1
2
Γ1−−−−−→

Γ3→ 1
6
Γ3


1 2 1 0
0 −3 3 5

0 0 0 1
0 0 0 0

 Γ2→Γ2−5Γ3−−−−−−−→


1 2 1 0
0 −3 3 0

0 0 0 1
0 0 0 0

 Γ2→− 1
3
Γ2−−−−−−→

−→


1 2 1 0

0 1 −1 0

0 0 0 1
0 0 0 0

 Γ1→Γ1−2Γ2−−−−−−−→


1 0 1 0

0 1 −1 0

0 0 0 1
0 0 0 0

 = R.

Θα αναφέρουμε, μία σημαντική ακόμα πρόταση, που αφορά τη βαθμίδα πίνακα και ανα-
στρόφου του. Για την απόδειξη παραπέμπουμε στο [1, Θεώρημα 4.2.1, Πόρισμα 4.2.2]. Μπο-
ρούμε να τη χρησιμοποιούμε εφεξής κατά το δοκούν.

Θεώρημα 5.3.0.5 Έστω πίνακας A ∈Mn×m(K). Τότε rank(A) = rank(AT ).

Τέλος, αποδεικνύουμε ένα σημαντικό αποτέλεσμα που αφορά τη βαθμίδα αντιστρέψιμων
πινάκων.

Πρόταση 5.3.0.6 Έστω A ∈ Mn(K). Ο πίνακας A είναι αντιστρέψιμος, αν και μόνο αν
rank(A) = n.

Απόδειξη. Έστω ότι rank(A) = n. Αυτό σημαίνει ότι η ε.κ.μ.γ. του A είναι ο In και από το
Πόρισμα 5.1.0.8 συμπεραίνουμε ότι οA είναι αντιστρέψιμος. Για την αντίστροφη κατεύθυνση
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της πρότασης, ας υποθέσουμε ότι ο A είναι αντιστρέψιμος, ενώ rank(A) < n. Αυτό σημαίνει
ότι αν R είναι η ε.κ.μ.γ. του A, τότε R έχει μία τουλάχιστον μηδενική γραμμή, την n-στή.
Επομένως οR δεν είναι αντιστρέψιμος πίνακας (αφού ∀ B ∈Mn(K), το γινόμενοRB θα έχει
πάντα τη n-στή γραμμή μηδενική). Ωστόσο, από την Πρόταση 5.1.0.6, γνωρίζουμε ότι R =
EA, όπουE είναι αντιστρέψιμος πίνακας, με άλλα λόγιαR πρέπει να είναι αντιστρέψιμος ως
γινόμενο δύο αντιστρέψιμων πινάκων. Καταλήξαμε σε άτοπο γιατί υποθέσαμε ότι rank(A) <
n. Κατά συνέπεια, αν A είναι αντιστρέψιμος, τότε rank(A) = n. ■

5.4 Μέθοδος Gauss για την εύρεση Αντιστρόφου

Από την Πρόταση 5.1.0.6, γνωρίζουμε ότι ανR είναι η ε.κ.μ.γ. τουA, τότε υπάρχει ένας αντι-
στρέψιμος πίνακαςE τέτοιος ώστεR = EA. Αφού οE προκύπτει από τον μοναδιαίο πίνακα,
εφαρμόζοντας τις ίδιες γραμμοπράξεις που φέρουν τονA σε ε.κ.μ.γ.R, οδηγούμαστε σε έναν
εύκολο τρόπο υπολογισμού του πίνακα E με χρήση του αλγόριθμου τουGauss. Σχηματίζουμε
τον επαυξημένο n× (m+ n)-πίνακα

[
A In

]
και εφαρμόζουμε στις γραμμές του τις στοι-

χειώδεις πράξεις γραμμών ώστε να φέρουμε τον A στην ε.κ.μ.γ.R. Τότε και οι γραμμές του
In δέχονται ταυτόχρονα τις ίδιες γραμμοπράξεις, έτσι ο πίνακας στον οποίο μεταβαίνουμε
στο τέλος θα είναι ο πίνακας

[
R E

]
. Συνοπτικά περιγράφουμε τη διαδικασία ως εξής:

[
A In

] στοιχειώδεις
−→ · · · −→
γραμμοπράξεις

[
R E

]
, EA = R .

Παράδειγμα 5.4.0.1 Δίνεται ο πίνακας

A =

0 1−2 0 1
1 1 1 2 4
3 3 3 0 4

 .
Θα βρούμε τη βαθμίδα του A, την ε.κ.μ.γ.R και έναν αντιστρέψιμο πίνακα E, με EA = R.
Εφαρμόζουμε στοιχειώδεις πράξεις στις γραμμές του επαυξημένου πίνακα

[
A I3

]
:

[
A I3

]
=

 0 1−2 0 1 1 0 0
1 1 1 2 4 0 1 0
3 3 3 0 4 0 0 1

 Γ1↔Γ2−−−−→

 1 1 1 2 4 0 1 0
0 1−2 0 1 1 0 0
3 3 3 0 4 0 0 1

 −→
Γ3→Γ3−3Γ1−−−−−−−→

 1 1 1 2 4 0 1 0

0 1 −2 0 1 1 0 0

0 0 0 -6 −8 0−3 1

 = R1.

Από τη μορφή του πίνακα R1 συμπεραίνουμε ότι rank(A) = 3. Συνεχίζουμε τις γραμμοπρά-
ξεις για να φέρουμε τον A σε ε.κ.μ.γ.

R1

Γ3→− 1
6
Γ3−−−−−−→

 1 1 1 2 4 0 1 0

0 1 −2 0 1 1 0 0

0 0 0 1 4
3

0 1
2
−1

6

 Γ1→Γ1−2Γ3−−−−−−−→

 1 1 1 0 4
3

0 0 1
3

0 1 −2 0 1 1 0 0

0 0 0 1 4
3

0 1
2
−1

6

−→
Γ1→Γ1−Γ2−−−−−−→

 1 0 3 0 1
3
−1 0 1

3

0 1 −2 0 1 1 0 0

0 0 0 1 4
3

0 1
2
−1

6

 =
[
R E

]
,

με
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EA =

−1 0 1
3

1 0 0
0 1

2
−1

6

0 1−2 0 1
1 1 1 2 4
3 3 3 0 4

 =

1 0 3 0 1
3

0 1−2 0 1
0 0 0 1 4

3

 = R.

Η διαδικασία αυτή για τους τετραγωνικούς πίνακες δίνει έναν αλγόριθμο για τον υπολο-
γισμό του αντίστροφού τους, όταν είναι αντιστρέψιμοι.

Μέθοδος Gauss για την εύρεση αντίστροφου

Έστω A ∈ Mn(K). Για να βρούμε τον αντίστροφο του A, αν υπάρχει, ακολουθούμε τα
επόμενα βήματα:

• Βήμα 1 Σχηματίζουμε τον επαυξημένο n× 2n-πίνακα
[
A In

]
.

• Βήμα 2 Εφαρμόζοντας τον αλγόριθμο του Gauss, φέρνουμε τον
[
A In

]
σε ε.κ.μ.γ.[

R E
]

• Βήμα 3 Αν R = In, τότε ο A είναι αντιστρέψιμος, με A−1 = E. Αν R 6= In, τότε ο
A είναι μη αντιστρέψιμος.

Σχηματικά, λοιπόν, όταν ο πίνακας A είναι αντιστρέψιμος, έχουμε το εξής:

[
A In

] αλγόριθμος
−→ · · · −→

του Gauss

[
In A−1

]
.

Παράδειγμα 5.4.0.2 Έστω A =

−4−1 3
4 1 0
1 0 0

. Θα βρούμε τον αντίστροφο του A με τη μέ-

θοδο του Gauss.[
A I3

]
=

−4−1 3 1 0 0
4 1 0 0 1 0
1 0 0 0 0 1

 Γ1↔Γ3−−−−→

 1 0 0 0 0 1
4 1 0 0 1 0
−4−1 3 1 0 0

 Γ2→Γ2−4Γ1−−−−−−−→
Γ3→Γ3+4Γ1

−→

 1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 1−4
0−1 3 1 0 4

 Γ3→Γ3+Γ2−−−−−−−→

 1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 1−4
0 0 3 1 1 0

 Γ3→ 1
3
Γ3−−−−−→

−→

 1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 1−4
0 0 1 1

3
1
3

0

 =
[
I3 A−1

]
.

Επομένως, rank(A) = 3 και

A−1 =

0 0 1
0 1−4
1
3

1
3

0

.
5.5 Γραμμική Εξάρτηση Στηλών

Έστω το σύμπαν που προσδιορίζεται από κάποιους (s στον αριθμό) n × 1-πίνακες στήλη
Σ1,Σ2, . . . ,Σs ∈ Mn×1(K), τα πολλαπλάσιά τους (δηλαδή τα γινόμενα αριθμού με τους Σi)
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και τα αθροίσματα όλων των συνδυασμών. Ποια είναι τα πραγματικά δομικά στοιχεία αυτού
του σύμπαντος; Είναι όλοι οι n × 1-πίνακες στήλη απαραίτητοι για να κατανοήσουμε το
σύμπαν αυτό; Ας δώσουμε τους ορισμούς που θα χρειαστούμε.

• Ο πίνακας
Σ = µ1Σ1 + µ2Σ2 + · · ·+ µsΣs, για µ1, . . . , µs ∈ K

ονομάζεται γραμμικός συνδυασμός τωνΣ1,Σ2, . . . ,Σs. Το στοιχείο µi ονομάζεται συ-
ντελεστής του Σi, για i = 1, . . . , s.

• Όταν ο συντελεστής όλων των στηλών είναι 0, ο γραμμικός συνδυασμός ονομάζεται
τετριμμένος. Έτσι, 0 ·Σ1 + 0 ·Σ2 + · · · + 0 ·Σs = 000, είναι ο τετριμμένος γραμμικός
συνδυασμός των πινάκων Σ1,Σ2, . . . ,Σs.

• Το σύνολο
{
Σ1,Σ2, . . . ,Σs

}
ονομάζεται γραμμικά εξαρτημένο ή ισοδύναμα οι πίνα-

κες Σ1,Σ2, . . . ,Σs ονομάζονται γραμμικά εξαρτημένοι, αν υπάρχουν λ1, . . . , λs ∈ K,
με τουλάχιστον ένα λi 6= 0, τέτοια ώστε

λ1Σ1 + λ2Σ2 + · · ·+ λsΣs = 000 .

Η παραπάνω σχέση ονομάζεται σχέση γραμμικής εξάρτησης των Σ1,Σ2, . . . ,Σs.

• Οι πίνακες Σ1,Σ2, . . . ,Σs ονομάζονται γραμμικά ανεξάρτητοι αν δεν είναι γραμμικά
εξαρτημένοι.

Σημειώνουμε ότι οι στήλεςΣ1,Σ2, . . . ,Σs είναι γραμμικά ανεξάρτητες, αν και μόνο αν κάθε
γραμμικός συνδυασμός των στηλών αυτών που δίνει τον μηδενικό πίνακα είναι αναγκαστικά
ο τετριμμένος:

κ1Σ1 + κ2Σ2 + · · ·+ κsΣs = 000⇒ κ1 = κ2 = · · · = κs = 0 .

Σημειώνουμε ότι το κενό σύνολο είναι (αυτόματα) γραμμικά ανεξάρτητο.

Παραδείγματα 5.5.0.1 Τα παραδείγματα αφορούν τους 3× 1-πίνακες στήλη

Σ1 =

−31
2

 , Σ2 =

21
2

 , Σ3 =

00
5

 , Σ4 =

 0
5
10

 , Σ5 =

11
1

 .

i. Ο πίνακας στήλη Σ που προκύπτει από τις πράξεις 3·Σ2 − 2·Σ3 +Σ5 είναι γραμμικός
συνδυασμός των στηλών Σ2,Σ3,Σ5. Συγκεκριμένα

Σ = 3

21
2

− 2

00
5

+

11
1

 =

 7
4
−3


είναι γραμμικός συνδυασμός των στηλών Σ2,Σ3,Σ5. Παρατηρούμε ότι

Σ = 0·Σ1 + 3·Σ2 − 2·Σ3 + 0·Σ4 + Σ5,
άρα Σ είναι γραμμικός συνδυασμός όλων των Σ1, . . . ,Σ5.
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ii. H μηδενική στήλη 000 γράφεται ως μη τετριμμένος γραμμικός συνδυασμός των στηλών
Σ1,Σ2,Σ3,Σ5:

Σ1 + 4·Σ2 − Σ3 − 5·Σ5 =

−31
2

+ 4

21
2

−
00
5

− 5

11
1

 =

00
0

.
Έτσι η

Σ1 + 4·Σ2 − Σ3 − 5·Σ5 = 000

είναι μία σχέση γραμμικής εξάρτησης και το σύνολο {Σ1,Σ2,Σ3,Σ5} είναι γραμμικά
εξαρτημένο. Οποιοδήποτε μη μηδενικό πολλαπλάσιο της σχέσης αυτής είναι επίσης
σχέση γραμμικής εξάρτησης για το σύνολο {Σ1,Σ2,Σ3,Σ5}. Έτσι, η

2Σ1 + 8·Σ2 − 2Σ3 − 10·Σ5 = 000

είναι σχέση γραμμικής εξάρτησης.

iii. Εξετάζουμε αν οι στήλες Σ1,Σ2,Σ3 είναι γραμμικά ανεξάρτητες. Έστω κ1, κ2, κ3 ∈ R,
με

κ1Σ1 + κ2Σ2 + κ3Σ3 = 000 ⇒

 −3κ1 + 2κ2
κ1 + κ2

2κ1 + 2κ2 + 5κ3

 =

00
0

 ⇒
⇒


−3κ1 + 2κ2 = 0
κ1 + κ2 = 0
2κ1 + 2κ2 + 5κ3 = 0

⇒


−5κ1 = 0
κ1 + κ2 = 0
5κ3 = 0

⇒


κ1 = 0
κ2 = 0
κ3 = 0 .

Επομένως οι Σ1,Σ2,Σ3 είναι γραμμικά ανεξάρτητες.

iv. Είδαμε ότι σύνολο {Σ1,Σ2,Σ3} είναι γραμμικά ανεξάρτητο. Θα δείξουμε ότι το σύνολο
{Σ1,Σ2} είναι γραμμικά ανεξάρτητο. Πράγματι, έστω a1, a2 ∈ R, με a1Σ1+ a2Σ2 = 000.
Τότε ισχύει ότι

a1Σ1 + a2Σ2 + 0 · Σ3 = 000 .

Αν a1 6= 0 ή a2 6= 0, τότε η προηγούμενη σχέση θα ήταν μία σχέση γραμμικής εξάρ-
τησης των Σ1,Σ2,Σ3, το οποίο είναι άτοπο, αφού το {Σ1,Σ2,Σ3} είναι γραμμικά ανε-
ξάρτητο. Έτσι a1 = a2 = 0 και το σύνολο {Σ1,Σ2} είναι γραμμικά ανεξάρτητο. Με τον
ίδιο τρόπο συμπεραίνουμε ότι οποιοδήποτε υποσύνολο του {Σ1,Σ2,Σ3} είναι γραμμικά
ανεξάρτητο. Γενικότερα, αν {Σ1, . . .Σs} είναι γραμμικά ανεξάρτητο, τότε οποιοδήποτε
υποσύνολό του είναι επίσης γραμμικά ανεξάρτητο.

v. Παρατηρούμε ότι

2·Σ1 + 3·Σ2 = 2

−31
2

+ 3

21
2

 =

 0
5
10

 = Σ4 ⇒ 2·Σ1 + 3·Σ2 = Σ4 .

Αφού η στήλη Σ4 γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός των στηλών Σ1,Σ2, προκύπτει
η σχέση

2·Σ1 + 3·Σ2 − Σ4 = 000

η οποία είναι μία σχέση γραμμικής εξάρτησης και το σύνολο {Σ1,Σ2,Σ4} είναι γραμ-
μικά εξαρτημένο. Γενικότερα, αν Σ = µ1Σ1 + · · · + µsΣs είναι ένας γραμμικός συν-
δυασμός των Σ1, . . . ,Σs ∈ Mn×1(K), µ1, . . . , µs ∈ K, τότε το σύνολο {Σ,Σ1, . . .Σs}
είναι γραμμικά εξαρτημένο.
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vi. Είδαμε ότι το σύνολο {Σ1,Σ2,Σ4} είναι γραμμικά εξαρτημένο. Τότε και οποιοδήποτε
σύνολο στηλών του M3×1(R) περιέχει το {Σ1,Σ2,Σ4} είναι επίσης γραμμικά εξαρ-
τημένο. Για παράδειγμα, το σύνολο {Σ1,Σ2,Σ3,Σ4,Σ5} είναι γραμμικά εξαρτημένο
γιατί η

2·Σ1 + 3·Σ2 + 0·Σ3 − Σ4 + 0·Σ5 = 000 (5.5.1)
είναι μία σχέση γραμμικής εξάρτησης των Σ1,Σ2,Σ3,Σ4,Σ5.

vii. Aν σε μία σχέση γραμμικής εξάρτησης, ο συντελεστής ενός πίνακα στήλη είναι μη μη-
δενικός, τότε η στήλη γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός των υπόλοιπων στηλών.
Θεωρούμε για παράδειγμα τη σχέση (5.5.1), όπου οι συντελεστές των Σ1,Σ2,Σ4 είναι
μη μηδενικοί. Είδαμε ότι Σ4 = 2·Σ1 + 3·Σ2, αλλά έχουμε επίσης

Σ1 = −
3

2
· Σ2 +

1

2
· Σ4 , Σ2 = −

2

3
· Σ1 +

1

3
· Σ4 .

viii. Οι πίνακες μονάδα

E1 =

10
0

 , E2 =

01
0

 , E3 =

00
1


είναι γραμμικά ανεξάρτητοι. Πράγματι, αν θεωρήσουμε κ1, κ2, κ3 ∈ R, με

κ1E1 + κ2E2 + κ3E3 = 000 ⇒

κ1κ2
κ3

 =

00
0

 ⇒


κ1 = 0
κ2 = 0
κ3 = 0.

Έχουμε δει ότι κάθε πίνακας στήλη Σ =

ab
c

 ∈ M3×1(R) γράφεται ως γραμμικός

συνδυασμός των E1, E2, E3 :

Σ =

ab
c

 =

a0
0

+

0b
0

+

00
c

 = a

10
0

+ b

01
0

+ c

00
1

 = aE1 + bE2 + cE3 .

Έτσι, το σύνολο {E1, E2, E3,Σ} είναι γραμμικά εξαρτημένο.

ix. Έστω Σ ένας πίνακας στήλη. Αν

κ · Σ = 000 τότε κ = 0 ή Σ = 000 .

Αν λοιπόν Σ 6= 000, τότε κ = 0 και το μονοσύνολο {Σ} είναι γραμμικά ανεξάρτητο. Έτσι,
ο μοναδικός πίνακας στήλη που είναι γραμμικά εξαρτημένος είναι ο μηδενικός 000. Για
παράδειγμα μίας σχέσης γραμμικής εξάρτησης του 000, ας θεωρήσουμε τη σχέση

5 · 000 = 000.

Στην επόμενη πρόταση συγκεντρώνουμε τις ιδιότητες της γραμμικής εξάρτησης και ανε-
ξαρτησίας πινάκων στήλη.

Πρόταση 5.5.0.2 Έστω οι n× 1-πίνακες στήλη Σ1,Σ2, . . . ,Σs.
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(i) Το σύνολο {Σ1, . . . ,Σs} είναι γραμμικά εξαρτημένο, αν και μόνο αν κάποια από τις
στήλες Σ1, . . . ,Σs γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός των υπόλοιπων στηλών.

(ii) Αν το σύνολο S = {Σ1, . . . ,Σs} είναι γραμμικά εξαρτημένο, τότε οποιοδήποτε σύνολο
στηλών τουMn×1(K) που περιέχει το S είναι επίσης γραμμικά εξαρτημένο.

(iii) Αν το σύνολο S = {Σ1, . . . ,Σs} είναι γραμμικά ανεξάρτητο, τότε και οποιοδήποτε
υποσύνολό του είναι επίσης γραμμικά ανεξάρτητο.

(iv) Το σύνολο των n× 1-πινάκων μονάδα{
E1 =

 1
...
0

 , . . . , En =

 0
...
1

}
είναι γραμμικά ανεξάρτητο.

(v) Κάθε πίνακας στήλη Σ τουMn×1(K) γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός των n× 1-
πινάκων μονάδα E1, . . . , En. Ειδικότερα:

Αν Σ =

a1...
an

, τότε Σ = a1

 1
...
0

+ · · ·+ an

 0
...
1

 και άρα Σ = a1E1 + · · ·+ anEn.

(vi) Η μηδενική n×1 στήλη 000 είναι γραμμικά εξαρτημένη, έτσι και κάθε σύνολο στηλών του
Mn×1(K) που περιέχει τη στήλη 000 θα είναι επίσης γραμμικά εξαρτημένο. Για οποιον-
δήποτε άλλο πίνακα στήλη Σ ∈Mn×1(K) ισχύει

Σ 6= 000 ⇒ {Σ } γραμμικά ανεξάρτητο.

(vii) Δύο μη μηδενικές στήλεςΣ1,Σ2 τουMn×1(K) είναι γραμμικά ανεξάρτητες, αν και μόνο
αν δεν είναι βαθμωτό πολλαπλάσιο η μία της άλλης. Έτσι,

{Σ1,Σ2} γραμμικά ανεξάρτητο ⇔ Σ1,Σ2 6= 000 και δεν υπάρχει λ ∈ K τέτοιο ώστε

Σ1 = λ · Σ2.

Καλείστε να αποδείξετε τις ιδιότητες (i) έως (vi) ακολουθώντας τους συλλογισμούς του προη-
γούμενου παραδείγματος. Εδώ, θα αποδείξουμε προσεκτικά την ιδιότητα (vii).
Απόδειξη Πρότασης 5.5.0.4. (vii).
Έστω ότι οι στήλες Σ1,Σ2 είναι γραμμικά ανεξάρτητες. Τότε από την ιδιότητα (vi) ισχύει
Σ1,Σ2 6= 000. Αν υπάρχει λ ∈ K με Σ1 = λ · Σ2, τότε η

1 · Σ1 − λ · Σ2 = 000

είναι μία σχέση γραμμικής εξάρτησης τωνΣ1,Σ2, αφού ο συντελεστής τηςΣ1 είναι διάφορος
του 0, το οποίο είναι άτοπο. Άρα Σ1 6= λ · Σ2, ∀λ ∈ K.
Αντίστροφα, έστω Σ1,Σ2 6= 000 και Σ1 6= λ ·Σ2, ∀λ ∈ K. Θα δείξουμε ότι το σύνολο {Σ1,Σ2}
είναι γραμμικά ανεξάρτητο. Θεωρούμε κ1, κ2 ∈ K, με

κ1Σ1 + κ2Σ2 = 000. (5.5.2)

Αν κ1 6= 0, τότε η σχέση (5.5.2) ⇒ Σ1 = −κ2
κ1

Σ2 , το οποίο έρχεται σε αντίθεση με την
υπόθεσή μας. Έτσι κ1 = 0 και η σχέση (5.5.2) γίνεται

κ2Σ2 = 0n×1 ⇒ κ2 = 0, αφού Σ2 6= 000.
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Επομένως, κ1 = κ2 = 0 και οι Σ1,Σ2 είναι γραμμικά ανεξάρτητες. ■

Συγκεντρώνουμε τα συμπεράσματα των ιδιοτήτων (ii) και (iii).

S ⊆ C ⊆Mn×1(K) και S γραμμικά εξαρτημένο ⇒ C γραμμικά εξαρτημένο

και

S ′ ⊆ S ⊆Mn×1(K) και S γραμμικά ανεξάρτητο ⇒ S ′ γραμμικά ανεξάρτητο.

Για λόγους που θα εξηγήσουμε αργότερα, μας ενδιαφέρει να εξετάσουμε πότε οι στήλες ενός
n×m πίνακα A είναι γραμμικά εξαρτημένες. Παρατηρούμε ότι αν ο A είναι σε ε.κ.μ.γ., τότε
μπορούμε πολύ εύκολα να αναγνωρίσουμε τις σχέσεις γραμμικής εξάρτησης των στηλών του.
Συγκεκριμένα, οι στήλες που έχουν τις καθοδηγητικές μονάδες αποτελούν ένα γραμμικά ανε-
ξάρτητο σύνολο, ενώ οι υπόλοιπες στήλες γράφονται ως γραμμικός συνδυασμός των στηλών
με μικρότερο δείκτη.

Παράδειγμα 5.5.0.3 Έστω ο πίνακας

R =


1 0 0 2 0 3

0 0 1 3 0 1

0 0 0 0 1 4
0 0 0 0 0 0

 =
[
S1 S2 S3 S4 S5 S6

]
.

Ο πίνακας R είναι σε ε.κ.μ.γ. Παρατηρούμε ότι οι στήλες S1, S3, S5 με τις καθοδηγητικές
μονάδες είναι 4 × 1-πίνακες μονάδα: S1 = E1, S3 = E2, S5 = E3. Επομένως, το σύνολο
{S1, S3, S5} είναι γραμμικά ανεξάρτητο. Επιπλέον, όλες, οι υπόλοιπες στήλες γράφονται ως
γραμμικοί συνδυασμοί των S1, S3, S5. Συγκεκριμένα:

• S2 = 000 = 0·S1 + 0·S3 + 0·S5,

• S4 =


2
3
0
0

 = 2


1
0
0
0

+ 3


0
1
0
0

 = 2·S1 + 3·S3 + 0·S5,

• S6 =


3
1
4
0

 = 3


1
0
0
0

+


0
1
0
0

+ 4


0
0
1
0

 = 3·S1 + S3 + 4·S5.

Η επόμενη πρόταση δείχνει ότι για να βρούμε τις σχέσεις γραμμικής εξάρτησης των στηλών
ενός πίνακα αρκεί να τον φέρουμε σε ε.κ.μ.γ.

Πρόταση 5.5.0.4 ΈστωA =
[
Σ1 · · · Σm

]
∈Mn×m(K) καιR =

[
S1 · · · Sm

]
η ε.κ.μ.γ.

του A. Τότε
a1S1 + · · ·+ asSm = 000 ⇐⇒ a1Σ1 + · · ·+ asΣm = 000 .

Επομένως:

• Αν Si1 , . . . , Sis (s ≤ m) είναι οι στήλες του R με τις καθοδηγητικές μονάδες, τότε οι
στήλες Σi1 , . . . ,Σis του A είναι γραμμικές ανεξάρτητες.

• Αν rank(A) < m, τότε οι στήλες του A είναι γραμμικά εξαρτημένες.
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• rank(A) ισούται με το μέγιστο πλήθος γραμμικά ανεξάρτητων στηλών του A.

Απόδειξη. Από την Πρόταση 5.1.0.6 γνωρίζουμε ότι υπάρχει αντιστρέψιμος πίνακας E ∈
Mn(K), τέτοιος ώστε E ·A = R. Έτσι:

E ·
[
Σ1 · · · Σm

]
=
[
S1 · · · Sm

]
⇔
[
E ·Σ1 · · · E ·Σm

]
=
[
S1 · · · Sm

]
και άρα

E ·Σ1 = S1 , E ·Σ2 = S2 , . . . . . . , E ·Σm = Sm . (5.5.3)
Χρησιμοποιώντας τις παραπάνω σχέσεις και το γεγονός ότι ο πίνακας E είναι αντιστρέψι-
μος, προκύπτουν οι επόμενες ισοδυναμίες:

a1S1 + · · ·+ amSm = 000 ⇔ E ·(a1S1 + · · ·+ amSm) = E ·000 ⇔

⇔ a1E ·S1 + · · ·+ amE ·Sm = 000
(5.5.3)⇐===⇒ a1Σ1 + · · ·+ amΣm = 000.

Αποδείξαμε λοιπόν ότι ένα υποσύνολο στηλών του R είναι γραμμικά εξαρτημένο ή ανεξάρ-
τητο, αν και μόνο αν το αντίστοιχο υποσύνολο στηλών του A είναι γραμμικά εξαρτημένο ή
ανεξάρτητο. Οι στήλες Si1 , . . . , Sis του R που έχουν τις καθοδηγητικές μονάδες, είναι πίνα-
κες μονάδες. Επομένως, αποτελούν ένα γραμμικά ανεξάρτητο σύνολο. Έστω St μία στήλη
του R χωρίς καθοδηγητική μονάδα. Τότε η St είναι γραμμικός συνδυασμός των στηλών Sij

με δείκτη ij μικρότερο ή ίσο του t (δείτε το!). Επομένως, αν ο αριθμός των στηλών του A εί-
ναι μεγαλύτερος της βαθμίδας, τότε υπάρχει τουλάχιστον μία στήλη του A που γράφεται ως
γραμμικός συνδυασμός των προηγούμενων και οι στήλες τουA είναι γραμμικά εξαρτημένες.
Το τελευταίο συμπέρασμα είναι άμεσο αποτέλεσμα των παραπάνω. ■

Παράδειγμα 5.5.0.5 Έχουμε

Σ1 Σ2 Σ3 Σ4 Σ5 S1 S2 S3 S4 S5

A =

 0 1 −2 0 1
1 1 1 2 4
3 3 3 0 4

 αλγόριθμος
−→ · · · −→

του Gauss

 1 0 3 0 1
3

0 1 −2 0 1

0 0 0 1 4
3

= R.

Παρατηρούμε ότι:

• οι καθοδηγητικές μονάδες βρίσκονται στις στήλες S1, S2, S4 τουR, επομένως οι στήλες
Σ1,Σ2,Σ4 του A είναι γραμμικά ανεξάρτητες.

• S3 = 3

10
0

− 2

01
0

 = 3·S1 − 2·S2 ⇒ Σ3 = 3·Σ1 − 2·Σ2.

• S5 =
1

3

10
0

+
01
0

+ 4

3

00
1

= 1

3
· S1 + S2 +

4

3
· S4 ⇒ Σ5 =

1

3
· Σ1 + Σ2 +

4

3
· Σ4.

Πόρισμα 5.5.0.6 Το μέγιστο πλήθος γραμμικά ανεξάρτητων στοιχείων τουMn×1(K) είναι
n.

Απόδειξη. Υπάρχει ένα γραμμικά ανεξάρτητο υποσύνολο του Mn×1(K) με n στοιχεία, το
σύνολο των πινάκων μονάδα. Έστω τώρα {A1, . . . , Am} ⊂ Mn×1(K), με m > n. Θεωρούμε
τον n×m πίνακα

A =
[
A1 · · · Am

]
.
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Αφού το πλήθος των καθοδηγητικών μονάδων του A είναι το πολύ ο αριθμός των γραμμών
του A, δηλαδή n, συμπεραίνουμε ότι

rank(A) ≤ n < m.
Επομένως, οι στήλες A1, . . . , Am του A είναι γραμμικά εξαρτημένες (Πρόταση 5.5.0.4). ■

Είναι εξαιρετικά σημαντικό να τονίσουμε εδώ ότι οι ορισμοί που δώσαμε και που αφορούν
τη γραμμική εξάρτηση και ανεξαρτησία στοιχείων του Mn×1(K) γενικεύονται για στοιχεία
τουMn×m(K). Συγκεκριμένα, λέμε ότι οι πίνακες A1, . . . , As είναι γραμμικά εξαρτημένοι,
αν υπάρχει κάποιος μη τετριμμένος γραμμικός συνδυασμός των πινάκων A1, . . . , As ίσος με
000, αν δηλαδή

λ1A1 + · · ·+ λsAs = 000, και λi 6= 0, για κάποιο i = 1, . . . , s .

Αντίστοιχα, οι πίνακες A1, . . . , As είναι γραμμικά ανεξάρτητοι, αν κάθε φορά που

κ1A1 + κ2A2 + · · ·+ κsAs = 000

τότε κ1 = 0, . . . , κs = 0. Ας δούμε τι μπορούμε να πούμε για τις γραμμές ενός πίνακα
A ∈ Mn×m(K). Αφού οι γραμμές του A είναι οι στήλες του m × n πίνακα AT , μπορούμε
εύκολα να μεταφράσουμε το πρόβλημα σε ερώτημα για τις στήλες του AT και στη συνέχεια
να εφαρμόσουμε τις τεχνικές που ήδη έχουμε δει.

Παραδείγματα 5.5.0.7

i. Έστω
Σ1 Σ2 Σ3 Σ4 Σ5

A =

 2 4 1 4 −1
1 2 0 3 −2
5 10 4 7 2

 Γ1

Γ2

Γ3

Θα εξετάσουμε τις σχέσεις γραμμικής εξάρτησης μεταξύ των στηλών Σ1, . . . ,Σ5 και
των γραμμών Γ1,Γ2,Γ3 του A. Πρώτα, φέρνουμε τον A σε ε.κ.μ.γ.R:

A
Γ1↔Γ2−−−−→

 1 2 0 3 −2
2 4 1 4 −1
5 10 4 7 2

 Γ2→Γ2−2Γ1−−−−−−−→
Γ3→Γ3−5Γ1

 1 2 0 3 −2
0 0 1 −2 3
0 0 4 −8 12

 Γ3→Γ3−4Γ2−−−−−−−→

S1 S2 S3 S4 S5

−→

 1 2 0 3 −2
0 0 1 −2 3
0 0 0 0 0

= R .

• Οι καθοδηγητικές μονάδες βρίσκονται στην 1η και 3η στήλη του R, επομένως
οι Σ1,Σ3 είναι γραμμικά ανεξάρτητες. Επιπλέον, αφού rank(A) = 2, το μέγιστο
πλήθος γραμμικά ανεξάρτητων στηλών του A ισούται με 2. Ωστόσο, οι Σ1,Σ3 δεν
είναι το μόνο ζεύγος γραμμικά ανεξάρτητων στηλών του A, για παράδειγμα οι
Σ1,Σ4 είναι γραμμικά ανεξάρτητες. Μπορείτε να δείτε το γιατί;

• S2 = 2·S1 ⇒ Σ2 = 2·Σ1.
• S4 = 3·S1 − 2·S1 ⇒ Σ4 = 3·Σ1 − 2·Σ3 :

• S5 = −2·S1 + 3·S1 ⇒ Σ5 = −2·Σ1 + 3·Σ3 :
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Για να βρούμε, στη συνέχεια, τις σχέσεις εξάρτησης και ανεξαρτησίας των γραμμών
του A, παίρνουμε τον AT και τον φέρνουμε σε ε.κ.μ.γ.:

Γ1 Γ2 Γ3

AT =


2 1 5
4 2 10
1 0 4
4 3 7
−1 −2 2

 Γ2→Γ2−2Γ1−−−−−−−−−→
Γ4→Γ4−4Γ2

Γ5→Γ5+Γ3


2 1 5
0 0 0
1 0 4
0 3 −9
0 −2 6

 Γ1↔Γ3−−−−→


1 0 4
0 0 0
2 1 5
0 3 −9
0 −2 6

 Γ3→Γ3−2Γ1−−−−−−−→

G1 G2 G3

−→


1 0 4
0 0 0
0 1 −3
0 3 −9
0 −2 6

 Γ2↔Γ3−−−−→


1 0 4

0 1 −3
0 0 0
0 3 −9
0 −2 6

 Γ4→Γ4−3Γ2−−−−−−−→
Γ5→Γ5+2Γ2


1 0 4

0 1 −3
0 0 0
0 0 0
0 0 0

= Q.

Oνομάζουμε G1, G2, G3 τις στήλες της ε.κ.μ.γ. του Q. Οι καθοδηγητικές μονάδες βρί-
σκονται στιςG1, G2, έτσι οι δύο πρώτες στήλες τουAT (δηλαδή οι δύο πρώτες γραμμές
Γ1,Γ2 του A) είναι γραμμικά ανεξάρτητες. Επίσης:

• G3 = 4·G1 − 3·G2 ⇒ Γ3 = 4·Γ1 − 3·Γ2 ,
• Οι γραμμές του A είναι γραμμικά εξαρτημένες και Γ1 − 3·Γ2 − Γ3 = 000.

ii. Έστω B ο πίνακας του Παραδείγματος 5.2.0.2.iv. Η ε.κ.μ.γ. του B είναι ο πίνακας R
και η ε.κ.μ.γ.του BT είναι ο πίνακας Q.

B =

 1 3 3
2 −2 2
10 6 18

 , R =

 1 0 3
2

0 1 1
2

0 0 0

 , Q =

 1 0 4

0 1 3
0 0 0

 .
Έστω Σ1,Σ2,Σ3 και Γ1,Γ2,Γ3 οι γραμμές του B. Τότε

• Σ1,Σ2 είναι γραμμικά ανεξάρτητες,

• Σ3 =
3

2
· Σ1 +

1

2
· Σ2 .

• Γ1,Γ2 είναι γραμμικά ανεξάρτητες
• Γ3 = 4·Γ1 + 3·Γ2 .

iii. Έστω C ο πίνακας του Παραδείγματος 5.2.0.2.v. Είδαμε ότι:

C =

1 2 0 3
0 0 1 2
2 4 1 9

 αλγόριθμος
−→ · · · −→

του Gauss

 1 2 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 .
Συμπεραίνουμε ότι η βαθμίδα τουC είναι 3, η 1η, 3η και 4η στήλη τουC είναι γραμμικά
ανεξάρτητες και Σ2 = 2 ·Σ1. Αφού rank(CT ) = rank(C) = 3, συμπεραίνουμε ότι οι
τρεις γραμμές του C είναι γραμμικά ανεξάρτητες.

Για τους τετραγωνικούς πίνακες παρατηρούμε κάτι ιδιαίτερα χρήσιμο. ΈστωA ∈Mn(K).
Αν rank(A) = n, τότε από την Πρόταση 5.5.0.4 προκύπτει ότι οι στήλες του A είναι γραμ-
μικά ανεξάρτητες και αντιστρόφως, αν οι στήλες του A είναι γραμμικά ανεξάρτητες, τότε
rank(A) = n. Αφού rank(AT ) = rank(A) = n, συμπεραίνουμε ότι οι γραμμές του A είναι
γραμμικά ανεξάρτητες, αν και μόνο αν rank(A) = n. Έτσι, σε συνδυασμό με την Πρόταση
5.3.0.6 καταλήγουμε στα εξής:
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Πρόταση 5.5.0.8 Έστω A ∈Mn(K). Οι επόμενες συνθήκες είναι ισοδύναμες.

• Ο A είναι αντιστρέψιμος.

• Οι στήλες του A είναι γραμμικά ανεξάρτητες.

• Οι γραμμές του A είναι γραμμικά ανεξάρτητες.

5.6 Εργαστήριο με Mathematica

Θεωρούμε τον πίνακα

A =


2 1 1 0 0
1 0 2 1−4
0 −1 3 1−5
−1 3 −11 2 1

 ∈M4×5(R).

Χρησιμοποιώντας κατάλληλες εντολές στο Mathematica, θα βρούμε τη βαθμίδα rank(A) και
την ε.κ.μ.γ.R του πίνακα A, την ε.κ.μ.γ.Q του ανάστροφου πίνακα AT , σχέσεις γραμμικής
εξάρτησης μεταξύ των στηλών και των γραμμών του A, ένα γραμμικά ανεξάρτητo σύνολο
αποτελούμενο από το μέγιστο δυνατό πλήθος στηλών του A και αντίστοιχα ένα γραμμικά
ανεξάρτητο σύνολο γραμμών του A, καθώς και έναν αντιστρέψιμο πίνακα E ∈ M4(R) τέ-
τοιον, ώστε E · A = R.
Εισάγουμε στο σύστημα τον A και τον ανάστροφο AT τον οποίο ονομάζουμε AtAtAt :

A = {{2, 1, 1, 0, 0}, {1, 0, 2, 1,−4}, {0,−1, 3, 1,−5}, {−1, 3,−11, 2, 1}} ;A = {{2, 1, 1, 0, 0}, {1, 0, 2, 1,−4}, {0,−1, 3, 1,−5}, {−1, 3,−11, 2, 1}} ;A = {{2, 1, 1, 0, 0}, {1, 0, 2, 1,−4}, {0,−1, 3, 1,−5}, {−1, 3,−11, 2, 1}} ;

At = Transpose[A] ;At = Transpose[A] ;At = Transpose[A] ; {MatrixForm[A],MatrixForm[At]}{MatrixForm[A],MatrixForm[At]}{MatrixForm[A],MatrixForm[At]}


2 1 1 0 0
1 0 2 1 −4
0 −1 3 1 −5
−1 3 −11 2 1

 ,


2 1 0 −1
1 0 −1 3
1 2 3 −11
0 1 1 2
0 −4 −5 1




Ορίζουμε τις γραμμές G[ i ]=A[[ i ]]G[ i ]=A[[ i ]]G[ i ]=A[[ i ]], i = 1, 2, 3, 4, και τις στήλες S[ j ]=A[[All, j ]]S[ j ]=A[[All, j ]]S[ j ]=A[[All, j ]], j =
1, 2, 3, 4, 5, του A, όπως είδαμε στην ενότητα 4.4. Για συντομία κάνουμε χρήση μεταβλητής
x_x_x_ (βλ.ενότητα 1.1).

G[x_]:=A[[ x ]] ; G[ 3 ]G[x_]:=A[[ x ]] ; G[ 3 ]G[x_]:=A[[ x ]] ; G[ 3 ]

{0,−1, 3, 1,−5}

S[x_]:=A[[All, x ]] ; S[ 1 ]S[x_]:=A[[All, x ]] ; S[ 1 ]S[x_]:=A[[All, x ]] ; S[ 1 ]

{2, 1, 0,−1}
Με την εντολή MatrixRank[A]MatrixRank[A]MatrixRank[A] βρίσκουμε τη βαθμίδα rank(A) ενός πίνακα A:

{MatrixRank[A], MatrixRank[At]}{MatrixRank[A], MatrixRank[At]}{MatrixRank[A], MatrixRank[At]}

{3, 3}
Ο A και ο ανάστροφος πίνακας AT έχουν την ίδια βαθμίδα, όπως γνωρίζουμε (Θεώρημα
5.3.0.5). Οι ε.κ.μ.γ.R και Q αναμένουμε να έχουν τρεις καθοδηγητικές μονάδες.
Με την εντολή RowReduce[A]RowReduce[A]RowReduce[A] βρίσκουμε την ε.κ.μ.γ. ενός πίνακα A:
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R = RowReduce[A] ; MatrixForm[R]R = RowReduce[A] ; MatrixForm[R]R = RowReduce[A] ; MatrixForm[R]
1 0 2 0 −1
0 1 −3 0 2
0 0 0 1 −3
0 0 0 0 0


Οι καθοδηγητικές μονάδες βρίσκονται στην 1η, 2η και 4η στήλη του R, επομένως οι στήλες
S[ 1 ], S[ 2 ], S[ 4 ] του πίνακα A είναι γραμμικά ανεξάρτητες, δηλαδή αν για k1, k2, k4 ∈ R
έχουμε

k1 · S[ 1 ] + k2 · S[ 2 ] + k4 · S[ 4 ] = 04×1 ⇒ k1 = k2 = k4 = 0.

Πράγματι,

Solve[ k1 ∗ S[ 1 ] + k2 ∗ S[ 2 ] + k4 ∗ S[ 4 ] == 0, {k1, k2, k4} ]Solve[ k1 ∗ S[ 1 ] + k2 ∗ S[ 2 ] + k4 ∗ S[ 4 ] == 0, {k1, k2, k4} ]Solve[ k1 ∗ S[ 1 ] + k2 ∗ S[ 2 ] + k4 ∗ S[ 4 ] == 0, {k1, k2, k4} ]

{{k1→ 0, k2→ 0, k4→ 0}}
Η εντολή Solve[ expr, vars ]Solve[ expr, vars ]Solve[ expr, vars ], που συναντήσαμε και στην ενότητα 2.3, επιχειρεί να λύσει ένα
σύστημα expr εξισώσεων ως προς τις μεταβλητές vars. Δώστε έμφαση στο διπλό ίσον «====== »
που χρησιμοποιείται στη σύνταξη της εντολής.
Η τρίτη στήλη της ε.κ.μ.γ.R γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός των δύο πρώτων στηλών
του, 

2
−3
0
0

 = 2


1
0
0
0

− 3


0
1
0
0

 .
Αντίστοιχη σχέση ισχύει και για την τρίτη στήλη του A :

S[ 3 ] = 2 · S[ 1 ]− 3 · S[ 2 ]. (5.6.1)

Επιβεβαιώνουμε την παραπάνω σχέση (5.6.1) με δύο τρόπους:

{S[ 3 ], 2S[ 1 ]− 3S[ 2 ] }{S[ 3 ], 2S[ 1 ]− 3S[ 2 ] }{S[ 3 ], 2S[ 1 ]− 3S[ 2 ] }

{{1, 2, 3,−11}, {1, 2, 3,−11}}

S[ 3 ]==2S[ 1 ]− 3S[ 2 ]S[ 3 ]==2S[ 1 ]− 3S[ 2 ]S[ 3 ]==2S[ 1 ]− 3S[ 2 ]

True
Οι στήλες S[ 1 ], S[ 2 ], S[ 3 ] του A είναι γραμμικά εξαρτημένες. Χρησιμοποιούμε την εντολή
SolveSolveSolve για να βρούμε μία σχέση γραμμικής εξάρτησής τους, δηλαδή να γράψουμε τη μηδενική
στήλη ως γραμμικό συνδυασμό των S[ 1 ], S[ 2 ], S[ 3 ],

m1 · S[ 1 ] +m2 · S[ 2 ] +m3 · S[ 3 ] = 04×1 ,

όπου τουλάχιστον ένας από τους συντελεστέςm1,m2,m3 ∈ R είναι διάφορος του 0 :

Solve[m1 ∗ S[ 1 ] +m2 ∗ S[ 2 ] +m3 ∗ S[ 3 ] == 0 {m1, m2, m3} ]Solve[m1 ∗ S[ 1 ] +m2 ∗ S[ 2 ] +m3 ∗ S[ 3 ] == 0 {m1, m2, m3} ]Solve[m1 ∗ S[ 1 ] +m2 ∗ S[ 2 ] +m3 ∗ S[ 3 ] == 0 {m1, m2, m3} ]

Solve::svars : Equations may not give solutions for all ”solve” variables »{{
m2→ −3m1

2
, m3→ −m1

2

}}
(Το Mathematica προειδοποιεί ότι απαιτείται και θεωρητικός έλεγχος). Οι σχέσεις γραμμικής
εξάρτησης δίνονται ως προςm1 και είναι της μορφής
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m1 · S[ 1 ]− 3m1
2
· S[ 2 ]− m1

2
· S[ 3 ] = 04×1 , ∀m1 ∈ R, m1 6= 0.

Οι παραπάνω σχέσεις είναι ισοδύναμες με τη σχέση (5.6.1), αφού πολλαπλασιάζοντας με το
2

m1
6= 0, έπεται ότι

2 · S[ 1 ]− 3 · S[ 2 ]− S[ 3 ] = 04×1 ⇔ 2 · S[ 1 ]− 3 · S[ 2 ] = S[ 3 ].
Παρατηρούμε επίσης ότι η πέμπτη στήλη της ε.κ.μ.γ.R γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός
της 1ης, 2ης και 4ης στήλης του R:

−1
2
−3
0

 = −


1
0
0
0

+ 2


0
1
0
0

− 3


0
0
1
0

 .
Αντίστοιχη σχέση ισχύει και για την πέμπτη στήλη του A :

S[ 5 ] = −S[ 1 ] + 2 · S[ 2 ]− 3 · S[ 4 ].
Εξακριβώνουμε με το Mathematica την ορθότητα της παραπάνω σχέσης:

{S [5 ], −S[ 1 ] + 2S[ 2 ]− 3S[ 4 ] }{S [5 ], −S[ 1 ] + 2S[ 2 ]− 3S[ 4 ] }{S [5 ], −S[ 1 ] + 2S[ 2 ]− 3S[ 4 ] }

{{0,−4,−5, 1}, {0,−4,−5, 1}}
Φέρνουμε και τον πίνακα AT σε ε.κ.μ.γ.Q :

Q = RowReduce[At] ; MatrixForm[Q]Q = RowReduce[At] ; MatrixForm[Q]Q = RowReduce[At] ; MatrixForm[Q]
1 0 0 −6
0 1 0 11
0 0 1 −9
0 0 0 0
0 0 0 0


Οι τρεις πρώτες στήλες τουQ έχουν καθοδηγητική μονάδα και είναι γραμμικά ανεξάρτητες.
Το ίδιο συμβαίνει για τις τρεις πρώτες στήλες του AT , δηλαδή τις τρεις πρώτες γραμμές
G[ 1 ], G[ 2 ], G[ 3 ] του A, όπως επιβεβαιώνουμε παρακάτω:

Solve[ k1 ∗G[ 1 ] + k2 ∗G[ 2 ] + k3 ∗G[ 3 ] == 0, {k1, k2, k3 }]Solve[ k1 ∗G[ 1 ] + k2 ∗G[ 2 ] + k3 ∗G[ 3 ] == 0, {k1, k2, k3 }]Solve[ k1 ∗G[ 1 ] + k2 ∗G[ 2 ] + k3 ∗G[ 3 ] == 0, {k1, k2, k3 }]

{{k1→ 0, k2→ 0, k3→ 0}}
H τέταρτη στήλη τουQ γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός των τριών πρώτων στηλών του.
Έτσι, και για την τέταρτη στήλη του AT , δηλαδή την τέταρτη γραμμή του A έχουμε

G[ 4 ] = −6 ·G[ 1 ] + 11 ·G[ 2 ]− 9 ·G[ 3 ].
Eπαληθεύουμε την παραπάνω σχέση:

{G [4 ], −6G[ 1 ] + 11G[ 2 ]− 9G [3 ] }{G [4 ], −6G[ 1 ] + 11G[ 2 ]− 9G [3 ] }{G [4 ], −6G[ 1 ] + 11G[ 2 ]− 9G [3 ] }

{{−1, 3,−11, 2, 1}, {−1, 3,−11, 2, 1}}
Για να βρούμε αντιστρέψιμο 4 × 4-πίνακα E τέτοιον, ώστε E · A = R, φέρνουμε τον επαυ-
ξημένο 9 × 4-πίνακα

[
A I4

]
σε ε.κ.μ.γ.

[
R E

]
και ο υποπίνακας E που σχηματίζεται

έπειτα από την εφαρμογή του αλγόριθμου του Gauss είναι ο ζητούμενος πίνακας.
Με την εντολή ArrayFlattenArrayFlattenArrayFlatten δημιουργούμε πίνακες με στοιχεία πίνακες. Παρακάτω κατα-
σκευάζουμε τον 1 × 2-πίνακα γραμμή

[
A I4

]
με στοιχεία τους πίνακες A και I4. Συμβο-

λίζουμε με Ι4 τον πίνακα I4 και με AI τον πίνακα
[
A I4

]
. Όπως για να εισάγουμε στο
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πρόγραμμα τον πίνακα γραμμή
[
κ λ

]
χρησιμοποιούμε διπλά άγκιστρα, {{κ, λ}}, έτσι κι

εδώ εισάγουμε τον
[
A I4

]
με διπλά άγκιστρα, {{A, I4}}{{A, I4}}{{A, I4}} :

I4 = IdentityMatrix[4] ; AI = ArrayFlatten[{{A, I4}}] ; MatrixForm[AI]I4 = IdentityMatrix[4] ; AI = ArrayFlatten[{{A, I4}}] ; MatrixForm[AI]I4 = IdentityMatrix[4] ; AI = ArrayFlatten[{{A, I4}}] ; MatrixForm[AI]
2 1 1 0 0 1 0 0 0
1 0 2 1 −4 0 1 0 0
0 −1 3 1 −5 0 0 1 0
−1 3 −11 2 1 0 0 0 1


Ονομάζουμε RE1 την ε.κ.μ.γ.

[
R E

]
του

[
A I4

]
. Οι πέντε πρώτες στήλες του 9 × 4-

πίνακα RE1 είναι η ε.κ.μ.γ.R του πίνακα A, ενώ οι τελευταίες τέσσερις στήλες είναι ο ζητού-
μενος 4×4-πίνακαςE. Επειδή, όπως είδαμε στην ενότητα 1.1, το σύμβολο Ε είναι κλειδωμένο
από το Mathematica, θα συμβολίσουμε με E1 τον πίνακα αυτόν.

RE1 = RowReduce[AI] ; MatrixForm[RE1]RE1 = RowReduce[AI] ; MatrixForm[RE1]RE1 = RowReduce[AI] ; MatrixForm[RE1]
1 0 2 0 −1 0 5

6
−1

2
−1

6

0 1 −3 0 2 0 1
6
−1

2
1
6

0 0 0 1 −3 0 1
6

1
2

1
6

0 0 0 0 0 1 −11
6

3
2

1
6


Ο υποπίνακας E1 αποτελείται από τα κοινά στοιχεία όλων των γραμμών και της 6ης, 7ης,
8ης και 9ης στήλης του RE1. Έτσι, όπως είδαμε στην ενότητα 4.4, παίρνουμε τον πίνακα E1
με την παρακάτω εντολή:

E1 = RE1[[{1, 2, 3, 4}, {6, 7, 8, 9}]] ; MatrixForm[E1]E1 = RE1[[{1, 2, 3, 4}, {6, 7, 8, 9}]] ; MatrixForm[E1]E1 = RE1[[{1, 2, 3, 4}, {6, 7, 8, 9}]] ; MatrixForm[E1]
0 5

6
−1

2
−1

6

0 1
6
−1

2
1
6

0 1
6

1
2

1
6

1 −11
6

3
2

1
6


Eπιβεβαιώνουμε ότι ισχύει η σχέση E · A = R :

{MatrixForm[E1.A], MatrixForm[R] }{MatrixForm[E1.A], MatrixForm[R] }{MatrixForm[E1.A], MatrixForm[R] }


1 0 2 0 −1
0 1 −3 0 2
0 0 0 1 −3
0 0 0 0 0

 ,


1 0 2 0 −1
0 1 −3 0 2
0 0 0 1 −3
0 0 0 0 0




MatrixRank[E1]MatrixRank[E1]MatrixRank[E1]

4

Ο πίνακας E είναι αντιστρέψιμος, αφού η βαθμίδα του ισούται με το πλήθος στηλών του,
rank(E) = 4. Έτσι από τη σχέση E · A = R έπεται ότι A = E−1 · R και ο πίνακας A
αναλύεται σε γινόμενο ενός αντιστρέψιμου πίνακα E−1 επί την ε.κ.μ.γ.του R :

{MatrixForm[A], MatrixForm[ Inverse[E1].R ] }{MatrixForm[A], MatrixForm[ Inverse[E1].R ] }{MatrixForm[A], MatrixForm[ Inverse[E1].R ] }


2 1 1 0 0
1 0 2 1 −4
0 −1 3 1 −5
−1 3 −11 2 1

 ,


2 1 1 0 0
1 0 2 1 −4
0 −1 3 1 −5
−1 3 −11 2 1
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Επαναλαμβάνουμε την παραπάνω διαδικασία για τον 4× 4-πίνακα B = AAT + I4. Αρχικά
θα διαπιστώσουμε ότι ο B είναι αντιστρέψιμος πίνακας, γιατί rank(B) = 4, επομένως η
ε.κ.μ.γ. του είναι ο μοναδιαίος πίνακας I4. Στην περίπτωση αυτή για τον πίνακα E ισχύει
E · B = I4 ⇒ E = B−1 : [

B I4
] αλγόριθμος του
−→ · · · −→

Gauss

[
I4 B−1

]
(αλγόριθμος του Gauss για την εύρεση αντίστροφου πίνακα). Παρακάτω ονομάζουμε BI τον
επαυξημένο πίνακα

[
B I4

]
, IE2 την ε.κ.μ.γ. του BI, E2 τον υποπίνακα που αποτελείται

από τις τελευταίες τέσσερις στήλες της ε.κ.μ.γ.IE2 και επαληθεύουμε ότι ο πίνακας E2 είναι
ο αντίστροφος του B :

B = A.At+ I4 ; MatrixForm[B]B = A.At+ I4 ; MatrixForm[B]B = A.At+ I4 ; MatrixForm[B]
7 4 2 −10
4 23 27 −25
2 27 37 −39
−10 −25 −39 137


MatrixRank[B]MatrixRank[B]MatrixRank[B]

4

BI = ArrayFlatten[{{B, I4}}] ; MatrixForm[BI]BI = ArrayFlatten[{{B, I4}}] ; MatrixForm[BI]BI = ArrayFlatten[{{B, I4}}] ; MatrixForm[BI]
7 4 2 −10 1 0 0 0
4 23 27 −25 0 1 0 0
2 27 37 −39 0 0 1 0
−10 −25 −39 137 0 0 0 1


RE2 = RowReduce[BI] ; MatrixForm[RE2]RE2 = RowReduce[BI] ; MatrixForm[RE2]RE2 = RowReduce[BI] ; MatrixForm[RE2]

1 0 0 0 201
749

−179
749

144
749

23
749

0 1 0 0 −179
749

113
214

− 619
1498

− 29
749

0 0 1 0 144
749

− 619
1498

155
428

125
2996

0 0 0 1 23
749

− 29
749

125
2996

43
2996


E2 = RE2[[All, {5, 6, 7, 8}]] ; MatrixForm[E2]E2 = RE2[[All, {5, 6, 7, 8}]] ; MatrixForm[E2]E2 = RE2[[All, {5, 6, 7, 8}]] ; MatrixForm[E2]

201
749

−179
749

144
749

23
749

−179
749

113
214

− 619
1498

− 29
749

144
749

− 619
1498

155
428

125
2996

23
749

− 29
749

125
2996

43
2996


E2== Inverse[B]E2== Inverse[B]E2== Inverse[B]

True

Εξάσκηση με το Mathematica

1. Να βρείτε

α) την βαθμίδα και τις ε.κ.μ.γ. R και Q του A και του ανάστροφου πίνακα AT ,
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β) σχέσεις γραμμικής εξάρτησης μεταξύ των στηλών και των γραμμών του A,
γ) αντιστρέψιμους πίνακες E1 και E2 τέτοιους, ώστε E1 · A = R και E2 · AT = Q,

όταν

A =


1 −1−3 3 1
−1 0−1−3−2
0 −3−1−1−1
−2 2 3−1−2

 ή A =


5 9 −14 20 9
−4 0 1 −3 −6
−18−10 23−33−28
−18 −2 16−20−26

.

2. Να βρείτε τη βαθμίδα των πινάκων A, A2, A3, . . . , όπου

A =

0 1 0
0 0 1
0 0 0

 ή A =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 2

.

Τι παρατηρείτε; Να κατασκευάσετε τετραγωνικούς πίνακες με περισσότερες γραμμές
που η βαθμίδα των δυνάμεών τους να παρουσιάζει ανάλογες ιδιότητες.

3. Βαθμίδα γινομένου πινάκων
Με την εντολή A = Table[Random[Integer, {0, 9}], {4}, {5}]A = Table[Random[Integer, {0, 9}], {4}, {5}]A = Table[Random[Integer, {0, 9}], {4}, {5}] κατασκευάστε έναν 4×5-
πίνακα A.

α) Να βρείτε τη βαθμίδα των πινάκων A, AT , AAT , ATA. Τι παρατηρείτε;
β) Να κατασκευάσετε και τον 5× 7-πίνακα

B = Table[Random[Integer, {0, 9}], {5}, {7}]B = Table[Random[Integer, {0, 9}], {5}, {7}]B = Table[Random[Integer, {0, 9}], {5}, {7}]
και να συγκρίνετε τη βαθμίδα του γινομένου AB με τις βαθμίδες των πινάκων A
και B. Τι παρατηρείτε;

γ) Να επαναλάβετε το ίδιο για τους πίνακες

A =

10 4 5
4 2 3
5 3 5

, B =

 2 0−1
0 2−1
−1−1 1

.

Θα διαπιστώσετε ότι για τη βαθμίδα του γινομένου πινάκων ισχύει:
rank(AB) ≤ rank(A)
rank(AB) ≤ rank(B)

⇒ rank(AB) ≤ min
{

rank(A), rank(B)
}

rank(AB) ≤ min
{

rank(A), rank(B)
}

rank(AB) ≤ min
{

rank(A), rank(B)
}
.

4. Έστω δύο πίνακες A ∈ Mn×m(K), B ∈ Mm×n(K). Να εξετάσετε αν οι βαθμίδες των
πινάκων AB και BA είναι ίσες, θέτωντας αρχικά όπου A και B τυχαίους πίνακες
που θα κατασκευάσετε με την εντολήTable[Random[Integer, {0, 9}], . . . ]Table[Random[Integer, {0, 9}], . . . ]Table[Random[Integer, {0, 9}], . . . ] και έπειτα τους
πίνακες

A =

−1 −2 2 1
2 2 0 1
3 1 4 0

, B


−6 −4 2
6 4 −2
3 2 −1
1 1 3

.

5. Με τις παρακάτω εντολές ορίζουμε τους στοιχειώδεις n × n-πίνακες Ei+k·j , Ei↔j και
Em·i , τους οποίους ονομάζουμε αντίστοιχα Eikj, Eij και Emi, όπου i, j ∈ {1, . . . , n},
i 6= j :
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• In = IdentityMatrix[n]In = IdentityMatrix[n]In = IdentityMatrix[n]
• Eikj = In ; Eikj[[ i ]] = In[[ i ]] + k ∗ In[[ j ]] ; MatrixForm[Eikj2]Eikj = In ; Eikj[[ i ]] = In[[ i ]] + k ∗ In[[ j ]] ; MatrixForm[Eikj2]Eikj = In ; Eikj[[ i ]] = In[[ i ]] + k ∗ In[[ j ]] ; MatrixForm[Eikj2] (για τον Ei+k·j)
• Eij = In ; Eij[[ i ]] = In[[ j ]] ; Eij[[ j ]] = In[[ i ]] ; MatrixForm[Eij]Eij = In ; Eij[[ i ]] = In[[ j ]] ; Eij[[ j ]] = In[[ i ]] ; MatrixForm[Eij]Eij = In ; Eij[[ i ]] = In[[ j ]] ; Eij[[ j ]] = In[[ i ]] ; MatrixForm[Eij] (για τον Ei↔j)
• Emi = In ; Emi[[ i ]] = m ∗ In[[ i ]] ; MatrixForm[Emi]Emi = In ; Emi[[ i ]] = m ∗ In[[ i ]] ; MatrixForm[Emi]Emi = In ; Emi[[ i ]] = m ∗ In[[ i ]] ; MatrixForm[Emi] (για τον Em·i).

α) Ορίστε τους στοιχειώδεις 3 × 3-πίνακες θέτωντας στις παραπάνω εντολές όπου
n το 3 και i, j = 1, 2, 3, i 6= j.

β) Επαληθεύστε την Πρόταση 5.1.0.5 υπολογίζοντας τους αντίστροφους πίνακες.
γ) Πολλαπλασιάστε τον πίνακα

A =

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3


από αριστερά με τους στοιχειώδεις πίνακες που δημιουργήσατε για να επιβε-
βαιώσετε την ορθότητα της Πρότασης 5.1.0.3.

δ) Πολλαπλασιάστε τον πίνακα A από δεξιά με τους στοιχειώδεις πίνακες που δη-
μιουργήσατε, ώστε να διατυπώσετε αντίστοιχες προτάσεις για το πώς συμπερι-
φέρονται οι στήλες του A σε ένα τέτοιο γινόμενο.

5.7 Ασκήσεις

Λυμένες Ασκήσεις

5.7.1 Δίνεται ο πίνακας
Σ1 Σ2 Σ3 Σ4 Σ5

M =

 0 −2 −6 −1 4
2 1 −1 1 3
2 0 −4 0 2

∈M3×5(R).

α) Να βρεθεί η ε.κ.μ.γ.R τουM , η βαθμίδα rank(M), σχέσεις γραμμικής εξάρτησης
μεταξύ των στηλών Σ1, . . . ,Σ5 του M και αντιστρέψιμος πίνακας E ∈ M3(R)
τέτοιος, ώστε E ·M = R.

β) Να βρεθούν η ε.κ.μ.γ.Q του ανάστροφου πίνακαMT και σχέσεις γραμμικής εξάρ-
τησης μεταξύ των γραμμών τουM .

Λύση. α)Μπορούμε να απαντήσουμε σε όλα τα παραπάνω ερωτήματα αν φέρουμε τον
επαυξημένο πίνακα

[
M I3

]
σε ε.κ.μ.γ. :

[
M I3

]
=

 0−2 −6−1 4 1 0 0
2 1 −1 1 3 0 1 0
2 0 −4 0 2 0 0 1

 Γ3→ 1
2
Γ3−−−−−→

−→

 0−2 −6−1 4 1 0 0
2 1 −1 1 3 0 1 0
1 0 −2 0 1 0 0 1

2

 Γ1↔Γ3−−−−→

−→

 1 0 −2 0 1 0 0 1
2

2 1 −1 1 3 0 1 0
0−2 −6−1 4 1 0 0

 Γ2→Γ2−2Γ1−−−−−−−→
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−→

 1 0−2 0 1 0 0 1
2

0 1 3 1 1 0 1−1
0−2−6−1 4 1 0 0

 Γ3→Γ3+2Γ2−−−−−−−→

−→

 1 0−2 0 1 0 0 1
2

0 1 3 1 1 0 1−1
0 0 0 1 6 1 2−2

 Γ2→Γ2−Γ3−−−−−−→

S1 S2 S3 S4 S5

−→

 1 0−2 0 1

0 1 3 0−5
0 0 0 1 6

0 0 1
2

−1−1 1
1 2−2

= [ R E
]
.

Αν ονομάσουμε S1, . . . , S5 τις στήλες της ε.κ.μ.γ.R, συμπεραίνουμε ότι:

• rank(M) = 3,
• οι καθοδηγητικές μονάδες βρίσκονται στις στήλες S1, S2, S4 του R, επομένως οι
στήλες Σ1,Σ2,Σ4 του A είναι γραμμικά ανεξάρτητες,

• S3 = −2·S1 + 3·S2 ⇒ Σ3 = −2·Σ1 + 3·Σ2,

• S5 = S1 − 5·S2 + 6·S4 ⇒ Σ5 = Σ1 − 5·Σ2 + 6·Σ4,

• ο πίνακας E =

 0 0 1
2

−1−1 1
1 2−2

 επαληθεύει τη σχέση E ·M = R.

β) Επειδή rank(MT ) = rank(M) = 3, η ε.κ.μ.γ.Q του MT ∈ M5×3(R) έχει τρεις
καθοδηγητικές μονάδες. Όμως, υπάρχει μόνο ένας 5 × 3-πίνακας σε ε.κ.μ.γ.με τρεις
καθοδηγητικές μονάδες, ο

Q =


1 0 0

0 1 0

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 .
Αφού σε κάθε στήλη του MT αντιστοιχεί καθοδηγητική μονάδα, οι τρεις στήλες του
MT , δηλαδή οι τρεις γραμμές τουM , είναι γραμμικά ανεξάρτητες. 2

Στην επόμενη άσκηση σχηματίζουμε τον πίνακαA =
[
Σ1 Σ2 Σ4

]
που αποτελείται

από τις γραμμικά ανεξάρτητες στήλες Σ1,Σ2,Σ4 του προηγούμενου πίνακαM . Όπως
αναμένεται, θα διαπιστώσουμε ότι rank(A) = 3, οπότε o A θα είναι αντιστρέψιμος, με
A−1 = E.

5.7.2 α) Να αποδείξετε ότι ο πίνακας

A =

0−2−12 1 1
2 0 0


είναι αντιστρέψιμος και να βρείτε τον αντίστροφο του, A−1.

β) Να βρείτε τον αντίστροφο του ανάστροφου πίνακα AT .
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γ) Να βρείτε τα x, y, z ∈ R, αν

A

xy
z

 =

24
6

 .
δ) Να αναλύσετε τον A σε γινόμενο στοιχειωδών πινάκων.

Λύση. α) Φέρνουμε σε ε.κ.μ.γ.τον επαυξημένο πίνακα
[
A I3

]
:

[
A I3

]
=

 0−2−1 1 0 0
2 1 1 0 1 0
2 0 0 0 0 1

 Γ3→ 1
2
Γ3−−−−−−→←−−−−−−−−

2Γ3←Γ3

 0−2−1 1 0 0
2 1 1 0 1 0
1 0 0 0 0 1

2

 Γ1↔Γ3−−−−−→←−−−−−−−
Γ1↔Γ3

−→

 1 0 0 0 0 1
2

2 1 1 0 1 0
0−2−1 1 0 0

 Γ2→Γ2−2Γ1−−−−−−−−−→←−−−−−−−−−−−
Γ2+++2Γ1←Γ2

 1 0 0 0 0 1
2

0 1 1 0 1−1
0−2−1 1 0 0

 Γ3→Γ3+2Γ2−−−−−−−−−→←−−−−−−−−−−−
Γ3−−−2Γ2←Γ3

−→

 1 0 0 0 0 1
2

0 1 1 0 1−1
0 0 1 1 2−2

 Γ2→Γ2−Γ3−−−−−−−−→←−−−−−−−−−−
Γ2+++Γ3←Γ2

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1
2

−1−1 1
1 2−2

 =
[
I3 A−1

]
.

Η ε.κ.μ.γ. του A είναι ο μοναδιαίος πίνακας I3, rank(A) = 3 και ο A είναι αντιστρέψι-
μος, με

A−1 =

 0 0 1
2

−1−1 1
1 2−2

 .
β) Από την Πρόταση 4.3.0.1.v γνωρίζουμε ότι ο πίνακας AT είναι αντιστρέψιμος, με

(
AT
)−1

=
(
A−1

)T
=

0−1 1
0−1 2
1
2

1−2

 .
γ) Ο A είναι αντιστρέψιμος, επομένως ισχύουν οι παρακάτω ισοδυναμίες:

A

xy
z

=
24
6

⇔ A−1A

xy
z

=A−1
24
6

⇔ I3

xy
z

=
 0 0 1

2

−1−1 1
1 2−2

24
6

⇔
xy
z

=
 3

0
−2

.
δ) Αντιστρέφουμε τις γραμμοπράξεις που κάναμε για να φέρουμε τον A στην ε.κ.μ.γ.
I3. Ξεκινώντας έτσι από τον πίνακα I3 μεταβαίνουμε στον πίνακαA. Χρησιμοποιώντας
την Πρόταση 5.1.0.3, γράφουμε με αυτόν τον τρόπο τον A ως γινόμενο στοιχειωδών
πινάκων:

I3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

−−−−−−→
Γ2→Γ2+Γ3

1 0 0
0 1 1
0 0 1

= E2+1·3 −−−−−−−→
Γ3→Γ3−2Γ2

−→

1 0 0
0 1 1
0−2−1

= E3−2·2E2+1·3 −−−−−−−→
Γ2→Γ2+2Γ1

1 0 0
2 1 1
0−2−1

 = E2+2·1
(
E3−2·2E2+1·3

)
−→

−−−−→
Γ1↔Γ3

0−2−12 1 1
1 0 0

 = E1↔3

(
E2+2·1E3−2·2E2+1·3

)
−→
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−−−−−→
Γ3↔2Γ3

0−2−12 1 1
2 0 0

 = E2·3
(
E1↔3E2+2·1E3−2·2E2+1·3

)
= A ⇒

A =

1 0 0
0 1 0
0 0 2

0 0 1
0 1 0
1 0 0

1 0 0
2 1 0
0 0 1

1 0 0
0 1 0
0−2 1

1 0 0
0 1 1
0 0 1


είναι η ζητούμενη ανάλυση του A σε γινόμενο στοιχειωδών πινάκων, 2

5.7.3 Εφαρμόζοντας στοιχειώδεις πράξεις στις γραμμές του παρακάτω πίνακα A, μεταβαί-
νουμε στον πίνακα B :

A =

1 3 a 1
2 1 b 0
1 0 c 1

 γραμμοπράξεις
−→ · · · −→

1 1 2 5
0 1 3 2
0 0 0 1

 = B.

Να βρεθούν τα στοιχεία a, b, c του A.
Λύση. Φέρνουμε σε ε.κ.μ.γ.R τον πίνακα B :

B
Γ2→Γ2−2Γ3−−−−−−−→
Γ1→Γ1−5Γ3

1 1 2 0
0 1 3 0
0 0 0 1

 Γ1→Γ1−Γ2−−−−−−→

 1 0 −1 0

0 1 3 0

0 0 0 1

 = R.

Από την Παρατήρηση 5.3.0.3.δ συμπεραίνουμε ότι η ε.κ.μ.γ. του A είναι ο πίνακας R.
Από τη σχέση γραμμικής εξάρτησης μεταξύ των στηλών τουR προκύπτει η παρακάτω
σχέση για τις στήλες του A:−13

0

 = −

10
0

+ 3

01
0

 ⇒

ab
c

 = −

12
1

+ 3

31
0

 ⇒

ab
c

 =

 8
1
−1

 ⇒

a = 8, b = 1, c = −1. 2

5.7.4 Δίνονται οι παρακάτω πίνακες στήλη τουM3×1(R):

Σ1 =

11
0

 , Σ2 =

01
1

 , Σ3 =

21
3

 , Σ4 =

 3
1
−2

.
α) Να εξετάσετε αν το σύνολο S = {Σ1,Σ2,Σ3,Σ4} είναι γραμμικά ανεξάρτητο.
β) Να βρείτε όλα τα γραμμικά ανεξάρτητα υποσύνολα του συνόλου S.

Λύση. α) Το πλήθος των στοιχείων του συνόλου S ⊆M3×1(R) είναι μεγαλύτερο του 3,
επομένως από το Πόρισμα 5.5.0.6, συμπεραίνουμε ότι το S είναι γραμμικά εξαρτημένο.

β) Για τα υποσύνολα του S έχουμε:

• Το κενό σύνολο θεωρείται εξ ορισμού γραμμικά ανεξάρτητο.
• Όλες οι στήλες του S είναι μη μηδενικές, άρα τα μονοσύνολα {Σ1}, {Σ2}, {Σ3},
{Σ4} είναι γραμμικά ανεξάρτητα.
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• Παρατηρούμε ότι Σ1 6= λ·Σ2, ∀λ ∈ R, επομένως το σύνολο {Σ1,Σ2} είναι γραμ-
μικά ανεξάρτητο. Όμοια, επειδή καμία από τις δοθείσες στήλες δεν είναι βαθ-
μωτό πολλαπλάσιο κάποιας άλλης, όλα τα υποσύνολα του S με δύο στοιχεία είναι
γραμμικά ανεξάρτητα.

• Εξετάζουμε αν οι στήλες Σ1,Σ2,Σ3 είναι γραμμικά ανεξάρτητες βρίσκοντας τη
βαθμίδα του πίνακα

[
Σ1 Σ2 Σ3

]
:

[
Σ1 Σ2 Σ3

]
=

1 0 2
1 1 1
0 1 3

 −→
 1 0 2

0 1 −1
0 1 3

 −→
 1 0 2

0 1 −1
0 0 4

.
Στην (3, 3)-θέση του πίνακα στον οποίο μεταβήκαμε βρίσκεται « εν δυνάμει » κα-
θοδηγητική μονάδα. Έτσι η βαθμίδα του πίνακα

[
Σ1 Σ2 Σ3

]
ισούται με 3 και

το σύνολο των στηλών του {Σ1,Σ2,Σ3} είναι γραμμικά ανεξάρτητο.
• Εργαζόμαστε όμοια για το σύνολο στηλών {Σ1,Σ2,Σ4}:

[
Σ1 Σ2 Σ4

]
=

1 0 3
1 1 1
0 1−2

 −→
 1 0 3

0 1 −2
0 1 −2

 −→
 1 0 3

0 1 −2
0 0 0

.
Διαπιστώνουμε ότι η βαθμίδα του πίνακα

[
Σ1 Σ2 Σ4

]
ισούται με 2, επομέ-

νως το σύνολο των στηλών του {Σ1,Σ2,Σ4} είναι γραμμικά εξαρτημένο. Μάλιστα
ισχύει

Σ4 = 3·Σ1−2·Σ2.
• Μπορείτε εύκολα να εξακριβώσετε ότι η βαθμίδα των πινάκων

[
Σ1 Σ3 Σ4

]
και

[
Σ2 Σ3 Σ4

]
ισούται με 3, οπότε τα σύνολα {Σ1,Σ3,Σ4} και {Σ2,Σ3,Σ4} εί-

ναι γραμμικά ανεξάρτητα. Τελικά, το μόνο γνήσιο υποσύνολο του S που είναι
γραμμικά εξαρτημένο είναι το {Σ1,Σ2,Σ4}. 2

5.7.5 Δίνονται οι παρακάτω πίνακες στήλη τουM3×1(R):

Σ1 =

11
0

 , Σ2 =

01
1

 , Σ3 =

10
1

 , Σ =

ab
c

.
Να αποδείξετε ότι το σύνολο {Σ1,Σ2,Σ3} είναι γραμμικά ανεξάρτητο και να γράψετε
τη στήλη Σ ως γραμμικό συνδυασμό των στηλών Σ1,Σ2,Σ3.

Λύση. Φέρνουμε σε ε.κ.μ.γ.R τον 3× 4-πίνακα που έχει στήλες τις Σ1,Σ2,Σ3,Σ :

[
Σ1 Σ2 Σ2 Σ

]
=

1 0 1 a
1 1 0 b
0 1 1 c

 −→
 1 0 1 a

0 1 −1 b− a
0 1 1 c

 −→
 1 0 1 a

0 1 −1 b− a
0 0 2 c− b+ a

−→
 1 0 1 a

0 1 −1 b− a
0 0 1 a−b+c

2

−→
 1 0 0 a+b−c

2

0 1 0 −a+b+c
2

0 0 1 a−b+c
2

= R.

Οι καθοδηγητικές μονάδες βρίσκονται στις τρεις πρώτες στήλες του R, επομένως οι
Σ1,Σ2,Σ3 είναι γραμμικά ανεξάρτητες, ενώ για τη στήλη Σ έχουμε:
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Σ =
a+ b− c

2
· Σ1 +

−a+ b+ c

2
· Σ2 +

a− b+ c

2
· Σ3 :ab

c

 =
a+ b− c

2

11
0

+
−a+ b+ c

2

01
1

+
a− b+ c

2

10
1

 . 2

Ασκήσεις για Εξάσκηση

5.7.1 Να βρείτε τη βαθμίδα των παρακάτω πινάκων:

A =

3 3 3
1 2−1
0 1−1

, B =


2 3 3 2
1 1 1 0
3−2 4 1
0−5 1−1

, C =


1 3 0−3
0 1 2 1
0 9 5 0
1 2 0 4

.

Ποιοι από τους πίνακες είναι αντιστρέψιμοι;

5.7.2 Να βρείτε την ε.κ.μ.γ.R του πίνακα A, την ε.κ.μ.γ.Q του ανάστροφου πίνακα AT , σχέ-
σεις γραμμικής εξάρτησης μεταξύ των στηλών και των γραμμών του A, ένα γραμμικά
ανεξάρτητo σύνολο αποτελούμενο από το μέγιστο δυνατό πλήθος στηλών του A και
αντίστοιχα ένα γραμμικά ανεξάρτητo σύνολο γραμμών του A, αν

i) A =

2 1 1
1 3 1
1 1 4

, ii) A =

2 4 7 4
1 2 3 1
3 6 5−5

, iii) A =


−3 8 6−5−3
1 −2 0 3 1
1 −1 3 2−5
2 −3 3 5 0
−1 5 9 0−7

.

5.7.3 Να φέρετε τον πίνακα A σε ε.κ.μ.γ.R, να βρείτε αντιστρέψιμο πίνακα E τέτοιον, ώστε
E · A = R, να γράψετε τις σχέσεις γραμμικής εξάρτησης μεταξύ των στηλών του A
και να βρείτε ένα γραμμικά ανεξάρτητo σύνολο αποτελούμενο από το μέγιστο δυνατό
πλήθος στηλών του A, αν

i) A =


1 −1 1 2−1
−2 3 0−4 0
0 0 0 1−1
1 −1 1 1 0

, ii) A =


1 −1−1−2 1
1 0 2−2 0
0 0 0 1 1
−1 1 1 3 0

.

5.7.4 Δίνεται ο πίνακας

A =

1 0 a
0 1 0
0 0 1

1 0 0
0 1 b
0 0 1

1 0 0
0 c 0
0 0 1

,

a, b, c ∈ K, c 6= 0. Να αποδείξετε ότι ο A είναι αντιστρέψιμος και να γράψετε τον A−1
ως γινόμενο στοιχειωδών πινάκων.

5.7.5 Να υπολογίσετε τους αντίστροφους των παρακάτω πινάκων χρησιμοποιώντας τον αλ-
γόριθμο του Gauss:

A =

(
2 1
4 3

)
, B =

0 2−1
2 1 1
1 3 0

, C =


1 0 0 0
−1 1 0 0
0 −1 1 0
0 0−1 1

.
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5.7.6 Να βρεθεί ο αντίστροφος του πίνακα

A =

1 1 2
1 2 1
1 1 1


καθώς και οι πίνακες X1, X2, X3, X4, αν

i) AX1 =

01
2

, ii) X2A =

1 2 3
0−1 1
1 0 2

,

iii) ATX3 = A, iv) X4A+ 5I3 = AAT .
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6

ΟΡΙΖΟΥΣΑ

Σύνοψη
Το κεφάλαιο αυτό πραγματεύεται τη θεωρία των οριζουσών. Μελετώνται οι βασικές ιδιότη-
τες των οριζουσών, η σχέση της ορίζουσας με τη βαθμίδα τετραγωνικού πίνακα, εισάγεται
η έννοια του προσαρτημένου πίνακα και η σχέση του με τον αντίστροφο. Το κεφάλαιο
περιλαμβάνει μία ενότητα «Εργαστήριο με Mathematica» όπου διερευνώνται τα θέματα
που αναπτύχθηκαν. Το κεφάλαιο κλείνει με μια ενότητα ασκήσεων πάνω στη θεωρία που
αναπτύχθηκε. Για βιβλιογραφία στα θέματα αυτά παραπέμπουμε στα βιβλία [1], [2], [3],
[4].

Προαπαιτούμενη γνώση: Κεφάλαιο 4, Κεφάλαιο 5, βασικές Λυκειακές γνώσεις.

6.1 Ορίζουσα Τετραγωνικών Πινάκων

Στην ενότητα αυτή θα ορίσουμε την έννοια της ορίζουσας. Αν A ∈ Mn(K), τότε η ορίζουσα
του A είναι ένα στοιχείο του K και συμβολίζεται με det(A) (συχνά και detA) ή |A|). Ο ορι-
σμός της ορίζουσας φαίνεται αρχικά πολύπλοκος. Θα δούμε ωστόσο αργότερα ότι η ορίζουσα
αντιστοιχεί στην έννοια του εμβαδού και του όγκου γενικότερα. Προς το παρόν, ας μείνουμε
στο ότι η ορίζουσα είναι μία συνάρτηση

det : Mn(K)→ K, A 7→ det(A)
η οποία, όπως θα δούμε στην πορεία της μελέτης μας, έχει σημαντικές ιδιότητες. Μένει να
δώσουμε τον τύπο της συνάρτησης, να εξηγήσουμε πώς υπολογίζεται η ορίζουσα ενός πίνακα
A ∈Mn(K), για κάθεn ∈ N. Όταν τοn = 1, δεν έχουμε πολλές επιλογές. Ορίζουμε det([a]) =
a, δηλ.

det : M1(K)→ K, [a] 7→ a .

Βαβατσούλας, X. & Χαραλάμπους, X-M-A. (2023). «Στοιχεία από τη Γραμμική Άλγεβρα».
Αθήνα: Κάλλιπος, Ανοικτές Ακαδημαϊκές Εκδόσεις. http://dx.doi.org/10.57713/kallipos-286

Creative Commons Αναφορά Δημιουργού - Μη Εμπορική Χρήση - Παρόμοια Διανομή 4.0
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Για n > 1, o τύπος της ορίζουσας είναι αναδρομικός και στηρίζεται στην ορίζουσα υποπινά-
κων τουA της αμέσως μικρότερης διάστασης. Για παράδειγμα, για την ορίζουσα ενός πίνακα
τουM5(K), χρειάζεται να γνωρίζουμε το πώς υπολογίζουμε ορίζουσες πινάκων τουM4(K).
Για τις ορίζουσες πινάκων του M4(K) χρειάζεται να υπολογίζουμε ορίζουσες πινάκων του
M3(K) κ.ο.κ. Στην πραγματικότητα, δεν χρειάζεται να γνωρίζουμε την ορίζουσα όλων των
υποπινάκων του A ∈ Mn(K). Αρκεί να γνωρίζουμε την ορίζουσα κάποιων πολύ συγκεκρι-
μένων υποπινάκων του A, n στο πλήθος, που προκύπτουν από τον A, εάν παραλείψουμε
μία ολόκληρη γραμμή και μία ολόκληρη στήλη. Ονομάζουμε, γενικά, τέτοιους υποπίνακες
ελάσσονες πίνακες τουA. Έτσι, αν 1 ≤ i, j ≤ n, ο (i, j)-ελάσσων πίνακας τουA είναι ο υπο-
πίνακας του A που προκύπτει από τον A, αν παραλείψουμε την i-γραμμή και την j-στήλη
και συμβολίζεται μεMij(A) ή απλάMij . Στα επόμενα παραδείγματα σκιάζουμε τη γραμμή
και τη στήλη που παραλείπουμε.

Παραδείγματα 6.1.0.1

i. Έστω A =

[
a b
c d

]
. Τότε M11 =

[
a b
c d

]
=
[
d
]
και όμοια M12 =

[
c
]
, M21 =

[
b
]
,

M22 =
[
a
]
.

ii. Έστω A =

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

. ΤότεM23 =

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

 =

[
a1 a2
c1 c2

]
.

Έστω A =
(
aij
)
∈ Mn(K). Ο επόμενος τύπος ονομάζεται ανάπτυξη της ορίζουσας του

πίνακα A κατά τα στοιχεία της πρώτης στήλης:

det(A) = a11 · det(M11)− a21 · det(M21) + · · ·+ (−1)n+1an1 · det(Mn1) . (6.1.1)

Σημειώνουμε ότι αντίστοιχοι τύποι υπάρχουν για την ανάπτυξη της ορίζουσας κατά τα στοι-
χεία οποιασδήποτε στήλης ή γραμμής του A. Ας εφαρμόσουμε τον τύπο (6.1.1) στην περί-
πτωση 2× 2 πινάκων. Έχουμε άλλωστε ήδη υπολογίσει τους ελάσσονες πίνακες της πρώτης
στήλης για τους πίνακες αυτούς (βλ. Παράδειγμα 6.1.0.1.i). Έχουμε λοιπόν∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣ = a· det(M11)− c· det(M21) = a d− c b .

Εφεξής, θα χρησιμοποιούμε κατευθείαν τον παραπάνω τύπο για την ορίζουσα 2×2 πινάκων.
Στη συνέχεια, ας υπολογίσουμε την ορίζουσα του A =

(
aij
)
∈ M3(K) σύμφωνα με τον τύπο

(6.1.1). Πρώτα γράφουμε τους ελάσσονες πίνακες της πρώτης στήλης.

A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 ,M11 =

(
a22 a23
a32 a33

)
,M21 =

(
a12 a13
a32 a33

)
,M31 =

(
a12 a13
a22 a23

)
.

Επομένως:

det(A) =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11 · det(M11)− a21 · det(M21) + a31 · det(M31) =

= a11 ·
∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣− a21 ·∣∣∣∣a12 a13
a32 a33

∣∣∣∣+ a31 ·
∣∣∣∣a12 a13
a22 a23

∣∣∣∣ =
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= a11(a22 a33 − a23 a32)− a21(a12 a33 − a13 a32) + a31(a12 a23 − a13 a22) =
= a11a22 a33 − a11a23 a32 + a21a13 a32 − a21a12 a33 + a31a12 a23 − a31a13 a22 =

= a11a22 a33 − a11a23 a32 + a12 a23a31 − a12a21 a33 + a13a21 a32 − a13a31 a22 .
Βλέπουμε, λοιπόν, ότι η ορίζουσα του γενικού 3× 3 πίνακα είναι ένα εναλλασσόμενο άθροι-
σμα με 6 προσθετέους. Ας μελετήσουμε λίγο πιο προσεκτικά τη μορφή των προσθετέων. Τι
παρατηρούμε; Κάθε προσθετέος είναι γινόμενο με τρεις παράγοντες με ένα ακριβώς στοιχείο
από κάθε γραμμή και κάθε στήλη. Έτσι, κάθε στοιχείο του πίνακα A εμφανίζεται ακριβώς
σε δύο προσθετέους στην ορίζουσα¹. Προφανώς και δεν επιθυμούμε να αποστηθίσουμε τον
τύπο για την ορίζουσα των 3 × 3 πινάκων: το δύσκολο εδώ είναι το πρόσημο των προσθε-
τέων. Ωστόσο, παρόλο που τοποθετούμαστε αρνητικά στην ξερή απομνημόνευση τύπων, δεν
αντιστεκόμαστε στον πειρασμό της περιγραφής του εύκολου σχηματικού κανόνα που έδωσε
ο Γάλλος μαθηματικός Sarrus για τα πρόσημα και κατά συνέπεια τον υπολογισμό της ορίζου-
σας του 3× 3-πίνακα.

Κανόνας του Sarrus για τον υπολογισμό ορίζουσας 3× 33× 33× 3:

Γράφουμε τον πίνακα A =
(
aij
)
και μετά επαναλαμβάνουμε τις δύο πρώτες στήλες:

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32
+++ +++ +++−−− −−− −−−

Η ορίζουσα det(A) ισούται με το άθροισμα των γινομένων των στοιχείων που βρίσκονται στις
διαγώνιους από αριστερά προς τα δεξιά μείον το άθροισμα των γινομένων των στοιχείων που
βρίσκονται στις διαγώνιους από δεξιά προς τα αριστερά.

Τονίζουμε ότι ο κανόνας του Sarrus ισχύει μόνο για τους πίνακες του M3(K). Δεν υπάρχει
αντίστοιχος σχηματικός κανόνας για τα πρόσημα των προσθετέων της ορίζουσας για τετρα-
γωνικούς πίνακες μεγαλύτερων διαστάσεων.

¹Ο αριθμός των προσθετέων, το 6, είναι αναμενόμενος, καθώς αντιστοιχεί στον παραγοντικό 3! = 3 · 2 · 1,
που περιγράφει με πόσους διαφορετικούς τρόπους μπορούμε να κατασκευάσουμε γινόμενα στοιχείων με αυτήν
την ιδιότητα (η επιλογή που θα κάνουμε για την πρώτη γραμμή περιορίζει σε δύο τις επιλογές από τη δεύτερη
γραμμή και τέλος δίνει μοναδική επιλογή για την τελευταία εναπομείνασα γραμμή). Τώρα που αναγνωρίζουμε
ότι οι προσθετέοι είναι της μορφής (−1)σa1i1a2i2a3i3 (για κάποιον εκθέτη σ) όπου οι δείκτες i1, i2, i3 είναι
διαφορετικοί και καλύπτουν και τις τρεις στήλες του A, τι μπορούμε να πούμε για το σ; Ποιος είναι ο κανόνας
που το σ ακολουθεί; Αυτό θέλει περισσότερο σκέψη και είναι δυσκολότερο να περιγραφεί, αναφέρουμε όμως
ότι έχει να κάνει με τον αριθμό των αντιμεταθέσεων που χρειάζεται για να ταξινομηθεί η ακολουθία i1, i2, i3.
Για παράδειγμα, χρειαζόμαστε 2 αντιμεταθέσεις για να ταξινομήσουμε την ακολουθία 2, 3, 1: πρώτα ανταλ-
λάσσουμε τη σειρά των 3, 1 και παίρνουμε την ακολουθία 2, 1, 3 και στη συνέχεια ανταλλάσσουμε τη σειρά των
2, 1 για να πάρουμε την τακτοποιημένη ακολουθία 1, 2, 3. Το σ, λοιπόν, για το γινόμενο a12a23a31 σύμφωνα με
τα παραπάνω πρέπει να είναι 2 και το πρόσημο του a12a23a31 θα είναι θετικό. Δείτε το και επιβεβαιώστε αν θέ-
λετε και για τους υπόλοιπους προσθετέους. Ένα λεπτό σημείο στα παραπάνω, που ίσως έχετε ήδη αντιληφθεί,
είναι ότι δεν υπάρχει μοναδικός τρόπος για να ταξινομήσουμε τις ακολουθίες μας. Όποιον, όμως, τρόπο και
αν ακολουθήσουμε, προκύπτει ότι ο αριθμός των αντιμεταθέσεων θα είναι πάντα άρτιος ή περιττός αριθμός.
Αυτά, θα τα δείτε σε επόμενο μάθημα συνδυαστικής.
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Παράδειγμα 6.1.0.2 Θα υπολογίσουμε την ορίζουσα του

A =

1 2 1
3 1 2
1 0 4


χρησιμοποιώντας την ανάπτυξη της ορίζουσας κατά τα στοιχεία της πρώτης στήλης, ενώ στη
συνέχεια θα υπολογίσουμε την ορίζουσα χρησιμοποιώντας τον κανόνα του Sarrus.

det(A) =

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
3 1 2
1 0 4

∣∣∣∣∣∣ = 1

∣∣∣∣1 2
0 4

∣∣∣∣− 3

∣∣∣∣2 1
0 4

∣∣∣∣+ 1

∣∣∣∣2 1
1 2

∣∣∣∣ = 1·4− 3·8 + 1·3 = −17.

Σύμφωνα με τον κανόνα του Sarrus έχουμε:
1 2 1 1 2

3 1 2 3 1

1 0 4 1 0

1·1·4 + 2·2·1 + 1·3·0− 1·1·1− 1 ·2·0− 2·3·4 = 4 + 4− 1− 24 = −17 = det(A) .

ΑνA =
(
aij
)
∈Mn(K) καιMij είναι ελλάσων πίνακας τουA, ονομάζουμε συμπαράγοντα

του aij και συμβολίζουμε με Aij , το στοιχείο

Aij = (−1)i+j · det(Mij).

Έτσι ο τύπος για την ανάπτυξη της ορίζουσας det(A) κατά τα στοιχεία της 1ης στήλης γρά-
φεται ως εξής :

det(A) = a11 ·A11 + a21 ·A21 + · · ·+ an1 ·An1. (6.1.2)

Σημειώνουμε ότι μπορούμε να παρακολουθήσουμε τα πρόσημα στους συμπαράγοντες από
τον πίνακα των προσήμων, που φτιάχνουμε ξεκινώντας με +++ στην (1, 1) ή την (n, n)-θέση
του A και εναλλάσσοντας τα πρόσημα +, − καθώς κινούμαστε οριζόντια ή κάθετα:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+++ − + · · ·
− + − · · ·
+ − + · · ·
...

...
...

...
...

· · · + −
· · · − +++

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Θα κλείσουμε αυτήν την ενότητα με τον υπολογισμό της ορίζουσας ενός 4× 4 πίνακα.

Παράδειγμα 6.1.0.3 Έστω

A =


0 1 2 1
1 3 1 2
0 1 0 4
2 0 0 0

 .

Τότε
det(A) = 0·A11 + 1·A21 + 0·A31 + 2·A41 .
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Είναι φανερό ότι δεν υπάρχει λόγος να υπολογίσουμε τους συμπαράγοντεςA11 καιA31 αφού
θα τους πολλαπλασιάσουμε με 0. Ας υπολογίσουμε τώρα τον συμπαράγοντα A21. Έχουμε:

M21 =

1 2 1
1 0 4
0 0 0

⇒ det(M21) = 1 ·
∣∣∣∣0 4
0 0

∣∣∣∣− 1 ·
∣∣∣∣2 1
0 0

∣∣∣∣+ 0 ·
∣∣∣∣2 1
0 4

∣∣∣∣ = 1 · 0− 1 · 0 + 0 · 8 = 0 .

Επομένως, A21 = (−1)2+10 = 0. Τέλος, παρατηρούμε ότιM41 είναι ο πίνακας του προηγού-
μενου παραδείγματος και έχουμε ήδη βρει ότι η ορίζουσά του είναι ίση με −17. Επομένως,
A41 = (−1)4+1 det(M41) = (−1)(−17) = 17. Βρήκαμε, λοιπόν, ότι det(A) = 2 · 17 = 34.

6.2 Βασικές Ιδιότητες Οριζουσών

Σε ό,τι ακολουθεί, περιοριζόμαστε σε τετραγωνικούς πίνακες και εξετάζουμε βασικές ιδιό-
τητες της ορίζουσάς τους.

(i) ΑνA ∈Mn(K)A ∈Mn(K)A ∈Mn(K), τότε det
(
AT
)
= det(A)det

(
AT
)
= det(A)det

(
AT
)
= det(A)

Για να δούμε ότι ισχύει η ισότητα όταν n = 2 ή n = 3, αρκεί να πάρουμε αναλυτικά την ανά-
πτυξη της ορίζουσας κατά τα στοιχεία της πρώτης στήλης και να ελέγξουμε ότι οι προσθετέοι
είναι ακριβώς οι ίδιοι. Αν και μηχανική και όχι ιδιαίτερα διαφωτιστική, η απόδειξη αυτή εί-
ναι πλήρης για αυτές τις μικρές διαστάσεις. Είναι όμως φανερό ότι για τη γενική περίπτωση,
η σύγκριση των όρων δεν θα μπορέσει να γίνει τόσο απλά. Αναφέρουμε ότι η απόδειξη βα-
σίζεται στο γεγονός ότι σε κάθε όρο εμφανίζεται ακριβώς ένα στοιχείο από κάθε γραμμή και
κάθε στήλη και στις ιδιότητες των μεταθέσεων. Σημειώνουμε, επίσης, ότι ως απόρροια αυτής
της ιδιότητας, οι στήλες θα ικανοποιούν (ως προς την ορίζουσα) όσες ιδιότητες ικανοποιούν
οι γραμμές. Θα δούμε, όμως, στη συνέχεια, αναλυτικά τι εννοούμε με αυτήν την παρατήρηση.

(ii) det(A)det(A)det(A) μπορεί να αναπτυχθεί κατά τα στοιχεία οποιασδήποτε γραμμής ή στήλης του
AAA

Έστω A ∈ Mn(K). Η ορίζουσα του A με ανάπτυξη των στοιχείων της j-στήλης δίνεται από
τη σχέση:

det(A) = a1j A1j + a2j A2j + · · ·+ anj Anj (6.2.1)

ενώ η ανάπτυξη της ορίζουσας κατά τα στοιχεία της i-γραμμής δίνεται από τη σχέση:

det(A) = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin. (6.2.2)

Για n = 2 ή n = 3 μπορούμε εύκολα να επιβεβαιώσουμε τα παραπάνω συγκρίνοντας τους
όρους που προκύπτουν από συγκεκριμένες αναπτύξεις. Για παράδειγμα, θα γράψουμε το
άθροισμα που προκύπτει από την ανάπτυξη κατά τα στοιχεία της 2ης στήλης του πίνακα A

A =

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3


και θα επιβεβαιώνουμε ότι προκύπτει η ανάπτυξη της ορίζουσας κατά την πρώτη στήλη του
A:
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∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = a2A12 + b2A22 + c2A32 = −a2
∣∣∣∣b1 b3
c1 c3

∣∣∣∣+ b2

∣∣∣∣a1 a3
c1 c3

∣∣∣∣− c2 ∣∣∣∣a1 a3
b1 b3

∣∣∣∣ =
= −a2(b1c3 − b3c1) + b2(a1c3 − a3c1)− c2(a1b3 − a3b1) =

= a1(b2c3 − b3c2)− b1(a2c3 − a3c2) + c1(a2b3 − a3b2) =

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣.
Σημειώνουμε ότι η ανάπτυξη της ορίζουσας κατά τα στοιχεία της πρώτης γραμμής προκύ-
πτει εύκολα από τη σχέση det(A) = det(AT ). Μπορείτε να δείτε το γιατί; Είναι φανερό ότι
αναπτύσσοντας την ορίζουσα ενός πίνακα A ως προς τα στοιχεία της γραμμής ή της στήλης
του A με τα περισσότερα 0, θα έχουμε να κάνουμε λιγότερους υπολογισμούς.

Παραδείγματα 6.2.0.1

•

∣∣∣∣∣∣
3 2 −8
−1 3 −2
4 −1 0

∣∣∣∣∣∣ = −8
∣∣∣∣−1 3

4 −1

∣∣∣∣− (−2)
∣∣∣∣3 2
4 −1

∣∣∣∣+ 0

∣∣∣∣ 3 2
−1 3

∣∣∣∣ = −8·(−11) + 2·(−11) = 66.

•

∣∣∣∣∣∣
1 27 2
0 5 0
3 88 4

∣∣∣∣∣∣ = 5

∣∣∣∣1 2
3 4

∣∣∣∣ = 5·(−2) = −10.

(iii) Αν AAA είναι τριγωνικός πίνακας, τότε det(A)det(A)det(A) ισούται με το γινόμενο των στοιχείων
της κύριας διαγωνίου τουAAA

Αν A = (aij) είναι κάτω τριγωνικός πίνακας, τότε M11 είναι κάτω τριγωνικός πίνακας.
Επιπλέον, τα στοιχεία της κύριας διαγωνίου τουM11 είναι ακριβώς τα στοιχεία a22, . . . , ann.
Παίρνοντας την ανάπτυξη της ορίζουσας κατά την πρώτη γραμμή, προκύπτει ότι

det(A) = a11 · det(M11)− 0 · det(M12) + · · ·+ (−1)1+n · 0 · det(M1n) = a11 · det(M11).

Μένει λοιπόν να υπολογίσουμε την ορίζουσα ενός κάτω τριγωνικού πίνακα μικρότερης διά-
στασης. Για παράδειγμα, δείχνουμε αναλυτικά την περίπτωση ενός κάτω τριγωνικού 4× 4-
πίνακα. Παίρνουμε, όπως αναφέραμε, την ανάπτυξη της ορίζουσας κατά τα στοιχεία της
1ης γραμμής. Συνεχίζουμε αναπτύσσοντας την υποορίζουσα που προκύπτει ξανά κατά τα
στοιχεία της 1ης γραμμής του 3× 3 πίνακα. Παραλείπουμε κάθε φορά τους όρους που μηδε-
νίζονται:∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 0 0 0
a21 a22 0 0
a31 a32 a33 0
a41 a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11

∣∣∣∣∣∣
a22 0 0
a32 a33 0
a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣ = a11 a22

∣∣∣∣ a33 0
a43 a44

∣∣∣∣ = a11 a22 a33 a44,

δηλαδή η ορίζουσα ισούται με το γινόμενο των στοιχείων της κύριας διαγωνίου. Στη γενική
περίπτωση ενός κάτω τριγωνικού πίνακα (για μεγαλύτερα n), για να δείξουμε ότι η ορίζουσα
είναι ίση με το γινόμενο των στοιχείων της κύριας διαγωνίου χρησιμοποιούμε τη μέθοδο της
μαθηματικής επαγωγής (κάντε το!). Ομοίως, το ίδιο αποτέλεσμα ισχύει για άνω τριγωνικούς
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πίνακες. Στην περίπτωση αυτή, οM11 είναι επίσης άνω τριγωνικός πίνακας και η ορίζουσα
υπολογίζεται κατά τα στοιχεία της πρώτης στήλης. Σημειώνουμε, επίσης, ότι οι διαγώνιοι
πίνακες είναι ειδική περίπτωση τριγωνικών πινάκων. Έχουμε λοιπόν:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 0 · · · 0

0 a22
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 ∗ · · · ∗

0 a22
. . .

...
...

. . .
. . . ∗

0 · · · 0 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 0 · · · 0

∗ a22
. . .

...
...

. . .
. . . 0

∗ · · · ∗ ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11 a22 · · · ann,

όπου με ∗ συμβολίζουμε αυθαίρετα στοιχεία του K.

Παραδείγματα 6.2.0.2

• det(In) = 1.

• det(diag(d1, . . . , dn)) = d1 · · · dn.

• Αν λ 6= 0, τότε det(Eλ·i) = λ 6= 0.

(iv) Πίνακας με μηδενική γραμμή ή στήλη έχει μηδενική ορίζουσα

Αν μία γραμμή ενός πίνακα A είναι μηδενική, αναπτύσσοντας την ορίζουσά του ως προς
τα στοιχεία της γραμμής αυτής βρίσκουμε det(A) = 0. Το ίδιο συμβαίνει στην περίπτωση
που μία στήλη ενός πίνακα είναι μηδενική.

(v) Πίνακας με δύο ίσες γραμμές ή δύο ίσες στήλες έχει μηδενική ορίζουσα

Αρχικά επιβεβαιώνουμε ότι αν ένας 2× 2-πίνακας έχει ίσες τις γραμμές ή τις στήλες, τότε η
ορίζουσά του είναι ίση με 0 . Πράγματι∣∣∣∣a b

a b

∣∣∣∣ = ab− ab = 0,

∣∣∣∣a a
c c

∣∣∣∣ = ac− ac = 0.

Έστω τώρα ένας n × n πίνακας, με γραμμές Γ1, . . . ,Γn, τέτοιος ώστε Γi = Γj , για i 6= j.
Παρατηρούμε ότι αν θεωρήσουμε τον υποπίνακαMts όταν t 6= i, j, τότε οMts έχει και αυτός
δύο γραμμές ίσες. Δείτε για παράδειγμα έναν 3 × 3-πίνακα A με Γ1 = Γ3: οι 2 × 2 πίνακες
M21,M22 καιM23 έχουν, ο καθένας τους, δύο ίσες γραμμές και επομένως μηδενική ορίζουσα.
Έτσι, για να υπολογίσουμε την ορίζουσα του A αναπτύσσουμε την ορίζουσά του ως προς τα
στοιχεία της Γ2 και προκύπτει αμέσως ότι det(A) = 0. Το κάνουμε αναλυτικά:∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3
b1 b2 b3
a1 a2 a3

∣∣∣∣∣∣ = −b1
∣∣∣∣a2 a3
a2 a3

∣∣∣∣+ b2

∣∣∣∣a1 a3
a1 a3

∣∣∣∣− b3 ∣∣∣∣a1 a2
a1 a2

∣∣∣∣ = −b1 ·0 + b2 ·0− b3 ·0 = 0.

Στη γενική περίπτωση (για n ≥ 3), αν ο πίνακας έχει ίσες τις γραμμές Γi, Γj , χρησιμοποιούμε
τη μέθοδο της μαθηματικής επαγωγής και την ανάπτυξη της ορίζουσας κατά τα στοιχεία
οποιασδήποτε γραμμής διαφορετικής των i και j. Αντίστοιχα, αν ο πίνακας έχει ίσες τις
στήλες Σi, Σj , για i 6= j, χρησιμοποιούμε τη μέθοδο της μαθηματικής επαγωγής και την
ανάπτυξη της ορίζουσας κατά τα στοιχεία οποιασδήποτε στήλης διαφορετικής της i και j.
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(vi) ΑνA Γi→λ·Γi−−−−−→ A′A
Γi→λ·Γi−−−−−→ A′A
Γi→λ·Γi−−−−−→ A′ ή A

Σi→λ·Σi−−−−−→ A′A
Σi→λ·Σi−−−−−→ A′A
Σi→λ·Σi−−−−−→ A′, τότε det(A′) = λ det(A)det(A′) = λ det(A)det(A′) = λ det(A)

Έστω ότι o A = (aij) είναι n × n πίνακας και έστω ότι A Γi→λ·Γi−−−−−→ A′. Παρατηρούμε
ότι τα στοιχεία της i-γραμμής του A′ είναι: λai1, . . . , λain. Παίρνοντας την ανάπτυξη της
ορίζουσας κατά τα στοιχεία της i γραμμής, βλέπουμε ότι το λ βγαίνει κοινός παράγοντας από
κάθε όρο του αθροίσματος. Στο επόμενο παράδειγμα, το λ εμφανίζεται σε όλα τα στοιχεία
της πρώτης γραμμής. Έτσι, θα πάρουμε την ανάπτυξη της ορίζουσας κατά τα στοιχεία της
πρώτης γραμμής. Έχουμε:

∣∣∣∣∣∣
λ a1 λ a2 λ a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = λ a1

∣∣∣∣b2 b3
c2 c3

∣∣∣∣− λ a2 ∣∣∣∣b1 b3
c1 c3

∣∣∣∣+ λ a3

∣∣∣∣b1 b2
c1 c2

∣∣∣∣ =
= λ

(
a1

∣∣∣∣b2 b3
c2 c3

∣∣∣∣− a2 ∣∣∣∣b1 b3
c1 c3

∣∣∣∣+ a3

∣∣∣∣b1 b2
c1 c2

∣∣∣∣ ) = λ

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ .
Η γενική απόδειξη γίνεται με τον ίδιο ακριβώς τρόπο. Αντίστοιχα, αν η i-στήλη του A′ είναι
λ φορές η i-στήλη του A, τότε παίρνοντας την ανάπτυξη της ορίζουσας κατά την i-στήλη
βλέπουμε ότι det(A′) = λ det(A).

Παραδείγματα 6.2.0.3

i.

∣∣∣∣∣∣
x y 3·z
a a 6·a
b c 9·d

∣∣∣∣∣∣ = a·

∣∣∣∣∣∣
x y 3·z
1 1 6
b c 9·d

∣∣∣∣∣∣ = 3·a·

∣∣∣∣∣∣
x y z
1 1 2
b c 3·d

∣∣∣∣∣∣ .
ii. Θα δείξουμε ότι ∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
a1 −a2 a3
−b1 b2 −b3
c1 −c2 c3

∣∣∣∣∣∣ .
Έχουμε∣∣∣∣∣∣

a1 −a2 a3
−b1 b2 −b3
c1 −c2 c3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
a1 −1 · a2 a3
−b1 −1 · (−b2) −b3
c1 −1 · c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = −1 ·
∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
−b1 −b2 −b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

−1 · (−b1) −1 · (−b2) −1 · (−b3)
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ .

iii.

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
λ c1 λ c2 λ c3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ (vi)
==== λ

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
c1 c2 c3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ (v)
=== λ·0 = 0.

Το τελευταίο παράδειγμα γενικεύεται εύκολα για να δώσει το συμπέρασμα της επόμενης
ιδιότητας.
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(vii) Αν μία γραμμή ή στήλη του A ∈Mn(K)A ∈Mn(K)A ∈Mn(K) είναι πολλαπλάσιο μίας άλλης γραμμής ή
στήλης τουAAA, τότε det(A) = 0det(A) = 0det(A) = 0

Έστω Γ1, . . . ,Γn οι γραμμές του A και έστω ότι Γj = λΓi. Αν Γj (ή Γi) είναι η μηδενική
γραμμή, τότε το συμπέρασμα προκύπτει από την ιδιότητα (iv). Διαφορετικά λ 6= 0 και επο-
μένως το 1/λ υπάρχει. Παρατηρούμε ότι ο πίνακας A′ που προκύπτει από τη γραμμοπράξη

A
Γj→(1/λ)·Γj−−−−−−−−→ A′

έχει τις γραμμές i και j ίσες. Επομένως από την ιδιότητα (v), έχουμε ότι det(A′) = 0. Όμως,
από την ιδιότητα (vi) έχουμε ότι det(A′) = 1/λ det(A). Άρα det(A) = 0. Καταλήγουμε με
αντίστοιχο τρόπο στο ίδιο συμπέρασμα αν κάποια στήλη του A είναι πολλαπλάσιο άλλης.

(viii) ΑνA ∈Mn(K)A ∈Mn(K)A ∈Mn(K), τότε det(κA) = κn det(A)det(κA) = κn det(A)det(κA) = κn det(A)

Έστω Γ1, Γ2, . . . , Γn οι γραμμές ενός πίνακα A ∈Mn(K) και κ ∈ K. Τότε, βγάζουμε διαδο-
χικά τον κ κοινό παράγοντα στον υπολογισμό της ορίζουσας του κA:

κA =


κΓ1

κΓ2

...

κΓn

 ⇒ det(κA) = κ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Γ1

κΓ2

...

κΓn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= · · · = κ · κ · · · κ︸ ︷︷ ︸

n φορές

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Γ1

Γ2

...

Γn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= κn · det(A) .

Παραδείγματα 6.2.0.4

i. Θεωρούμε τον πίνακα A ∈M3(R), με det(A) = 2. Τότε
det(5A) = 53 · det(A) = 125 · 2 = 250.

ii. Θα δείξουμε ότι η ορίζουσα ενός αντισυμμετρικού 5× 5-πίνακα A ισούται με 0.
Αφού AT = −A, έχουμε ότι

det(A) == det
(
AT
)
= det(−A) = det

(
− 1 · A

)
== (−1)5det(A) = −det(A) ⇒

⇒ 2 det(A) = 0 ⇒ det(A) = 0.

iii. Αν n είναι περιττός θετικός αριθμός και A ∈ Mn(K) είναι αντισυμμετρικός, τότε
det(A) = 0.

(ix) Αν ΑνA ∈Mn(K)A ∈Mn(K)A ∈Mn(K) και A Γi↔Γj−−−−→ A′A
Γi↔Γj−−−−→ A′A
Γi↔Γj−−−−→ A′ ή Σi↔Σj−−−−→ A′

Σi↔Σj−−−−→ A′
Σi↔Σj−−−−→ A′, τότε det(A) = − det(A′)det(A) = − det(A′)det(A) = − det(A′)

Ηαπόδειξη θα γίνει πάλι με μαθηματική επαγωγή και στις δύο περιπτώσεις. Επιβεβαιώνουμε
αρχικά ότι το συμπέρασμα είναι αληθές όταν n = 2. Πρώτα, για την αντιμετάθεση γραμμών:∣∣∣∣c d

a b

∣∣∣∣ = cb− da = −(ad− bc) = −
∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣.
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και στη συνέχεια για την αντιμετάθεση στηλών:∣∣∣∣b a
d c

∣∣∣∣ = bc− ad = −(ad− bc) = −
∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ .
Στη γενική περίπτωση (n ≥ 3) το συμπέρασμα προκύπτει από την υπόθεση της μαθηματι-
κής επαγωγής, αφού πάρουμε την ανάπτυξη της ορίζουσας κατά τα στοιχεία οποιασδήποτε
γραμμής που παραμένει σταθερή (στην περίπτωση της αντιμετάθεσης γραμμών) ή οποιασδή-
ποτε στήλης που παραμένει σταθερή (στην περίπτωση της αντιμετάθεσης στηλών). Ας δούμε
για παράδειγμα την περίπτωση ενός 3× 3 πίνακα στον οποίον αντιμεταθέτουμε τις γραμμές
1 και 3. Θα δείξουμε ότι ∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ Γ1↔Γ3===== −−−

∣∣∣∣∣∣
c1 c2 c3
b1 b2 b3
a1 a2 a3

∣∣∣∣∣∣ .
Αναπτύσσουμε την ορίζουσα του δεύτερου μέλους κατά τα στοιχεία της δεύτερης γραμμής,∣∣∣∣∣∣

c1 c2 c3
b1 b2 b3
a1 a2 a3

∣∣∣∣∣∣ = −b1
∣∣∣∣c2 c3
a2 a3

∣∣∣∣+ b2

∣∣∣∣c1 c3
a1 a3

∣∣∣∣− b3 ∣∣∣∣c1 c2
a1 a2

∣∣∣∣ =
= −b1

(
−
∣∣∣∣a2 a3
c2 c3

∣∣∣∣ )+ b2

(
−
∣∣∣∣a1 a3
c1 c3

∣∣∣∣ )− b3(− ∣∣∣∣a1 a2
c1 c2

∣∣∣∣ ) =

= −
(
− b1

∣∣∣∣a2 a3
c2 c3

∣∣∣∣+ b2

∣∣∣∣a1 a3
c1 c3

∣∣∣∣− b3 ∣∣∣∣a1 a2
c1 c2

∣∣∣∣ ) = −

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ .
Παραδείγματα 6.2.0.5

i. In
Γi↔Γj−−−−→ Ei↔j =⇒ det(Ei↔j) = − det(In) = −1.

ii.

∣∣∣∣∣∣
0 0 a
0 b c
d e f

∣∣∣∣∣∣ Σ1↔Σ3===== −

∣∣∣∣∣∣
a 0 0
c b 0
f e d

∣∣∣∣∣∣ (iii)
=== − a · b · d,

iii.

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 a
0 0 b c
0 d e f
g h k m

∣∣∣∣∣∣∣∣
Σ1↔Σ4===== −

∣∣∣∣∣∣∣∣
a 0 0 0
c 0 b 0
f d e 0
m h k g

∣∣∣∣∣∣∣∣
Σ2↔Σ3===== +

∣∣∣∣∣∣∣∣
a 0 0 0
c b 0 0
f e d 0
m k h g

∣∣∣∣∣∣∣∣
(iii)
=== a · b · d · g.

(x) ΑνA ∈Mn(K)A ∈Mn(K)A ∈Mn(K) και A Γi→Γi+κ·Γj−−−−−−−→ A′A
Γi→Γi+κ·Γj−−−−−−−→ A′A
Γi→Γi+κ·Γj−−−−−−−→ A′ ή A

Σi→Σi+κ·Σj−−−−−−−−→ A′A
Σi→Σi+κ·Σj−−−−−−−−→ A′A
Σi→Σi+κ·Σj−−−−−−−−→ A′, τότε det(A) = det(A′)det(A) = det(A′)det(A) = det(A′)

Ας δούμε τα κύρια βήματα της απόδειξης στην περίπτωση της στοιχειώδους πράξης γραμ-
μών (η απόδειξη στην περίπτωση στοιχειώδους πράξης στηλών τύπου 1 είναι αντίστοιχη).
Έστω

A
Γi→Γi+κ·Γj−−−−−−−→ A′.

Αναπτύσσουμε κατά τα στοιχεία της i-γραμμής του A′. Αναγνωρίζουμε στο άθροισμα που
προκύπτει, α) την ανάπτυξη της ορίζουσας του A κατά τα στοιχεία της i-γραμμής και β) την
ανάπτυξη της ορίζουσας του πίνακα με γραμμές Γ1, . . . ,Γi−1, κ · Γj,Γi+1, . . . ,Γn, κατά τα
στοιχεία της i-γραμμής. Η ορίζουσα όμως του β) είναι μηδέν όπως προκύπτει χρησιμοποιώ-
ντας την ιδιότητα (vii) και έτσι det(A) = det(A′).
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Ας δούμε αναλυτικά την περίπτωση ενός πίνακα A ∈ M3(K) με γραμμές Γ1,Γ2,Γ3 στον
οποίον εφαρμόζουμε τη γραμμοπράξη Γ2 → Γ2 + κ · Γ1:

A
Γ2→Γ2+κ·Γ1−−−−−−−−→ A′.

Αναπτύσσοντας την ορίζουσα του πίνακα A′ κατά τα στοιχεία της δεύτερης γραμμής (βλ.
λυμένη άσκηση 6.7.1) και χρησιμοποιώντας την ιδιότητα (vii), διαπιστώνουμε ότι η ορίζουσα
του A′ είναι ίση με την ορίζουσα του A :

det(A′) =

∣∣∣∣∣∣∣
Γ1

Γ2 + κ · Γ1

Γ3

∣∣∣∣∣∣∣ ==
∣∣∣∣∣∣∣

Γ1

Γ2

Γ3

∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣

Γ1

κ · Γ1

Γ3

∣∣∣∣∣∣∣
(vii)
===

∣∣∣∣∣∣∣
Γ1

Γ2

Γ3

∣∣∣∣∣∣∣+ 0 = det(A).

Συμπεραίνουμε ότι η ορίζουσα ενός πίνακα δεν μεταβάλλεται αν προσθέσουμε σε μία γραμμή
του το βαθμωτό πολλαπλάσιο μίας άλλης ή περισσότερων γραμμών του. Το ίδιο συμβαίνει
και για τις στήλες του πίνακα.
Παραδείγματα 6.2.0.6

i. det(Ei+κj) = 1.

ii. Έστω A =

a1 b1 2a1 + λb1
a2 b2 2a2 + λb2
a3 b3 2a3 + λb3

.
Η τρίτη στήλη του πίνακα A γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός της πρώτης και δεύ-
τερης στήλης. Θα δούμε ότι η ορίζουσα του A ισούται με 0 :

det(A) =

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 2a1 + λb1
a2 b2 2a2 + λb2
a3 b3 2a3 + λb3

∣∣∣∣∣∣ Σ3→Σ3−2Σ1==========

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 λb1
a2 b2 λb2
a3 b3 λb3

∣∣∣∣∣∣ Σ3→Σ3−λΣ2==========

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 0
a2 b2 0
a3 b3 0

∣∣∣∣∣∣ = 0.

iii. Αν μία γραμμή (αντίστοιχα στήλη) ενός πίνακα A ∈ Mn(K) γράφεται ως γραμμικός
συνδυασμός των υπόλοιπων γραμμών (αντίστοιχα στηλών) του, τότε det(A) = 0.
Πράγματι, η διαδοχική εφαρμογή στοιχειωδών πράξεων γραμμών (ή στηλών) τύπου 1
οδηγεί σε έναν πίνακα με μηδενική γραμμή (ή στήλη) και το συμπέρασμα προκύπτει
από την ιδιότητα (iv). Σημειώνουμε ότι το αποτέλεσμα αυτό γενικεύει τις ιδιότητες (iv),
(v) και (vii) της ορίζουσας.

iv. Εφαρμόζουμε στοιχειώδεις πράξεις γραμμών ή στηλών σε έναν πίνακα A για να μη-
δενίσουμε στοιχεία κάποιας γραμμής (ή στήλης) και για να αναπτύξουμε στη συνέχεια
την ορίζουσα ως προς αυτήν τη γραμμή (ή στήλη). Αν συνεχίσουμε με στοιχειώδεις
πράξεις και φτάσουμε σε έναν άνω ή κάτω τριγωνικό πίνακα, τότε η ορίζουσα είναι το
γινόμενο των στοιχείων της κύριας διαγωνίου.

v. Στον πίνακα που εξετάζουμε σε αυτό το παράδειγμα αναγνωρίζουμε στη δεύτερη
γραμμή και τρίτη στήλη μία μονάδα. Θα χρησιμοποιήσουμε τη δεύτερη γραμμή για να
κάνουμε μηδενικά στην τρίτη στήλη σε όλες τις άλλες γραμμές.∣∣∣∣∣∣∣∣

3 5 2 2
2 3 111 −3
2 −3 −3 4
6 5 4 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
Γ1→Γ1−2Γ2

Γ3→Γ3+3Γ2
===========

Γ4→Γ4−4Γ2

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 −1 0 8
2 3 1 −3
8 6 0 −5
−2 −7 0 17

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)2+3 · 1 ·

∣∣∣∣∣∣
−1 −1 8
8 6 −5
−2 −7 17

∣∣∣∣∣∣ =
Σ2→Σ2−Σ1==========
Σ3→Σ3+8Σ1

−

∣∣∣∣∣∣
−1 0 0
8 −2 59
−2 −5 1

∣∣∣∣∣∣ = −(−1)
∣∣∣∣−2 59
−5 1

∣∣∣∣ = −2 + 295 = 293.
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vi. Έστω A =

k + ax k + ay k + az
k + bx k + by k + bz
k + cx k + cy k + cz

.

Αφαιρούμε από την πρώτη και τη δεύτερη στήλη την τρίτη στήλη και βγάζουμε τα a, b, c
ως κοινό παράγοντα. Αυτό θα μας επιτρέψει να φτάσουμε σε έναν πίνακα που η πρώτη
στήλη θα είναι πολλαπλάσιο του x − z, ενώ η δεύτερη στήλη πολλαπλάσιο του y − z.
Αναλυτικά:

det(A) =

∣∣∣∣∣∣
a (x−z) a (y−z) k + az
b (x−z) b (y−z) k + bz
c (x−z) c (y−z) k + cz

∣∣∣∣∣∣ = (x−z)(y−z)

∣∣∣∣∣∣
a a k + az
b b k + bz
c c k + cz

∣∣∣∣∣∣ == 0.

vii. Θα υπολογίσουμε με δύο τρόπους την ορίζουσα του πίνακα

A =


a a a a
a b b b
a b c c
a b c d

 .

α’ τρόπος: det(A)
Σ1→Σ1−Σ4

Σ2→Σ2−Σ4
==========

Σ3→Σ3−Σ4

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 a

a− b 0 0 b
a− c b− c 0 c
a− d b− d c− d d

∣∣∣∣∣∣∣∣ =⇒

(αναπτύσσουμε την ορίζουσα κατά τα στοιχεία της πρώτης γραμμής)

det(A) = (−1)1+4 a ·

∣∣∣∣∣∣
a− b 0 0
a− c b− c 0
a− d b− d c− d

∣∣∣∣∣∣ = −a · (a− b) · (b− c) · (c− d).

β’ τρόπος: det(A) Σ4→Σ4−Σ3=========

∣∣∣∣∣∣∣∣
a a a 0
a b b 0
a b c 0
a b c d− c

∣∣∣∣∣∣∣∣
Σ3→Σ3−Σ2=========

∣∣∣∣∣∣∣∣
a a 0 0
a b 0 0
a b c− b 0
a b c− b d− c

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

Σ2→Σ2−Σ1=========

∣∣∣∣∣∣∣∣
a 0 0 0
a b− a 0 0
a b− a c− b 0
a b− a c− b d− c

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a · (b− a) · (c− b) · (d− c).

Ορίζουσα 2× 22× 22× 2 πίνακα και γεωμετρία

Στο σημείο (a, b) ∈ R2 του πραγματικού επιπέδου μπορούμε να αντιστοιχίσουμε τον πίνακα
γραμμή

[
a b

]
τουM1×2(K) και αντίστροφα, κάθε πίνακας γραμμή τουM1×2(K) ορίζει μο-

ναδικό σημείο του R2. Εάν το κάνουμε αυτό για κάθε μία από τις δύο γραμμές ενός 2 × 2
πίνακα M , παίρνουμε δύο σημεία του R2. Έτσι, με την αρχή των αξόνων, τα τρία σημεία
καθορίζουν ένα παραλληλόγραμμο στο επίπεδο. Ας δούμε το παραλληλόγραμμο που αντι-
στοιχεί στον πίνακα

M =

(
a1 a2
b1 b2

)
.

Οι τρεις κορυφές είναι τα σημεία (0, 0), (a1, a2) και (b1, b2). Η τέταρτη κορυφή του παραλλη-
λόγραμμου έχει συντεταγμένες (a1 + b1, a2 + b2), βλ.Σχήμα 6.1.
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x

y

A

B

O

C (a1+b1 , a2+b2 )

a1 b1

a2

b2

E

Σχήμα 6.1: Πίνακας και παραλληλόγραμμο.

Θεωρήσαμε, για ευκολία στο σχήμα μας, ότι τα (a1, a2) και (b1, b2) βρίσκονται στο πρώτο
τεταρτημόριο του R2, αυτό όμως δεν είναι απαραίτητο. Σημειώνουμε, επίσης, ότι στην περί-
πτωση που τα (0, 0), (a1, a2) και (b1, b2) είναι συνευθειακά, δηλ. αν (b1, b2) = λ(a1, a2), τότε
και η τέταρτη κορυφή είναι στην ίδια ευθεία, το παραλληλόγραμμο καταρρέει και είναι απλά
ένα ευθύγραμμο τμήμα, το εμβαδόν του είναι μηδέν, όπως άλλωστε και η ορίζουσα του M ,
σύμφωνα με την ιδιότητα (vii). Στην περίπτωση που οι κορυφές του παραλληλόγραμμου δεν
είναι όλες στην ίδια ευθεία, όπως στο σχήμα μας, το παραλληλόγραμμο έχει μη μηδενικό εμ-
βαδόν και θα δούμε ότι και σε αυτήν την περίπτωση, το εμβαδόν του είναι ίσο με την απόλυτη
τιμή της ορίζουσας του πίνακαM . Θα υποθέσουμε εφεξής ότι οι γραμμές του πίνακα είναι
γραμμικά ανεξάρτητες, ισοδύναμα δηλαδή ότι τα σημεία O,A,B δεν είναι συνευθειακά.
Θα περιγράψουμε τη στρατηγική μας: έστω E το εμβαδόν τουOACB. Στοιχειώδεις γραμ-

μοπράξεις τύπου 1 ή τύπου 2 (άθροισμα σε μία γραμμή πολλαπλάσιο μίας άλλης, ανταλλαγή
γραμμών) δίνουν έναν νέο πίνακα και ένα νέο παραλληλόγραμμο. Οι ορίζουσες των δύο πι-
νάκων διαφέρουν το πολύ στο πρόσημο (στη δεύτερη περίπτωση) και έτσι γίνονται ίσες όταν
πάρουμε την απόλυτη τιμή τους. Θα δούμε, γεωμετρικά, ότι το εμβαδόν του νέου παραλλη-
λόγραμμου είναι ίδιο με το παλιό, δηλ. είναι ίσο με το E. Τέλος, θα δούμε ότι σε μία ειδική
περίπτωση, όταν η μία κορυφή είναι στον άξονα y′y, το εμβαδόν του παραλληλόγραμμου
είναι ίσο με την απόλυτη τιμή της ορίζουσας. Συνδυάζοντας τα παραπάνω, θα δούμε ότι το
εμβαδόν του παραλληλόγραμμου είναι ίσο με την απόλυτη τιμή της ορίζουσας του πίνακα σε
κάθε περίπτωση. Πρώτα, όμως, ας επιβεβαιώσουμε την ισχύ του ισχυρισμού μας όταν η μία
κορυφή είναι στον άξονα y′y. Έστω ο πίνακας

M ′ =

(
0 k
b1 b2

)
.

Σημειώνουμε ότι αφού έχουμε υποθέσει ότι οι γραμμές του M ′ είναι γραμμικά ανεξάρτη-
τες, το k, όπως και το b1 δεν είναι μηδέν. Το σημείο (0, k) βρίσκεται στον άξονα y′y και το
παραλληλόγραμμο έχει τη μορφή του Σχήματος 6.2.
Παρατηρούμε ότι | det(M ′)| = |kb1|. Επιπλέον, αφού το παραλληλόγραμμοOKLB έχει βάση
την OK και ύψος |b1|, το εμβαδόν E ′ του OKLB είναι |kb1|, αφού (OK) = |k|. Αποδείξαμε
λοιπόν ότι σε αυτήν την ειδική περίπτωση

| det(M ′)| = E ′.

Επιπλέον, αφού η ανταλλαγή γραμμών δεν επηρεάζει καθόλου το παραλληλόγραμμο, είναι
φανερό ότι το ίδιο συμπέρασμα ισχύει κάθε φορά που η πρώτη στήλη έχει κάποιο μηδενικό.
Έτσι:

ανM =

[
a1 a2
0 b2

]
τότε | det(M)| = E .
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Σχήμα 6.2: Ορίζουσα και εμβαδόν παραλληλογράμμου I.

Mένει λοιπόν να εξετάσουμε την περίπτωση ενός πίνακα M με μη μηδενικά στοιχεία στην
πρώτη στήλη. Μπορούμε από τον πίνακαM να φτάσουμε σε έναν πίνακαM ′ για κατάλληλο
k με κάποια γραμμοπράξη τύπου 1; Πόσο διαφέρει το νέο παραλληλόγραμμο από το αρχικό;
Ας δούμε, πρώτα, τι θα πρέπει να είναι το k. Ας προεκτείνουμε την ευθεία επου διέρχεται από
τα σημεία A, C (βλ. Σχήμα 6.3) και ας πάρουμε το σημείο τομής του y′y με την ε. Θυμίζουμε
ότι E είναι το εμβαδόν του OACB. Έστω E ′ το εμβαδόν του OKLB. Το ίδιο σχήμα μας
δείχνει ότι τα παραλληλόγραμμα OACB και OKLB έχουν το ίδιο εμβαδόν, αφού και στις
δύο περιπτώσεις

E = (OB)v = E′.

x

y

υ

b1

B

C

A

O

L

K(0,k)

ε

Σχήμα 6.3: Ορίζουσα και εμβαδόν παραλληλογράμμου II.

Βρίσκουμε λοιπόν την εξίσωση της ε και το σημείο σημείο τομής της με τον άξονα y′y. Η ε

είναι παράλληλη προς το −−→OB = (b1, b2), επομένως ο συντελεστής διεύθυνσής της ισούται με
b2/b1. Επιπλέον, διέρχεται από το σημείο A(a1, a2). Έτσι η εξίσωσή της είναι

ε : y − a2 =
b2
b1
(x− a1).

Η y-συντεταγμένη για x = 0 μας δίνει το K(0, k) που αναζητούμε:

k − a2 =
b2
b1
(0− a1) ⇒ k = a2 −

a1
b1
b2.

Παρατηρούμε ότι

M =

[
a1 a2
b1 b2

]
Γ1→Γ1−a1

b1
·Γ2

−−−−−−−−→M ′ =

[
0 k
b1 b2

]
.

Αφού, λοιπόν, det(M) = det(M ′), | det(M ′)| = E′ και E′ = E, βλέπουμε ότι

| det(M)| = E.
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Αποδείξαμε λοιπόν την επόμενη πρόταση:

Πρόταση 6.2.0.7 Το εμβαδόν του παραλληλόγραμμου με κορυφές την αρχή των αξόνων και
τα σημεία που αντιστοιχούν στις γραμμές ενός 2×2 πίνακαM είναι ίσο με την απόλυτη τιμή
της det(M).

Ανάλογη πρόταση ισχύει και για την ορίζουσα 3 × 3-πίνακα, που αντιστοιχεί σε όγκο του
κατάλληλου παραλληλεπίπεδου.

6.3 Ορίζουσα και Βαθμίδα

Έστω ότι A ∈Mn(K) και έστω ότι οι πίνακες A1, A2, A3 προκύπτουν από τον A ως εξής:

A
Γi→Γi+κ·Γj−−−−−−−−→ A1, A

Γi↔Γj−−−−−→ A2 A
Γi→λ·Γi−−−−−−→ A3.

Σημειώνουμε ότι
A1 = Ei+κ·j A, A2 = Ei↔j A, A3 = Eλ·iA.

Γνωρίζουμε ότι

det(A1) = det(A), det(A2) = −det(A), det(A3) = λ·det(A).

ενώ
det(Ei+κ·j) = 1, det(Ei↔j) = −1, det(Eλ·i) = λ.

Βλέπουμε λοιπόν ότι
• det(Ei+κ·j A) = det(Ei+κ·j) det(A),
• det(Ei↔j A) = det(Ei↔j) det(A),
• det(Eλ·iA) = det(Eλ·i) det(A),
και άρα ισχύει ότι

det(EA) = det(E) det(A), (6.3.1)
για κάθε στοιχειώδη πίνακα E ∈Mn(K). Παρατηρούμε ότι

det(E2E1A) = det
(
E2(E1A)

) (6.3.1)
===== det(E2) det(E1A)

(6.3.1)
===== det(E2) det(E1) det(A).

Μπορούμε εύκολα χρησιμοποιώντας μαθηματική επαγωγή να αποδείξουμε ότι

det(Es · · ·E1A) = det(Es) · · · det(E1) det(A), (6.3.2)

για οποιουσδήποτε στοιχειώδεις πίνακες E1, E2, . . . , Es ∈Mn(K) (κάντε το!).
Για A = In, η σχέση αυτή γίνεται

det(Es · · ·E1) = det(Es) · · · det(E1). (6.3.3)

Προκύπτει, λοιπόν, η επόμενη πρόταση που συνδέει τη βαθμίδα rank(A) και την ορίζουσα
det(A), για πίνακες A ∈Mn(K).

Πρόταση 6.3.0.1 Έστω ο πίνακας A ∈Mn(K). Τότε

rank(A) = n, αν και μόνο αν det(A) 6= 0.
Ισοδύναμα

rank(A) < n, αν και μόνο αν det(A) = 0.
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Απόδειξη. Έστω R η ε.κ.μ.γ.του πίνακα A. Γνωρίζουμε ότι υπάρχουν στοιχειώδεις πίνακες
E1, . . . , Es ∈Mn(K), s ≥ 1, τέτοιοι, ώστε

Es · · ·E1A = R.
Αφού

det(Es) · · · det(E1) det(A) = det(R),
και οι ορίζουσες στοιχειωδών πινάκων είναι μη μηδενικές, βλέπουμε ότι

det(A) 6= 0 ⇔ det(R) 6= 0.

Αν rank(A) = n, τότε R = In (βλ.Παρατήρηση 5.3.0.3.γ) και επομένως det(A) 6= 0.
Αντίστροφα, αν det(A) 6= 0 και rank(A) < n, τότε η τελευταία γραμμή της ε.κ.μ.γ. R είναι
μηδενική, άρα det(R) = 0, το οποίο είναι άτοπο. Επομένως rank(A) = n. ■

Συνδυάζοντας τα παραπάνω με τη Πρόταση 5.5.0.8 προκύπτουν οι επόμενες ισοδύναμες
συνθήκες:

Ισοδύναμες συνθήκες για αντιστρέψιμο πίνακα

Έστω πίνακας A ∈Mn(K). Οι επόμενες προτάσεις είναι ισοδύναμες.
• ο A είναι αντιστρέψιμος
• det(A) 6= 0

• rank(A) = n

• οι στήλες του A είναι γραμμικά ανεξάρτητες
• οι γραμμές του A είναι γραμμικά ανεξάρτητες

Είναι, άμεσο, ότι η άρνηση κάποιας από τις παραπάνω συνθήκες οδηγεί στο συμπέρασμα
ότι ο A είναι μη αντιστρέψιμος.

Ισοδύναμες συνθήκες για μη αντιστρέψιμο πίνακα

Έστω πίνακας A ∈Mn(K). Οι επόμενες προτάσεις είναι ισοδύναμες.
• ο A είναι μη αντιστρέψιμος
• det(A) = 0

• rank(A) < n

• οι στήλες του A είναι γραμμικά εξαρτημένες
• οι γραμμές τουA είναι γραμμικά εξαρτημένες

Παράδειγμα 6.3.0.2 Έστω

A =

1 2 3
8 9 4
7 6 5

.
Παρατηρούμε ότι det(A) = −48 6= 0, επομένως οι στήλες του πίνακα

Σ1 =

18
7

 , Σ2 =

29
6

 , Σ3 =

34
5
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είναι γραμμικά ανεξάρτητες. Το ίδιο ισχύει και για τις γραμμές του πίνακα
Γ1 =

[
1 2 3

]
, Γ2 =

[
8 9 4

]
, Γ3 =

[
7 6 5

]
.

Θα δούμε ότι η βαθμίδα ενός πίνακα A ∈ Mn×m(K), προσδιορίζεται από τις ορίζουσες
των τετραγωνικών υποπινάκων του A. Λέμε ότι η ορίζουσα ενός s × s-υποπίνακα του A
(s ≤ min{n,m}), ονομάζεται υποορίζουσα του A τάξης sss.

Πρόταση 6.3.0.3 Έστω ο n×m-πίνακας A ∈Mn×m(K). Τότε

rank(A) = r ⇔

⇔

{
1)1)1) υπάρχει τουλάχιστον μία μη μηδενική υποορίζουσα του A τάξης r,

2)2)2) δεν υπάρχει μη μηδενική υποορίζουσα του A τάξης μεγαλύτερης του r.

Απόδειξη. Έστω Σ1, . . . ,Σm οι στήλες του A, Γ1, . . . ,Γn οι γραμμές του A και έστω
rank(A) = r (r ≤ min{n,m}). Γνωρίζουμε ότι r από τις στήλες του A είναι γραμμικά ανε-
ξάρτητες (βλ. Πόρισμα 5.5.0.4), έστω ότι είναι οι Σi1 , . . . ,Σir .
Αρχικά δείχνουμε ότι υπάρχει r × r-υποπίνακας του A με ορίζουσα διάφορη του 0. Έστω

A′ =
[
Σi1 · · · Σir

]
.

Ο A′ είναι n × r-υποπίνακας του A. Οι στήλες του A′ είναι γραμμικά ανεξάρτητες, επομέ-
νως rank(A′) = r. Επομένως, υπάρχουν r γραμμές του A′, έστω οι Gj1 , . . . , Gjr , j1, . . . , jr ∈
{1, . . . , n}, που είναι επίσης γραμμικά ανεξάρτητες. Είναι φανερό ότι

A′′ =

 Gj1
...

Gjr

,
είναι r×r υποπίνακας τουA. Επιπλέον, αφού οι γραμμές τουA′′ είναι γραμμικά ανεξάρτητες,
προκύπτει ότι det(A′′) 6= 0.
Έστω, τώρα,M =

[
S1| · · · |Sr

]
ένας s × s-υποπίνακας του A, με s > r. Έστω ότι οι στήλες

του M προκύπτουν από τις στήλες Σq1 , . . . ,Σqs του A και τις Γp1 , . . . ,Γps γραμμές του A.
Όμως, οι στήλες Σq1 , . . . ,Σqs του A είναι γραμμικά εξαρτημένες (βλ. Πόρισμα 5.5.0.4) και
άρα υπάρχει κάποια σχέση γραμμικής εξάρτησης

λ1Σq1 + · · ·+ λ1Σqs = 000n×1.

Αυτό όμως σημαίνει αναγκαστικά ότι

λ1S1 + · · ·+ λ1Ss = 000s×1,

άρα S1, . . . , Ss είναι γραμμικά εξαρτημένες και det(M) = 0.
Για την αντίστροφη κατεύθυνση της πρότασης, αρκεί να σημειώσουμε ότι αν οι στήλες κά-
ποιου r × r υποπίνακα του A είναι γραμμικά ανεξάρτητες, τότε οι αντίστοιχες στήλες του A
είναι και αυτές γραμμικά ανεξάρτητες (δείτε παραπάνω) και άρα rank(A) ≥ r. Σας αφή-
νουμε όμως να συμπληρώσετε όλες τις απαραίτητες λεπτομέρειες της απόδειξης. ■

Παραδείγματα 6.3.0.4

i. Δίνεται ο πίνακας

A =

 2 3 −4
−5 8 10
4 3 −8

.
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Παρατηρούμε ότι η τρίτη στήλη του A είναι βαθμωτό πολλαπλάσιο της πρώτης,
Σ3 = −2Σ1 ⇒ det(A) = 0 ⇒ rank(A) < 3.

Υπάρχει μη μηδενική 2× 2-υποορίζουσα του A, για παράδειγμα∣∣∣∣ 2 3
−5 8

∣∣∣∣ = 31 6= 0,

επομένως rank(A) = 2.

ii. Έστω

A =

3 6 8 2 5
5 0 7 5 0
8 4 3 7 6

.

Υπολογίζουμε την 3× 3-υποορίζουσα του A∣∣∣∣∣∣
3 6 5
5 0 0
8 4 6

∣∣∣∣∣∣ = −5
∣∣∣∣ 6 5
4 6

∣∣∣∣ = −5 · 16 = −80 6= 0,

άρα rank(A) = 3.

iii. Εξετάζουμε αν οι πίνακες στήλη

Σ1 =


2
3
5
7
4

 , Σ2 =


4
0
8
0
5

 , Σ3 =


9
0
2
3
6


είναι ή όχι γραμμικά εξαρτημένοι. Αρκεί να βρούμε τη βαθμίδα του πίνακα

A =
[
Σ1 Σ2 Σ3

]
=


2 4 9
3 0 0
5 8 2
7 0 3
4 5 6

.
Υπολογίζουμε για παράδειγμα την 3× 3-υποορίζουσα του A∣∣∣∣∣∣

3 0 0
7 0 3
4 5 6

∣∣∣∣∣∣ Σ2↔Σ3====== −

∣∣∣∣∣∣
3 0 0
7 3 0
4 6 5

∣∣∣∣∣∣ = − 3 · 3 · 5 = −45 6= 0,

επομένως rank(A) = 3 και οι Σ1,Σ2,Σ3 είναι γραμμικά ανεξάρτητες.

6.4 Ορίζουσα Γινομένου πινάκων

Το επόμενο συμπέρασμα δείχνει ότι η συνάρτηση det : Mn(K) → K, A 7→ det(A), ικανο-
ποιεί την πολλαπλασιαστική ιδιότητα.

Θεώρημα 6.4.0.1 Αν A,B ∈Mn(K), τότε

det(AB) = det(A) · det(B).
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Απόδειξη. Έστω R η ε.κ.μ.γ.του πίνακα A. Γνωρίζουμε ότι υπάρχουν στοιχειώδεις πίνακες
E1, . . . , Es ∈Mn(K), s ≥ 1, τέτοιοι, ώστε Es · · ·E1A = R. Επομένως,

A = E −11 · · ·E −1s R ⇒ AB = (E −11 · · ·E −1s R)B = E −11 · · ·E −1s (RB).

Σημειώνουμε ότι οι πίνακες E−11 , . . . , E −1s είναι στοιχειώδεις. Από τη σχέση (6.3.2) και τη
σχέση (6.3.3) προκύπτει ότι

det(AB) = det
(
E −11 · · ·E −1s RB

)
= det

(
E −11

)
· · · det

(
E −1s

)
· det(RB) ⇒

det(AB) = det
(
E −11 · · ·E −1s

)
· det(RB) . (6.4.1)

Διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις:
• rank(A) = n. Τότε η ε.κ.μ.γ.του A είναι ο R = In. Έτσι A = E −11 · · ·E −1s και η σχέση
(6.4.1) γίνεται

det(AB) = det
(
E −11 · · ·E −1s

)
· det(InB) = det(A) · det(B).

• rank(A) < n ⇔ det(A) = 0. Τότε η τελευταία γραμμή της ε.κ.μ.γ.R είναι μηδενική.
Εκτελώντας το γινόμενοRB παρατηρούμε ότι και η τελευταία γραμμή του πίνακαRB
είναι μηδενική. Επομένως, det(RB) = 0 και άρα

det(AB) = 0 = det(A) · det(B) = 0.

Σε κάθε περίπτωση λοιπόν δείξαμε ότι ισχύει η ζητούμενη σχέση. ■

Σημειώνουμε ότι η ορίζουσα δεν ικανοποιεί την αθροιστική ιδιότητα και ότι εν γένει det(A+
B) 6= det(A) + det(B). Μπορείτε να δώσετε κάποιο παράδειγμα με 2 × 2 πίνακες που να
δείχνουν τον ισχυρισμό μας;

Πόρισμα 6.4.0.2 Έστω A,A1, . . . , Am ∈Mn(K). Ισχύουν τα επόμενα.

(i) det(A1 · · ·Am) = det(A1) · · · det(Am).

(ii) det
(
Am
)
= (det(A))m.

(iii) Αν ο A είναι αντιστρέψιμος, τότε det
(
A−1

)
=

1

det(A) .

(iv) Όμοιοι πίνακες έχουν ίσες ορίζουσες.

Απόδειξη. Η σχέση (i) προκύπτει επαγωγικά από το Θεώρημα 6.4.0.1 και η (ii) προκύπτει
από την (i), αν θέσουμε A1 = · · · = Am = A. Αποδεικνύουμε τις υπόλοιπες ιδιότητες.
(iii) Αν ο A είναι αντιστρέψιμος, τότε

AA−1=In ⇒ det
(
AA−1

)
=det(In) ⇔ det(A) · det

(
A−1

)
=1 ⇔ det

(
A−1

)
=

1

det(A) .

(iv) Έστω οι όμοιοι πίνακες A και M = PAP−1, όπου P ένας αντιστρέψιμος πίνακας του
Mn(K). Τότε

det(M) = det
(
PAP−1

)
= det(P ) · det(A) · det

(
P−1

)
=

= det(P ) · det(A) · 1

det(P ) = det(A). ■

Σύμφωνα με τον ορισμό, για να είναι ο πίνακαςA ∈Mn(K) αντιστρέψιμος καιA′ να είναι
ο αντίστροφός του, θα πρέπει να ελέγξουμε ότι

AA′ = In και A′A = In.

Θα δούμε ότι αρκεί να επιβεβαιώνουμε μόνο το ένα από τα δύο γινόμενα.
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Πρόταση 6.4.0.3 Αν για τους πίνακες A,B ∈Mn(K) ισχύει

AB = In,

τότε οι πίνακες είναι αντιστρέψιμοι και ισχύουν τα εξής:

BA = In, A−1 = B, B−1 = A.

Απόδειξη. Έχουμε
AB = In ⇒ det(AB) = det(In) ⇔ det(A) · det(B) = 1 ⇒ det(A) 6= 0, det(B) 6= 0.

Επομένως, οι πίνακες A, B είναι αντιστρέψιμοι και κατά συνέπεια:
AB = In ⇒ A−1(AB) = A−1In ⇒ B = A−1. Όμοια A = B−1. ■

Παράδειγμα 6.4.0.4 Έστω A,B ∈ Mn(R), με AB = 6In. Θα δείξουμε ότι AB = BA.
Πράγματι, αφού 1/6(AB) = In, συμπεραίνουμε ότι(1

6
A
)
B = In

6.4.0.3
====⇒ B−1 =

1

6
A ⇒ A = 6B−1.

Επομένως,
BA = B

(
6B−1

)
= 6
(
BB−1

)
= 6In = AB.

Σημειώνουμε ότι det(AB) = 6n (γιατί;).

6.5 Προσαρτημένος Τετραγωνικού Πίνακα - Αντίστροφος Πίνακα ΙΙ

Έστω A =
(
aij
)
∈Mn(K), 1 ≤ i, j ≤ n. Για τον επόμενο ορισμό θα χρειαστούμε την έννοια

του συμπαράγοντα που είδαμε στην ενότητα 6.1. Ο πίνακας

adj(A) =
(
Aij

)T
=
(
(−1)i+jdet(Mij)

)T ∈Mn(K)

ονομάζεται προσαρτημένος του πίνακα A. Ο προσαρτημένος πίνακας αποτελεί σημαντικό
θεωρητικό εργαλείο, καθώς ικανοποιεί την επόμενη πρόταση.

Πρόταση 6.5.0.1 Έστω A ∈Mn(K). Τότε

(i) A · adj(A) = adj(A) · A = det(A) · In.

(ii) Αν det(A) 6= 0, τότε

A−1 =
1

det(A) · adj(A).

Ας δούμε την απόδειξη της πρότασης στην περίπτωση ενός 3× 3-πίνακα

A =

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

.
H απόδειξη στη γενική περίπτωση γίνεται με τον ίδιο τρόπο. Στην περίπτωση του 3×3 πίνακα
A, ο προσαρτημένος του A είναι ο πίνακας

adj(A) =

A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33

T

=

A11 A21 A31

A12 A22 A32

A13 A23 A33

.
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Θα υπολογίσουμε πρώτα το γινόμενοa1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

A11

A12

A13

.
Παρατηρούμε ότι

|A| =

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = a1A11 + a2A12 + a3A13 =
[
a1 a2 a3

] A11

A12

A13


0

(Γ1=Γ2)
======

∣∣∣∣∣∣
b1 b2 b3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = b1A11 + b2A12 + b3A13 =
[
b1 b2 b3

] A11

A12

A13


0

(Γ1=Γ3)
======

∣∣∣∣∣∣
c1 c2 c3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = c1A11 + c2A12 + c3A13 =
[
c1 c2 c3

] A11

A12

A13


Άρα a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

A11

A12

A13

 =

|A|0
0

.
Όμοια a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

A21

A22

A23

 =

 0
|A|
0

,
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

A31

A32

A33

 =

 0
0
|A|

 .
Τελικά a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

A11 A21 A31

A12 A22 A32

A13 A23 A33

 =

|A| 0 0
0 |A| 0
0 0 |A|


και

A adj(A) = det(A) · I3 .

Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται ότιa1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33

 =

|A| 0 0
0 |A| 0
0 0 |A|

 ⇒ AT (adj(A))T = det(A) · I3 ,

άρα

adj(A)A = det(A) · I3 = A adj(A). (6.5.1)
Αν det(A) 6= 0, δηλαδή A είναι αντιστρέψιμος, πολλαπλασιάζουμε όλα τα σκέλη της σχέσης
(6.5.1) με 1/det(A) και βρίσκουμε ότι

A−1 =
1

det(A) · adj(A).

Παραδείγματα 6.5.0.2

i. Θα αποδείξουμε ότι ο πίνακας

A =

1 2 5
4 2 5
3 1 2


είναι αντιστρέψιμος και θα υπολογίσουμε τον A−1.
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1o Βήμα Υπολογίζουμε την ορίζουσα του A:

det(A) =

∣∣∣∣∣∣
1 2 5
4 2 5
3 1 2

∣∣∣∣∣∣ Γ1→Γ1−Γ2========

∣∣∣∣∣∣
−3 0 0
4 2 5
3 1 2

∣∣∣∣∣∣ = −3
∣∣∣∣2 5
1 2

∣∣∣∣ = −3 · (−1) = 3 6= 0

και ο A είναι αντιστρέψιμος.
2o Βήμα Υπολογίζουμε τον προσαρτημένο του A,

adj(A) =


+

∣∣∣∣2 5
1 2

∣∣∣∣ − ∣∣∣∣4 5
3 2

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣4 2
3 1

∣∣∣∣
−
∣∣∣∣2 5
1 2

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣1 5
3 2

∣∣∣∣ − ∣∣∣∣1 2
3 1

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣2 5
2 5

∣∣∣∣ − ∣∣∣∣1 5
4 5

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣1 2
4 2

∣∣∣∣



T

=

−1 7 −2
1 −13 5
0 15 −6

T

.

3o Βήμα Βρίσκουμε τον A−1 από τον τύπο

A−1 =
1

det(A) · adj(A) = 1

3

−1 1 0
7 −13 15
−2 5 −6

.

ii. Δίνεται ο πίνακας

A =

0 1 2
3 4 5
6 7 8

 .

Θα δείξουμε ότι οA δεν αντιστρέφεται και θα βρούμε μη μηδενικό πίνακαM ∈M3(R)
τέτοιον, ώστε

A ·M =M · A = 03, M 6= 03.

Υπολογίζουμε την ορίζουσα του A,

det(A) =

∣∣∣∣∣∣
0 1 2
3 4 5
6 7 8

∣∣∣∣∣∣ Γ3→Γ3−2Γ2=========

∣∣∣∣∣∣
0 1 2
3 4 5
0 −1 −2

∣∣∣∣∣∣ Γ3=−Γ1====== 0.

Από την Πρόταση 6.5.0.1.i έχουμε

A · adj(A) = adj(A) · A = det(A) · I3 = 0 ·

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 = 03.

Έτσι

M = adj(A) =


+

∣∣∣∣4 5
7 8

∣∣∣∣ − ∣∣∣∣3 5
6 8

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣3 4
6 7

∣∣∣∣
−
∣∣∣∣1 2
7 8

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣0 2
6 8

∣∣∣∣ − ∣∣∣∣0 1
6 7

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣1 2
4 5

∣∣∣∣ − ∣∣∣∣0 2
3 5

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣0 1
3 4

∣∣∣∣



T

=

−3 6 −3
6 −12 6
−3 6 −3

T

=

−3 6 −3
6 −12 6
−3 6 −3

 .

Σημειώνουμε ότι οι πίνακες κ · adj(A), ∀κ ∈ K, κ 6= 0, ικανοποιούν τη ζητούμενη
σχέση.
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iii. Θεωρούμε τον πίνακα

A =

a 1 1
1 a 1
1 1 a

 .

Θα βρούμε τις τιμές του a ∈ R για τις οποίες ο A αντιστρέφεται και θα υπολογίσουμε
για τις τιμές αυτές τον A−1. Έχουμε

• |A| =

∣∣∣∣∣∣
a 1 1
1 a 1
1 1 a

∣∣∣∣∣∣ Σ1→Σ1+Σ2+Σ3===========

∣∣∣∣∣∣
a+ 2 1 1
a+ 2 a 1
a+ 2 1 a

∣∣∣∣∣∣ Γ2→Γ2−Γ1========
Γ3→Γ3−Γ1

∣∣∣∣∣∣
a+ 2 1 1
0 a− 1 0
0 0 a− 1

∣∣∣∣∣∣⇒
|A| = (a+ 2)(a− 1)2.

• ∃A−1 ⇔ |A| 6= 0 ⇔ a 6= −2 και a 6= 1.

• adj(A) =


+

∣∣∣∣a 1
1 a

∣∣∣∣ − ∣∣∣∣1 1
1 a

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣1 a
1 1

∣∣∣∣
−
∣∣∣∣1 1
1 a

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣a 1
1 a

∣∣∣∣ − ∣∣∣∣a 1
1 1

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣1 1
a 1

∣∣∣∣ − ∣∣∣∣a 1
1 1

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣a 1
1 a

∣∣∣∣



T

=

 a2 − 1 −(a− 1) −(a− 1)
−(a− 1) a2 − 1 −(a− 1)
−(a− 1) −(a− 1) a2 − 1

T

.

• Για a 6= 1,−2, A−1 =
1

|A|
adj(A) = 1

(a+ 2)(a− 1)

a+ 1 −1 −1
−1 a+ 1 −1
−1 −1 a+ 1

.

iv. Έστω ο 2× 2-πίνακας

A =

(
a b
c d

)
∈M2(K).

Υπολογίζουμε τον προσαρτημένο πίνακα του A:

adj(A) =
(
+ d − c
− b + a

)T

=

(
d − b
− c a

)
.

Επομένως:

Αν A =

(
a b
c d

)
είναι αντιστρέψιμος, τότε A−1= 1

ad−bc

(
d − b
− c a

)
.

v.
[
1 2
3 4

]−1
=

1

−2

[
4 −2
−3 1

]
=

[
−2 1

3
2
−1

2

]
,

[
2 −5
−1 3

]−1
=

[
3 5
1 2

]
.

6.5.1 Ορίζουσα του Vandermonde

Συμβολίζουμε με V (x1, x2, . . . , xn) τον πίνακα

V (x1, x2, . . . , xn) =


1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xn
x 2
1 x 2

2 · · · x 2
n

...
...

...
x n−1
1 x n−1

2 · · · x n−1
n

 .
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Η ορίζουσα του V (x1, x2, . . . , xn) ονομάζεται ορίζουσα του Vandermode. Ο υπολογισμός της
ορίζουσας του Vandermode έπαιξε σπουδαίο ρόλο στην ανάδειξη της χρησιμότητας της γραμ-
μικής άλγεβρας και στην ανάπτυξη των σχετικών τεχνικών. Προέκυψε από την προσπάθεια
των μαθηματικών του 18ου αιώνα να αποδείξουν τον επόμενο ισχυρισμό:
Έστω n σημεία (x1, y1), . . . , (xn, yn) με διακριτές τετμημένες (xi 6= xj , για i 6= j). Τότε υπάρ-
χει ακριβώς μία πολυωνυμική καμπύλη, που να αντιστοιχεί σε πολυώνυμο βαθμού μικρότε-
ρου του n, που να διέρχεται από τα σημεία αυτά.
Θα δείξουμε πώς μπορούμε να υπολογίσουμε την ορίζουσα του πίνακα V (x, y, z), εφαρμό-
ζοντας στοιχειώδεις γραμμοπράξεις, που δηλώνουμε με παρένθεση, πάνω από το σήμα της
ισότητας ανάμεσα στις ορίζουσες των αντίστοιχων πινάκων∣∣V (x, y, z)

∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 1 1
x y z
x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣ (Γ3→Γ3−x·Γ2)
==========

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
x y z
0 y2−xy z2−zx

∣∣∣∣∣∣ (Γ2→Γ2−x·Γ1)
==========

=

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
0 y−x z−x
0 y(y−x) z(z−x)

∣∣∣∣∣∣ = 1 ·
∣∣∣∣ y−x z−x
y(y−x) z(z−x)

∣∣∣∣ = (y−x)(z−x)
∣∣∣∣ 1 1
y z

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸∣∣V (y,z)

∣∣
⇒

⇒
∣∣V (x, y, z)

∣∣ = (z − y)(z − x)(y − x).
Δεν θα κάνουμε την αναλυτική απόδειξη της επόμενης πρότασης, ωστόσο σας καλούμε να
επιχειρήσετε να την αποδείξετε, γενικεύοντας την παραπάνω τεχνική σε συνδυασμό με τη
μέθοδο της μαθηματικής επαγωγής.

Πρόταση 6.5.1.1 Η ορίζουσα του Vandermode ισούται με

∣∣V (x1, x2, . . . , xn)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xn
x 2
1 x 2

2 · · · x 2
n

...
...

...
x n−1
1 x n−1

2 · · · x n−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1≤ i< j≤n

(xj − xi).

Κάναμε χρήση του συμβόλου
∏

στην προηγούμενη πρόταση για να συντομεύσουμε τη
γραφή του γινομένου. Αναλυτικά:∏

1≤ i< j≤n

(xj − xi) = (xn − xn−1) · · · (xn − x1)(xn−1 − xn−2) · · · (x2 − x1) .

Παράδειγμα 6.5.1.2 Θα υπολογίσουμε την ορίζουσα του

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 4 8
1 3 9 27
1 a a2 a3

1 b b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣. Παρατηρούμε ότι
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 4 8
1 3 9 27
1 a a2 a3

1 b b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
2 3 a b
4 9 a2 b2

8 27 a3 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣V (2, 3, a, b)

∣∣ =
= (b− a)(b− 3)(b− 2)(a− 3)(a− 2)(3− 2).
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6.6 Εργαστήριο με Mathematica

Η εντολή Det[A]Det[A]Det[A] υπολογίζει την ορίζουσα ενός τετραγωνικού πίνακα A:

A = {{1, 2, 3}, {2, 5, 4}, {−1, 3, 2}};MatrixForm[A]A = {{1, 2, 3}, {2, 5, 4}, {−1, 3, 2}};MatrixForm[A]A = {{1, 2, 3}, {2, 5, 4}, {−1, 3, 2}};MatrixForm[A] 1 2 3
2 5 4
−1 3 2


Det[A]Det[A]Det[A]

15

Για τον πίνακα A ∈ M3(R) ισχύει det(A) 6= 0. Επομένως, η βαθμίδα του A θα ισούται με 3
και οι γραμμές και οι στήλες του A θα είναι γραμμικά ανεξάρτητες (βλ.Ενότητα 6.3):

MatrixRank[A]MatrixRank[A]MatrixRank[A]

3

Χρησιμοποιώντας τον πίνακα A που ορίσαμε προηγουμένως θα επιβεβαιώσουμε κάποιες
από τις ιδιότητες της ορίζουσας. Αρχικά ορίζουμε έναν 3 × 3-πίνακα B με στοιχεία επιλεγ-
μένα τυχαία από το σύνολο {0, 1, 2},

B = RandomChoice[{0, 1, 2}, {3, 3}] ; MatrixForm[B]B = RandomChoice[{0, 1, 2}, {3, 3}] ; MatrixForm[B]B = RandomChoice[{0, 1, 2}, {3, 3}] ; MatrixForm[B] 2 2 0
1 0 2
1 1 2


{Det[A], Det[B], Det[A+B], Det[A.B]}{Det[A], Det[B], Det[A+B], Det[A.B]}{Det[A], Det[B], Det[A+B], Det[A.B]}

{15,−4,−24,−60}
Παρατηρούμε ότι

det(A+B) = −24 6= 15− 4 = det(A) + det(B),
όμως

det(AB) = −60 = 15 · (−4) = det(A) · det(B)
(Θεώρημα 6.4.0.1).

{MatrixForm[A], Det[A], MatrixForm[Transpose[A]], Det[Transpose[A]]}{MatrixForm[A], Det[A], MatrixForm[Transpose[A]], Det[Transpose[A]]}{MatrixForm[A], Det[A], MatrixForm[Transpose[A]], Det[Transpose[A]]}
 1 2 3

2 5 4
−1 3 2

 , 15,

 1 2 −1
2 5 3
3 4 2

 , 15


Επιβεβαιώνουμε, λοιπόν, ότι det(A) = det

(
AT
)
= 15.

Έστω Γ1,Γ2,Γ3 οι γραμμές του πίνακα A. Κατασκευάζουμε τον πίνακα A1 με γραμμές τις
Γ1,Γ2,Γ1. Αφού η τρίτη γραμμή του A1 ισούται με την πρώτη, det(A1) = 0:

A1 = A ; A1[[3]] = A[[1]] ; {MatrixForm[A1], Det[A1]}A1 = A ; A1[[3]] = A[[1]] ; {MatrixForm[A1], Det[A1]}A1 = A ; A1[[3]] = A[[1]] ; {MatrixForm[A1], Det[A1]}
 1 2 3

2 5 4
1 2 3

 , 0
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Κατασκευάζουμε στη συνέχεια τον πίνακα A2 με γραμμές τις Γ1, Γ2, k · Γ1 + l · Γ2. H τρίτη
γραμμή τουA2 γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός των άλλων δύο γραμμών, έτσι det(A2) =
0 (Παράδειγμα 6.2.0.6.iii):

A2 = A ; A2[[3]] = k ∗ A[[1]] + l ∗ A[[2]] ; {MatrixForm[A2], Det[A2]}A2 = A ; A2[[3]] = k ∗ A[[1]] + l ∗ A[[2]] ; {MatrixForm[A2], Det[A2]}A2 = A ; A2[[3]] = k ∗ A[[1]] + l ∗ A[[2]] ; {MatrixForm[A2], Det[A2]}
 1 2 3

2 5 4
k + 2l 2k + 5l 3k + 4l

 , 0


Ο πίνακας A3 που ακολουθεί έχει ως γραμμές τις Γ1, k · Γ2, Γ3, επομένως για την ορίζουσα
του θα ισχύει det(A3) = k · det(A):

A3 = A ; A3[[2]] = k ∗ A[[2]] ; {MatrixForm[A], Det[A], MatrixForm[A3], Det[A3]}A3 = A ; A3[[2]] = k ∗ A[[2]] ; {MatrixForm[A], Det[A], MatrixForm[A3], Det[A3]}A3 = A ; A3[[2]] = k ∗ A[[2]] ; {MatrixForm[A], Det[A], MatrixForm[A3], Det[A3]}
 1 2 3

2 5 4
−1 3 2

 , 15,

 1 2 3
2k 5k 4k
−1 3 2

 , 15k


Ο A είναι 3× 3-πίνακας, άρα det(k A) = k3 · det(A), ∀ k ∈ R:

{MatrixForm[A], Det[A], MatrixForm[k ∗ A], Det[k ∗ A]}{MatrixForm[A], Det[A], MatrixForm[k ∗ A], Det[k ∗ A]}{MatrixForm[A], Det[A], MatrixForm[k ∗ A], Det[k ∗ A]}
 1 2 3

2 5 4
−1 3 2

 , 15,

 k 2k 3k
2k 5k 4k
−k 3k 2k

 , 15k3


Αντιμεταθέτουμε την πρώτη με τη δεύτερη γραμμή του A,

A
Γ1↔Γ2−−−−−→ A4.

Η ορίζουσα αλλάζει πρόσημο:

A4 = A ;A4 = A ;A4 = A ; A4[[1]] = A[[2]] ;A4[[1]] = A[[2]] ;A4[[1]] = A[[2]] ; A4[[2]] = A[[1]] ;A4[[2]] = A[[1]] ;A4[[2]] = A[[1]] ;

{MatrixForm[A], Det[A], MatrixForm[A4], Det[A4]}{MatrixForm[A], Det[A], MatrixForm[A4], Det[A4]}{MatrixForm[A], Det[A], MatrixForm[A4], Det[A4]}
 1 2 3

2 5 4
−1 3 2

 , 15,

 2 5 4
1 2 3
−1 3 2

 , −15


Εφαρμόζουμε στον A τη γραμμοπράξη

A
Γ1→Γ1+k·Γ2−−−−−−−−→ A5.

Η ορίζουσα δεν μεταβάλλεται:

A5 = A ; A5[[1]] = A[[1]] + k ∗ A[[2]] ;A5 = A ; A5[[1]] = A[[1]] + k ∗ A[[2]] ;A5 = A ; A5[[1]] = A[[1]] + k ∗ A[[2]] ;

{MatrixForm[A], Det[A], MatrixForm[A5], Det[A5]}{MatrixForm[A], Det[A], MatrixForm[A5], Det[A5]}{MatrixForm[A], Det[A], MatrixForm[A5], Det[A5]}
 1 2 3

2 5 4
−1 3 2

 , 15,

 1 + 2k 2 + 5k 3 + 4k
2 5 4
−1 3 2

 , 15


Δημιουργούμε τον πίνακαM με γραμμές τις

Γ1, Γ2, −3 · Γ1 + 4 · Γ2.

Οι τρεις γραμμές του M είναι γραμμικά εξαρτημένες, άρα det(M) = 0, ενώ rank(A) = 2,
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γιατί Γ1 6= λ · Γ2, ∀λ ∈ R και οι Γ1,Γ2 είναι γραμμικά ανεξάρτητες (βλ.Πρόταση 5.5.0.2.vii):

M = A ; M [[3]] = −3 ∗ A[[1]] + 4 ∗ A[[2]] ; {MatrixForm[M ], Det[M ], MatrixRank[M ]}M = A ; M [[3]] = −3 ∗ A[[1]] + 4 ∗ A[[2]] ; {MatrixForm[M ], Det[M ], MatrixRank[M ]}M = A ; M [[3]] = −3 ∗ A[[1]] + 4 ∗ A[[2]] ; {MatrixForm[M ], Det[M ], MatrixRank[M ]}
 1 2 3

2 5 4
5 14 7

 , 0, 2


Πρέπει και οι στήλες Σ1,Σ2,Σ3 τουM να είναι γραμμικά εξαρτημένες. Βρίσκουμε μία σχέση
γραμμικής εξάρτησής τους φέρνοντας τονM σε ε.κ.μ.γ.,

MatrixForm[RowReduce[M ]]MatrixForm[RowReduce[M ]]MatrixForm[RowReduce[M ]] 1 0 7
0 1 −2
0 0 0


Διαπιστώνουμε ότι για τις στήλες τουM ισχύει

Σ3 = 7 · Σ1 − 2 · Σ2

και επαληθεύουμε τη σχέση αυτή (βλ.Ενότητα 5.6):

{M [[All, 3]], 7M [[All, 1]]− 2M [[All, 2]]}{M [[All, 3]], 7M [[All, 1]]− 2M [[All, 2]]}{M [[All, 3]], 7M [[All, 1]]− 2M [[All, 2]]}

{{3, 4, 7}, {3, 4, 7}}
Μπορούμε να ορίσουμε στο Mathematica τη συνάρτηση που απεικονίζει έναν πίνακα A ∈
Mn(K) στον προσαρτημένο του πίνακα [adj[A]][adj[A]][adj[A]] ως εξής:

adj[m_] :=Map[Reverse, Minors[Transpose[m], Length[m]− 1], {0, 1}]∗adj[m_] :=Map[Reverse, Minors[Transpose[m], Length[m]− 1], {0, 1}]∗adj[m_] :=Map[Reverse, Minors[Transpose[m], Length[m]− 1], {0, 1}]∗

Table[(−1)∧(i+ j), {i, Length[m]}, {j, Length[m]}];Table[(−1)∧(i+ j), {i, Length[m]}, {j, Length[m]}];Table[(−1)∧(i+ j), {i, Length[m]}, {j, Length[m]}];

Βρίσκουμε τον προσαρτημένο ενός 2× 2-πίνακα K:

K = {{a, b}, {c, d}} ;K = {{a, b}, {c, d}} ;K = {{a, b}, {c, d}} ; {MatrixForm[K], MatrixForm[adj[K]]}{MatrixForm[K], MatrixForm[adj[K]]}{MatrixForm[K], MatrixForm[adj[K]]}{(
a b
c d

)
,

(
d −b
−c a

)}
Επαληθεύουμε παρακάτω τις σχέσεις της Πρότασης 6.5.0.1

A adj(A) = adj(A)A = det(A) · I3, A−1 =
1

det(A) · adj(A),

για τον αντιστρέψιμο πίνακα A:

{MatrixForm[A], MatrixForm[adj[A]], Det[A],{MatrixForm[A], MatrixForm[adj[A]], Det[A],{MatrixForm[A], MatrixForm[adj[A]], Det[A],

MatrixForm[A.adj[A]], MatrixForm[adj[A].A]}MatrixForm[A.adj[A]], MatrixForm[adj[A].A]}MatrixForm[A.adj[A]], MatrixForm[adj[A].A]}
 1 2 3

2 5 4
−1 3 2

 ,

 −2 5 −7
−8 5 2
11 −5 1

 , 15,

 15 0 0
0 15 0
0 0 15

 ,

 15 0 0
0 15 0
0 0 15


{MatrixForm[Inverse[A]], MatrixForm[adj[A]]}{MatrixForm[Inverse[A]], MatrixForm[adj[A]]}{MatrixForm[Inverse[A]], MatrixForm[adj[A]]}
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 −

2
15

1
3
− 7

15

− 8
15

1
3

2
15

11
15

−1
3

1
15

 ,

 −2 5 −7
−8 5 2
11 −5 1




Αφού det(M) = 0, για τον πίνακαM θα έχουμε
M adj(M) = adj(M)M = 03 :

{MatrixForm[M ], MatrixForm[adj[M ]], Det[M ]{MatrixForm[M ], MatrixForm[adj[M ]], Det[M ]{MatrixForm[M ], MatrixForm[adj[M ]], Det[M ],

MatrixForm[M.adj[M ]], MatrixForm[adj[M ].M ]}MatrixForm[M.adj[M ]], MatrixForm[adj[M ].M ]}MatrixForm[M.adj[M ]], MatrixForm[adj[M ].M ]}
 1 2 3

2 5 4
5 14 7

 ,

 −21 28 −7
6 −8 2
3 −4 1

 , 0,

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

 ,

 0 0 0
0 0 0
0 0 0


Θα εφαρμόσουμε στον παρακάτω 4× 5-πίνακα P την Πρόταση 6.3.0.3.

P = {{1, 2, 3, 0, 1}, {2, 5, 4, 2, 2}, {5, 14, 7, 8, 5}, {1, 3, 1, 2, 0}} ; MatrixForm[P ]P = {{1, 2, 3, 0, 1}, {2, 5, 4, 2, 2}, {5, 14, 7, 8, 5}, {1, 3, 1, 2, 0}} ; MatrixForm[P ]P = {{1, 2, 3, 0, 1}, {2, 5, 4, 2, 2}, {5, 14, 7, 8, 5}, {1, 3, 1, 2, 0}} ; MatrixForm[P ]
1 2 3 0 1
2 5 4 2 2
5 14 7 8 5
1 3 1 2 0


MatrixRank[P ]MatrixRank[P ]MatrixRank[P ]

3

Αφού η βαθμίδα του P ισούται με 3, πρέπει όλες οι υποορίζουσες του P τάξης 4 να είναι
ίσες με το 0 και να υπάρχει τουλάχιστον μία υποορίζουσα τάξης 3 διάφορη του 0. Θεωρούμε
αρχικά τους 4× 4-υποπίνακες Pj που προκύπτουν από τον P αν διαγράψουμε την j στήλη
του, j = 1, . . . , 5, για παράδειγμα

P =


1 2 3 0 1
2 5 4 2 2
5 14 7 8 5
1 3 1 2 0

 −→ P1 =


2 3 0 1
5 4 2 2
14 7 8 5
3 1 2 0

.

Δείχνουμε ότι det(Pj) = 0:

P1 = P [[All, 2;;5]] ; {MatrixForm[P1], Det[P1]}P1 = P [[All, 2;;5]] ; {MatrixForm[P1], Det[P1]}P1 = P [[All, 2;;5]] ; {MatrixForm[P1], Det[P1]}


2 3 0 1
5 4 2 2
14 7 8 5
3 1 2 0

 , 0


P2=P [[All, {1, 3, 4, 5}]] ;P2=P [[All, {1, 3, 4, 5}]] ;P2=P [[All, {1, 3, 4, 5}]] ;P3=P [[All, {1, 2, 4, 5}]] ;P3=P [[All, {1, 2, 4, 5}]] ;P3=P [[All, {1, 2, 4, 5}]] ;P4=P [[All, {1, 2, 3, 5}]] ;P4=P [[All, {1, 2, 3, 5}]] ;P4=P [[All, {1, 2, 3, 5}]] ;

P5=P [[All, 1;;4]] ;P5=P [[All, 1;;4]] ;P5=P [[All, 1;;4]] ;{MatrixForm[P2], MatrixForm[P3], MatrixForm[P4], MatrixForm[P5]}{MatrixForm[P2], MatrixForm[P3], MatrixForm[P4], MatrixForm[P5]}{MatrixForm[P2], MatrixForm[P3], MatrixForm[P4], MatrixForm[P5]}


1 3 0 1
2 4 2 2
5 7 8 5
1 1 2 0

 ,


1 2 0 1
2 5 2 2
5 14 8 5
1 3 2 0

 ,


1 2 3 1
2 5 4 2
5 14 7 5
1 3 1 0

 ,


1 2 3 0
2 5 4 2
5 14 7 8
1 3 1 2




{Det[P2], Det[P3], Det[P4], Det[P5]}{Det[P2], Det[P3], Det[P4], Det[P5]}{Det[P2], Det[P3], Det[P4], Det[P5]}



ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ 175

{0, 0, 0, 0}
ΟP έχει 40 υποορίζες τάξης 3. Θα διαπιστώσουμε ότι οι περισσότερες από αυτές είναι ίσες με
το 0. Συμβολίζουμε με Pijs τον 3× 3-υποπίνακα που προκύπτει από τον P αν διαγράψουμε
την i γραμμή του και τις στήλες j και s, 1 ≤ i ≤ 4, 1 ≤ j < s ≤ 5. Για παράδειγμα

P445 = P [[{1, 2, 3}, {1, 2, 3}]] ; {MatrixForm[P445], Det[P445]}P445 = P [[{1, 2, 3}, {1, 2, 3}]] ; {MatrixForm[P445], Det[P445]}P445 = P [[{1, 2, 3}, {1, 2, 3}]] ; {MatrixForm[P445], Det[P445]}
 1 2 3

2 5 4
5 14 7

 , 0


P345 = P [[{1, 2, 4}, {1, 2, 3}]] ; {MatrixForm[P445], Det[P445]}P345 = P [[{1, 2, 4}, {1, 2, 3}]] ; {MatrixForm[P445], Det[P445]}P345 = P [[{1, 2, 4}, {1, 2, 3}]] ; {MatrixForm[P445], Det[P445]}
 1 2 3

2 5 4
5 14 7

 , 0


P412 = P [[{1, 2, 3}, {3, 4, 5}]] ; {MatrixForm[P445], Det[P445]}P412 = P [[{1, 2, 3}, {3, 4, 5}]] ; {MatrixForm[P445], Det[P445]}P412 = P [[{1, 2, 3}, {3, 4, 5}]] ; {MatrixForm[P445], Det[P445]}
 1 2 3

2 5 4
5 14 7

 , 0


Μπορούμε να εντοπίσουμε έναν 3 × 3-υποπίνακα Pijs με det(Pijs) 6= 0 ως εξής: Αφού
det(Pijs) 6= 0, οι γραμμές και οι στήλες του Pijs πρέπει να είναι γραμμικά ανεξάρτητες.
Φέρνουμε τον πίνακα P και τον ανάστροφο P T σε ε.κ.μ.γ.R καιQ αντίστοιχα. Οι θέσεις των
καθοδηγητικών μονάδων του R και του Q θα μας υποδείξουν 3 γραμμικά ανεξάρτητες στή-
λες και 3 γραμμικά ανεξάρτητες γραμμές του P αντίστοιχα (3 = rank(P ) = rank

(
P T
)
). Τα

κοινά στοιχεία αυτών των στηλών και γραμμών θα σχηματίσουν τον ζητούμενο υποπίνακα
Pijs.

R = RowReduce[P ] ; Q = RowReduce[Transpose[P ]] ; {MatrixForm[R], MatrixForm[Q]}R = RowReduce[P ] ; Q = RowReduce[Transpose[P ]] ; {MatrixForm[R], MatrixForm[Q]}R = RowReduce[P ] ; Q = RowReduce[Transpose[P ]] ; {MatrixForm[R], MatrixForm[Q]}


1 0 7 −4 0
0 1 −2 2 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

 ,


1 0 −3 0
0 1 4 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0




Οι καθοδηγητικές μονάδες βρίσκονται στις στήλες 1, 2, 5 του R και 1, 2, 4 του Q, δηλαδή
η 1η, 2η και 5η στήλη και η 1η, 2η και 4η γραμμή του P είναι γραμμικά ανεξάρτητες. Ο
υποπίνακας με μη μηδενική ορίζουσα που ψάχνουμε προκύπτει αν διαγράψουμε την 3η και
4η στήλη καθώς και την 3η γραμμή του P :

P =


1 2 3 0 1
2 5 4 2 2
5 14 7 8 5
1 3 1 2 0

 −→ P334 =

1 2 1
2 5 2
1 3 0

.

Πράγματι, det(P334) = −1 6= 0:

P324 = P [[{1, 2, 4}, {1, 2, 5}]] ; {MatrixForm[P324], Det[P324]}P324 = P [[{1, 2, 4}, {1, 2, 5}]] ; {MatrixForm[P324], Det[P324]}P324 = P [[{1, 2, 4}, {1, 2, 5}]] ; {MatrixForm[P324], Det[P324]}
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 1 2 1

2 5 2
1 3 0

 , −1


Κατασκευάζουμε τέλος έναν 4×4-πίνακα S με βαθμίδα rank(S) = 2. Οι δύο πρώτες γραμμές
g1, g2 του S είναι γραμμικά ανεξάρτητες, g1 6= λ ·g2, ∀λ ∈ R και οι άλλες δύο γραμμές είναι
γραμμικοί συνδυασμοί των g1, g2:

S = {g1 = {1, 2, 3, 0}, g2 = {2, 1, 0, 2}, g1+ g2, 3g1− g2} ;S = {g1 = {1, 2, 3, 0}, g2 = {2, 1, 0, 2}, g1+ g2, 3g1− g2} ;S = {g1 = {1, 2, 3, 0}, g2 = {2, 1, 0, 2}, g1+ g2, 3g1− g2} ;

{MatrixForm[S], MatrixRank[S], Det[S]}{MatrixForm[S], MatrixRank[S], Det[S]}{MatrixForm[S], MatrixRank[S], Det[S]}


1 2 3 0
2 1 0 2
3 3 3 2
1 5 9 −2

 , 2, 0


Παρατηρούμε ότι ο προσαρτημένος πίνακας adj(S) είναι ο μηδενικός 4× 4-πίνακας:

MatrixForm[adj[S]]MatrixForm[adj[S]]MatrixForm[adj[S]]
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


Άσκηση 6.6.0.1 Έστω A =

(
aij
)
∈Mn(K), n ≥ 2. Να αποδείξετε ότι

rank(A) ≤ n− 2 ⇒ adj(A) = 0n.

Λύση. Αφού rank(A) ≤ n− 2, από την Πρόταση 6.3.0.3 έπεται ότι κάθε υποορίζουσα τάξης
n− 1 του A ισούται με 0. Έτσι κάθε συμπαράγοντας στοιχείων του A ισούται με 0,

Aij = (−1)i+jdet(Mij) = 0,
1 ≤ i, j ≤ n, αφού οMij είναι (n− 1)× (n− 1)-υποπίνακας του A. Επομένως,

adj(A) =
(
Aij

)T
= 0n.

Εξάσκηση με το Mathematica

1. Να κατασκευάσετε n× n-πίνακες An με βαθμίδα rank(An) = n− 1, n = 3, 4, 5 και να
υπολογίσετε τη βαθμίδα του προσαρτημένου πίνακα adj(An). Τι παρατηρείτε;

2. Με την εντολή a = Table[Random[Integer, {−5, 5}], {2}, {3}]a = Table[Random[Integer, {−5, 5}], {2}, {3}]a = Table[Random[Integer, {−5, 5}], {2}, {3}] να κατασκευάσετε έναν
2× 3-πίνακα a με γραμμές a[[1]], a[[2]] και στοιχεία επιλεγμένα τυχαία από το σύνολο
{−5, . . . , 5}.

α) Να βρείτε την ορίζουσα των πινάκων aT · a και a · aT . Τι παρατηρείτε;
β) Nα κατασκευάσετε έναν 3× 3-πίνακα A που οι δύο πρώτες γραμμές του είναι οι

a[[1]] και a[[2]] και η τρίτη του γραμμή είναι ένας γραμμικός συνδυασμός αυτών,
για παράδειγμα

A = {a[[1]], a[[2]], 3a[[1]]− 2a[[2]]}A = {a[[1]], a[[2]], 3a[[1]]− 2a[[2]]}A = {a[[1]], a[[2]], 3a[[1]]− 2a[[2]]}.
Να υπολογίσετε την ορίζουσα του A και να βρείτε μη μηδενικό πίνακαM με

A ·M =M · A = 03.
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3. Χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες (iii) και (x) της ορίζουσας, να κατασκευάσετε 3×3, 4×4
και 5×5-πίνακες τέτοιους, ώστε η ορίζουσά τους να είναι ίση με 12 και όλα τα στοιχεία
τους να είναι μη μηδενικά. Να επαληθεύσετε τα αποτελέσματά σας χρησιμοποιώντας
το Mathematica.

4. Με την εντολή An = Table[Random[Integer, {−9, 9}], {n}, {n}]An = Table[Random[Integer, {−9, 9}], {n}, {n}]An = Table[Random[Integer, {−9, 9}], {n}, {n}] να κατασκευάσετε
n × n-πίνακες An, όπου n = 3, 5, 7, με στοιχεία επιλεγμένα τυχαία από το σύνολο
{−9, . . . , 9}. Να υπολογίσετε τους αντισυμμετρικούς πίνακεςMn = An−AnT και να
διαπιστώσετε ότι det(Mn) = 0.

5. Να αποδείξετε ότι η βαθμίδα των παρακάτω πινάκων είναι ίση με 3.

A =


−1 2 1−5 0
2−4 0 6 2
1−2 1 1 0
−1 2 1−5 1

 , B


2 1 1−1
1 0−1 1
1 2 5−5
1−2 1 2
3−2 7−1

.

Να αποδείξετε ότι όλες οι υποορίζουσες τάξης 4 των δύο πινάκων είναι ίσες με 0. Για
καθέναν από τους δύο πίνακες, να βρείτε μία υποορίζουσα τάξης 3 που να είναι διά-
φορη του 0.

6.7 Ασκήσεις

Στα παρακάτω λυμένα παραδείγματα σημειώνουμε με (iii), (vi), (viii) τις ιδιότητες της ορί-
ζουσας που χρησιμοποιούμε και χρωματίζουμε τη γραμμή ή τη στήλη ως προς τα στοιχεία
της οποίας αναπτύσσουμε κάποια ορίζουσα.
Λυμένες Ασκήσεις

6.7.1 Να αποδείξετε ότι

α)

∣∣∣∣∣∣
a1 a′2 + a′′2 a3
b1 b′2 + b′′2 b3
c1 c′2 + c′′2 c3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
a1 a′2 a3
b1 b′2 b3
c1 c′2 c3

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
a1 a′′2 a3
b1 b′′2 b3
c1 c′′2 c3

∣∣∣∣∣∣ ,

β)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n
...

...
a′i1 + a′′i1 · · · a′in + a′′in

...
...

an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n
...

...
a′i1 · · · a′in
...

...
an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n
...

...
a′′i1 · · · a′′in
...

...
an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

όπου τα στοιχεία των παραπάνω οριζουσών ανήκουν στο σώμα K.

Λύση. α) Αναπτύσσοντας τις ορίζουσες κατά τα στοιχεία της δεύτερης στήλης έχουμε∣∣∣∣∣∣
a1 a′2 + a′′2 a3
b1 b′2 + b′′2 b3
c1 c′2 + c′′2 c3

∣∣∣∣∣∣ = −(a′2 + a′′2)

∣∣∣∣b1 b3
c1 c3

∣∣∣∣+ (b′2 + b′′2)

∣∣∣∣a1 a3
c1 c3

∣∣∣∣− (c′2 + c′′2)

∣∣∣∣a1 a3
b1 b3

∣∣∣∣ =
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= − a′2
∣∣∣∣b1 b3
c1 c3

∣∣∣∣+ b′2

∣∣∣∣a1 a3
c1 c3

∣∣∣∣− c′2 ∣∣∣∣a1 a3
b1 b3

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸ − a′′2
∣∣∣∣b1 b3
c1 c3

∣∣∣∣+ b′′2

∣∣∣∣a1 a3
c1 c3

∣∣∣∣− c′′2 ∣∣∣∣a1 a3
b1 b3

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸ =
=

∣∣∣∣∣∣
a1 a′2 a3
b1 b′2 b3
c1 c′2 c3

∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣
a1 a′′2 a3
b1 b′′2 b3
c1 c′′2 c3

∣∣∣∣∣∣ .
β) Δουλεύουμε όμοια, αναπτύσσοντας τις ορίζουσες κατά τα στοιχεία της i-γραμμής.2

6.7.2 Αν ∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = 1,

να υπολογίσετε τις ορίζουσες των παρακάτω πινάκων

A =

 4b1 4b2 4b3
a1 − 5b1 a2 − 5b2 a3 − 5b3
2c1 + 3a1 2c2 + 3a2 2c3 + 3a3

 , B =

 4b1 + c1 4b2 + c2 4b3 + c3
a1 − 5b1 a2 − 5b2 a3 − 5b3
2c1 + 3a1 2c2 + 3a2 2c3 + 3a3

 .
Λύση.

|A| =

∣∣∣∣∣∣
4b1 4b2 4b3

a1 − 5b1 a2 − 5b2 a3 − 5b3
2c1 + 3a1 2c2 + 3a2 2c3 + 3a3

∣∣∣∣∣∣ (vi)
=== 4 ·

∣∣∣∣∣∣
b1 b2 b3

a1 − 5b1 a2 − 5b2 a3 − 5b3
2c1 + 3a1 2c2 + 3a2 2c3 + 3a3

∣∣∣∣∣∣ =
Γ2→Γ2+5Γ1========= 4 ·

∣∣∣∣∣∣
b1 b2 b3
a1 a2 a3

2c1 + 3a1 2c2 + 3a2 2c3 + 3a3

∣∣∣∣∣∣ Γ3→Γ3−3·Γ2========= 4 ·

∣∣∣∣∣∣
b1 b2 b3
a1 a2 a3
2c1 2c2 2c3

∣∣∣∣∣∣ (vi)
===

= 4 · 2 ·

∣∣∣∣∣∣
b1 b2 b3
a1 a2 a3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ Γ1↔Γ2====== − 8 ·

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = −8 · 1 = −8.

Αναπτύσσοντας την ορίζουσα |B|ως προς τα στοιχεία της πρώτης γραμμής του πίνακα
B (βλ. Λυμένη Άσκηση 6.7.1) προκύπτει ότι

|B| =

∣∣∣∣∣∣
4b1 + c1 4b2 + c2 4b3 + c3
a1 − 5b1 a2 − 5b2 a3 − 5b3
2c1 + 3a1 2c2 + 3a2 2c3 + 3a3

∣∣∣∣∣∣ ==
=

∣∣∣∣∣∣
4b1 4b2 4b3

a1 − 5b1 a2 − 5b2 a3 − 5b3
2c1 + 3a1 2c2 + 3a2 2c3 + 3a3

∣∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣∣

c1 c2 c3
a1 − 5b1 a2 − 5b2 a3 − 5b3
2c1 + 3a1 2c2 + 3a2 2c3 + 3a3

∣∣∣∣∣∣ Γ3→Γ3−2·Γ1=========

= |A|+

∣∣∣∣∣∣
c1 c2 c3

a1−5b1 a2−5b2 a3−5b3
3a1 3a2 3a3

∣∣∣∣∣∣ (vi)
=== −8 + 3 ·

∣∣∣∣∣∣
c1 c2 c3

a1−5b1 a2−5b2 a3−5b3
a1 a2 a3

∣∣∣∣∣∣ Γ2→Γ2−Γ3========

= −8 + 3 ·

∣∣∣∣∣∣
c1 c2 c3
−5b1 −5b2 −5b3
a1 a2 a3

∣∣∣∣∣∣ (vi)
=== −8−5 · 3 ·

∣∣∣∣∣∣
c1 c2 c3
b1 b2 b3
a1 a2 a3

∣∣∣∣∣∣ Γ1↔Γ3======

= −8 + 15 ·

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = 7. 2
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6.7.3 Να δείξετε ότι ∣∣∣∣∣∣∣∣
x 1 1 y
1 x y 1
1 y x 1
y 1 1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (x+ y + 2)(x+ y − 2)(x− y)2.

Λύση.∣∣∣∣∣∣∣∣
x 1 1 y
1 x y 1
1 y x 1
y 1 1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣
Σ1→Σ1+Σ2+Σ3+Σ4==============

∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ y + 2 1 1 y
x+ y + 2 x y 1
x+ y + 2 y x 1
x+ y + 2 1 1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣
(vi)
=== (x+ y + 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 y
1 x y 1
1 y x 1
1 1 1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

Γi→Γi−Γ1========
i=2,3,4

(x+y+2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 y
0 x− 1 y − 1 1− y
0 y − 1 x− 1 1− y
0 0 0 x− y

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (x+y+2)

∣∣∣∣∣∣
x− 1 y − 1 1− y
y − 1 x− 1 1− y
0 0 x− y

∣∣∣∣∣∣ =
= (x+ y + 2)(x− y)

∣∣∣∣x− 1 y − 1
y − 1 x− 1

∣∣∣∣ =
= (x+ y + 2)(x− y)

[
(x− 1)2 − (y − 1)2

]
= (x+ y + 2)(x− y)(x+ y − 2)(x− y). 2

6.7.4 Να δείξετε ότι∣∣∣∣∣∣
(a− x)2 (a− y)2 a2

(b− x)2 (b− y)2 b2

x2 y2 0

∣∣∣∣∣∣ = 2 · x · y · a · b · (x− y) · (a− b).

Λύση.

∣∣∣∣∣∣
(a− x)2 (a− y)2 a2

(b− x)2 (b− y)2 b2

x2 y2 0

∣∣∣∣∣∣ Σ1→Σ1−Σ3=========
Σ2→Σ2−Σ3

∣∣∣∣∣∣
(a− x)2 − a2 (a− y)2 − a2 a2

(b− x)2 − b2 (b− y)2 − b2 b2

x2 y2 0

∣∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣
−x(2a− x) −y(2a− y) a2

−x(2b− x) −y(2b− y) b2

x2 y2 0

∣∣∣∣∣∣ (vi)
=== x · y ·

∣∣∣∣∣∣
x− 2a y − 2a a2

x− 2b y − 2b b2

x y 0

∣∣∣∣∣∣ Σ1→Σ1−Σ2=========

= x · y ·

∣∣∣∣∣∣
x− y y − 2a a2

x− y y − 2b b2

x− y y 0

∣∣∣∣∣∣ (vi)
=== x · y · (x− y) ·

∣∣∣∣∣∣
1 y − 2a a2

1 y − 2b b2

1 y 0

∣∣∣∣∣∣ Γ2→Γ2−Γ1========
Γ3→Γ3−Γ1

= x ·y · (x−y) ·

∣∣∣∣∣∣
1 y − 2a a2

0 2a− 2b b2 − a2
0 2a −a2

∣∣∣∣∣∣ = x ·y · (x−y) ·
∣∣∣∣−2(b− a) (b+ a)(b− a)

2a −a2
∣∣∣∣ (vi)
===

= x · y · (x− y) · (b− a) · a ·
∣∣∣∣−2 b+ a

2 −a

∣∣∣∣ = x · y · (x− y) · (b− a) · a · (−2 b) =

= 2 · x · y · a · b · (x− y) · (a− b). 2

6.7.5 Να αποδείξετε ότι η τιμή της ορίζουσας∣∣∣∣∣∣∣∣
a y x x
b2 b y x
bc2 c2 c y
bcz2 cz2 z2 z

∣∣∣∣∣∣∣∣
είναι ανεξάρτητη του x.
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Λύση.∣∣∣∣∣∣∣∣
a y x x
b2 b y x
bc2 c2 c y
bcz2 cz2 z2 z

∣∣∣∣∣∣∣∣
Σ1→Σ1− b·Σ2==========

∣∣∣∣∣∣∣∣
a−by y x x
0 b y x
0 c2 c y
0 cz2 z2 z

∣∣∣∣∣∣∣∣
Σ2→Σ2− c·Σ3==========

∣∣∣∣∣∣∣∣
a−by y−cx x x
0 b−cy y x
0 0 c y
0 0 z2 z

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

Σ3→Σ3− z·Σ4==========

∣∣∣∣∣∣∣∣
a−by y−cx x−zx x
0 b−cy y−zx x
0 0 c−zy y
0 0 0 z

∣∣∣∣∣∣∣∣
(iii)
=== (a−by) · (b−cy) · (c−zy) · z. 2

6.7.6 Να βρείτε τις τιμές του a για τις οποίες είναι αντιστρέψιμος ο πίνακας

A =

a −a 1
a a+ 1 a
1 −a 1

 ,

όταν A ∈M3(R) και όταν A ∈M3(C).
Λύση. Υπολογίζουμε την ορίζουσα του A,

det(A) =

∣∣∣∣∣∣
a −a 1
a a+ 1 a
1 −a 1

∣∣∣∣∣∣ Σ1→Σ1−Σ3=========

∣∣∣∣∣∣
a− 1 −a 1
0 a+ 1 a
0 −a 1

∣∣∣∣∣∣ = (a− 1)

∣∣∣∣a+ 1 a
−a 1

∣∣∣∣ ⇒
⇒ det(A) = (a− 1)(a2 + a+ 1).

Ο A είναι αντιστρέψιμος, αν και μόνο αν det(A) 6= 0. Διακρίνουμε τις περιπτώσεις:

• A ∈M3(R). Γνωρίζουμε ότι a2 + a+ 1 6= 0, ∀ a ∈ R (∆ = −3 < 0). Έτσι
∃A−1 ⇔ a 6= 1.

• A ∈M3(C). Τότε

∃A−1 ⇔ a 6= 1, a 6= −1 + i
√
3

2
, a 6= −1− i

√
3

2
. 2

6.7.7 Δίνεται ο πίνακας

A =

2 5 0
6 3 1
1 1 8


Να βρείτε τις ρίζες του πολυωνύμου P (x) = det(A− xI3).
Λύση. Υπολογίζουμε τον πίνακα A− xI3,

A− xI3 =

2 5 0
6 3 1
1 1 8

−
x 0 0
0 x 0
0 0 x

 =

2− x 5 0
6 3− x 1
1 1 8− x

.

Έτσι

det(A− xI3) =

∣∣∣∣∣∣
2− x 5 0
6 3− x 1
1 1 8− x

∣∣∣∣∣∣ Γ3→Γ3+Γ1+Γ2===========

∣∣∣∣∣∣
2− x 5 0
6 3− x 1

9− x 9− x 9− x

∣∣∣∣∣∣ (vi)
===.

= (9− x) ·

∣∣∣∣∣∣
2− x 5 0
6 3− x 1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ Γ2→Γ2−Γ3======== (9− x) ·

∣∣∣∣∣∣
2− x 5 0
5 2− x 0
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ =
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= (9− x) ·
∣∣∣∣2− x 5

5 2− x

∣∣∣∣ = (9− x) ·
[
(2− x)2 − 52

]
= (9− x) · (7− x)(−3− x),

det(A− xI3) = 0 ⇔ x = 9 ή x = 7 ή x = −3. 2

6.7.8 Να βρείτε έναν 3× 3-πίνακα A =
(
aij
)
∈M3(R) με

det(A) = 11 και aij 6= 0, ∀ i, j ∈ {1, 2, 3}.
Λύση. Γνωρίζουμε ότι ∣∣∣∣∣∣

1 a b
0 1 c
0 0 11

∣∣∣∣∣∣ (iii)
=== 1 · 1 · 11 = 11.

Ένας από τους άπειρους πίνακες A τουM3(R) που να ικανοποιεί τις ζητούμενες σχέ-
σεις μπορεί να προκύψει ως εξής:

11 =

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
0 1 4
0 0 11

∣∣∣∣∣∣ Σ1→Σ1+Σ3=========
Σ2→Σ2+Σ3

∣∣∣∣∣∣
4 5 3
4 5 4
11 11 11

∣∣∣∣∣∣ και A =

 4 5 3
4 5 4
11 11 11

 . 2

6.7.9 Έστω A ∈ Mn(K). Να βρείτε την ορίζουσα του προσαρτημένου πίνακα adj(A), αν
γνωρίζετε την ορίζουσα του A.
Λύση. Από την Πρόταση 6.5.0.1.i γνωρίζουμε ότι

A adj(A) = det(A) · In. (6.7.1)

Διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις:

• A = 0n. Τότε και adj(A) = 0n , επομένως det
(
adj(A)

)
= det(A) = 0.

• det(A) = 0 καιA 6= 0n. Θα δείξουμε ότι και στην περίπτωση αυτή det
(
adj(A)

)
=

0. Πράγματι, αν det
(
adj(A)

)
6= 0, τότε ο πίνακας adj(A) θα ήταν αντιστρέψιμος

και
(6.7.1)⇒ A adj(A)

(
adj(A)

)−1
= 0 · In

(
adj(A)

)−1 ⇒ A = 0n,

το οποίο έιναι άτοπο, έτσι det
(
adj(A)

)
= 0.

• det(A) 6= 0. Τότε
(6.7.1)⇒ det

(
A adj(A)

)
= det

(
det(A) · In)

(viii)
===⇒

⇒ det(A) · det
(
adj(A)

)
=
(
det(A)

)n· det(In) ⇒ det
(
adj(A)

)
=
(
det(A)

)n−1·1.
Σε κάθε περίπτωση λοιπόν βρήκαμε ότι det

(
adj(A)

)
=
(
det(A)

)n−1
. 2

6.7.10 Δίνονται οι πίνακες στήλη

Σ1 =

13
5

 , Σ2 =

24
6

 , Σ3 =

57
9

 , Σ′3 =

58
9

 .
Να αποδείξετε ότι οι Σ1,Σ2,Σ3 είναι γραμμικά εξαρτημένες, ενώ οι Σ1,Σ2,Σ

′
3 είναι

γραμμικά ανεξάρτητες.
Λύση. Θεωρούμε τους πίνακες

A =
[
Σ1 Σ2 Σ3

]
=

1 2 5
3 4 7
5 6 9

 , A′ =
[
Σ1 Σ2 Σ′3

]
=

1 2 5
3 4 8
5 6 9

 .
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Παρατηρούμε ότι

det(A) =

∣∣∣∣∣∣
1 2 5
3 4 7
5 6 9

∣∣∣∣∣∣ Γ2→Γ2−3·Γ1=========
Γ3→Γ3−5·Γ1

∣∣∣∣∣∣
1 2 5
0 −2 −8
0 −4 −16

∣∣∣∣∣∣ Γ3=2Γ2====== 0,

επομένως οι στήλες Σ1,Σ2,Σ3 του A είναι γραμμικά εξαρτημένες, βλ. Ενότητα 6.3.
Αντίστοιχα, έχουμε det(A′) = 4 6= 0 και οι στήλες Σ1,Σ2,Σ

′
3 του A′ είναι γραμμικά

ανεξάρτητες. 2

6.7.11 Ένας αντιστρέψιμος πίνακας A ∈ Mn(R) ονομάζεται ορθογώνιος, αν ο αντίστροφός
του ισούται με τον ανάστροφό του, A−1 = AT . Να αποδείξετε ότι
α) Η ορίζουσα ενός ορθογώνιου πίνακα ισούται με 1 ή −1.
β) Το γινόμενο δύο ορθογώνιων πινάκων είναι ορθογώνιος πίνακας.
Λύση. α) Αφού A−1 = AT , έχουμε∣∣A−1∣∣ = ∣∣AT

∣∣ = ∣∣A∣∣
και

AA−1 = In ⇒
∣∣AA−1∣∣ = ∣∣In∣∣ ⇒ ∣∣A∣∣ ∣∣A−1∣∣ = 1 ⇒

∣∣A∣∣2 = 1 ⇒
∣∣A∣∣ = ±1.

β) Έστω ορθογώνιοι πίνακες A1, A2 ∈Mn(R), έτσι A−11 = A T
1 , A−12 = A T

2 . Τότε
(A1A2)

−1 = A−12 A−11 = A T
2 A

T
1 = (A1A2)

T

και το γινόμενο A1A2 είναι ορθογώνιος πίνακας. 2

Ασκήσεις για Εξάσκηση

6.7.1 Να υπολογίσετε την ορίζουσα των παρακάτω πινάκων:

A=

[
3 + 2i 1 + i
1− i 0

]
, B=

 3 i 2
−3 + i 3 i

7 2i 5

 , M=


1 3 2 0
3 0 3 5
5 1 2 7
2 6 4 3

 , N=


4 2 7 0 1
−2 2 3 0 1
−4 7 5 3 6
0 0 2 0 0
3 4 2 0 3

 .

6.7.2 Έστω A =

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

 . Να δείξετε ότι

i)

∣∣∣∣∣∣
2a1 a2 − a3 2a2 + 3a3
2b1 b2 − b3 2b2 + 3b3
2c1 c2 − c3 2c2 + 3c3

∣∣∣∣∣∣ = 10 · |A|, ii)

∣∣∣∣∣∣
a1 + b1 a2 + b2 a3 + b3
b1 + c1 b2 + c2 b3 + c3
c1 + a1 c2 + a2 c3 + a3

∣∣∣∣∣∣ = 2 · |A|,

iii)

∣∣∣∣∣∣
κa1 + b1 κa2 + b2 κa3 + b3
κb1 + c1 κb2 + c2 κb3 + c3
κc1 + a1 κc2 + a2 κc3 + a3

∣∣∣∣∣∣ = (κ3 + 1) · |A|.

6.7.3 Να δείξετε ότι ∣∣∣∣∣∣
a+ x a a
a a+ x a
a a a+ x

∣∣∣∣∣∣ = x2 · (x+ 3a).
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6.7.4 Να δείξετε ότι ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x 0 0 0 y
0 x 0 y 0
0 0 x 0 0
0 y 0 x 0
y 0 0 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= x · (x− y)2 · (x+ y)2.

6.7.5 Να δείξετε ότι∣∣∣∣∣∣
(a− x)2 (a− y)2 a2

(b− x)2 (b− y)2 b2

x y 0

∣∣∣∣∣∣ = x · y · (x− y) · (a− b) · (a+ b).

6.7.6 Να υπολογίσετε την ορίζουσα του πίνακα

A =


0 1 −2 3 −4
−1 0 5 −6 7
2 −5 0 8 −9
−3 6 −8 0 10
4 −7 9 −10 0

 .

6.7.7 Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει αντιστρέψιμος αντισυμμετρικός n × n-πίνακας A ∈
Mn(K), όταν n = 2κ+ 1 είναι περιττός αριθμός.

6.7.8 Δίνεται ο πίνακας

A =

 11 −6 8
−1 0 0
−11 7 −8

 .

Να υπολογίσετε το πολυώνυμο P (x) = det(A− xI3) και να βρείτε τις ρίζες του.

6.7.9 Να βρείτε τις τιμές του x για τις οποίες αντιστρέφεται ο πίνακας

M =

−x 1 0
0 −x 1
10 −9 4− x

 ,

ότανM ∈M3(R) και ότανM ∈M3(C).

6.7.10 Να υπολογίσετε τους αντίστροφους των παρακάτω πινάκων με τη μέθοδο του προ-
σαρτημένου πίνακα:

A =

2 3 −1
1 0 3
0 2 1

 , B =

 6 5 −9
1 −2 7
−2 4 3

 , C =


1 1 2 1
0 2 1 2
0 0 2 1
0 0 0 1

 .

6.7.11 Δίνεται ο πίνακας

A =

1 a a
a 1 a
a a 1

 .

Να βρεθούν οι τιμές του a ∈ R για τις οποίες οA αντιστρέφεται και να υπολογιστεί για
τις τιμές αυτές ο A−1.
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6.7.12 Αφού αποδείξετε ότι αν ένας πίνακαςA ∈Mn(K) είναι αντιστρέψιμος, τότε και ο προ-
σαρτημένος πίνακας adj(A) τουA είναι επίσης αντιστρέψιμος, να βρείτε την ορίζουσα
det
(
adj(A)

)
και τον αντίστροφο

(
adj(A)

)−1 του προσαρτημένου του πίνακα
A =


3 4 1 2
1 2 2 1
1 1 1 1
2 2 0 2

 .
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Σύνοψη
Στο κεφάλαιο αυτό μελετάμε την επιλυσιμότητα των γραμμικών συστημάτων. Σε κάθε
γραμμικό σύστημα αντιστοιχούμε δύο βασικούς πίνακες: τον πίνακα των συντελεστών
και τον επαυξημένο πίνακα. Διερευνούμε πότε ένα σύστημα έχει λύσεις εξετάζοντας τις
βαθμίδες των δύο πινάκων και αναπτύσσουμε μεθόδους επίλυσης γραμμικών συστημάτων.
Εισάγουμε την έννοια του μηδενοχώρου ενός πίνακα και τη συνδέουμε με τις λύσεις ομογε-
νών γραμμικών συστημάτων. Ως εφαρμογή της θεωρίας που αναπτύσσεται στο κεφάλαιο,
εξετάζουμε την ύπαρξη πολυωνυμικών καμπύλων που διέρχονται από δοθέντα σημεία.
Η ενότητα «Εργαστήριο με Mathematica» συντελεί στην καλύτερη εμπέδωση των θεμάτων
αυτών. Το κεφάλαιο κλείνει με μια ενότητα ασκήσεων πάνω στη θεωρία που αναπτύχθηκε.
Για βιβλιογραφία στα θέματα αυτά παραπέμπουμε στα βιβλία [1], [2], [3], [4].

Προαπαιτούμενη γνώση: Κεφάλαια 4, 5, 6, βασικές Λυκειακές γνώσεις.

7.1 Βασικοί Ορισμοί

Έστω K ένα σώμα. Μία γραμμική εξίσωση μεm αγνώστους είναι μία εξίσωση της μορφής
a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm = b ,

όπου a1, . . . , am, b ∈ K. Οι a1, . . . , am λέγονται συντελεστές, το b λέγεται σταθερά. Τα σύμ-

Βαβατσούλας, X. & Χαραλάμπους, X-M-A. (2023). «Στοιχεία από τη Γραμμική Άλγεβρα».
Αθήνα: Κάλλιπος, Ανοικτές Ακαδημαϊκές Εκδόσεις. http://dx.doi.org/10.57713/kallipos-286

Creative Commons Αναφορά Δημιουργού - Μη Εμπορική Χρήση - Παρόμοια Διανομή 4.0

http://dx.doi.org/10.57713/kallipos-286
http://dx.doi.org/10.57713/kallipos-286
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βολα x1, x2, . . . , xm είναι οι άγνωστοι. Το σύστημα

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1mxm = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2mxm = b2

...
...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ anmxm = bn

(7.1.1)

με n γραμμικές εξισώσεις καιm αγνώστους, όπου οι συντελεστές aij και οι σταθερές bi ανή-
κουν στο K (για 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m), ονομάζεται n×mn×mn×m-γραμμικό σύστημα με συντελε-
στές από το K.
Για το n×m-γραμμικό σύστημα (7.1.1) ορίζουμε τους παρακάτω πίνακες

πίνακαςπίνακαςπίνακας πίνακαςπίνακαςπίνακας πίνακαςπίνακαςπίνακας
συντελεστώνσυντελεστώνσυντελεστών αγνώστωναγνώστωναγνώστων σταθερών όρωνσταθερών όρωνσταθερών όρων

A =


a11 a12 · · · a1m
a21 a22 · · · a2m
...

...
...

an1 an2 · · · anm

 , X =


x1
x2
...
xm

 , B =


b1
b2
...
bn

 .
n×m m× 1 n× 1

Έτσι το σύστημα (7.1.1) γράφεται στη γλώσσα των πινάκων ως
AX = BAX = BAX = B.

Η πληροφορία του συστήματος AX = B συγκεντρώνεται στον n× (m+ 1)-πίνακα

[
A B

]
=


a11 a12 · · · a1m b1
a21 a22 · · · a2m b2
...

...
...

...
an1 an2 · · · anm bn

 ,

ο οποίος ονομάζεται επαυξημένος πίνακας του συστήματος.
Για το γραμμικό σύστημα AX = B ισχύει
• πλήθος γραμμών του πίνακα A === πλήθος εξισώσεων του AX = B

• πλήθος στηλών του πίνακα A === πλήθος αγνώστων του AX = B.

Έστω A ∈Mn×m(K). Το γραμμικό σύστημα
AX = 0n×1,

όπου όλοι οι σταθεροί όροι είναι ίσοι με το 0, ονομάζεται ομογενές. Επίσης, ανB ∈Mn×1(K),
το γραμμικό σύστημαAX = 0n×1 ονομάζεται αντίστοιχο ομογενές σύστημα του γραμμικού
συστήματος AX = B.

Παράδειγμα 7.1.0.1 Γράφουμε το παρακάτω 3× 4-γραμμικό σύστημα σε μορφή πινάκων
3x1 − 3x2 + 9x3 + x4 = 2

2x1 − 2x2 + 6x3 + x4 = 4

−2x1 + 4x2 + 8x3 = 2

 ⇔

 3 −3 9 1
2 −2 6 1
−2 4 8 0


︸ ︷︷ ︸


x1
x2
x3
x4


︸ ︷︷ ︸

=

24
2


︸︷︷︸

.

A X B
Ο επαυξημένος πίνακας του συστήματος είναι ο
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[
A B

]  3 −3 9 1 2
2 −2 6 1 4
−2 4 8 0 2

 ,
και το αντίστοιχο ομογενές είναι το σύστημα

3x1 − 3x2 + 9x3 + x4 = 0

2x1 − 2x2 + 6x3 + x4 = 0

−2x1 + 4x2 + 8x3 = 0

 ⇔ AX = 03×1 .

Η διατεταγμένη m-άδα (ξ1, ξ2, . . . , ξm) ∈ Km ονομάζεται λύση του συστήματος (7.1.1)
AX = B, αν ικανοποιεί όλες τις εξισώσεις του συστήματος,

ai1ξ1 + ai2ξ2 + · · ·+ aimξm = bi, i = 1, . . . ,m.
Έτσι,

(ξ1, . . . , ξm) λύση του AX = B ⇔ A

 ξ1...
ξm

 = B.

Το γραμμικό σύστημα AX = B ονομάζεται συμβατό, αν έχει τουλάχιστον μία λύση. Αν το
γραμμικό σύστημα AX = B δεν έχει λύση, τότε ονομάζεται ασύμβατο ή αδύνατο.

Παραδείγματα 7.1.0.2

i. Η τετράδα (7, 6, −1, 8) ∈ R4 είναι λύση του συστήματος του Παραδείγματος 7.1.0.1,
3x1 − 3x2 + 9x3 + x4 = 2

2x1 − 2x2 + 6x3 + x4 = 4

−2x1 + 4x2 + 8x3 = 2

γιατί

3·7− 3·6 + 9·(−1) + 8 = 2
2·7− 2·6 + 6·(−1) + 8 = 4
−2·7 + 4·6 + 8·(−1) = 2.

Ισοδύναμα A


7
6
−1
8

 = B.

Θα δούμε στη συνέχεια ότι το σύστημα αυτό έχει άπειρες λύσεις και θα δούμε πώς
συνδέονται μεταξύ τους αυτές οι λύσεις. Για παράδειγμα

(−3, −1, 0, 8)
είναι μία διαφορετική λύση του συστήματος.

ii. Το γραμμικό σύστημα που αντιστοιχεί στον επαυξημένο πίνακα 2 5 −13 1000
3 −9 3 0
−5 6 8 −600


είναι το

2x+ 5y − 13z = 1000

3x− 9y + 3z = 0

−5x+ 6y + 8z =−600
Όπως θα δούμε στη συνέχεια, το σύστημα αυτό έχει μοναδική λύση, την τριάδα

(1200, 500, 300).
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iii. Θεωρούμε το 3×4-γραμμικό σύστημαRX = B, όπου ο πίνακαςR βρίσκεται σε ε.κ.μ.γ.,
όπου

R =

 1 0 7 0

0 1 −5 0

0 0 0 1

 , X =


x1
x2
x3
x4

 , B =

12
3

.
Οι καθοδηγητικές μονάδες βρίσκονται στην 1η, 2η και 4η στήλη τουR, ενώ η 3η στήλη
δεν έχει καθοδηγητική μονάδα. Λύνουμε τις εξισώσεις του συστήματος ως προς τους
αγνώστους x1, x2, x4, μεταφέροντας τον άγνωστο x3 στο άλλο σκέλος των εξισώσεων.

RX = B ⇔


x1 +7 x3 = 1

x2− 5 x3 = 2
x4 = 3

 ⇔

x1 = 1− 7 x3
x2 = 2 + 5 x3
x4 = 3


Ο άγνωστος x3 που αντιστοιχεί στη στήλη που δεν έχει καθοδηγητική μονάδα είναι
παράμετρος και μπορεί να πάρει ελεύθερα όποια τιμή θέλει από το R. Έτσι, αν x3 = t,
τότε x1 = 1− 7t, x2 = 2+5t, x4 = 3. Γράφουμε τις λύσεις του συστήματος συναρτήσει
της παραμέτρου ως τετράδες. Έτσι οι λύσεις του συστήματος είναι οι διατεταγμένες
4-άδες

( 1− 7 t, 2 + 5 t, t, 3 ) ∈ R4, t ∈ R.
Θέτοντας για παράδειγμα t = 0, 2, −1, βλέπουμε ότι κάθε μία από τις διατεταγμένες
4-άδες (1, 2, 0, 3), (−13, 12, 2, 3) και (8, −3, −1, 3) αντίστοιχα, αποτελεί λύση του
συστήματος.

iv. Έστω ότι ο επαυξημένος πίνακας ενός 4× 5-γραμμικού συστήματος είναι ο
4 0 3 5 1 0
2 2 3 0 1 0
0 1 2 3 1 0
0 0 0 0 0 1

 .
Η τελευταία γραμμή του πίνακα αντιστοιχεί στην εξίσωση

0·x1 + 0·x2 + 0·x3 + 0·x4 + 0·x5 = 1 ⇔ 0 = 1,

η οποία είναι αδύνατη. Έτσι το σύστημα είναι ασύμβατο.

v. Θεωρούμε το ομογενές AX = 03×1, όπου A είναι ο πίνακας συντελεστών του 3 × 4-
γραμμικού συστήματος του Παραδείγματος 7.1.0.1,

3x1 − 3x2 + 9x3 + x4 = 0

2x1 − 2x2 + 6x3 + x4 = 0

−2x1 + 4x2 + 8x3 = 0

Το ομογενές σύστημα είναι συμβατό, αφού η 4-άδα (0, 0, 0, 0) ∈ R4 ικανοποιεί και
τις τρεις εξισώσεις του συστήματος. Παρατηρούμε ότι το (10, 7, −1, 0) ∈ R4 είναι μία
άλλη λύση του συστήματος AX = 03×1, αφού

A


10
7
−1
0

 =

 3 −3 9 1
2 −2 6 1
−2 4 8 0



10
7
−1
0

 =

00
0

.
Μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι και κάθε στοιχείο του R4 της μορφής
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κ · (10, 7, −1, 0) = (10κ, 7κ, −κ, 0), κ ∈ R,

αποτελεί επίσης λύση του συστήματος, δηλαδή το σύστημα έχει άπειρες λύσεις. Πράγ-
ματι:

A


10κ
7κ
−κ
0

 = A
(
κ


10
7
−1
0

) = κ
(
A


10
7
−1
0

) = κ

00
0

 =

00
0

.
Τέλος το στοιχείο (−2, 1, 1, 0) ∈ R4, παρότι ικανοποιεί τις δύο πρώτες εξισώσεις δεν
είναι λύση του συστήματος, γιατί δεν ικανοποιεί την τρίτη εξίσωση:

−2 · (−2) + 4 · 1 + 8 · 1 6= 0.

Παρατηρήσεις 7.1.0.3
(α) Έστω A ∈ Mn×m(K), B ∈ Mn×1(K). Αν ο επαυξημένος πίνακας

[
A B

]
του γραμ-

μικού συστήματος AX = B έχει μία γραμμή της μορφής
[
0 0 · · · 0 c

]
, με

c 6= 0, τότε το σύστημα είναι ασύμβατο.

(β) Αν A ∈ Mn×m(K) και B ∈ Mn×1(K), είδαμε ότι το σύνολο των λύσεων του AX = B
είναι υποσύνολο τουKm. Ας δούμε τη δομή τουKm λίγο πιο προσεκτικά. Είναι φανερό
ότι η συνάρτηση

φ :Mm×1(K) −→ Km,


ξ1
ξ2
...
ξm

 7→ (ξ1, ξ2, . . . , ξm)

είναι αμφιμονότιμη και επί. Η δομή, λοιπόν, τουMm×1(K) μεταφέρεται στοKm. Συγκε-
κριμένα, στο Km ορίζεται η πρόσθεση και ο βαθμωτός (σκαλινός) πολλαπλασιασμός
στοιχείου του K επί στοιχείο του Km, κατ’ αντιστοιχία των πράξεων στοMm×1(K),
• (a1, a2, . . . , am) + (b1, b2, . . . , bm) = (a1 + b1, a2 + b2, . . . , am + bm),
• κ · (a1, a2, . . . , am) = (κ a1, κ a2, . . . , κ am).
Για τα στοιχεία τουKm ορίζονται οι έννοιες της γραμμικής εξάρτησης ή ανεξαρτησίας,
όπως ακριβώς ορίζονται οι αντίστοιχες έννοιες για τα στοιχεία τουMm×1(K) (βλ.Ενό-
τητα 5.5).

(γ) Αν A ∈ Mn×m(K), τότε το ομογενές σύστημα AX = 0n×1 έχει πάντα την m-άδα
(0, 0, . . . , 0) ∈ Km ως λύση. Η λύση (0, 0, . . . , 0) ονομάζεται μηδενική λύση του ομο-
γενούς συστήματος AX = 0n×1. Το ερώτημα, λοιπόν, που τίθεται για τα ομογενή συ-
στήματα δεν αφορά τη συμβατότητά τους ή μη (γνωρίζουμε ότι τα συστήματα αυτά
είναι πάντα συμβατά), αλλά αν έχουν μία μόνο ή περισσότερες λύσεις. Το σύνολο των
λύσεων του ομογενούς συστήματος AX = 0n×1 ονομάζεται μηδενοχώρος του πίνακα
AAA, και συμβολίζεται με null(A):

null(A) =
{
(ν1, · · · , νm) ∈ Km : A

ν1...
νm

 =

 0
...
0

} ⊆ Km.

Σημειώνουμε ότι

(0, 0, . . . , 0) ∈ null(A) και άρα null(A) 6= ∅.
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Πρόταση 7.1.0.4 Έστω A∈Mn×m(K). Αν (p1, . . . , pm), (q1, . . . , qm) ∈ null(A), τότε
κ·(p1, . . . , pm) + λ·(q1, . . . , qm) ∈ null(A), για κ, λ ∈ K.

Απόδειξη. Έστω (p1, . . . , pm), (q1, . . . , qm) ∈ null(A). Επομένως

A

p1...
pm

 =

 0
...
0

 , A

 q1...
qm

 =

 0
...
0

 . (7.1.2)

Θα δείξουμε ότι κ·(p1, . . . , pm) + λ·(q1, . . . , qm) = (κ·p1+λ·q1, . . . , κ·pm+λ·qm) ∈ null(A), ή
ισοδύναμα ότι

A

 κ·p1+λ·q1...
κ·pm+λ·qm

 =

 0
...
0

 .
Πράγματι

A

 κ·p1+λ·q1...
κ·pm+λ·qm

 = A
(κ·p1...

κ·pm

+

λ·q1...
λ·qm

) = A

κ·p1...
κ·pm

+ A

λ·q1...
λ·qm

 =

= A
(
κ·

p1...
pm

)+ A
(
λ·

 q1...
qm

) = κ·A

p1...
pm

+ λ·A

 q1...
qm

 =====
(7.1.2)

= κ·

 0
...
0

+ λ·

 0
...
0

 =

 0
...
0

 .
Eπομένως κ·(p1, . . . , pm) + λ·(q1, . . . , qm) είναι λύση του AX = 0n×1. ■

Είναι εύκολο να δούμε ότι η Πρόταση 7.1.0.4 δεν γενικεύεται σε μη ομογενή συστήματα.
Προσπαθήστε να γράψετε ένα μη ομογενές σύστημα AX = B, με δύο εξισώσεις και δύο
αγνώστους και να δείξετε ότι αν (ξ1, ξ2) είναι μία λύση του AX = B, τότε 3(ξ1, ξ2) δεν είναι
λύση του ίδιου συστήματος. Θα κλείσουμε αυτήν την ενότητα με μία παρατήρηση.

Παρατήρηση 7.1.0.5 Έστω το ομογενές σύστημα AX = 0n×1, όπου A ∈ Mn×m(K). Αν
(ν1, . . . , νm) ∈ null(A), τότε κ · (ν1, . . . , νm) ∈ null(A), ∀κ ∈ K. Αν, λοιπόν, το K είναι
άπειρο, όπως το R ή το C και (ν1, . . . , νm) 6= (0, . . . , 0) είναι λύση του AX = 0n×1, τότε
όλα τα βαθμωτά πολλαπλάσια του (ν1, . . . , νm) είναι λύσεις και το AX = 0n×1 έχει άπειρες
λύσεις.

7.2 Γραμμικό σύστημα και ο χώρος των στηλών του πίνακα συντελεστών

Έστω A ∈Mn×m(K) και B ∈Mn×1(K). Θα μεταφράσουμε το πρόβλημα εύρεσης λύσεων
των γραμμικών συστημάτων AX = B και AX = 0 σε ερωτήματα αναφορικά με τον χώρο
που παράγεται από τις στήλες του A και τον μηδενοχώρο του. Έστω Σ1, . . . ,Σm οι στήλες
του πίνακα A. Αν

(ξ1, . . . , ξm) ∈ Km τότε A

 ξ1...
ξm

 = ξ1 · Σ1 + · · ·+ ξm · Σm.
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Έτσι, αν (ξ1, . . . , ξm) είναι λύση τουAX = B, αυτό σημαίνει ότιB γράφεται ως γραμμικός
συνδυασμός των στηλών του πίνακα A. Επιπλέον, αν (ν1, . . . , νm) ∈ null(A) αυτό σημαίνει
ότι

A

ν1...
νm

 =

 0
...
0

 και άρα ν1 · Σ1 + · · ·+ νm · Σm = 0n×1.

Αυτό σημαίνει όμως ότι οι στήλες του A είναι γραμμικά εξαρτημένες. Η αντίστροφη κατεύ-
θυνση αυτών των ισχυρισμών είναι άμεση. Προκύπτει λοιπόν η επόμενη πρόταση.

Πρόταση 7.2.0.1 Έστω A =
[
Σ1 · · · Σm

]
∈Mn×m(K) και B∈Mn×1(K).

(i) To σύστημα AX = B είναι συμβατό, αν και μόνο αν ο B γράφεται ως γραμμικός συν-
δυασμός των στηλών του πίνακα A. Έτσι αν

(ξ1, . . . , ξm) λύση του AX = B, τότε B = ξ1 · Σ1 + · · ·+ ξm · Σm.

(ii) Οι στήλες Σ1, . . . ,Σm του πίνακα A είναι γραμμικά εξαρτημένες, αν και μόνο αν
null(A) 6=

{
(0, . . . , 0)

}
. Επιπλέον, αν

(ν1, . . . , νm) ∈ null(A), τότε ν1 · Σ1 + · · ·+ νm · Σm = 0n×1.

Παράδειγμα 7.2.0.2 Έστω Σ1, Σ2, Σ3, Σ4 οι στήλες του πίνακα συντελεστών A του 3× 4-
γραμμικού συστήματος AX = B του Παραδείγματος 7.1.0.1,

Σ1 Σ2 Σ3 Σ4

A =

 3 −3 9 1
2 −2 6 1
−2 4 8 0

 , B =

24
2

 .
Στο Παράδειγμα 7.1.0.2.i είδαμε ότι το στοιχείο (7, 6, −1, 8) ∈ R4 αποτελεί λύση του συστή-
ματος AX = B, έτσι

B = 7· Σ1 + 6· Σ2 − Σ3 + 8· Σ4 .
Πράγματι, 24

2

 = 7

 3
2
−2

+ 6

−3−2
4

−
96
8

+ 8

11
0

 .
Στο Παράδειγμα 7.1.0.2.v είδαμε ότι το στοιχείο (10, 7, −1, 0) ∈ null(A) και άρα είναι λύση
του ομογενούς συστήματος AX = 03×1. Επομένως, οι στήλες του A είναι γραμμικά εξαρτη-
μένες και

10· Σ1 + 7· Σ2 − Σ3 + 0· Σ4 = 03×1 είναι σχέση γραμμικής εξάρτησης.
Πράγματι,

10

 3
2
−2

+ 7

−3−2
4

−
96
8

 =

00
0

 .

7.3 Επίλυση Γραμμικών Συστημάτων

Έστω A∈Mn×m(K), B ∈Mn×1(K) και έστω E ∈ Mn(K) ένας αντιστρέψιμος πίνακας. Ας
θεωρήσουμε τους πίνακες A′ = EA και B′ = EB. Είναι εύκολο να επιβεβαιώσουμε ότι τα
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γραμμικά συστήματα AX = B και A′X = B′ έχουν ακριβώς τις ίδιες λύσεις. Πράγματι, αν
(ξ1, . . . , ξm) είναι λύση του AX = B, τότε

A

 ξ1...
ξm

 = B ⇒ EA

 ξ1...
ξm

 = EB ⇒ A′

 ξ1...
ξm

 = B′ ,

άρα (ξ1, . . . , ξm) είναι λύση τουA′X = B′. Αντίστροφα, αν (ξ1, . . . , ξm) είναι λύση τουA′X =
B′ τότε

A′

 ξ1...
ξm

 = B′ ⇒ E−1A′

 ξ1...
ξm

 = E−1B′ ⇒ A

 ξ1...
ξm

 = B

και (ξ1, . . . , ξm) είναι λύση του AX = B. Aς εξετάσουμε τώρα τον επαυξημένο πίνακα[
A B

]
και την ε.κ.μ.γ.του

[
R B′

]
. Παρατηρούμε αρχικά ότι R = EA και ότι B′ = EB

για κάποιον αντιστρέψιμο πίνακαE ∈Mn(K) (βλ.Πρόταση 5.1.0.6). Επιπλέον, σημειώνουμε
ότι R είναι η ε.κ.μ.γ. του A. Επομένως, το σύστημα RX = B′ έχει ακριβώς τις ίδιες λύσεις
όπως το σύστημα AX = B. Αποδείξαμε λοιπόν το εξής:

Πρόταση 7.3.0.1 Θεωρούμε το γραμμικό σύστημα AX = B, όπου A ∈ Mn×m(K), B ∈
Mn×1(K) και έστω

[
R B′

]
η ε.κ.μ.γ.του επαυξημένου πίνακα

[
A B

]
. Τότε το σύστημα

AX = B έχει ακριβώς τις ίδιες λύσεις με το σύστημα RX = B′. Ειδικότερα, το σύστημα
AX = B είναι ασύμβατο, αν και μόνο αν το σύστημα RX = B′ είναι ασύμβατο.

Ο αλγόριθμος για την επίλυση του γραμμικού συστήματος AX = B βασίζεται σε αυτήν
την πρόταση.

Αλγόριθμος επίλυσης γραμμικών συστημάτων

Έστω A ∈ Mn×m(K), B ∈ Mn×1(K). Για τη λύση του συστήματος AX = B, όπου A ∈
Mn×m(K), B∈Mn×1(K), ακολουθούμε τα εξής βήματα:
• Εφαρμόζουμε στοιχειώδεις πράξεις γραμμών στον επαυξημένο πίνακα

[
A B

]
, ώστε

να μεταβούμε στον πίνακα
[
R B′

]
, όπου R είναι η ε.κ.μ.γ.του πίνακα A,[

A B
]
−→ · · · −→

[
R B′

]
.

• Αν κατά τη διαδικασία των γραμμοπράξεων προκύψει γραμμή της μορφής[
0 0 · · · 0 c

]
, c 6= 0,

το σύστημα AX = B είναι ασύμβατο, σταματάμε την επίλυση.
• Διαφορετικά, αν δεν έχει προκύψει γραμμή της παραπάνω μορφής, τότε βρίσκουμε τις
εξισώσεις που αντιστοιχούν στις μη μηδενικές γραμμές του

[
R B′

]
και τις λύνουμε ως

προς τους αγνώστους που στις αντίστοιχες στήλες του R υπάρχουν καθοδηγητικές μονά-
δες. Οι υπόλοιποι άγνωστοι γίνονται παράμετροι και μπορούν να λάβουν ελεύθερα οποια-
δήποτε τιμή από το K. Γράφουμε τις λύσεις του συστήματος ωςm-άδα.

Σημειώνουμε ότι όταν το σύστημαAX = B είναι συμβατό και
[
R B′

]
είναι η ε.κ.μ.γ. του[

A B
]
, τότε οι άγνωστοι που αντιστοιχούν στις στήλες τουR που δεν έχουν καθοδηγητική

μονάδα γίνονται παράμετροι και είναι ελεύθερες μεταβλητές.
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Πρόταση 7.3.0.2

(i) Έστω A∈Mn×m(K), B∈Mn×1(K). Το σύστημα AX = B είναι συμβατό, αν και μόνο
αν rank

( [
A B

] )
= rank(A).

(ii) ΑνA ∈Mn×m(K) και rank(A) = n, τότε το σύστημαAX = B είναι συμβατό για όλους
τους πίνακες B ∈Mn×1(K).

(iii) Αν A ∈ Mn×m(K), rank(A) = m και το σύστημα AX = B είναι συμβατό, τότε το
σύστημα AX = B έχει μοναδική λύση.

(iv) Αν rank(A) < m και το σύστημα AX = B είναι συμβατό, τότε

m− rank(A) = αριθμός παραμέτρων.

Επομένως, σε αυτήν την περίπτωση, όταν K = R ή K = C, τότε το σύστημα AX = B
έχει άπειρες λύσεις.

Απόδειξη. Θα αποδείξουμε τον πρώτο ισχυρισμό, όλοι οι υπόλοιποι είναι άμεσες συνέπειες
της θεωρίας που έχουμε αναπτύξει. Έστω

[
R B′

]
η ε.κ.μ.γ. του

[
A B

]
. Παρατηρούμε

ότι rank
( [
A B

] )
= rank(

[
R B′

]
), ενώ rank(A) = rank(R). Επιπλέον, είδαμε ότι το

σύστημαAX = B είναι συμβατό, αν και μόνο αν το σύστημαRX = B′ είναι συμβατό. Μένει
λοιπόν να επιβεβαιώσουμε ότι το σύστημα RX = B′ είναι συμβατό, αν και μόνο αν

rank
( [
R B′

] )
= rank(R).

Όμως
rank(R) ≤ rank

( [
R B′

] )
≤ rank(R) + 1

και ο μόνος τρόπος για να ισχύει

rank(R) < rank
( [
R B′

] )
είναι να υπάρχει μία γραμμή της μορφής[

0 0 · · · 0 1
]

δηλ. αν και μόνo αν το σύστημα RX = B′ είναι ασύμβατο. ■

Στα επόμενα παραδείγματα παίρνουμε το σώμα K να είναι το R.

Παραδείγματα 7.3.0.3

i. Λύνουμε το 3× 3-γραμμικό σύστημα του Παραδείγματος 7.1.0.2.ii,
2x+ 5y − 13z = 1000

3x− 9y + 3z = 0

−5x+ 6y + 8z =−600


ΈστωA ο πίνακας συντελεστών καιB ο πίνακας των σταθερών όρων του συστήματος.
Εφαρμόζουμε γραμμοπράξεις στον επαυξημένο πίνακα

[
A B

]
ώστε να φέρουμε τον

A σε ε.κ.μ.γ.

[
A B

]
=

 2 5 −13 1000
3 −9 3 0
−5 6 8 −600

 Γ2→ 1
3
·Γ2−−−−−−→

 2 5 −13 1000
1 −3 1 0
−5 6 8 −600

 Γ1↔Γ2−−−−−→
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−→

 1 −3 1 0
2 5 −13 1000
−5 6 8 −600

 Γ2→Γ2−2·Γ1−−−−−−−−→
Γ3→Γ3+5·Γ1

 1 −3 1 0
0 11 −15 1000
0 −9 13 −600

 Γ2→Γ2+Γ3−−−−−−−→

−→

 1 −3 1 0
0 2 −2 400
0 −9 13 −600

 Γ2→ 1
2
·Γ2−−−−−−→

 1 −3 1 0

0 1 −1 200
0 −9 13 −600

 Γ3→Γ3+9·Γ2−−−−−−−−→

−→

 1 −3 1 0

0 1 −1 200
0 0 4 1200

 Γ3→ 1
4
·Γ3−−−−−−→

 1 −3 1 0

0 1 −1 200

0 0 1 300

 Γ2→Γ2+Γ3−−−−−−−→
Γ1→Γ1−Γ3

−→

 1 −3 0 −300
0 1 0 500

0 0 1 300

 Γ1→Γ1+3·Γ2−−−−−−−−→

 1 0 0 1200

0 1 0 500

0 0 1 300

 , επομένως

AX = B ⇔


x = 1200

y = 500

z = 300


και το σύστημα έχει μοναδική λύση, την τριάδα (x, y, z) = (1200, 500, 300). Παρατη-
ρούμε ότι

• rank
( [
A B

] )
= rank(A) = 3 (συνθήκη για να είναι ένα σύστημα AX = B

συμβατό),
• rank(A) = 3 = πλήθος αγνώστων (συνθήκη για να έχει ένα συμβατό σύστημα
AX = B μοναδική λύση).

ii. Έστω το 3× 4-γραμμικό σύστημα του Παραδείγματος 7.1.0.1,
3x1 − 3x2 + 9x3 + x4 = 2

2x1 − 2x2 + 6x3 + x4 = 4

−2x1 + 4x2 + 8x3 = 2

⇔ AX = B, A =

 3 −3 9 1
2 −2 6 1
−2 4 8 0

, B =

24
2

.
Αρχικά θα λύσουμε το αντίστοιχο ομογενές AX = 03×1 του συστήματος AX = B. Θα
εφαρμόσουμε στοιχειώδεις πράξεις στις γραμμές του επαυξημένου πίνακα

[
A 03×1

]
ώστε να φέρουμε τον A σε ε.κ.μ.γ. Επειδή οι γραμμοπράξεις δεν επηρεάζουν τα στοι-
χεία της μηδενικής στήλης 03×1, μπορούμε να δουλέψουμε μόνο με τον πίνακα A:

A
Γ1→Γ1+Γ3−−−−−−−→
Γ2→Γ2+Γ3

 1 1 17 1
0 2 14 1
−2 4 8 0

 Γ3→Γ3+2·Γ1−−−−−−−−→

 1 1 17 1
0 2 14 1
0 6 42 2

 Γ3→Γ3−3·Γ2−−−−−−−−→

−→

 1 1 17 1
0 2 14 1
0 0 0 −1

 Γ3→−Γ3−−−−−−→
Γ2→ 1

2
·Γ2

 1 1 17 1

0 1 7 1/2

0 0 0 1

 Γ2→Γ2− 1
2
·Γ3−−−−−−−−→

Γ1→Γ1−Γ3

−→

 1 1 17 0

0 1 7 0

0 0 0 1

 Γ1→Γ1−Γ2−−−−−−−→

 1 0 10 0

0 1 7 0

0 0 0 1

= R, η ε.κ.μ.γ.του πίνακα A.

Λύνουμε τις εξισώσεις του συστήματος RX = 03×1 ως προς τους αγνώστους x1, x2, x4,
που στις αντίστοιχες στήλες του πίνακα R υπάρχουν καθοδηγητικές μονάδες. Η 3η
στήλη του R δεν έχει καθοδηγητική μονάδα, έτσι ο αντίστοιχος άγνωστος x3 θα γίνει
παράμετρος, x3∈R :
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AX = 03×1 ⇔ RX = 03×1 ⇔


x1 +10 x3 = 0

x2+ 7 x3 = 0
x4 = 0

 ⇔

x1 = −10 x3
x2 = − 7 x3
x4 = 0


Η ελεύθερη μεταβλητή x3 θα είναι παράμετρος: έστω x3 = t. Το σύστημα AX = 03×1
έχει άπειρες λύσεις της μορφής

(−10t, −7t, t, 0) ∈ R4, t∈R,
και το σύνολο λύσεων του AX = 03×1 είναι ο μηδενοχώρος του πίνακα A,

null(A) =
{
(−10t, −7t, t, 0) : t∈R} =

{
t · (−10, −7, 1, 0) : t∈R} ⊆ R4.

Παρατηρούμε ότι ο null(A) αποτελείται από τα βαθμωτά πολλαπλάσια (τους γραμμι-
κούς συνδυασμούς) του (−10, −7, 1, 0)∈R4. Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι το στοιχείο
(−10, −7, 1, 0) παράγει τον null(A).
Λύνουμε το σύστημα AX = B εφαρμόζοντας στον επαυξημένο πίνακα

[
A B

]
τις

ίδιες ακριβώς γραμμοπράξεις που κάναμε προηγουμένως στον A. Θα μεταβούμε στον
παρακάτω πίνακα

[
R B′

]
:

[
A B

]
=

 3 −3 9 1 2
2 −2 6 1 4
−2 4 8 0 2

 −→ · · · −→
 1 0 10 0 −3

0 1 7 0 −1
0 0 0 1 8

 =
[
R B′

]
,

AX = B ⇔


x1 +10 x3 = −3

x2+ 7 x3 = −1
x4 = 8

 ⇔

x1 = −3− 10 x3
x2 = −1− 7 x3
x4 = 8


Η ελεύθερη μεταβλητή x3 θα είναι παράμετρος: έστω x3 = t. Έτσι το σύνολο των άπει-
ρων λύσεων του συστήματος AX = B είναι το παρακάτω υποσύνολο του R4 :{

(−3− 10t, −1− 7t, t, 8) : t∈R} =
=
{
(−3, −1, 0, 8) + (−10t, −7t, t, 0) : t∈R} =
=
{
(−3, −1, 0, 8) + u : u∈null(A)}.

Όταν t = 0, παίρνουμε τη λύση (−3, −1, 0, 8) του συστήματος AX = B, ενώ όταν
t = −1 παίρνουμε τη λύση (7, 6, −1, 8) αντίστοιχα (βλ.Παράδειγμα 7.1.0.2.i). Παρα-
τηρήστε ότι

• rank
( [
A B

] )
= rank(A) = 3 < πλήθος 4 αγνώστων (συνθήκη για να έχει ένα

σύστημα AX = B άπειρες λύσεις),
• πλήθος παραμέτρων = πλήθος αγνώστων − rank(A) = 4− 3 = 1,
• το σύνολο των λύσεων του συστήματος AX = B προκύπτει αν προσθέσουμε τη
λύση (−3, −1, 0, 8) του AX = B σε κάθε λύση (−10t, −7t, t, 0) ∈ null(A) του
αντίστοιχου ομογενούς συστήματος AX = 03×1.

iii. Στο παράδειγμα αυτό θα επιλύσουμε ταυτόχρονα γραμμικά συστήματα που έχουν τον
ίδιο πίνακα συντελεστών. Θεωρούμε τους πίνακες

A =


1 0 2 1 −3
0 1 −1 0 1
1 0 2 2 −5
1 −1 3 1 −4

, B =


−3
1
−8
−4

, C =


3
−1
2
6

.
Θα λύσουμε ταυτόχρονα τα 4× 5-γραμμικά συστήματα
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α) AX = 04×1, β) AX = B, γ) AX = C.
Αρκεί να εφαρμόσουμε γραμμοπράξεις στον επαυξημένο πίνακα

[
A 04×1 B C

]
ώστε να φέρουμε τον A σε ε.κ.μ.γ. Όπως είδαμε και στο προηγούμενο παράδειγμα,
μπορούμε να αφαιρέσουμε τη στήλη 04×1, αφού οι γραμμοπράξεις δεν επηρεάζουν τα
στοιχεία της.

[
A B C

]
=


1 0 2 1 −3 −3 3
0 1 −1 0 1 1 −1
1 0 2 2 −5 −8 2
1 −1 3 1 −4 −4 6

 Γ3→Γ3−Γ1−−−−−−−→
Γ4→Γ4−Γ1


1 0 2 1−3 −3 3

0 1 −1 0 1 1 −1
0 0 0 1−2 −5 −1
0−1 1 0−1 −1 3


Γ4→Γ4+Γ2−−−−−−−→


1 0 2 1 −3 −3 3

0 1 −1 0 1 1 −1
0 0 0 1 −2 −5 −1
0 0 0 0 0 0 2

 Γ1→Γ1−Γ3−−−−−−−→


1 0 2 0 −1 2 4

0 1 −1 0 1 1 −1
0 0 0 1 −2 −5 −1
0 0 0 0 0 0 2



α) AX = 04×1 ⇔


x1 +2 x3 − x5 = 0

x2− x3 + x5 = 0
x4−2 x5 = 0

0 = 0

 ⇔

x1 = −2 x3 + x5
x2 = x3 − x5
x4 = 2 x5


Οι άγνωστοι x3, x5 είναι ελεύθερες μεταβλητές. Θέτουμε x3 = t, x5 = s. Το σύνολο των
λύσεων του ομογενούς συστήματος AX = 04×1 είναι το σύνολο

null(A) =
{
(−2t+ s, t− s, t, 2s, s) : t, s∈R} =

=
{
(−2t, t, t, 0, 0) + (s, −s, 0, 2s, s) : t, s∈R} =

=
{
t · (−2, 1, 1, 0, 0) + s · (1, −1, 0, 2, 1) : t, s∈R} ⊆ R5.

Παρατηρούμε ότι

• rank(A) < πλήθος αγνώστων (συνθήκη για να έχει ένα ομογενές σύστημα AX =
0n×1 άπειρες λύσεις),

• πλήθος παραμέτρων = πλήθος αγνώστων − rank(A) = 5− 3 = 2,
• null(A) = σύνολο των γραμμικών συνδυασμών των στοιχείων (−2, 1, 1, 0, 0),
(1, −1, 0, 2, 1) του R5, λέμε ότι τα δύο αυτά στοιχεία παράγουν τον null(A).

• πλήθος στοιχείων που παράγουν τον null(A) = πλήθος παραμέτρων.

β) AX = B ⇔


x1 +2 x3 − x5 = 2

x2− x3 + x5 = 1
x4−2 x5 =−5

0 = 0

 ⇔

x1 = 2− 2 x3 + x5
x2 = 1 + x3 − x5
x4 = −5 + 2 x5


Θέτουμε x3 = t, x5 = s. Το σύνολο των λύσεων του συστήματος AX = B είναι το{

(2− 2t+ s, 1 + t− s, t, −5 + 2s, s) : t, s∈R} =
=
{
(2, 1, 0, −5, 0) + (−2t+ s, t− s, t, 2s, s) : t, s∈R} =

=
{
(2, 1, 0, −5, 0) + u : u∈null(A)} ⊆ R5.

γ) AX = C ⇔


x1 +2 x3 − x5 = 4

x2− x3 + x5 =−1
x4−2 x5 =−1

0 = 2

, άρα το AX = C είναι ασύμβατο.

Παρατηρούμε ότι 4 = rank
( [
A C

] )
> rank(A) = 3.
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Στην τελευταία πρόταση αυτής της ενότητας μελετάμε τη σχέση ανάμεσα στις πολλαπλές
τυχόν λύσεις ενός συμβατού συστήματος και αποδεικνύουμε ότι διαφέρουν κατά ένα στοιχείο
του μηδενοχώρου του πίνακα των συντελεστών του συστήματος.

Πρόταση 7.3.0.4 Έστω S το σύνολο των λύσεων του συμβατού γραμμικού συστήματος
AX = B, όπου A ∈Mn×m(K). Aν (ζ1, . . . , ζm) ∈ S, τότε

S =
{
(ζ1, . . . , ζm) + (ν1, . . . , νm) : (ν1, . . . , νm)∈null(A)

}
.

Απόδειξη.Έστω P =
{
(ζ1, . . . , ζm)+ (ν1, . . . , νm) : (ν1, . . . , νm)∈null(A)

}
. Θα δείξουμε ότι

P ⊆ S και S ⊆ P , έτσι θα προκύψει το ζητούμενο S = P .
Έστω (ν1, . . . , νm)∈ null(A) και (ζ1, . . . , ζm) + (ν1, . . . , νm) = (ζ1 + ν1, . . . , ζm + νm) ένα

τυχαίο στοιχείο του P . Τότε

A

 ζ1 + ν1
...

ζm + νm

 = A
( ζ1...

ζm

+

ν1...
νm

) = A

 ζ1...
ζm

+ A

ν1...
νm

 = B + 0n×1 = B ⇒

⇒ (ζ1 + ν1, . . . , ζm + νm) ∈ S.
Δείξαμε ότι P ⊆ S. Έστω τώρα ότι (ξ1, . . . , ξm) είναι τυχαία λύση του συστήματος AX = B,
δηλ. (ξ1, . . . , ξm) ∈ S. Θα δείξουμε ότι η διαφορά

(ξ1, . . . , ξm)− (ζ1, . . . , ζm) = (ξ1 − ζ1, . . . , ξm − ζm) ∈ null(A).
Τότε όμως θα έχουμε ότι

(ξ1, . . . , ξm) = (ζ1, . . . , ζm) +
(
(ξ1, . . . , ξm)− (ζ1, . . . , ζm)

)
∈ P ,

και επομένως θα έχουμε δείξει ότι S ⊆ P . Πράγματι:

A

ξ1 − ζ1...
ξm−ζm

 = A
( ξ1...

ξm

−
 ζ1...
ζm

) = A

 ξ1...
ξm

−A
 ζ1...
ζm

 = B − B = 0n×1 .

Eπομένως S = P και η απόδειξη ολοκληρώθηκε. ■

Αξίζει να τονίσουμε ότι παίρνουμε το ίδιο σύνολο S, όποια συγκεκριμένη λύση (ζ1, . . . , ζm)
και να επιλέξουμε, αρκεί να προσθέσουμε σε αυτήν όλα τα στοιχεία του null(A). Συγκεντρώ-
νουμε τα συμπεράσματά μας στο επόμενο πόρισμα.

Πόρισμα 7.3.0.5 Έστω A∈Mn×m(K), B∈Mn×1(K).
(i) Οι επόμενες προτάσεις είναι ισοδύναμες.
• Το ομογενές n×m-γραμμικό σύστημα AX = 0n×1 έχει μοναδική λύση (τη μηδενική).

• null(A) =
{
(0, . . . , 0)

}
.

• rank(A) =m.

(ii) AX = B έχει μοναδική λύση αν και μόνο αν rank
( [
A B

] )
= rank(A) = m.

7.4 Τετραγωνικά Γραμμικά Συστήματα

Θα επικεντρωθούμε σε αυτήν την ενότητα στην περίπτωση των συστημάτων με n εξισώσεις
και n αγνώστους. ΈστωAX = B ένα γραμμικό σύστημα, όπουA∈Mn(K) καιB∈Mn×1(K).



198 ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ

Είναι φανερό ότι αν A είναι αντιστρέψιμος πίνακας, τότε AX = B είναι συμβατό, όποιο και
να είναι το B και μάλιστα η λύση δίνεται ως το γινόμενο

Ξ = A−1B .

Σημειώνουμε ότι στην περίπτωση αυτή det(A) 6= 0 και rank(A) = n. Επιπλέον,

null(A) = {(0, . . . , 0)} .

Αν όμως ο A δεν είναι αντιστρέψιμος, τότε det(A) = 0, ισοδύναμα rank(A) < n και προκύ-
πτουν οι υποπεριπτώσεις:

• rank
( [
A B

] )
= rank(A) + 1 και επομένως το σύστημα AX = B είναι ασύμβατο

(Πρόταση 7.3.0.2.i),

• rank
( [
A B

] )
= rank(A). Στην περίπτωση αυτή, το σύστημα AX = B είναι συμ-

βατό και το σύνολο των λύσεων καθορίζεται από n− rank(A) παραμέτρους (Πρόταση
7.3.0.2.iv).

Η μέθοδος του Cramer μας επιτρέπει να υπολογίσουμε μεμονωμένες συντεταγμένες της
μοναδικής λύσης του συστήματος AX = B, όταν ο πίνακας των συντελεστών A είναι αντι-
στρέψιμος. Η μέθοδος είναι κυρίως χρήσιμη για θεωρητικούς λόγους, καθώς συνήθως προκύ-
πτουν πολλές πράξεις κατά τη χρήση της. Πριν δώσουμε την περιγραφή της μεθόδου, δίνουμε
τον απαραίτητο συμβολισμό. Με A(i, B) συμβολίζουμε τον n×n-πίνακα που προκύπτει από
τον A αν αντικαταστήσουμε την i-στήλη του A με τη στήλη B, i = 1, . . . , n.

Παράδειγμα 7.4.0.1 Έστω

A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 , B =

b1b2
β3

 .

Τότε

A(1, B) =

b1 a12 a13
b2 a22 a23
b3 a32 a33

 , A(2, B) =

a11 b1 a13
a21 b2 a23
a31 b3 a33

 , A(3, B) =

a11 a12 b1
a21 a22 b2
a31 a32 b3

 .

Η μέθοδος του Cramer εκφράζει τις συντεταγμένες των λύσεων τουAX = B ως κλάσματα
με αριθμητές τις ορίζουσες των πινάκων A(i, B).

Πρόταση 7.4.0.2 (Mέθοδος του Cramer) Αν o A ∈ Mn(K) είναι αντιστρέψιμος και ο B ∈
Mn×1(K), τότε το γραμμικό σύστημα AX = B έχει μοναδική λύση (ξ1, . . . , ξn) ∈ Kn, όπου

ξ1 =
det
(
A(1, B)

)
det(A) , ξ2 =

det
(
A(2, B)

)
det(A) , . . . , ξn =

det
(
A(n,B)

)
det(A) .

Απόδειξη.Θα δούμε την απόδειξη στην περίπτωση πουA =
(
aij
)
∈M3(K), καθώς η γενική

περίπτωση γίνεται αντίστοιχα. Έστω, λοιπόν, το σύστημα AX = B. Αφού det(A) 6= 0 και ο
A είναι αντιστρέψιμος, η μοναδική λύση του AX = B δίνεται από το γινόμενο

Ξ = A−1B .

Θυμίζουμε ότι ο αντίστροφος του A προκύπτει από τη σχέση
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A−1 =
1

det(A) adj(A) = 1

det(A)

A11 A21 A31

A12 A22 A32

A13 A23 A33

 .

Επομένωςξ1ξ2
ξ3

= 1

det(A)

A11 A21 A31

A12 A22 A32

A13 A23 A33

b1b2
b3

 =
1

det(A)

b1A11 + b2A21 + b3A31

b1A12 + b2A22 + b3A32

b1A13 + b2A23 + b3A33


Όμως

det
[
A(1, B)

]
=

∣∣∣∣∣∣
b1 a12 a13
b2 a22 a23
b3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = b1A11 + b2A21 + b3A31

det
[
A(2, B)

]
=

∣∣∣∣∣∣
a11 b1 a13
a21 b2 a23
a31 b3 a33

∣∣∣∣∣∣ = b1A12 + b2A22 + b3A32

det
[
A(3, B)

]
=

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 b1
a21 a22 b2
a31 a32 b3

∣∣∣∣∣∣ = b1A13 + b2A23 + b3A33.

Άρα ξ1ξ2
ξ3

= 1

det(A)

 det
[
A(1, B)

]
det
[
A(2, B)

]
det
[
A(3, B)

]
.

και η μοναδική λύση του συστήματος δίνεται από τις σχέσεις

ξ1 =
det
[
A(1, B)

]
det(A) , ξ2 =

det
[
A(2, B)

]
det(A) , ξ3 =

det
[
A(3, B)

]
det(A) .

Η γενική περίπτωση γίνεται ακριβώς με τον ίδιο τρόπο. ■

Παραδείγματα 7.4.0.3

i. Έστω το 3× 3-γραμμικό σύστημα που λύσαμε στο Παράδειγμα 7.3.0.3.i,
2x+ 5y − 13z = 1000

3x− 9y + 3z = 0

−5x+ 6y + 8z =−600

 ⇔ AX = B, A =

 2 5 −13
3 −9 3
−5 6 8

 , B =

 1000
0

−600

 .
Θα λύσουμε το σύστημα AX = B με τη μέθοδο του Cramer. Έχουμε:

det(A) =

∣∣∣∣∣∣
2 5−13
3−9 3
−5 6 8

∣∣∣∣∣∣ Σ2→Σ2+3·Σ1==========
Σ3→Σ3−Σ1

∣∣∣∣∣∣
2 11−15
3 0 0
−5 −9 13

∣∣∣∣∣∣ = −3
∣∣∣∣ 11−15−9 13

∣∣∣∣ =−3 · 8 6= 0.

Συμπεραίνουμε ότι το σύστημα έχει μοναδική λύση. Υπολογίζουμε τις παρακάτω ορί-
ζουσες:

det
[
A(1, B)

]
=

∣∣∣∣∣∣
1000 5−13
0 −9 3

−600 6 8

∣∣∣∣∣∣ Σ2→Σ2+3·Σ3==========

∣∣∣∣∣∣
1000−34−13
0 0 3

−600 30 8

∣∣∣∣∣∣ = −3
∣∣∣∣ 1000−34−600 30

∣∣∣∣ =
= −3 · 9600,
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det
[
A(2, B)

]
=

∣∣∣∣∣∣
2 1000−13
3 0 3
−5 −600 8

∣∣∣∣∣∣ Σ3→Σ3−Σ1=========

∣∣∣∣∣∣
2 1000−15
3 0 0
−5 −600 13

∣∣∣∣∣∣ = −3
∣∣∣∣ 1000−15
−600 13

∣∣∣∣ =
= −3 · 4000,

det
[
A(3, B)

]
=

∣∣∣∣∣∣
2 5 1000
3−9 0
−5 6 −600

∣∣∣∣∣∣ Σ2→Σ2+3·Σ1==========

∣∣∣∣∣∣
2 11 1000
3 0 0
−5 −9 −600

∣∣∣∣∣∣ = −3
∣∣∣∣ 11 1000
−9 −600

∣∣∣∣ =
= −3 · 2400.
Η μοναδική λύση του συστήματος δίνεται από τις σχέσεις

x =
det
[
A(1, B)

]
det(A) = 1200, y =

det
[
A(2, B)

]
det(A) = 500, z =

det
[
A(3, B)

]
det(A) = 300.

ii. Θα λύσουμε το 2× 2-γραμμικό σύστημα{
λx− y = λ− 1

λ2x− 2y = λ

}
⇔ AλX = Bλ, Aλ =

[
λ −1
λ2 −2

]
, Bλ =

[
λ− 1
λ

]
,

για τις διάφορες τιμές του λ ∈ R. Υπολογίζουμε τις ορίζουσες

|Aλ| =
∣∣∣∣ λ −1
λ2 −2

∣∣∣∣ = −2λ+ λ2 = −λ(λ− 2),

∣∣Aλ(1, Bλ)
∣∣ = ∣∣∣∣λ− 1 −1

λ −2

∣∣∣∣ = −2λ+ 2 + λ = −(λ− 2),

∣∣Aλ(2, Bλ)
∣∣ = ∣∣∣∣ λ λ− 1

λ2 λ

∣∣∣∣ = λ2 − λ3 + λ2 = −λ2(λ− 2).

Διακρίνουμε τις παρακάτω δύο περιπτώσεις:
α. |Aλ| 6= 0 ⇔ λ 6= 0, λ 6= 2. Το σύστημα AλX = Bλ έχει μοναδική λύση,

(x, y) =
( ∣∣Aλ(1, Bλ)

∣∣
|Aλ|

,

∣∣Aλ(2, Bλ)
∣∣

|Aλ|

)
=
(
− 1

λ
, −λ

)
∈ R2.

β. |Aλ| = 0 ⇔ λ = 0 ή λ = 2, τότε rank(Aλ) < 2 και το σύστημα μπορεί να είναι
ασύμβατο ή να έχει άπειρες λύσεις. Η ορίζουσα |Aλ| μηδενίζεται για δύο τιμές του λ,
έτσι προκύπτουν δύο υποπεριπτώσεις:

• λ = 0.Λύνουμε το σύστημαA0X = B0 εφαρμόζοντας γραμμοπράξεις στον επαυ-
ξημένο πίνακα του συστήματος,[
A0 B0

]
=

[
0 −1 −1
0 −2 0

]
−→

[
0 −1 −1
0 0 2

]
−→

[
0 1 1

0 0 1

]
.

Παρατηρούμε ότι 2 = rank
( [
A0 B0

] )
6= rank(A) = 1 και το σύστημα

A0X = B0 είναι ασύμβατο.
• λ = 2. Λύνουμε όμοια το σύστημα A2X = B2. Θα διαπιστώσουμε ότι το σύστημα
έχει άπειρες λύσεις:[
A2 B2

]
=

[
2 −1 1
4 −2 2

]
−→

[
2 −1 1
0 0 0

]
−→

[
1 −1/2 1/2
0 0 0

]
,

A2X = B2 ⇔
{
x− y/2 = 1/2

0 = 0

}
⇔ x = y/2 + 1/2, y ∈ R.

Το σύνολο των άπειρων λύσεων του συστήματος A2X = B2 είναι το{
(y/2 + 1/2, y) : y ∈ R

}
.
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7.5 Διερεύνηση Γραμμικών Συστημάτων

Για τα επόμενα διαγράμματα θεωρούμε ότι K = R ή K = C. Έστω A ∈ Mn×m(K), B ∈
Mn×1(K). Στα διαγράμματα αποτυπώνουμε τα συμπεράσματά μας για το πότε ένα γραμμικό
σύστημα AX = B είναι συμβατό ή ασύμβατo, καθώς και για το πλήθος των λύσεων που έχει
στην περίπτωση που είναι συμβατό.

n×m - γραμμικό σύστημαn×m - γραμμικό σύστημαn×m - γραμμικό σύστημα AX = BAX = BAX = B

nnn = πλήθος εξισώσεων
mmm = πλήθος αγνώστων

rank( [A |B ] ) 6= rank(A)rank( [A |B ] ) 6= rank(A)rank( [A |B ] ) 6= rank(A) rank( [A |B ] ) = rank(A)rank( [A |B ] ) = rank(A)rank( [A |B ] ) = rank(A)

( rank( [A |B ] )= rank(A)+1 ) συμβατόσυμβατόσυμβατό
ασύμβατοασύμβατοασύμβατο

rank(A) = πλήθος αγνώστωνrank(A) = πλήθος αγνώστωνrank(A) = πλήθος αγνώστων rank(A) < πλήθος αγνώστωνrank(A) < πλήθος αγνώστωνrank(A) < πλήθος αγνώστων
μοναδική λύσημοναδική λύσημοναδική λύση άπειρες λύσειςάπειρες λύσειςάπειρες λύσεις

( σε κάθε στήλη αντιστοιχεί πλήθος παραμέτρων =πλήθος παραμέτρων =πλήθος παραμέτρων =
καθοδηγητική μονάδα ) πλήθος αγνώστων− rank(A)πλήθος αγνώστων− rank(A)πλήθος αγνώστων− rank(A)

( παράμετροι −→−→−→ άγνωστοι που στις
αντίστοιχες στήλες ∄ καθ. μονάδα )

ΕΙΔΙΚΕΣ ΠΕΡΙΠΤΩΣΕΙΣ
Α Ομογενές n×m - γραμμικό σύστημα AX = 0n×1Ομογενές n×m - γραμμικό σύστημα AX = 0n×1Ομογενές n×m - γραμμικό σύστημα AX = 0n×1 (B = 0n×1)

Ισχύει rank( [A | 0n×1 ] ) = rank(A) και είναι πάντα συμβατό.
AX = 0n×1AX = 0n×1AX = 0n×1

rank(A) = πλήθος αγνώστων mrank(A) = πλήθος αγνώστων mrank(A) = πλήθος αγνώστων m rank(A) < πλήθος αγνώστων mrank(A) < πλήθος αγνώστων mrank(A) < πλήθος αγνώστων m
μοναδική λύσημοναδική λύσημοναδική λύση άπειρες λύσειςάπειρες λύσειςάπειρες λύσεις
η μηδενική πλήθος παραμέτρων =πλήθος παραμέτρων =πλήθος παραμέτρων =

(x1, . . . , xm) = (0, . . . , 0) m− rank(A)m− rank(A)m− rank(A)

Β Τετραγωνικό n× n - γραμμικό σύστημα AX = BΤετραγωνικό n× n - γραμμικό σύστημα AX = BΤετραγωνικό n× n - γραμμικό σύστημα AX = B (m = n)

AX = BAX = BAX = B A∈Mn(K)A∈Mn(K)A∈Mn(K)

det(A) 6= 0det(A) 6= 0det(A) 6= 0 ( rank(A)=n ) det(A) = 0det(A) = 0det(A) = 0 ( rank(A)<n )

μοναδική λύσημοναδική λύσημοναδική λύση
(x1, . . . , xn), με

xi =
det
[
A(i, B)

]
det(A)

xi =
det
[
A(i, B)

]
det(A)xi =

det
[
A(i, B)

]
det(A)

A(i,B) −→ αντικαθιστούμε την
i-στήλη του A με τη στήλη B

(μέθοδος Cramer)

rank( [A |B ] ) 6= rank(A)rank( [A |B ] ) 6= rank(A)rank( [A |B ] ) 6= rank(A) rank( [A |B ] ) = rank(A)rank( [A |B ] ) = rank(A)rank( [A |B ] ) = rank(A)

ασύμβατοασύμβατοασύμβατο άπειρες λύσειςάπειρες λύσειςάπειρες λύσεις
πλήθος παραμέτρων =πλήθος παραμέτρων =πλήθος παραμέτρων =

πλήθος αγνώστων n− rank(A)πλήθος αγνώστων n− rank(A)πλήθος αγνώστων n− rank(A)
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Γ n×m - γρ. σύστημα AX = B με rank(A) = πλήθος εξισώσεων nn×m - γρ. σύστημα AX = B με rank(A) = πλήθος εξισώσεων nn×m - γρ. σύστημα AX = B με rank(A) = πλήθος εξισώσεων n (τότε n ≤ m)
rank( [A |B ] ) = rank(A) = πλήθος γραμμών των δύο πινάκων και είναι συμβατό.

AX = BAX = BAX = B rank(A) = πλήθος εξισώσεων nrank(A) = πλήθος εξισώσεων nrank(A) = πλήθος εξισώσεων n
συμβατόσυμβατόσυμβατό

n = mn = mn = m n < mn < mn < m

μοναδική λύσημοναδική λύσημοναδική λύση άπειρες λύσειςάπειρες λύσειςάπειρες λύσεις
πλήθος παραμέτρων = m - nπλήθος παραμέτρων = m - nπλήθος παραμέτρων = m - n

Παραδείγματα 7.5.0.1
i. Ένα ομογενές 3 × 4-γραμμικό σύστημα AX = 03×1, όπου A ∈M3×4(R), έχει πάντα
άπειρες λύσεις, αφού

A∈M3×4(R) ⇒ rank(A) ≤ 3 < πλήθος αγνώστων = 4.

ii. Ένα 3× 2-γραμμικό σύστημα AX = B, A∈M3×2(R), B∈M3×1(R), με
det
(
[A |B ]

)
6= 0

είναι πάντα ασύμβατο γιατί rank
(
[A |B ]

)
6= rank(A). Πράγματι:

• det
(
[A |B ]

)
6= 0 ⇒ rank

(
[A |B ]

)
= 3,

• ενώ A∈M3×2(R) μας δίνει ότι rank(A) ≤ 2.

Κατά συνέπεια rank
(
[A |B ]

)
6= rank(A). Σημειώνουμε, επιπλέον, ότι από τη σχέση

rank
(
[A |B ]

)
= 3

μπορούμε να συμπεράνουμε ότι η βαθμίδα rank(A) είναι ακριβώς ίση με 2. Μπορείτε
να δείτε το γιατί;

iii. Ένα 4× 4-γραμμικό σύστημα AX = B, A∈M4(R), B∈M4×1(R), με
rank

(
[A |B ]

)
= 4

δεν έχει ποτέ άπειρες λύσεις. Πράγματι, παρατηρούμε ότι η βαθμίδα του A μπορεί να
πάρει ακριβώς μία από τις δύο τιμές: 4, 3 (μπορείτε να δείτε το γιατί;). Στην πρώτη
περίπτωση το σύστημα έχει μοναδική λύση, στη δεύτερη περίπτωση το σύστημα είναι
ασύμβατο. Αναλυτικά:

• το σύστημα έχει μοναδική λύση όταν rank(A) = 4, όταν δηλαδή η βαθμίδα του
A έχει τη μέγιστη δυνατή τιμή (το πλήθος των αγνώστων του συστήματος),

• το σύστημα είναι ασύμβατο όταν rank(A) < 4, αφού rank
(
[A |B ]

)
6= rank(A).

iv. Ένα 4 × 5-γραμμικό σύστημα AX = B, A ∈ M4×5(R), B ∈ M4×1(R), δεν έχει ποτέ
μοναδική λύση, γιατί

A∈M4×5(R) ⇒ rank(A) ≤ 4 < πλήθος αγνώστων = 5.
Έτσι το σύστημα είναι ασύμβατο, όταν rank

(
[A |B ]

)
6= rank(A), ενώ το σύστημα έχει

άπειρες λύσεις όταν rank
(
[A |B ]

)
= rank(A).

Πράγματι, αν rank(A) = 4, τότε rank
(
[A |B ]

)
= 4 (γιατί;). Έτσι, το σύστημαAX = B

είναι συμβατό και έχει άπειρες λύσεις που περιγράφονται από μία παράμετρο, αφού
5− rank(A) = 1.
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v. Θα βρούμε τις συνθήκες που πρέπει να ικανοποιούν τα λ, µ ∈ R, ώστε το παρακάτω
σύστημα να έχει μοναδική, άπειρες ή καμία λύση.

2x+ 3y + z = 5

3x− y + λz = 2

x+ 7y − 6z = µ

 ⇔ AλX = Bµ, Aλ =

2 3 1
3 −1 λ
1 7 −6

 , Bµ =

52
µ

 .
Υπολογίζουμε την ορίζουσα του πίνακα συντελεστών του συστήματος,

det(Aλ) =

∣∣∣∣∣∣
2 3 1
3 −1 λ
1 7 −6

∣∣∣∣∣∣ Γ1→Γ1−2·Γ3==========
Γ2→Γ2−3·Γ3

∣∣∣∣∣∣
0 −11 13
0 −22 λ+ 18
1 7 −6

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣−11 13
−22 λ+ 18

∣∣∣∣ = −11 · (λ− 8).

Διακρίνουμε τις παρακάτω δύο περιπτώσεις:
α. det(Aλ) 6= 0 ⇔ λ 6= 8. Τότε το σύστημα AλX = Bµ έχει μοναδική λύση,
β. det(Aλ) = 0 ⇔ λ = 8. Τότε rank(A8) < 3 και το σύστημα A8X = Bµ μπορεί να
έχει άπειρες λύσεις ή να είναι ασύμβατο, ανάλογα με το αν είναι ίσες ή όχι οι βαθμίδες
των πινάκων A8 και

[
A8 Bµ

]
, τις οποίες και υπολογίζουμε.

[
A8 Bµ

]
=

 2 3 1 5
3 −1 8 2
1 7 −6 µ

 Γ1↔Γ3−−−−−→

 1 7 −6 µ
3 −1 8 2
2 3 1 5

 Γ2→Γ2−3·Γ1−−−−−−−−→
Γ3→Γ3−2·Γ1

−→

 1 7 −6 µ
0 −22 26 2− 3µ
0 −11 13 5− 2µ

 Γ3→−2·Γ3−−−−−−−→

 1 7 −6 µ
0 −22 26 2− 3µ
0 22 −26 4µ− 10

 Γ3→Γ3+Γ2−−−−−−−→

−→

 1 7 −6 µ

0 -22 26 2− 3µ

0 0 0 µ− 8

 ⇒ rank(A8) = 2 και

• µ 6= 8 ⇔ rank(A8) 6= rank
([
A8 Bµ

])
= 3 και το σύστημα A8X = Bµ είναι

ασύμβατο,
• µ = 8 ⇔ rank(A8) = rank

( [
A8 B8

] )
= 2 και το σύστημα A8X = B8 έχει

άπειρες λύσεις.

vi. Θα λύσουμε για τις διάφορες τιμές των κ, µ ∈ R το παρακάτω γραμμικό σύστημα
x+ y + z = 1

−x+ κy + µz = 3

x+ κ2y + µ2z = 9

 ⇔ Aκ,µX = B, Aκ,µ =

 1 1 1
−1 κ µ
1 κ2 µ2

 , B =

13
9

 .
Παρατηρούμε ότι οι ορίζουσες |Aκ,µ| και

∣∣Aκ,µ(i, B)
∣∣, i = 1, 2, 3, είναι ορίζουσες του

Vandermode και υπολογίζονται άμεσα από την Πρόταση 6.5.1.1,

|Aκ,µ| =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
−1 κ µ

(−1)2 κ2 µ2

∣∣∣∣∣∣ = ∣∣V (−1, κ, µ)
∣∣ = (µ− κ)(µ+ 1)(κ+ 1),

∣∣Aκ,µ(1, B)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
3 κ µ
9 κ2 µ2

∣∣∣∣∣∣ = ∣∣V (3, κ, µ)
∣∣ = (µ− κ)(µ− 3)(κ− 3),
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∣∣Aκ,µ(2, B)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
−1 3 µ
1 32 µ2

∣∣∣∣∣∣ = ∣∣V (−1, 3, µ)
∣∣ = (µ− 3)(µ+ 1)(3 + 1),

∣∣Aκ,µ(3, B)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
−1 κ 3
1 κ2 32

∣∣∣∣∣∣ = ∣∣V (−1, κ, 3)
∣∣ = (3− κ)(3 + 1)(κ+ 1).

Διακρίνουμε τις παρακάτω δύο περιπτώσεις:
α. |Aκ,µ| 6= 0 ⇔ µ 6= κ, µ 6= −1, κ 6= −1. Το σύστημα Aκ,µX = B έχει μοναδική
λύση,

(x, y, z) =
( ∣∣Aκ,µ(1, B)

∣∣
|Aκ,µ|

,

∣∣Aκ,µ(2, B)
∣∣

|Aκ,µ|
,

∣∣Aκ,µ(3, B)
∣∣

|Aκ,µ|

)
=

=
( (µ− 3)(κ− 3)

(µ+ 1)(κ+ 1)
,

4 (µ− 3)

(µ− κ)(κ+ 1)
,

4 (3− κ)
(µ− κ)(µ+ 1)

)
∈ R3.

β. |Aκ,µ| = 0 ⇔ µ = κ ή µ = −1 ή κ = −1, τότε rank(Aκ,µ) < 3 και το σύστημα μπο-
ρεί να είναι ασύμβατο ή να έχει άπειρες λύσεις. Για κάθε μία από τις τρεις υποπεριπτώ-
σεις που προκύπτουν, θα λύσουμε το αντίστοιχο σύστημα εφαρμόζοντας γραμμοπρά-
ξεις στον επαυξημένο πίνακα

[
Aκ,µ B

]
. Εκτελούμε αρχικά κάποιες γραμμοπράξεις

που είναι κοινές και για τις τρεις υποπεριπτώσεις:

[
Aκ,µ B

]
=

 1 1 1 1
−1 κ µ 3
1 κ2 µ2 9

 Γ2→Γ2+Γ1−−−−−−−→
Γ3→Γ3−Γ1

 1 1 1 1
0 κ+ 1 µ+ 1 4
0 κ2 − 1 µ2 − 1 8

 −→
Γ3→Γ3−(κ−1)(κ−1)(κ−1)·Γ2−−−−−−−−−−−→

 1 1 1 1
0 κ+ 1 µ+ 1 4
0 0 (µ+ 1)(µ− κ) 12− 4κ

 = Qκ,µ.

Εξετάζουμε κάθε μια από τις τρεις περιπτώσεις στις οποίες μηδενίζεται η |Aκ,µ| :
β1) κ = −1. Τότε

[
A−1,µ B

]
−→ · · · −→ Q−1,µ =

 1 1 1 1
0 0 µ+ 1 4
0 0 (µ+ 1)2 16

 Γ3→Γ3− (µ+1)·Γ2−−−−−−−−−−−→

−→

 1 1 1 1
0 0 µ+ 1 4
0 0 0 12− 4µ

 = Pµ, και

• κ = −1, µ 6= 3. Τότε, λόγω της τελευταίας γραμμής του πίνακα Pµ, το σύστημα
A−1,µX = B είναι ασύμβατο.

• κ = −1, µ = 3. Τότε[
A−1,3 B

]
−→ · · · −→ P3 =

 1 1 1 1
0 0 4 4
0 0 0 0

 −→
 1 1 0 0

0 0 1 1
0 0 0 0

 ,
A−1,3X = B ⇔

{
x+ y = 0

z = 1

}
⇔
{
x =−y
z = 1

}
y ∈ R.

Το σύστημα A−1,3X = B έχει άπειρες λύσεις,
{
(−y, y, 1) : y ∈ R

}
⊆ R3.

β2) µ = −1. Διαπιστώνουμε όπως προηγουμένως ότι:
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• µ = −1, κ 6= 3. Tο σύστημα Aκ,−1X = B είναι ασύμβατο.
• µ = −1, κ = 3.
Το σύστημα A3,−1X = B έχει άπειρες λύσεις,

{
(−z, 1, z) : z ∈ R

}
⊆ R3.

β3) µ = κ. Τότε

• µ = κ 6= 3. Tο σύστημα Aκ,κX = B είναι ασύμβατο.
• µ = κ = 3.
Το σύστημα A3,3X = B έχει άπειρες λύσεις,

{
(0, 1− z, z) : z ∈ R

}
⊆ R3.

7.6 Πολυωνυμικές Καμπύλες

Σε κάθε πολυώνυμο f(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n ∈ R[x] αντιστοιχεί μία πολυωνυμική

συνάρτηση
f : R→ R, b 7→ a0 + a1b+ · · ·+ anb

n .

Η γραφική παράσταση Cf =
{(
x, f(x)

)
: x ∈ R

}
της συνάρτησης f ονομάζεται πολυωνυ-

μική καμπύλη . Αν το πολυώνυμο f(x) έχει βαθμό n, δηλ. αν an 6= 0, τότε λέμε ότι έχουμε μία
πολυωνυμική καμπύλη βαθμού nnn. Ως ειδική περίπτωση, αναφέρουμε ότι μία πολυωνυμική
καμπύλη βαθμού 1 είναι μία ευθεία και αντιστοιχεί σε πολυώνυμο βαθμού 1, δηλ. της μορφής
a0 + a1x, για κάποιο a1 6= 0. Το πρόβλημα που εξετάζουμε σε αυτήν την ενότητα αφορά την
ύπαρξη πολυωνυμικών καμπύλων που περνούν από δεδομένα σημεία και την εκτίμηση του
βαθμού των πολυωνύμων που αντιστοιχούν σε αυτές τις καμπύλες.

Παράδειγμα 7.6.0.1 Έστω τα σημεία Κ(−2, 5), Λ(2, 1), Μ(4, 2) του επιπέδου, βλ. Σχήμα
7.1.

K

Λ

M

-2 -1 1 2 3 4

-1

1

2

3

4

5

Σχήμα 7.1: Σημεία του επιπέδου.

Τα Κ, Λ, Μ δεν είναι συνευθειακά και δεν υπάρχει πολυωνυμική καμπύλη βαθμού 1 που να
διέρχεται από αυτά. Θα δείξουμε ότι υπάρχει μοναδική πολυωνυμική καμπύλη βαθμού 2 που
διέρχεται από τα Κ, Λ, Μ, καθώς και ότι υπάρχουν άπειρες πολυωνυμικές καμπύλες βαθμού
3 που διέρχονται από τα Κ, Λ, Μ.
Έστω f(x) = a0+a1x+a2x

2. Η πολυωνυμική καμπύλη Cf διέρχεται από τα Κ, Λ, Μ, αν και
μόνο αν
• Κ(−2, 5) ∈ Cf : a0− 2 a1 +(−2)2 a2 = 5

• Λ(2, 1) ∈ Cf : a0 + 2 a1 + 22 a2 = 1

• Μ(4, 2) ∈ Cf : a0 + 4 a1 + 42 a2 = 2
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Προκύπτει, λοιπόν, ένα γραμμικό σύστημα με αγνώστους τα a0, a1, a2. Έστω A ο πίνακας
των συντελεστών του συστήματος. Παρατηρούμε ότι

A =

1−2 (−2)2
1 2 22

1 4 42

 και άρα |A| =
∣∣V (−2, 2, 4)

∣∣ είναι η ορίζουσα του Vandermonde.

Αφού
∣∣V (−2, 2, 4)

∣∣ = (4− 2)(4 + 2)(2 + 2) = 48 6= 0, το σύστημα έχει μοναδική λύση. Αν B
είναι ο πίνακας των σταθερών, υπολογίζουμε τις ορίζουσες∣∣A(1, B)

∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
5−2 4
1 2 4
2 4 16

∣∣∣∣∣∣ = 96,
∣∣A(2, B)

∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 5 4
1 1 4
1 2 16

∣∣∣∣∣∣ = −48, ∣∣A(3, B)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1−2 5
1 2 1
2 4 1

∣∣∣∣∣∣ = 12.

Συμπεραίνουμε ότι το AX = B έχει ως μοναδική λύση την τριάδα

(a0 =
96

48
= 2, a1 = −

48

48
= −1, a2 =

12

48
=

1

4
)

που δίνει το πολυώνυμο f(x) = 2− x+ 1

4
x2 . Επομένως, η μοναδική πολυωνυμική καμπύλη

βαθμού 2 που διέρχεται από τα Κ, Λ, Μ είναι η Cf , βλ.Σχήμα 7.2.

CfCf

-2 2 4

2

4

6

Σχήμα 7.2: Πολυωνυμική καμπύλη β’ βαθμού που διέρχεται από τρία σημεία.

Στη συνέχεια διερευνούμε αν υπάρχει πολυώνυμο g(x) = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 βαθμού 3
(a3 6= 0), τέτοιο ώστε η πολυωνυμική καμπύλη Cg να διέρχεται από τα Κ, Λ, Μ:
• Κ(−2, 5) ∈ Cg : a0− 2 a1 + (−2)2 a2 + (−2)3 a3 = 5

• Λ(2, 1) ∈ Cg : a0 + 2 a1 + 22 a2 + 23 a3 = 1

• Μ(4, 2) ∈ Cg : a0 + 4 a1 + 42 a2 + 43 a3 = 2

Το πρόβλημα ανάγεται στην επίλυση του γραμμικού συστήματος με επαυξημένο πίνακα

[
A′ B

]
=

 1−2 4 −8 5
1 2 4 8 1
1 4 16 64 2

 Η ε.κ.μ.γ. του
[
A′ B

]
είναι

 1 0 0−16 2

0 1 0 4 −1
0 0 1 4 1/4

.
Παρατηρούμε ότι rank

( [
A′ B

] )
= rank(A′) = 3, ενώ το πλήθος των αγνώστων είναι 4. Το

σύστημα έχει άπειρες λύσεις και ο άγνωστος a3 γίνεται παράμετρος. Θέτουμε a3 = λ ∈ R
και έχουμε

A′X = B ⇔


a0− 16a3 = 2
a1 + 4 a3 = −1
a2 + 4 a3 = 1/4

 ⇔


a0 = 2 + 16λ
a1 = −1− 4λ
a2 = 1/4− 4λ

.

Επομένως, υπάρχουν άπειρες πολυωνυμικές καμπύλες Cgλ βαθμού 3 που διέρχονται από τα
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Cf

Cg1
4

Cg
-
1
8

Cg 1
16

Cf

Cg1
4

Cg
-
1
8

Cg 1
16

-2 2 4

2

4

6

8

Σχήμα 7.3: Πολυωνυμικές καμπύλες γ’ βαθμού που διέρχονται από τρία σημεία.

Κ, Λ, Μ, που αντιστοιχούν σε πολυώνυμα με τύπο:
gλ(x) = (2 + 16λ)− (1 + 4λ)x+

(1
4
− 4λ

)
x2 + λx3, όπου 0 6= λ ∈ R.

Στο Σχήμα 7.3 δίνουμε τρεις από αυτές τις πολυωνυμικές καμπύλες που προκύπτουν για τρεις
διαφορετικές τιμές του λ, συγκεκριμένα για λ = 1/4, −1/8, 1/16. Σημειώνουμε ότι όταν
λ = 0, τότε παίρνουμε την πολυωνυμική καμπύλη βαθμού 2 που βρήκαμε προηγουμένως.

Δεν είναι δύσκολο να γενικεύσουμε τα συμπεράσματα του παραδείγματος για n σημεία
(x1, y1), . . . , (xn, yn). Σημειώνουμε, ότι καθώς αναφερόμαστε σε γραφήματα πολυωνυμικών
συναρτήσεων, θέλουμε ταn αυτά σημεία να έχουν διαφορετικές τετμημένες. Έστω ότι f(x) =
a0 + a1x + · · · + an−1x

n−1, με a0, a1, . . . , an−1 ∈ R και έστω ότι Cf διέρχεται από τα σημεία
αυτά. Προκύπτει το γραμμικό σύστημα

a0 + a1x1 + · · ·+ an−1x
n−1
1 = y1

...
a0 + a1xn + · · ·+ an−1x

n−1
n = yn

με αγνώστους a0, a1, . . . , an−1. Η ορίζουσα του πίνακα συντελεστών του συστήματος είναι η
ορίζουσα Vandermode, η οποία είναι μη μηδενική:

∣∣V (x1, . . . , xn)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 · · · x n−1

1
...

...
...

1 xn · · · x n−1
n

∣∣∣∣∣∣∣ =
∏

1≤ i< j≤n

(xj − xi) 6= 0.

Προκύπτει ότι το σύστημα έχει μοναδική λύση και επομένως υπάρχει μοναδική πολυωνυμική
καμπύλη που διέρχεται από τα n σημεία. Σημειώνουμε ότι το πολυώνυμο f(x) έχει βαθμό το
πολύ n, καθώς είναι πιθανόν στη λύση η n-στή συντεταγμένη an−1 να είναι μηδέν. Έστω τώρα
f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ amx

m, με a0, a1, . . . , am ∈ R ένα πολυώνυμο βαθμούm > n− 1 και
έστω ότι Cf διέρχεται από τα σημεία αυτά. Προκύπτει το γραμμικό σύστημα με n εξισώσεις
καιm+ 1 αγνώστους a0, a1, . . . , am:
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a0 + a1x1 + · · ·+ amx
m
1 = y1

...
a0 + a1xn + · · ·+ amx

m
n = yn

Ο πίνακας των συντελεστών έχει βαθμίδα n, αφού οι πρώτες n στήλες δίνουν μία μη μηδε-
νική υποορίζουσα του Vandermode. Αφού το σύστημα έχει n γραμμές, συμπεραίνουμε ότι το
σύστημα είναι συμβατό. Αφού οι άγνωστοι είναι m + 1 και m + 1 > n, συμπεραίνουμε ότι
έχουμεm+1−n ελεύθερες μεταβλητές και συγκεκριμένα am θα είναι παράμετρος (εάν ακο-
λουθήσουμε τον αλγόριθμο του Gauss). Επομένως, το σύστημα είναι συμβατό και έχει άπειρες
λύσεις που αντιστοιχούν σε πολυωνυμικές καμπύλες βαθμού μεγαλύτερου ή ίσου του n. Απο-
δείξαμε, λοιπόν, το εξής:

Πρόταση 7.6.0.2 Από πλήθος n σημεία (x1, y1), . . . , (xn, yn) ενός καρτεσιανού επιπέδου, με
xi 6= xj , για i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ n, διέρχεται μοναδική πολυωνυμική καμπύλη Cf βαθμού
μικρότερου ή ίσου του n − 1 και άπειρες πολυωνυμικές καμπύλες βαθμού μεγαλύτερου ή
ίσου του n.

7.7 Εργαστήριο με Mathematica

Ομογενή Γραμμικά Συστήματα - Μηδενοχώρος

Θεωρούμε το ομογενές n×m-γραμμικό σύστημα
a11x1 + · · ·+ a1mxm = 0

...
an1x1 + · · ·+ anmxm = 0

 ⇔ AX = 0n×1, A =

a11 · · · a1m
...

...
an1 · · · anm

 ∈Mn×m(R).

Η εντολή NullSpace[A]NullSpace[A]NullSpace[A] μας δίνει ένα σύνολο s στοιχείων {u1u1u1, . . . ,ususus} του Rm που παράγουν
τον μηδενοχώρο null(A) του πίνακα A, όπου

s = πλήθος παραμέτρων = πλήθος αγνώστωνm− rank(A).
Έτσι το σύνολο λύσεων του AX = 0n×1, δηλαδή ο null(A), είναι το σύνολο όλων των γραμ-
μικών συνδυασμών των u1u1u1, . . . ,ususus,

null(A) = {λ1 · u1u1u1 + · · ·+ λs · ususus : λ1, . . . , λs ∈ R} ⊆ Rm.
Για παράδειγμα, για το σύστημα AX = 0n×1 μπορεί να έχουμε
• In : NullSpace[A]NullSpace[A]NullSpace[A] −→ Out : { }{ }{ } ⇒ null(A) =

{
(0, 0, . . . , 0)

}
(μοναδική λύση, η μηδενική),

• In : NullSpace[A]NullSpace[A]NullSpace[A] −→ Out :
{
{τ1, . . . , τm}

}
⇒ null(A) =

{
κ · (τ1, . . . , τm) : κ ∈ R

}
(άπειρες λύσεις, πλήθος παραμέτρων s = 1),

• In : NullSpace[A]NullSpace[A]NullSpace[A] −→ Out :
{
{τ1, . . . , τm}, {υ1, . . . , υm}

}
⇒

⇒ null(A) =
{
κ · (τ1, . . . , τm) + λ · (υ1, . . . , υm) : κ, λ ∈ R

}
(άπειρες λύσεις, πλήθος παραμέτρων s = 2),

κ.ο.κ.
Λύνουμε τα παρακάτω ομογενή συστήματα.
2x1 + x2 + 5x3 + x4 = 0

3x1 + 2x2 + 8x3 + 2x4 = 0

x1 + x2 + 3x3 + 4x4 = 0︸ ︷︷ ︸
A1X = 03×1A1X = 03×1A1X = 03×1

2x1 + x2 + 5x3 + x4 = 0

3x1 + 2x2 + 8x3 + 2x4 = 0︸ ︷︷ ︸
A2X = 02×1A2X = 02×1A2X = 02×1
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2x1 + x2 + 5x3 = 0

3x1 + 2x2 + 8x3 = 0

x1 + x2 + 3x3 = 0︸ ︷︷ ︸
A3X = 03×1A3X = 03×1A3X = 03×1

2x+ y + z = 0

3x+ 2y + 2z = 0

x+ y + 4z = 0︸ ︷︷ ︸
A4X = 03×1A4X = 03×1A4X = 03×1

A1 = {{2, 1, 5, 1}, {3, 2, 8, 2}, {1, 1, 3, 4}} ;A1 = {{2, 1, 5, 1}, {3, 2, 8, 2}, {1, 1, 3, 4}} ;A1 = {{2, 1, 5, 1}, {3, 2, 8, 2}, {1, 1, 3, 4}} ;
A2 = A1[[{1, 2}, All]] ;A2 = A1[[{1, 2}, All]] ;A2 = A1[[{1, 2}, All]] ; A3 = A1[[All, {1, 2, 3}]] ;A3 = A1[[All, {1, 2, 3}]] ;A3 = A1[[All, {1, 2, 3}]] ; A4 = A1[[All, {1, 2, 4}]] ;A4 = A1[[All, {1, 2, 4}]] ;A4 = A1[[All, {1, 2, 4}]] ;
{MatrixForm[A1], MatrixForm[A2], MatrixForm[A3], MatrixForm[A4]}{MatrixForm[A1], MatrixForm[A2], MatrixForm[A3], MatrixForm[A4]}{MatrixForm[A1], MatrixForm[A2], MatrixForm[A3], MatrixForm[A4]}
 2 1 5 1

3 2 8 2
1 1 3 4

 ,

(
2 1 5 1
3 2 8 2

)
,

 2 1 5
3 2 8
1 1 3

 ,

 2 1 1
3 2 2
1 1 4


{MatrixRank[A1], MatrixRank[A2], MatrixRank[A3], MatrixRank[A4]}{MatrixRank[A1], MatrixRank[A2], MatrixRank[A3], MatrixRank[A4]}{MatrixRank[A1], MatrixRank[A2], MatrixRank[A3], MatrixRank[A4]}
{3, 2, 2, 3}
NullSpace[A1]NullSpace[A1]NullSpace[A1]
{{−2,−1, 1, 0}}
Σύνολο λύσεων του A1X = 03×1 : null(A1) =

{
κ · (−2,−1, 1, 0) : κ ∈ R

}
⊆ R4

(πλήθος παραμέτρων = πλήθος αγνώστων − rank(A1) = 4− 3 = 1).
NullSpace[A2]NullSpace[A2]NullSpace[A2]
{{0,−1, 0, 1}, {−2,−1, 1, 0}}
Σύνολο λύσεων του A2X = 02×1 :
null(A2) =

{
κ · (0,−1, 0, 1) + λ · (−2,−1, 1, 0) : κ, λ ∈ R

}
⊆ R4

(πλήθος παραμέτρων = πλήθος αγνώστων − rank(A2) = 4− 2 = 2).
NullSpace[A3]NullSpace[A3]NullSpace[A3]
{{−2,−1, 1}}
Σύνολο λύσεων του A3X = 03×1 : null(A1) =

{
κ · (−2,−1, 1) : κ ∈ R

}
⊆ R3

(πλήθος παραμέτρων = πλήθος αγνώστων − rank(A3) = 3− 2 = 1).
NullSpace[A4]NullSpace[A4]NullSpace[A4]
{}
Το σύστημα A4X = 03×1 έχει μοναδική λύση, τη μηδενική, null(A4) =

{
(0, 0, 0)

}
(πλήθος παραμέτρων = πλήθος αγνώστων − rank(A4) = 3− 3 = 0).

Επίλυση Γραμμικών Συστημάτων με το Mathematica

Θεωρούμε το n×m-γραμμικό σύστημα με συντελεστές από το R
a11x1 + · · ·+ a1mxm = b1

...
an1x1 + · · ·+ anmxm = bn

 ⇔ AX = B, A =

a11 · · · a1m
...

...
an1 · · · anm

 , B =

b1...
bn

 .
Αν το σύστημα AX = B είναι συμβατό, η εντολή LinearSolve[A, {b1, . . . , bn}]LinearSolve[A, {b1, . . . , bn}]LinearSolve[A, {b1, . . . , bn}] μας δίνει μία
συγκεκριμένη λύση (ζ1, . . . , ζm) ∈ Rm του συστήματος. Από την Πρόταση 7.3.0.4 γνωρίζουμε
ότι οι λύσεις τουAX = B προκύπτουν αν στη λύση (ζ1, . . . , ζm) προσθέσουμε τα στοιχεία του
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null(A). Έτσι συνοδεύουμε με την εντολή NullSpace[A]NullSpace[A]NullSpace[A], ώστε να βρούμε το σύνολο όλων των
λύσεων του συστήματος.
Λύνουμε τα παρακάτω γραμμικά συστήματα.
2x1 + 4x2 + 2x3 + x4 = 10

3x1 + 2x2 + 7x3 + 2x4 = −5
−x1 + x2 − 4x3 + 4x4 = 10︸ ︷︷ ︸

M1X = CM1X = CM1X = C

2a+ 4b+ 2c = −4
3a+ 2b+ 7c = 6

−a+ b− 4c = −7︸ ︷︷ ︸
M2X = LM2X = LM2X = L

2x1 + 4x2 + 2x3 = 1

3x1 + 2x2 + 7x3 = 2

−x1 + x2 − 4x3 = 3︸ ︷︷ ︸
M2X = PM2X = PM2X = P

2x+ 4y + z = −3
3x+ 2y + 2z = 3

−x+ y + 4z = −9︸ ︷︷ ︸
M3X = SM3X = SM3X = S

M1 = {{2, 4, 2, 1}, {3, 2, 7, 2}, {−1, 1,−4, 4}} ;M1 = {{2, 4, 2, 1}, {3, 2, 7, 2}, {−1, 1,−4, 4}} ;M1 = {{2, 4, 2, 1}, {3, 2, 7, 2}, {−1, 1,−4, 4}} ;
M2 = M1[[All, {1, 2, 3}]] ;M2 = M1[[All, {1, 2, 3}]] ;M2 = M1[[All, {1, 2, 3}]] ;M3 = M1[[All, {1, 2, 4}]] ;M3 = M1[[All, {1, 2, 4}]] ;M3 = M1[[All, {1, 2, 4}]] ;
{MatrixForm[M1], MatrixForm[M2], MatrixForm[M3]}{MatrixForm[M1], MatrixForm[M2], MatrixForm[M3]}{MatrixForm[M1], MatrixForm[M2], MatrixForm[M3]}
 2 4 2 1

3 2 7 2
−1 1 −4 4

 ,

 2 4 2
3 2 7
−1 1 −4

 ,

 2 4 1
3 2 2
−1 1 4


{LinearSolve[M1, {10,−5, 10}], NullSpace[M1]}{LinearSolve[M1, {10,−5, 10}], NullSpace[M1]}{LinearSolve[M1, {10,−5, 10}], NullSpace[M1]}
{{−5, 5, 0, 0}, {{−3, 1, 1, 0}}}
• H (x1, x2, x3, x4) = (−5, 5, 0, 0) είναι μία λύση, null(M1) =

{
κ · (−3, 1, 1, 0) : κ ∈ R

}
,

σύνολο λύσεων τουM1X = C :
{
(−5, 5, 0, 0) + κ · (−3, 1, 1, 0) : κ ∈ R

}
.

{LinearSolve[M2, {−4, 6,−7}], NullSpace[M2]}{LinearSolve[M2, {−4, 6,−7}], NullSpace[M2]}{LinearSolve[M2, {−4, 6,−7}], NullSpace[M2]}
{{4,−3, 0}, {{−3, 1, 1}}}
• H (a, b, c) = (4,−3, 0) είναι μία λύση, null(M2) =

{
κ · (−3, 1, 1) : κ ∈ R

}
,

σύνολο λύσεων τουM2X = L :
{
(4,−3, 0) + κ · (−3, 1, 1) : κ ∈ R

}
.

{LinearSolve[M2, {1, 2, 3}], NullSpace[M2]}{LinearSolve[M2, {1, 2, 3}], NullSpace[M2]}{LinearSolve[M2, {1, 2, 3}], NullSpace[M2]}
· · · LinearSolve : Linear equation encountered that has no solution.
{LinearSolve[{{2, 4, 2}, {3, 2, 7}, {−1, 1,−4}}, {1, 2, 3}], {{−3, 1, 1}}}
• Το σύστημαM2X = P είναι ασύμβατο.
{LinearSolve[M3, {−3, 3,−9}], NullSpace[M3]}{LinearSolve[M3, {−3, 3,−9}], NullSpace[M3]}{LinearSolve[M3, {−3, 3,−9}], NullSpace[M3]}
{{3,−2,−1}, {}}
• Το σύστημαM3X = S έχει μοναδική λύση, (x, y, z) = (3,−2,−1)
( null(M3) =

{
(0, 0, 0)

}
).

Θεωρητικός έλεγχος και επίλυση γραμμικών συστημάτων με το Mathematica

Για να λύσουμε το n × m-γραμμικό σύστημα AX = B, όπου A =
(
aij
)
∈ Mn×m(R),
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B =
[
b1 · · · bn

]T ∈ Mn×1(R) και να κάνουμε ταυτόχρονα θεωρητικό έλεγχο ακολου-
θούμε τα παρακάτω βήματα:
1) ορίζουμε
• τον πίνακα συντελεστών :A = {{a11, . . . , a1m}, . . . , {an1, . . . , anm}}A = {{a11, . . . , a1m}, . . . , {an1, . . . , anm}}A = {{a11, . . . , a1m}, . . . , {an1, . . . , anm}},
• τη « λίστα » των σταθερών όρων : b = {b1, . . . , bn}b = {b1, . . . , bn}b = {b1, . . . , bn},
• τον πίνακα των σταθερών όρων :B = Transpose[{b}]B = Transpose[{b}]B = Transpose[{b}],
• τον επαυξημένο πίνακα

[
A B

]
του συστήματος : AB = ArrayFlatten[{{A,B}}]AB = ArrayFlatten[{{A,B}}]AB = ArrayFlatten[{{A,B}}].

2) Βρίσκουμε τις βαθμίδες των πινάκων
[
A B

]
, A : {MatrixRank[AB],MatrixRank[A]}{MatrixRank[AB],MatrixRank[A]}{MatrixRank[AB],MatrixRank[A]}.

• Αν rank
( [
A B

] )
6= rank(A), σταματάμε την επίλυση, το σύστημα είναι ασύμβατο.

3) Βρίσκουμε τον μηδενοχώρο null(A) του πίνακα A : NullSpace[A]NullSpace[A]NullSpace[A].
4)Με την εντολή LinearSolve[A, b]LinearSolve[A, b]LinearSolve[A, b] βρίσκουμε μία λύση (ζ1, . . . , ζm) ∈ Rm του συστήματος.
(ΠΡΟΣΟΧΗ, το δεύτερο όρισμα της εντολής είναι η λίστα bbb και όχι ο πίνακαςBBB).

5) Σύνολο λύσεων του AX = B :
{
(ζ1, . . . , ζm) + uuu : uuu ∈ null(A)

}
.

• Αν rank
( [
A B

] )
= rank(A) = m = πλήθος αγνώστων,

το AX = B έχει μοναδική λύση, την (ζ1, . . . , ζm) ∈ Rm.
(Τότε null(A) =

{
(0, . . . , 0)

}
, η εντολή NullSpace[A]NullSpace[A]NullSpace[A] δίνει αποτέλεσμα { },

μπορούμε να προσπεράσουμε το βήμα 3).

Κάνουμε διερεύνηση και λύνουμε το 4× 5-γραμμικό σύστημα
x1 − x2 + x3 + 2x4 − x5 = 3

−x1 + 2x2 + x3 − 2x4 − x5 = −1
−2x1 + 3x2 − 3x4 − x5 = −3
x1 − x2 + x3 + x4 = 2

 ⇔ AX = B.

A = {{1,−1, 1, 2,−1}, {−1, 2, 1,−2,−1}, {−2, 3, 0,−3,−1}, {1,−1, 1, 1, 0}};A = {{1,−1, 1, 2,−1}, {−1, 2, 1,−2,−1}, {−2, 3, 0,−3,−1}, {1,−1, 1, 1, 0}};A = {{1,−1, 1, 2,−1}, {−1, 2, 1,−2,−1}, {−2, 3, 0,−3,−1}, {1,−1, 1, 1, 0}};
b = {3,−1,−3, 2} ;b = {3,−1,−3, 2} ;b = {3,−1,−3, 2} ; B = Transpose[{b}] ;B = Transpose[{b}] ;B = Transpose[{b}] ; AB = ArrayFlatten[{{A,B}}] ;AB = ArrayFlatten[{{A,B}}] ;AB = ArrayFlatten[{{A,B}}] ;
MatrixForm[AB]MatrixForm[AB]MatrixForm[AB]

1 −1 1 2 −1 3
−1 2 1 −2 −1 −1
−2 3 0 −3 −1 −3
1 −1 1 1 0 2


{MatrixRank[A], MatrixRank[AB]}{MatrixRank[A], MatrixRank[AB]}{MatrixRank[A], MatrixRank[AB]}
{3, 3}
rank

( [
A B

] )
= rank(A) = 3 < πλήθος αγνώστων = 5 ⇒

το AX = B έχει άπειρες λύσεις που περιγράφονται από πλήθος 5 − rank(A) = 2 παραμέ-
τρους (η εντολή NullSpace[A]NullSpace[A]NullSpace[A] αναμένεται να μας δώσει δύο στοιχεία του R5).
NullSpace[A]NullSpace[A]NullSpace[A]
{{1, 2, 0, 1, 1}, {−3,−2, 1, 0, 0}}
null(A) =

{
κ · (1, 2, 0, 1, 1) + λ · (−3,−2, 1, 0, 0) : κ, λ ∈ R

}
⊆ R5.

LinearSolve[A, b]LinearSolve[A, b]LinearSolve[A, b]
{3, 2, 0, 1, 0}
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To (3, 2, 0, 1, 0) ∈ R5 είναι μία λύση του συστήματος και το σύνολο όλων των λύσεων του
AX = B είναι το{

(3, 2, 0, 1, 0) + κ · (1, 2, 0, 1, 1) + λ · (−3,−2, 1, 0, 0) : κ, λ ∈ R
}
⊆ R5.

Συμβατότητα Γραμμικών Συστημάτων

Θα βρούμε τις ικανές και αναγκαίες συνθήκες που πρέπει να πληρούν τα p, q, r ∈ R ώστε
να είναι συμβατό το σύστημα

3x+ 2y + 4z = p

2x+ y + 3z = 2q

5x+ 4y + 6z = 4q

7x+ 4y + 10z = 8r

 ⇔ AX = B, A =


2 3 4
2 1 3
5 4 6
7 4 10

 , B =


p
2q
4q
8r

 .

Clear[A, b, B,AB]Clear[A, b, B,AB]Clear[A, b, B,AB]
A = {{3, 2, 4}, {2, 1, 3}, {5, 4, 6}, {7, 4, 10}} ;A = {{3, 2, 4}, {2, 1, 3}, {5, 4, 6}, {7, 4, 10}} ;A = {{3, 2, 4}, {2, 1, 3}, {5, 4, 6}, {7, 4, 10}} ;
b = {p, 2q, 4q, 8r} ;b = {p, 2q, 4q, 8r} ;b = {p, 2q, 4q, 8r} ; B = Transpose[{b}] ;B = Transpose[{b}] ;B = Transpose[{b}] ;AB = ArrayFlatten[{{A,B}}] ;AB = ArrayFlatten[{{A,B}}] ;AB = ArrayFlatten[{{A,B}}] ;
{MatrixForm[A], MatrixForm[B], MatrixForm[AB]}{MatrixForm[A], MatrixForm[B], MatrixForm[AB]}{MatrixForm[A], MatrixForm[B], MatrixForm[AB]}


3 2 4
2 1 3
5 4 6
7 4 10

 ,


p
2q
4q
8r

 ,


3 2 4 p
2 1 3 2q
5 4 6 4q
7 4 10 8r




MatrixRank[A]MatrixRank[A]MatrixRank[A]
2

Γνωρίζουμε ότι
AX = B συμβατό⇔ rank

( [
A B

] )
= rank(A) = 2.

Θα φέρουμε λοιπόν τον επαυξημένο πίνακα
[
A B

]
σε ε.κ.μ.γ.R1 :

R = RowReduce[A] ; R1 = RowReduce[AB] ; {MatrixForm[R], MatrixForm[R1]}R = RowReduce[A] ; R1 = RowReduce[AB] ; {MatrixForm[R], MatrixForm[R1]}R = RowReduce[A] ; R1 = RowReduce[AB] ; {MatrixForm[R], MatrixForm[R1]}


1 0 2
0 1 −1
0 0 0
0 0 0

 ,


1 0 2 0
0 1 −1 0
0 0 0 1
0 0 0 0




To Mathematica υπολόγισε την ε.κ.μ.γ.του
[
A B

]
αγνοώντας τιμές των p, q, r για τις οποίες

μηδενίζονται στοιχεία του πίνακα. Έτσι εμφανίστηκε μία τρίτη καθοδηγητική μονάδα στη
θέση (3, 4) του πίνακα R1 και δεν πήραμε απάντηση στο ερώτημά μας.
Για να λύσουμε το πρόβλημα, θα βρούμε αντιστρέψιμο πίνακα E1 ∈M4(R) για τον οποίο
ισχύει E1·A = R, όπου R η ε.κ.μ.γ.του A (βλ. Ενότητα 5.6). Τότε ο

E1 ·
[
A B

]
=
[
E1·A E1·B

]
=
[
R E1·B

]
είναι ο πίνακας στον οποίο μεταβαίνει ο

[
A B

]
μετά την εφαρμογή των γραμμοπράξεων

που οδήγησαν στον σχηματισμό της ε.κ.μ.γ.R. Έτσι θα βρούμε τις συνθήκες που πρέπει να
πληρούν τα p, q, r, ώστε rank

( [
A B

] )
= 2. Θυμίζουμε ότι

A
αλγόριθμος του
−→ · · · −→

Gauss

R ⇒
[
A I4

] αλγόριθμος του
−→ · · · −→

Gauss

[
R E1

]
, με E1·A = R.
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I4 = IdentityMatrix[4] ; AI = ArrayFlatten[{{A, I4}}] ;I4 = IdentityMatrix[4] ; AI = ArrayFlatten[{{A, I4}}] ;I4 = IdentityMatrix[4] ; AI = ArrayFlatten[{{A, I4}}] ; RE1 = RowReduce[AI] ;RE1 = RowReduce[AI] ;RE1 = RowReduce[AI] ;
{MatrixForm[AI], MatrixForm[RE1}MatrixForm[AI], MatrixForm[RE1}MatrixForm[AI], MatrixForm[RE1}


3 2 4 1 0 0 0
2 1 3 0 1 0 0
5 4 6 0 0 1 0
7 4 10 0 0 0 1

 ,


1 0 2 0 0 −1

2
1
2

0 1 −1 0 0 7
8
−5

8

0 0 0 1 0 −1
4
−1

4

0 0 0 0 1 1
8
−3

8




E1 = RE1[[All, {4, 5, 6, 7}]] ;E1 = RE1[[All, {4, 5, 6, 7}]] ;E1 = RE1[[All, {4, 5, 6, 7}]] ;
{MatrixForm[E1], MatrixForm[E1.A], MatrixForm[E1.AB]}{MatrixForm[E1], MatrixForm[E1.A], MatrixForm[E1.AB]}{MatrixForm[E1], MatrixForm[E1.A], MatrixForm[E1.AB]}


0 0 −1
2

1
2

0 0 7
8
−5

8

1 0 −1
4
−1

4

0 1 1
8
−3

8

 ,


1 0 2
0 1 −1
0 0 0
0 0 0

 ,


1 0 2 −2q + 4r
0 1 −1 7q

2
− 5r

0 0 0 p− q − 2r
0 0 0 5q

2
− 3r




Ο πρώτος πίνακας είναι ο E1, ο δεύτερος είναι ο E1·A = R, ενώ από τη μορφή του τρίτου
πίνακα E1 ·

[
A B

]
συμπεραίνουμε ότι

rank
([
A B

])
= 2 ⇔ p−q−2r = 0,

5q

2
−3r = 0 ⇔ p−q−2r = 0, 5q−6r = 0,

που είναι και οι ζητούμενες συνθήκες ώστε να είναι συμβατό το σύστημα AX = B.
Στο ίδιο αποτέλεσμα φτάνουμε γρηγορότερα αν φέρουμε σε ε.κ.μ.γ.Q τον επαυξημένο πί-
νακα

[
A I4 B

]
, ο οποίος έχει βαθμίδα 4, λόγω των γραμμικά ανεξάρτητων στηλών του I4.

Δύο καθοδηγητικές μονάδες θα βρίσκονται στις δύο από τις τρεις πρώτες στήλες τουQ, που
αντιστοιχούν στον πίνακα A, αφού rank(A) = 2 και οι υπόλοιπες δύο καθοδηγητικές μο-
νάδες θα βρίσκονται σε κάποιες από τις στήλες που αντιστοιχούν στον I4. Έτσι η τελευταία
στήλη του Q, που αντιστοιχεί στον B, θα μας δώσει τις ζητούμενες συνθήκες:
AIB = ArrayFlatten[{{A, I4, B}}] ; Q = RowReduce[AIB]AIB = ArrayFlatten[{{A, I4, B}}] ; Q = RowReduce[AIB]AIB = ArrayFlatten[{{A, I4, B}}] ; Q = RowReduce[AIB]
{MatrixForm[AIB], MatrixForm[Q]}{MatrixForm[AIB], MatrixForm[Q]}{MatrixForm[AIB], MatrixForm[Q]}


3 2 4 1 0 0 0 p
2 1 3 0 1 0 0 2q
5 4 6 0 0 1 0 4q
7 4 10 0 0 0 1 8r

 ,


1 0 2 0 0 −1

2
1
2
−2(q − 2r)

0 1 −1 0 0 7
8
−5

8
1
2
(7q − 10r)

0 0 0 1 0 −1
4
−1

4
p− q − 2r

0 0 0 0 1 1
8
−3

8
1
2
(5q − 6r)




Αγνοούμε τις στήλες 4, 5, 6, 7 του Q, που αντιστοιχούν στον μοναδιαίο πίνακα I4 που πα-
ρεμβάλλαμε, 

1 0 2 0 0−1/2 1/2 −2(q − 2r)
0 1−1 0 0 7/8−5/8 (7q − 10r)/2
0 0 0 1 0−1/4−1/4 p− q − 2r
0 0 0 0 1 1/8−3/8 (5q − 6r)/2


και παρατηρούμε ότι

rank
([
A B

])
= 2 ⇔ p− q − 2r = 0 και 5q − 6r = 0.
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Εξάσκηση με το Mathematica

1. Να λύσετε το γραμμικό σύστημα


a− 2b+ c+ 3d− e = 0

2a+ b + d+ e = 3

a− 7b+ 3c+ 8d− 4e = −3
−3a− 4b+ c+ d+ 3e = 0

 .

2. Δίνεται ο πίνακας A =


2 1 1−1
1 0−1 1
1 2 5−5
1−2 1 2
3−2 7−1

.

i) Να λυθούν τα παρακάτω ομογενή γραμμικά συστήματα
AX = 05×1, ATX = 04×1, (ATA)X = 04×1, (AAT )X = 05×1.

ii) Να λυθούν τα παρακάτω γραμμικά συστήματα

A


x
y
z
w

 =


4
3
−1
11
21

 , A


x
y
z
w

 =


4
3
−1
11
20

 , (AAT )


x1
x2
x3
x4
x5

 =


4
3
−1
11
21

 ,

AT


x1
x2
x3
x4
x5

 =


27
−10
55
−13

 , (ATA)


x
y
z
w

 =


27
−10
55
−13

 .

3. ΈστωM =


−1 2 1−5 0
2−4 0 6 2
1−2 1 1 0
−1 2 1−5 1

. Να βρεθούν οι μηδενοχώροι

null(M), null(MT ), null(MTM), null(MMT ).

Τι παρατηρείτε;

4. Δίνονται οι πίνακες A =

1−12 10
1 −7 5
1 −2 0

, B1 =

−31−21
−11

, B2 =

 3
4
−10

.
i) Να αποδείξετε ότι τα συστήματα AX = B1, ATX = B2 έχουν άπειρες λύσεις, τις
οποίες και να υπολογίσετε, ενώ τα συστήματα AX = B2, ATX = B1 είναι ασύμβατα.
ii) Να εξετάσετε αν υπάρχει (ξ1, ξ2, ξ3) ∈ R3 που να είναι λύση και του AX = B1 και
του ATX = B2.

(Υπόδειξη: να λύσετε το 6× 3-γραμμικό σύστημα
[

A

AT

]
X =

[
B1

B2

]
).
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5. Μαγικά Τετράγωνα
Έστω πίνακας A =

(
aij
)
∈ M3(R) τέτοιος, ώστε το άθροισμα των στοιχείων κάθε

γραμμής και κάθε στήλης του, το άθροισμα των στοιχείων της κύριας διαγωνίου και
το άθροισμα a13 + a22 + a31 να είναι ίσα μεταξύ τους.
i) Να δείξετε ότι ο πίνακας A έχει τη μορφή

κ ·

−1 2 2
4 1−2
0 0 3

+ λ ·

2−1 2
1 1 1
0 3 0

+ µ ·

 2 2−1
−2 1 4
3 0 0

 , κ, λ, µ ∈ R.

ii) Αν κάθε ένα από τα παραπάνω αθροίσματα είναι ίσο με s, να δείξετε ότι ο πίνακας
A έχει τη μορφή 2s/3 2s/3 −s/3

−2s/3 s/3 4s/3
s 0 0

+ κ ·

−1 0 1
2 0 −2
−1 0 1

+ λ ·

 0 −1 1
1 0 −1
−1 1 0

 , κ, λ ∈ R.

Παρατηρήστε ότι για όλους τους παραπάνω πίνακες ισχύει a22 = s/3. Να βρείτε το
άθροισμα s και έναν τέτοιον πίνακα

(
aij
)
, όταν {aij : 1 ≤ i, j ≤ 3} = {1, 2, . . . , 9}.

6. i) Για καθένα από τα παρακάτω γραμμικά συστήματα να βρείτε τη συνθήκη ή τις συν-
θήκες που πρέπει να ικανοποιούν τα a, b, c ∈ R, ώστε το σύστημα να είναι συμβατό.


x+ y = 7a

3x+ 2y = 2b

2x+ 3y = c

 ,


x+ y + z = 3a

x+ 2y − z = 6b

2x+ 3y = c

 ,



x+ 2y − z = a

−x+ 3y + z = b

2x− y + 3z = c

x− 4y = a

3x+ y − 2z = b


.

ii)Να εξετάσετε αν υπάρχουν a, b, c, με a2+ b2+ c2 6= 0, για τα οποία να είναι συμβατά
και τα τρία συστήματα.

7. Να αποδείξετε ότι το παρακάτω γραμμικό σύστημα, όπου k,m ∈ R, είναι συμβατό, αν
και μόνο αν k = −15/16,m = −3/16.

x+ 2y − z = k

−x+ 3y + z = 0

2x− y + 3z = m+ 3

x− 4y = −k
3x+ y − 2z = k +m


.

8. Να βρεθεί η συνθήκη που πρέπει να πληρούν τα y1, y2, y3, y4 ∈ R, ώστε να υπάρχει
πολυωνυμική καμπύλη βαθμού το πολύ 2 που να διέρχεται από τα σημεία

(1, y1), (2, y2), (3, y3), (4, y4).

7.8 Ασκήσεις

Λυμένες Ασκήσεις

7.8.1 Δίνονται οι πίνακες
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Σ1 Σ2 Σ3 Σ4 Σ5

A =


1 −1 1 2 −1
−2 3 0 −4 0
0 0 0 1 −1
1 −1 1 1 0

∈M4×5(R), B =


−2
3
−3
1

 ∈M4×1(R).

i) Να υπολογίσετε τον μηδενοχώρο null(A) του πίνακα A.
ii) Να λύσετε το γραμμικό σύστημα AX = B και να γράψετε τη στήλη B ως γραμ-

μικό συνδυασμό των στηλών Σ1, . . . ,Σ5 του πίνακα A.
iii) Να βρείτε έναν γραμμικό συνδυασμόB = λ1Σ1+· · ·+λ5Σ5, με λi ∈ R και λi 6= 0,
∀ i = 1, . . . , 5.

Λύση. Ο μηδενοχώρος null(A) είναι το σύνολο λύσεων του ομογενούς συστήματος
AX = 04×1.Μπορούμε να απαντήσουμε σε όλα τα ερωτήματα της άσκησης, αν εφαρμό-
σουμε γραμμοπράξεις στον επαυξημένο πίνακα

[
A B

]
, ώστε να φέρουμε τον A σε

ε.κ.μ.γ.

[
A B

]
=


1 −1 1 2 −1 −2
−2 3 0 −4 0 3
0 0 0 1 −1 −3
1 −1 1 1 0 1

 Γ2→Γ2+2·Γ1−−−−−−−−→
Γ3→Γ3−Γ1


1 −1 1 2 −1 −2
0 1 2 0 −2 −1
0 0 0 1 −1 −3
0 0 0 −1 1 3

 −→

Γ4→Γ4+Γ3−−−−−−−−→
Γ1→Γ1−2·Γ3


1 −1 1 0 1 4

0 1 2 0 −2 −1
0 0 0 1 −1 −3
0 0 0 0 0 0

 Γ1→Γ1+Γ2−−−−−−−→


1 0 3 0 −1 3

0 1 2 0 −2 −1
0 0 0 1 −1 −3
0 0 0 0 0 0

 .
Παρατηρούμε ότι rank

( [
A B

] )
= rank(A) = 3 και το σύστημα AX = B είναι συμ-

βατό. Η 3η και 4η στήλη της ε.κ.μ.γ.δεν έχουν καθοδηγητικές μονάδες, έτσι οι αντίστοι-
χοι άγνωστοι x3, x5 γίνονται παράμετροι. Έτσι τα συστήματα AX = 04×1 και AX = B
έχουν άπειρες λύσεις:

i) AX = 04×1 ⇔


x1 +3 x3 − x5 = 0

x2+2x3 −2x5 = 0
x4− x5 = 0

0 = 0

 ⇔

x1 = −3x3 + x5
x2 =−2x3 + 2x5
x4 = x5

 x3, x5 ∈ R,

null(A) =
{
(−3x3 + x5, −2x3 + 2x5, x3, x5, x3) : x3, x5 ∈ R

}
=

=
{
x3 · (−3, −2, 1, 0, 0) + x5 · (1, 2, 0, 1, 1) : x3, x5 ∈ R

}
⊆ R5.

ii) AX = B ⇔


x1 +3 x3 − x5 = 3

x2+2x3 −2x5 = −1
x4− x5 = −3

 ⇔
⇔


x1 = 3− 3x3 + x5
x2 =−1− 2x3 + 2x5
x4 = −3 + x5

 x3, x5∈R.

Το σύνολο S των άπειρων λύσεων του συστήματος AX = B είναι το
S =

{
(3− 3x3 + x5, −1− 2x3 + 2x5, x3, −3x5, x3) : x3, x5 ∈ R

}
=

=
{
(3, −1, 0, −3, 0) + x3 · (−3, −2, 1, 0, 0) + x5 · (1, 2, 0, 1, 1) : x3, x5 ∈ R

}
⊆ R5.
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Για x3 = x5 = 0 παίρνουμε τη λύση (3, −1, 0, −3, 0) ∈ S του συστήματος AX = B,
έτσι

B = 3 · Σ1 − Σ2 + 0 · Σ3 − 3 · Σ4 + 0 · Σ5 :


−2
3
−3
1

 = 3


1
−2
0
1

−

−1
3
0
−1

− 3


2
−4
1
1

 .
iii) Αρκεί να βρούμε λύση (λ1, . . . , λ5) ∈ S, με λ1, . . . , λ5 6= 0. Αν θέσουμε για παρά-
δειγμα x3 = x5 = 1,

(3, −1, 0, −3, 0) + (−3, −2, 1, 0, 0) + (1, 2, 0, 1, 1) = (1, −1, 1, −2, 1) ∈ S
και

B = Σ1 − Σ2 + Σ3 − 2 · Σ4 + Σ5 :


−2
3
−3
1

=


1
−2
0
1

−

−1
3
0
−1

+

1
0
0
1

− 2


2
−4
1
1

+

−1
0
−1
0

 . 2

7.8.2 i) Να λυθούν τα 3× 2-γραμμικά συστήματα με συντελεστές από το R
2x+ y = 5

3x− y = 3

−x+ 2y = 2

 ,


2x+ y = 4

3x− y = 2

−x+ 2y = 5

 .

ii) Να βρεθεί ικανή και αναγκαία συνθήκη που πρέπει να πληρούν τα a, b, c ∈ R
ώστε να είναι συμβατό το 3× 2-γραμμικό σύστημα

2x+ y = a

3x− y = b

−x+ 2y = c

 .

Λύση. Ο πίνακας συντελεστών και των τριών συστημάτων είναι ο A =

 2 1
3 −1
−1 2

, ενώ
οι πίνακες των σταθερών όρων είναι οιB1 =

53
2

,B2 =

42
5

 καιB3 =

ab
c

αντίστοιχα.
i) Λύνουμε ταυτόχρονα τα συστήματα AX = B1 και AX = B2 εφαρμόζοντας γραμμο-
πράξεις στον πίνακα

[
A B1 B2

]
,

[
A B1 B2

]
=

 2 1 5 4
3 −1 3 2
−1 2 2 5

 Γ1↔Γ3−−−−−→

−1 2 2 5
3 −1 3 2
2 1 5 4

 Γ2→Γ2+3·Γ1−−−−−−−−→
Γ3→Γ3+2·Γ1

−→

−1 2 2 5
0 5 9 17
0 5 9 14

 Γ3→Γ3−Γ2−−−−−−−→
Γ1→−Γ1

 1 −2 −2 −5
0 5 9 17
0 0 0 −3

 Γ2→ 1
5
·Γ2−−−−−→

−→

 1 −2 −2 −5
0 1 9

5
17
5

0 0 0 −3

 Γ1→Γ1+2·Γ2−−−−−−−−→

 1 0 8
5
−9

5

0 1 9
5

17
5

0 0 0 -3

 .
• AX = B1.AX = B1.AX = B1. Παρατηρούμε ότι rank

( [
A B1

] )
= rank(A) = 2 = πλήθος αγνώ-

στων και το σύστημα έχει μοναδική λύση,
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(x, y) =
( 8
5
,
9

5

)
∈ R2.

• AX = B2.AX = B2.AX = B2. Παρατηρούμε ότι rank
( [
A B2

] )
= 3 6= rank(A) και το σύστημα

είναι ασύμβατο.

ii) Γνωρίζουμε ότι
AX = B3 συμβατό ⇔ rank

( [
A B3

] )
= rank(A) ⇔ rank

( [
A B3

] )
= 2.

α’ τρόπος: Υπολογίζουμε τη βαθμίδα του πίνακα
[
A B3

]
,

[
A B3

]
=

 2 1 a
3 −1 b
−1 2 c

 Γ1↔Γ3−−−−−→

−1 2 c
3 −1 b
2 1 a

 Γ2→Γ2+3·Γ1−−−−−−−−→
Γ3→Γ3+2·Γ1

−→

−1 2 c
0 5 b+ 3c
0 5 a+ 2c

 Γ3→Γ3−Γ2−−−−−−−→

 -1 2 c

0 5 b+ 3c
0 0 a− b− c


και

rank
( [
A B3

] )
= 2 ⇔ a− b− c = 0,

που είναι η ζητούμενη συνθήκη ώστε να είναι συμβατό το σύστημα AX = B3.
β’ τρόπος: Αφού rank(A) = 2 ⇒ rank

( [
A B3

] )
≥ 2. Έτσι, από την Πρόταση

6.3.0.1, έχουμε
rank

( [
A B3

] )
= 2 ⇔ rank

( [
A B3

] )
6= 3 ⇔ det

( [
A B3

] )
= 0 ⇔

⇔

∣∣∣∣∣∣
2 1 a
3 −1 b
−1 2 c

∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇔ 5 (a− b− c) = 0.

Επομένως, AX = B3 συμβατό ⇔ a− b− c = 0. 2

7.8.3 Να βρεθούν τα λ, µ ∈ R, ώστε το παρακάτω γραμμικό σύστημα να έχει μοναδική,
άπειρες ή καθόλου λύσεις και να βρείτε τις λύσεις του συστήματος στις δύο πρώτες
περιπτώσεις.

λx+ µy + z = 1

x+ λµy + z = 1

x+ µy + λz = 1

 ⇔ Aλ,µX = B, Aλ,µ =

λ µ 1
1 λµ 1
1 µ λ

 , B =

11
1

 .
Λύση. Υπολογίζουμε την ορίζουσα του πίνακα συντελεστών του συστήματος,

|Aλ,µ| =

∣∣∣∣∣∣
λ µ 1
1 λµ 1
1 µ λ

∣∣∣∣∣∣ = µ

∣∣∣∣∣∣
λ 1 1
1 λ 1
1 1 λ

∣∣∣∣∣∣ Σ1→Σ1+Σ2+Σ3=========== µ

∣∣∣∣∣∣
λ+ 2 1 1
λ+ 2 λ 1
λ+ 2 1 λ

∣∣∣∣∣∣ Γ2→Γ2−Γ1========
Γ3→Γ3−Γ1

= µ

∣∣∣∣∣∣
λ+ 2 1 1
0 λ− 1 0
0 0 λ− 1

∣∣∣∣∣∣ = µ (λ+ 2) (λ− 1)2.

Όμοια βρίσκουμε

∣∣Aλ,µ(1, B)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 µ 1
1 λµ 1
1 µ λ

∣∣∣∣∣∣ = µ (λ− 1)2,
∣∣Aλ,µ(2, B)

∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
λ 1 1
1 1 1
1 1 λ

∣∣∣∣∣∣ = (λ− 1)2,
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∣∣Aλ,µ(3, B)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
λ µ 1
1 λµ 1
1 µ 1

∣∣∣∣∣∣ = µ (λ− 1)2.

Διακρίνουμε τις παρακάτω δύο περιπτώσεις:
α.α.α. |Aλ,µ| 6= 0 ⇔ λ 6= 1, λ 6= −2, µ 6= 0|Aλ,µ| 6= 0 ⇔ λ 6= 1, λ 6= −2, µ 6= 0|Aλ,µ| 6= 0 ⇔ λ 6= 1, λ 6= −2, µ 6= 0. Το σύστημαAλ,µX = B έχει μοναδική λύση,

(x, y, z) =
( ∣∣Aλ,µ(1, B)

∣∣
|Aλ,µ|

,

∣∣Aλ,µ(2, B)
∣∣

|Aλ,µ|
,

∣∣Aλ,µ(3, B)
∣∣

|Aλ,µ|

)
=

=
( 1

λ+ 2
,

1

µ (λ+ 2)
,

1

λ+ 2

)
∈ R3.

β.β.β. |Aλ,µ| = 0 ⇔ λ = 1|Aλ,µ| = 0 ⇔ λ = 1|Aλ,µ| = 0 ⇔ λ = 1, ή λ = −2λ = −2λ = −2 ή µ = 0µ = 0µ = 0, τότε rank(Aλ,µ) < 3 και το σύστημα μπορεί
να είναι ασύμβατο ή να έχει άπειρες λύσεις. Εξετάζουμε κάθε μία από τις υποπεριπτώ-
σεις αυτές:

β1)β1)β1) λ = 1.λ = 1.λ = 1. Λύνουμε το σύστημα A1,µX = B :

[
A1,µ B

]
=

 1 µ 1 1
1 µ 1 1
1 µ 1 1

 −→
 1 µ 1 1

0 0 0 0
0 0 0 0

,
A1,µX = B ⇔ x+ µ y + z = 1 ⇔ x = 1− µ y − z, y, z ∈ R.

Το σύστημα A1,µX = B έχει άπειρες λύσεις, ∀µ ∈ R. Το σύνολο λύσεων είναι το{
(1− µ y − z, y, z) : y, z ∈ R

}
.

β2)β2)β2) λ = −2.λ = −2.λ = −2. Λύνουμε το σύστημα A−2,µX = B :[
A−2,µ B

]
=

−2 µ 1 1
1−2µ 1 1
1 µ −2 1

 −→
 1 µ −2 1

1−2µ 1 1
−2 µ 1 1

 −→
−→

 1 µ −2 1
0−3µ 3 0
0 3µ−3 3

 −→
 1 µ −2 1
0−3µ 3 0
0 0 0 3

 = Qµ

Συμπεραίνουμε ότι το σύστημα A−2,µX = B είναι ασύμβατο ∀µ ∈ R, λόγω της
τελευταίας γραμμής του πίνακα Qµ.

β3)β3)β3) µ = 0,µ = 0,µ = 0, λ 6= 1,−2λ 6= 1,−2λ 6= 1,−2 (οι περιπτώσεις λ = 1, λ = −2 εξετάστηκαν παραπάνω).[
Aλ,0 B

]
=

 λ 0 1 1
1 0 1 1
1 0 λ 1

 −→
 1 0 1 1
λ 0 1 1
1 0 λ 1

 −→
−→

 1 0 1 1
0 0 1− λ 1− λ
0 0 λ− 1 0

 −→
 1 0 1 1
0 0 1− λ 1− λ
0 0 0 1− λ

 = Pλ.

Συμπεραίνουμε και στην περίπτωση αυτή ότι το σύστημα Aλ,0X = B είναι ασύμ-
βατο ∀λ ∈ R, λ 6= 1, λόγω της τελευταίας γραμμής του πίνακα Pλ. 2

7.8.4 Αν για τους a, b, c ∈ R, υπάρχουν x, y, w ∈ R που δεν είναι όλοι μηδέν, ώστε να ισχύει

x = cy + bw, y = aw + cx, w = bx+ ay, (7.8.1)

να δείξετε ότι a2 + b2 + c2 + 2abc = 1.
Λύση. Παρατηρούμε ότι
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(7.8.1)⇔


x− cy− bw= 0

−cx+ y− aw= 0
−bx− ay+ w= 0

 ⇔ A

xy
w

 =

00
0

 , A =

 1−c −b
−c 1 −a
−b−a 1

.

Αφού ∃ (x, y, w) 6= (0, 0, 0) που πληροί τις σχέσεις (7.8.1), το 3 × 3-ομογενές σύστημα
AX = 03×1 έχει μη μηδενική λύση (άρα άπειρες λύσεις). Από το Πόρισμα 7.3.0.5.i αυτό
συμβαίνει, αν και μόνο αν

rank(A) < 3 ⇔ det(A) = 0 ⇔

∣∣∣∣∣∣
1−c −b
−c 1 −a
−b−a 1

∣∣∣∣∣∣ = 0
Γ2→Γ2+c·Γ1⇐=======⇒
Γ3→Γ3+b·Γ1

⇔

∣∣∣∣∣∣
1 −c −b
0 1−c2 −a−bc
0 −a−bc 1−b2

∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇔
∣∣∣∣ 1−c2 −a−bc
−a−bc 1−b2

∣∣∣∣ = 0 ⇔

⇔ 1− b2 − c2 + b2c2 − (a+ bc)2 = 0⇔ 1− b2 − c2 + b2c2 − a2 − 2abc− b2c2 = 0⇔

⇔ a2 + b2 + c2 + 2abc = 1. 2

7.8.5 Έστω A ∈ Mn×m(R). Να αποδείξετε ότι το n ×m-γραμμικό σύστημα AX = B είναι
συμβατό για κάθε B ∈Mn×1(R) αν και μόνο αν η βαθμίδα του πίνακα A ισούται με το
πλήθος των εξισώσεων του συστήματος,

AX = B συμβατό ∀B ∈Mn×1(R) ⇔ rank(A) = n.
Λύση. Αν rank(A) = n, τότε το σύστημα AX = B είναι συμβατό για κάθε B ∈
Mn×1(R), αφού rank

(
[A |B ]

)
= rank(A) = n. Αντίστροφα, έστω ότι το σύστημα

AX = B είναι συμβατό για κάθε B ∈ Mn×1(R) και rank(A) = rank(AT ) < n. Από
την Πρόταση 5.5.0.4 προκύπτει ότι οι n στήλες του πίνακα AT , δηλαδή οι γραμμές
Γ1, . . . ,Γn του πίνακα A είναι γραμμικά εξαρτημένες. Έτσι θα υπάρχει μία γραμμή
τουA που θα γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός των υπόλοιπων γραμμών του. Χωρίς
βλάβη της γενικότητας, υποθέτουμε ότι αυτή είναι η γραμμήΓn, έτσι ∃λ1, . . . , λn−1 ∈ R
τέτοια, ώστε

Γn = λ1 ·Γ1 + · · ·+ λn−1 ·Γn−1.

Θεωρούμε το σύστημα AX = En, όπου En =
[
0 · · · 0 1

]T και τον πίνακα A′ στον
οποίο μεταβαίνουμε αν εφαρμόσουμε στον πίνακα A διαδοχικά τις γραμμοπράξεις

Γn → Γn − λ1 ·Γ1, Γn → Γn − λ2 ·Γ2, . . . . . . ,Γn → Γn − λn−1 ·Γn−1,
έτσι

[
A En

]
=


Γ1 0
...

...
Γn−1 0
Γn 1

 Γn→Γn−λ1·Γ1− · · ·−λn−1·Γn−1−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→


Γ1 0
...

...
Γn−1 0
01×m 1

 =
[
A′ En

]
.

Λόγω της τελευταίας γραμμής του επαυξημένου πίνακα
[
A′ En

]
, το σύστημα

A′X = En είναι ασύμβατο. Επομένως, και το ισοδύναμο σύστημα AX = En είναι
ασύμβατο, το οποίο είναι άτοπο. Καταλήξαμε σε άτοπο, διότι υποθέσαμε ότι rank(A) <
n, επομένως ισχύει rank(A) = n. 2

Ασκήσεις για Εξάσκηση

7.8.1 Να λυθούν τα παρακάτω γραμμικά συστήματα
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i)


x+ y + z = 0

x+ 2y − z = 0

2x+ 3y = 0

 , ii)


x+ y + z = 1

x+ 2y − z = 2

2x+ 3y = 0

 , iii)


x+ y + z = 1

x+ 2y − z = 2

2x+ 3y = 3

.

7.8.2 Δίνονται οι παρακάτω πίνακες με στοιχεία από το R

A1 =

0 1 1
0 1 2
0 3 1

, A2 =

1 0 1
1 0 2
3 0 1

, A3 =

1 1 0
1 2 0
3 1 0

, B =

ab
c

.
i) Να βρείτε τους μηδενοχώρους των πινάκων A1, A2, A3.
ii) Να βρείτε ικανή και αναγκαία συνθήκη που πρέπει να πληρούν τα a, b, c έτσι, ώστε
το σύστημα AiX = B να είναι συμβατό, i = 1, 2, 3.

7.8.3 Να βρεθούν τα a, b, c ∈ R, αν (1, −1, 2) ∈ null(A), όπου A =

1 a b
b c 1
c 1 a

.
7.8.4 Να λυθούν τα γραμμικά συστήματα AX = B και ATX = B, αν

A =

1 2−1
0−1 3
1 0 5

 , B =

23
1

.
7.8.5 Έστω A ο πίνακας συντελεστών του παρακάτω 4× 5-γραμμικού συστήματος

x1 − 2x2 + x3 + 3x4 − x5 = 0

2x1 + x2 + x4 + x5 = 3

x1 − 7x2 + 3x3 + 8x4 − 4x5 = −3
−3x1 − 4x2 + x3 + x4 + 3x5 = 0

 .

Να βρείτε τον μηδενοχώρο null(A) και να λύσετε το σύστημα.

7.8.6 Να βρείτε την τιμή του a ∈ R ώστε να είναι συμβατό το σύστημα AX = B και για την
τιμή αυτή να λύσετε το σύστημα, αν

A =


1−2 0 1
2−5−1 3
−3 4 0 1
0 4 2−6

 , B =


1
0
3
a

.
7.8.7 Να λυθούν με τη μέθοδο του Cramer τα γραμμικά συστήματα

i)


2x1 − x2 + 3x3 = 3

x1 − 2x2 + 4x3 = 0

3x1 + x2 − 2x3 = 1

, ii)


2x1 + x4 = 3

−x1 + 3x2 + x3 − 5x4 = 0

4x1 + x2 + 2x3 − x4 = 0

2x2 − x3 = 9

 .

7.8.8 Για τις διάφορες τιμές του µ ∈ R να λύσετε το ομογενές σύστημα
x+ 2µy + z = 0

x+ 2µy + µz = 0

µx+ 4µy + 2z = 0

.
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7.8.9 Για τις διάφορες τιμές των κ, λ, µ ∈ R να λύσετε το ομογενές σύστημα
x+ y + z = 0

x+ y + κz = 0

x+ λy + µz = 0

.

7.8.10 Να λύσετε τα παρακάτω συστήματα για τις διάφορες τιμές του λ ∈ R.

i)


λx1 + 2x2 + x3 = 3 + λ

x1 + 2x2 + λx3 = 6

−3x1 − x2 + x3 = −3

, ii)


x1 + x2 +(1− λ)x3 = λ+ 2
2x1 − λx2 + 3x3 = λ+ 2

(1 + λ)x1− x2 + 2x3 = 0

 .

7.8.11 Να βρεθούν τα λ, µ ∈ Rώστε το παρακάτω σύστημα να έχει μοναδική, άπειρες ή καμία
λύση. 

3a+ λb− c = 4

2a+ b+ 3c = 2

a− 6b+ 7c = µ

.

7.8.12 Να βρείτε τις τιμές των κ, λ, µ ∈ R, ώστε το παρακάτω σύστημα να έχει μοναδική,
άπειρες ή καμία λύση. 

2x+ y + z = −6κ
λx+ 3y + 2z = 2λ

2x+ y + µz = 4

.

7.8.13 Να λύσετε το παρακάτω σύστημα για τις διάφορες τιμές των λ, µ ∈ R.
x+ y + z = 1

x+ λy + µz = 2

x+ λ2y + µ2z = 4

.

7.8.14 Έστω A =

[
2 −3
1 −2

]
. Να βρείτε τις τιμές του λ ∈ R για τις οποίες το ομογενές 2 × 2-

γραμμικό σύστημα

A

[
x
y

]
= λ

[
x
y

]
έχει μη μηδενική λύση. Για τις τιμές αυτές να λύσετε το σύστημα.

7.8.15 Έστω A =

[
3 −a
a −1

]
. Αν υπάρχει

[
ξ1
ξ2

]
∈M2×1(R),

[
ξ1
ξ2

]
6=
[
0
0

]
και λ ∈ R, με

A

[
ξ1
ξ2

]
= λ

[
ξ1
ξ2

]
,

να δείξετε ότι −2 ≤ a ≤ 2.

7.8.16 Να βρεθεί ικανή και αναγκαία συνθήκη που πρέπει να πληρούν τα a, b, c, d ∈ R, ώστε
να είναι συμβατό το σύστημα 

x + z = a

−x+ y − z = b

x− y + 2z = c

2x+ y = d

.



ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ 223

7.8.17 Μπορεί να προσδιοριστεί ένας 2×2-πίνακαςA ∈M2(R), αν είναι γνωστό το άθροισμα
των στοιχείων κάθε γραμμής και κάθε στήλης του;

7.8.18 Να βρεθούν οι συνθήκες που πρέπει να ικανοποιούν τα στοιχεία του πίνακα

A =

[
a b
c d

]
∈M2(R),

ώστε να υπάρχει μη μηδενικός πίνακας

B =

[
x y
z w

]
∈M2(R), με AB +BA =

[
0 0
0 0

]
.

7.8.19 ([1, Άσκηση 2.2.18]) Σε εμβόλιμη εξεταστική 100 φοιτητές εξετάζονται σε τέσσερα μα-
θήματα. Από αυτούς, 50 φοιτητές επέλεξαν να εξεταστούν μόνο σε ένα ή και στα τέσ-
σερα μαθήματα. Επίσης, κάθε ένα από τα τέσσερα μαθήματα επιλέχθηκε από 70φοιτη-
τές. Να βρεθεί το μέγιστο και το ελάχιστο δυνατό πλήθος των φοιτητών που επέλεξαν
να εξεταστούν και στα τέσσερα μαθήματα.

7.8.20 i) Να βρεθεί πολυωνυμική καμπύλη βαθμού το πολύ 2 που διέρχεται από τα σημεία
(−2, 5), (1, −4), (3, 0).

ii) Να βρεθεί πολυωνυμική καμπύλη βαθμού το πολύ 3 που διέρχεται από τα σημεία
(−1, 0), (0, 2), (1, 2), (2, 6).
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8

ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ

Σύνοψη
Στο πρώτο μέρος του κεφαλαίου αυτού εισάγεται η έννοια του διανυσματικού χώρου.
Μελετώνται γραμμικοί συνδυασμοί και σχέσεις γραμμικής εξάρτησης ή ανεξαρτησίας
διανυσμάτων στο δισδιάστατο επίπεδο και στον τρισδιάστατο χώρο εστιάζοντας στη
γεωμετρική ερμηνεία των εννοιών αυτών. Στη συνέχεια μελετώνται ευθείες και επίπεδα, η
σχετική τους θέση και δίνεται γεωμετρική ερμηνεία στην επίλυση γραμμικών συστημάτων
με δύο ή τρεις αγνώστους. Στην ενότητα «Εργαστήριο με Mathematica» που ακολουθεί
προσφέρεται εποπτεία των παραπάνω θεμάτων στον δισδιάστατο και στον τρισδιάστατο
χώρο. Το κεφάλαιο κλείνει με μια ενότητα ασκήσεων πάνω στη θεωρία που αναπτύχθηκε.
Για βιβλιογραφία στα θέματα αυτά παραπέμπουμε στα βιβλία [1], [2], [3]. Για βασικές
γνώσεις γεωμετρίας παραπέμπουμε στο [4] ή [5].

Προαπαιτούμενη γνώση: Κεφάλαια 4, 5, 6, 7, βασικές γνώσεις γεωμετρίας.

8.1 Ο διανυσματικός χώρος Rn

Έστω K ένα σώμα. Θα επικεντρώσουμε την προσοχή μας στις ιδιότητες που έχει η δομή
(Mn×m(K),+, ·), όπουMn×m(K) είναι βέβαια το σύνολο των n×m-πινάκων με στοιχεία από
τοK, «+» είναι η πράξη της πρόσθεσης των πινάκων στοMn×m(K) και «·» είναι η πράξη του
βαθμωτού πολλαπλασιασμού στοιχείου του K επί πίνακα τουMn×m(K). Οι ιδιότητες αυτές
περιγράφονταν στην Πρόταση 4.2.1.2 και στην Πρόταση 4.2.3.2. Στο προηγούμενο κεφάλαιο,
παρατηρήσαμε ότι με την πρόσθεση ανά συντεταγμένη των διατεταγμένων n-άδων του Kn

και με τον σκαλινό πολλαπλασιασμό της κάθε συντεταγμένης με στοιχείο του K, η δομή
(Kn,+, ·) των διατεταγμένων n-άδων ικανοποιεί τις ίδιες ιδιότητες, βλ. Παρατήρηση 7.1.0.3.
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Η έννοια του διανυσματικού χώρου είναι η ομπρέλα που προσδιορίζει όλες τις δομές που
ικανοποιούν την ίδια σειρά ιδιοτήτων. Έτσι έχουμε τον επόμενο ορισμό.

Ορισμός 8.1.0.1 Έστω ένα σώμαK. Ένας διανυσματικός χώρος πάνω από τοKKK είναι ένα
μη κενό σύνολο V εφοδιασμένο με τις πράξεις της πρόσθεσης

+ : V × V → V , (v, u) 7→ v + u

και του βαθμωτού ή σκαλινού πολλαπλασιασμού
· : K × V → V , (κ, v) 7→ κ · v,

που ικανοποιούν τις παρακάτω ιδιότητες:

(i) προσεταιριστική ιδιότητα: (v + u) + w = v + (u+ w), ∀ v, u, w ∈ V ,

(ii) ύπαρξη μηδενικού στοιχείου: ∃ 0V ∈ V έτσι ώστε 0V + u = u+ 0V = u, ∀ u ∈ V ,

(iii) ύπαρξη αντίθετου για κάθε στοιχείο τουK: ∀ u ∈ V , υπάρχει u′ ∈ V έτσι ώστε u+u′ =
u′ + u = 0V (το u′ συμβολίζεται με −u και λέγεται αντίθετος του u),

(iv) αντιμεταθετική ιδιότητα: v + u = u+ v, ∀ v, u ∈ V ,

(v) επιμεριστική ιδιότητα Ι: κ · (v + u) = κ · v + κ · u, ∀ v, u ∈ V, ∀κ ∈ K,

(vi) επιμεριστική ιδιότητα ΙΙ: (κ+ λ) · v = κ · v + λ · v, ∀ v ∈ V, ∀κ, λ ∈ K,

(vii) κ · (λ · v) = (κλ) · v, ∀ v ∈ V, ∀κ, λ ∈ K,

(viii) 1 · v = v, ∀ v ∈ V , όπου 1 = 1K είναι το μοναδιαίο στοιχείο του σώματος K.

Για συντομία λέμε ότι ένας διανυσματικός χώρος πάνω από το K είναι K-διανυσματικός
χώρος. Αποκαλούμε τα στοιχεία του V διανύσματα για να δηλώσουμε ότι σκεφτόμαστε τον
V με τη δομή του ως K-διανυσματικό χώρο.
Ας επικεντρωθούμε στον R-διανυσματικό χώρο (Rn,+, ·). Με 000 ή 0Rn συμβολίζουμε το

μηδενικό διάνυσμα (0, . . . , 0) του Rn. Θα αξιοποιήσουμε όσο μπορούμε τη συνάρτηση

φ :Mn×1(R) −→ Rn,

a1...
an

 7→ (a1, . . . , an)

για να μεταφέρουμε έννοιες που έχουμε ήδη δει και μελετήσει από τον Mn×1(R) στον Rn.
Είναι εύκολο να δούμε ότι η φ είναι ένα προς ένα και επί, (άλλωστε το πέρασμα στονRn είναι
απλά ένας διαφορετικός τρόπος να αποθηκεύουμε την πληροφορία n στοιχείων). Επιπλέον,
είναι εύκολο να επιβεβαιώσουμε ότι

ψ : Rn −→Mn×1(R), v = (a1, . . . , an) 7→ [v] =

a1...
an


είναι η φ−1, αφού

φ ◦ ψ = idRn , ψ ◦ φ = idMn×1(R) ,

όπου με idS συμβολίζουμε την ταυτοτική συνάρτηση του συνόλου S, idS : S → S, idS(x) = x,
∀ x ∈ S. Είναι, επίσης, ιδιαίτερα ενδιαφέρον ότι ισχύουν οι εξής δύο ιδιότητες για την φ.
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• φ : κ

a1...
an

 7→ (κa1, . . . , κan) = κ(a1, . . . , an)

• φ :

a1...
an

+

b1...
bn

 7→ (a1 + b1, . . . , an + bn) = (a1, . . . , an) + (b1, . . . , bn).

Αντίστοιχα, οι ίδιες ιδιότητες ισχύουν και για τη ψ.

• ψ : κ (a1, . . . , an) 7→ κ

a1...
an



• ψ : (a1, . . . , an) + (b1, . . . , bn) 7→

a1...
an

+

b1...
bn

.
Έτσι, αν κ1, κ2 ∈ R και Σ1,Σ2 ∈Mn×1(R), τότε

φ(κ1Σ1 + κ2Σ2) = φ(κ1Σ1) + φ(κ2Σ2) = κ1φ(Σ1) + κ2φ(Σ2)

ενώ, αντίστοιχα, αν v1, v2 ∈ Rn, τότε

ψ(κ1v1 + κ2v2) = ψ(κ1v1) + ψ(κ1v2) = κ1ψ(v1) + κ2ψ(v2) .

Οι ιδιότητες αυτές για τις φ και ψ προκύπτουν αβίαστα αν κάνουμε τις πράξεις και δεν
θα κουράσουμε με τις λεπτομέρειες. Θα σας ζητήσουμε όμως να σκεφτείτε ότι εύκολα μπο-
ρούμε να γενικεύσουμε, με χρήση μαθηματικής επαγωγής, σε αθροίσματα διανυσμάτων με
περισσότερους προσθετέους των αντίστοιχων διανυσματικών χώρων. Έτσι, ισχύει η επόμενη
πρόταση.

Πρόταση 8.1.0.2 Αν κ1, . . . , κs ∈ R, Σ1, . . . ,Σs ∈Mn×1(R) και v1, . . . , vs ∈ Rn, τότε

φ(κ1Σ1 + · · ·+ κsΣs) = κ1φ(Σ1) + · · ·+ κn(Σs)

και

ψ(κ1v1 + · · ·+ κnvs) = κ1ψ(v1) + · · ·+ κnψ(vs) .

Θα δούμε αργότερα ότι αυτή η ιδιότητα κάνει τις φ και ψ να είναι γραμμικές συναρτήσεις
και μάλιστα ισομορφισμούς που σημαίνει ότι στη μαθηματική γενικότητα μπορούμε να ταυ-
τίσουμε τον κόσμο των πινάκων στηλών τουMn×1(R) με τον κόσμο των στοιχείων τουRn. Aς
μελετήσουμε, τώρα, την έννοια της γραμμικής εξάρτησης και ανεξαρτησίας στοιχείων του
Rn. Έχουμε ήδη δει αυτές τις έννοιες για τους πίνακες στήλη στην Ενότητα 5.5.
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Έστω v, v1, . . . , vs ∈ Rn. Αν για κάποια c1, c2, . . . , cs ∈ R ισχύει ότι

v = c1 · v1 + c2 · v2 + · · · cs · vs,

τότε λέμε ότι v είναι γραμμικός συνδυασμός των v1, v2, . . . , vs και το στοιχείο ci είναι
ο συντελεστής του vi, για i = 1, . . . , s. O γραμμικός συνδυασμός

0·v1 + 0·v2 + · · ·+ 0·vs = 000

ονομάζεται τετριμμένος γραμμικός συνδυασμός. Το σύνολο
{
v1, v2, . . . , vs

}
ονομάζε-

ται γραμμικά εξαρτημένο ή ισοδύναμα τα v1, v2, . . . , vs ονομάζονται γραμμικά εξαρ-
τημένα, αν υπάρχουν λ1, . . . , λs ∈ R, με τουλάχιστον ένα λi 6= 0 τέτοια ώστε

λ1v1 + λ2v2 + · · ·+ λsvs = 000 .

Μία τέτοια σχέση ονομάζεται σχέση γραμμικής εξάρτησης των v1, v2, . . . , vs. Τα δια-
νύσματα v1, v2, . . . , vs ονομάζονται γραμμικά ανεξάρτητα, αν δεν είναι γραμμικά
εξαρτημένα.

Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τις τεχνικές που έχουμε αναπτύξει στην Ενότητα 5.5 για
να απαντήσουμε σε ερωτήματα γραμμικής εξάρτησης και ανεξαρτησίας στονRn; Η επόμενη
παρατήρηση θα μας δείξει τον δρόμο.

Παρατήρηση 8.1.0.3 Έστω ότι v είναι γραμμικός συνδυασμός των u1, u2, . . . , us ∈ Rn. Τότε

v = λ1u1 + λ2u2 + · · ·+ λsus

για λ1, λ2, . . . , λs ∈ R. Επομένως

ψ(v) = ψ(λ1u1 + λ2u2 + · · ·+ λsus)

και από την Πρόταση 8.1.0.2 προκύπτει ότι[
v
]
=
[
λ1u1 + λ2u2 + · · ·+ λsus

]
= λ1

[
u1
]
+ λ2

[
u2
]
+ · · ·+ λs

[
us
]
. (8.1.1)

Αντίστοφα, αν γνωρίζουμε ότι
[
v
]
= λ1

[
u1
]
+ λ2

[
u2
]
+ · · ·+ λs

[
us
]
, τότε εφαρμόζοντας τη

συνάρτηση φ, χρησιμοποιώντας τη σχέση

φ([u]) = φψ(u) = idRn(u) = u, ∀u ∈ Rn

και την Πρόταση 8.1.0.2 έχουμε ότι

φ(
[
v
]
) = φ

(
λ1
[
u1
]
+ λ2

[
u2
]
+ · · ·+ λs

[
us
] )

=

= λ1φ(
[
u1
]
) + · · ·+ λsφ(

[
us
]
) =⇒ v = λ1u1 + λ2u2 + · · ·+ λsus.

Κατά συνέπεια, {u1, . . . , us} είναι γραμμικά ανεξάρτητο, αν και μόνο αν
{ [
u1
]
, . . . ,

[
us
] }

είναι γραμμικά ανεξάρτητο.

Το επόμενο συμπέρασμα μας επιτρέπει να περνάμε σε πίνακες και με αυτόν τον τρόπο
θα έχουμε στην εργαλειοθήκη μας όλη τη φαρέτρα της άλγεβρας πινάκων που έχουμε ήδη
αναπτύξει.
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Πρόταση 8.1.0.4 Έστω u1, u2, . . . , us ∈ Rn. Θεωρούμε τον πίνακα A ∈ Mn×s(R) με στήλες
τους πίνακες στήλη [u1], . . . , [us]. Τότε το v είναι γραμμικός συνδυασμός των u1, u2, . . . , us,
αν και μόνο αν το σύστημα AX =

[
v
]
είναι συμβατό. Επιπλέον, τα διανύσματα u1, . . . , us ∈

Rn είναι γραμμικά εξαρτημένα, αν και μόνο null(A) 6= {000}.

Απόδειξη. Από την Παρατήρηση 8.1.0.3 έχουμε ότι

v = λ1u1 + λ2u2 + · · ·+ λsus αν και μόνο αν
[
v
]
= λ1

[
u1
]
+ λ2

[
u2
]
+ · · ·+ λs

[
us
]

επομένως (από τον ορισμό του πολλαπλασιασμού πινάκων), αν και μόνο αν

[
u1|u2| · · · |us

]

λ1
λ2
...
λs

 = A


λ1
λ2
...
λs

 =
[
v
]

και το σύστημα AX =
[
v
]
είναι συμβατό. Επιπλέον, τα διανύσματα u1, . . . , us ∈ Rn είναι

γραμμικά εξαρτημένα, αν και μόνο αν το σύστημα AX = 0n×1 έχει μη μηδενική λύση, άρα
null(A) 6= {000}. ■

Στα επόμενα παραδείγματα θα εφαρμόσουμε τις παραπάνω έννοιες σε διανύσματα του
R3.

Παραδείγματα 8.1.0.5

i. Tα στοιχεία
e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)

του R3 είναι γραμμικά ανεξάρτητα. Θα το δείξουμε, εφαρμόζοντας πρώτα τον ορισμό.
Έστω ότι 000 είναι γραμμικός συνδυασμός των e1, e2, e3. Τότε υπάρχουν κ1, κ2, κ3 ∈ R
με

κ1 ·e1 + κ2 ·e2 + κ3 ·e3 = 000 ⇒ (κ1, κ2, κ3) = (0, 0, 0) ⇒ κ1 = κ2 = κ3 = 0.
Ισοδύναμα, οι στήλες του μοναδιαίου πίνακα

[
e1|e2|e3

]
= In είναι γραμμικά ανεξάρ-

τητες και τα e1, e2, e3 είναι γραμμικά ανεξάρτητα.
Παρατηρούμε ότι το τυχαίο διάνυσμα (x1, x2, x3) ∈ R3 γράφεται εύκολα ως γραμμικός
συνδυασμός των e1, e2, e3, αφού

(x1, x2, x3) = (x1, 0.0) + (0, x2, 0) + (0, 0, x3) , άρα
(x1, x2, x3) = x1 ·(1, 0.0) + x2 ·(0, 1, 0) + x3 ·(0, 0, 1) και τελικά

(x1, x2, x3) = x1 ·e1 + x2 ·e2 + x3 ·e3.
Το σύνολοB3 = {e1, e2, e3} ονομάζεται κανονική βάση τουR3. Καθώς οι συντελεστές
του διανύσματος v = (x1, x2, x3) ως προς τα διανύσματα του B3 δίνουν ακριβώς τον
πίνακα [v], λέμε ότι ο

[
v
]
είναι ο πίνακας συντεταγμένων του v ως προς την κανονική

βάση του R3 ή απλούστερα ότι [v] είναι ο πίνακας συντεταγμένων του v.

ii. Έστω
v1 = (−3, 1, 2), v2 = (2, 1, 2), v3 = (0, 0, 5), v4 = (0, 5, 10), v5 = (1, 1, 1) ∈ R3.

Το διάνυσμα w = (7, 4,−3) είναι γραμμικός συνδυασμός των v2, v3, v5, αφού
w = 3·v2 − 2·v3 + v5.



230 ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ

Επιπλέον, το w είναι γραμμικός συνδυασμός των v1, . . . , v5, αφού
w = 0·v1 + 3·v2 − 2·v3 + 0·v4 + v5.

Η σχέση
v1 + 4·v2 − v3 − 5·v5 = 000

είναι σχέση γραμμικής εξάρτησης για τα διανύσματα v1, v2, v3, v5. Κατά συνέπεια, το
σύνολο {v1, v2, v3, v5} είναι γραμμικά εξαρτημένο. Τέλος, θα δείξουμε ότι τα διανύ-
σματα v1, v2, v3 είναι γραμμικά ανεξάρτητα. Πράγματι, ο πίνακας

[
v1|v2|v3

]
=

−3 2 0
2 1 0
2 2 5


έχει μη μηδενική ορίζουσα (επιβεβαιώστε το!), επομένως οι στήλες, δηλαδή οι πίνα-
κες [v1], [v2], [v3] είναι γραμμικά ανεξάρτητοι και τελικά τα v1, v2, v3 είναι γραμμικά
ανεξάρτητα.

Μας ενδιαφέρουν τα πεπερασμένα υποσύνολα του Rn με τον ελάχιστο δυνατό αριθμό στοι-
χείων από τα οποία με γραμμικούς συνδυασμούς μπορούμε να κατασκευάσουμε όλα τα στοι-
χεία του Rn. Ένα τέτοιο σύνολο, όπως θα δούμε λίγο αργότερα, είναι η κανονική βάση του
Rn. Η κανονική ή συνήθης βάση του Rn είναι το σύνολο

Bn =
{
e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , en = (0, . . . , 0, 1)

}
.

Παρατηρούμε ότι τα στοιχεία της βάσης Bn είναι γραμμικά ανεξάρτητα (μπορείτε να το
δείτε;) και ότι ο πίνακας

[
e1|e2| . . . |en

]
είναι ο μοναδιαίος πίνακας In. Επιπλέον, αν v =

(x1, x2, . . . , xn) είναι τυχαίο στοιχείο του Rn, τότε
v = x1 ·e1 + x2 ·e2 + · · ·+ xn ·en.

Λέμε ότι
[
v
]
=
[
x1 x2 · · · xn

]T είναι ο πίνακας συντεταγμένων του v ως προς την κα-
νονική βάση του Rn ή απλούστερα ο πίνακας συντεταγμένων του v. Στην επόμενη πρόταση
συγκεντρώνουμε βασικά αποτελέσματα που αφορούν τη γραμμική ανεξαρτησία στοιχείων
του Rn, τα οποία έχουμε ήδη δει αναλυτικά για πίνακες στήλες.

Πρόταση 8.1.0.6

(i) Το πεπερασμένο σύνολο S ⊂ Rn είναι γραμμικά εξαρτημένο, αν και μόνο αν κάποιο
από τα στοιχεία του γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός των υπόλοιπων.

(ii) Αν το πεπερασμένο σύνολο S ⊂ Rn είναι γραμμικά εξαρτημένο και S ′ είναι πεπε-
ρασμένο υπερσύνολο του S, δηλαδή S ⊂ S ′ ⊂ Rn, τότε S ′ είναι επίσης γραμμικά
εξαρτημένο.

(iii) Αν το πεπερασμένο σύνολο S ⊂ Rn είναι γραμμικά ανεξάρτητο και S ′′ ⊂ S, τότε S ′′

είναι επίσης γραμμικά ανεξάρτητο.

(iv) To 000 είναι γραμμικά εξαρτημένo. Αν v 6= 000, τότε το {v} είναι γραμμικά ανεξάρτητο. Αν
000 ∈ S ⊂ Rn, τότε S είναι γραμμικά εξαρτημένο.

(v) Τα διανύσματα v, u ∈ Rn είναι γραμμικά εξαρτημένα, αν και μόνο αν v = λu ή u = λ v,
για κάποιο λ ∈ R.
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Απόδειξη. Έστω S = {u1, . . . , us} ⊂ Rn. Aν

λ1u1 + · · ·+ λsus = 000

είναι σχέση γραμμικής εξάρτησης και λi 6= 0, τότε

ui = (−λ1
λi
u1) + · · ·+ (−λi−1

λi
ui−1) + (−λi+1

λi
ui+1) + · · ·+ (−λs−1

λi
us) .

Η παραπάνω σχέση αποδεικνύει το (i) και το (v) (για s = 2). Το (iii) προκύπτει από το (ii).
Τα (ii) και (iv) αφήνονται ως άσκηση. ■

Έστω τώρα ένας πίνακας A ∈ Mn×s(R). Γνωρίζουμε ότι rank(A) ≤ min{n, s} και ότι οι
στήλες τουA είναι γραμμικά ανεξάρτητες, αν και μόνο αν rank(A) = s. Στην περίπτωση που
s > n, τότε οι στήλες του A είναι γραμμικά εξαρτημένες. Αν rank(A) = n, τότε το σύστημα
AX = [v] είναι συμβατό για κάθε v ∈ Rn. Αντίστροφα, αν το σύστημα AX = [v] είναι
συμβατό ∀ v ∈ Rn, τότε rank(A) = n (βλ.ΛυμένηΆσκηση 7.8.5). Όταν οA είναι τετραγωνικός
πίνακας (s = n), τότε rank(A) = n, αν και μόνο αν det(A) 6= 0. Έτσι, η συνθήκη οA να είναι
αντιστρέψιμος πίνακας μας δίνει ισοδύναμα ότι οι στήλες τουA είναι γραμμικά ανεξάρτητες
καθώς και ότι το σύστημαAX = [v] είναι συμβατό για κάθε v ∈ Rn, ενώ επιπλέον η λύση του
συστήματος είναι μοναδική. Τα παραπάνω δίνουν την απόδειξη της επόμενης πρότασης.

Πρόταση 8.1.0.7 Έστω u1, u2, . . . , us ∈ Rn και έστω A =
[
u1|u2| · · · |us

]
.

(i) Το σύνολο {u1, u2, . . . , us} γραμμικά ανεξάρτητο, αν και μόνο αν rank(A) = s.

(ii) Αν rank(A) = n, τότε κάθε στοιχείο w του Rn γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός
των u1, u2, . . . , us και αντιστρόφως.

(iii) Αν s = n, τότε {u1, v2, . . . , un} είναι γραμμικά ανεξάρτητο, αν και μόνο αν det(A) 6= 0.

(iv) Αν u1, u2, . . . , un ∈ Rn είναι γραμμικά ανεξάρτητα, τότε κάθε στοιχείο w του Rn γρά-
φεται με μοναδικό τρόπο ως γραμμικός συνδυασμός των u1, u2, . . . , un.

(v) Το μέγιστο πλήθος γραμμικά ανεξάρτητων στοιχείων του Rn ισούται με n. Έτσι n+ 1
ή περισσότερα στοιχεία του Rn είναι πάντα γραμμικά εξαρτημένα.

Παραδείγματα 8.1.0.8

• (x1, x2), (y1, y2) ∈ R2 είναι γραμμικά ανεξάρτητα, αν και μόνο αν
∣∣∣∣x1 y1
x2 y2

∣∣∣∣ 6= 0,

• Tρία ή περισσότερα στοιχεία του R2 είναι πάντα γραμμικά εξαρτημένα.

• Tέσσερα ή περισσότερα στοιχεία του R3 είναι πάντα γραμμικά εξαρτημένα.

Έστω v1, . . . , vs ∈ Rn. Η γραμμική θήκη των στοιχείων v1, . . . , vs είναι το υποσύνολο τουRn

που αποτελείται από όλους τους γραμμικούς συνδυασμούς των v1, . . . , vs και συμβολίζεται
με span{v1, . . . , vs}:

span{v1, . . . , vs} = {µ1 ·v1 + · · ·+ µs ·vs : µ1, . . . , µs ∈ R} ⊆ Rn.

Πρόταση 8.1.0.9 Τα διανύσματα v1, v2, . . . , vn ∈ Rn είναι γραμμικά ανεξάρτητα, αν και μόνο
αν span{v1, . . . , vn} = Rn.
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Απόδειξη.Έστω ότι τα v1, v2, . . . , vn είναι γραμμικά ανεξάρτητα και w ∈ Rn. Από την Πρό-
ταση 8.1.0.7.iv γνωρίζουμε ότι υπάρχουν (μοναδικά) µ1, . . . , µn ∈ R τέτοια, ώστε

w = µ1v1 + · · ·+ µnvn ⇒ w ∈ span{v1, . . . , vn}.
Συμπεραίνουμε ότι Rn ⊆ span{v1, . . . , vn}. Αφού span{v1, . . . , vn} ⊆ Rn, έχουμε ότι

span{v1, . . . , vn} = Rn.
Αντίστροφα, αν v1, v2, . . . , vn ∈ Rn είναι γραμμικά εξαρτημένα, τότε ο n × n-πίνακας A
με στήλες τα [v1], [v2], . . . , [vn] δεν είναι αντιστρέψιμος, έχει βαθμίδα μικρότερη του n και
υπάρχει τουλάχιστον ένα διάνυσμα w ∈ Rn, τέτοιο ώστε το σύστημα AX = [w] να μην είναι
συμβατό (βλ. ΛυμένηΆσκηση 7.8.5). Επομένως,w /∈ span{v1, . . . , vn} και span{v1, . . . , vn} 6=
Rn. ■

Παραδείγματα 8.1.0.10

i. span{000} = {000}.

ii. Αν u ∈ Rn, τότε span{u} = {κu : κ ∈ R}.

iii. Έστω Bn η κανονική βάση του Rn. Τότε spanBn = Rn.

iv. Έστω
v1 = (1, 1, 0), v2 = (0, 1, 1), v3 = (1, 0, 1), w = (a, b, c).

Θα δείξουμε ότι το σύνολο {v1, v2, v3} είναι γραμμικά ανεξάρτητο και επομένως
span{v1, v2, v3} = R3. Παράλληλα, θα γράψουμε το w ως γραμμικό συνδυασμό των
v1, v2, v3. Φέρνουμε σε ε.κ.μ.γ.τον πίνακα

[
v1|v2|v3|w

]
:

[
v1|v2|v3|w

]
=

1 0 1 a
1 1 0 b
0 1 1 c

 −→ · · · −→

 1 0 0 a+b−c
2

0 1 0 −a+b+c
2

0 0 1 a−b+c
2

= R.

(βλ. Λυμένη Άσκηση 5.7.5). Οι καθοδηγητικές μονάδες βρίσκονται στις τρεις πρώτες
στήλες του R, επομένως οι στήλες

[
v1
]
,
[
v2
]
,
[
v3
]
είναι γραμμικά ανεξάρτητες, έτσι

και τα στοιχεία v1, v2, v3 είναι γραμμικά ανεξάρτητα. Για τη στήλη
[
w
]
έχουμε:

[
w
]
=
a+ b− c

2

[
v1
]
+
−a+ b+ c

2

[
v2
]
+
a− b+ c

2

[
v3
] Παρατήρηση
=========⇒

8.1.0.3

w =
a+ b− c

2
· v1 +

−a+ b+ c

2
· v2 +

a− b+ c

2
· v3 :

(a, b, c) =
a+ b− c

2
· (1, 1, 0) + −a+ b+ c

2
· (0, 1, 1) + a− b+ c

2
· (1, 0, 1).

Αν για παράδειγμα w = (−3, 4, 5), τότε w = −2·v1 + 6·v2 − v3 :

(−3, 4, 5) = −2 · (1, 1, 0) + 6 · (0, 1, 1)− (1, 0, 1).

v. Έστω v, u δύο γραμμικά ανεξάρτητα (άρα και μη μηδενικά) στοιχεία του R2. Έτσι
v 6= κu, ∀κ ∈ R. Από την Πρόταση 8.1.0.9 έχουμε ότι

span{v, u} = {λ1 v + λ2 u : λ1, λ2 ∈ R} = R2.
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Αντίστροφα, αν span{v, u} = R2, τότε το σύνολο {v, u} είναι σίγουρα γραμμικά ανε-
ξάρτητο (Πρόταση 8.1.0.9). Πράγματι, αν {v, u} είναι γραμμικά εξαρτημένο, τότε όλα
τα διανύσματα στο span{v, u} είναι αναγκαστικά πολλαπλάσια του ενός από τα δύο
διανύσματα v, u και σίγουρα υπάρχει κάποιο διάνυσμα στον R2 που δεν ανήκει στο
span{v, u}. Μπορείτε να κατασκευάσετε ένα τέτοιο διάνυσμα;

8.2 Σημεία και Διανύσματα του Rn

Θα ξεκινήσουμε αυτήν την ενότητα ορίζοντας μία σχέση ισοδυναμίας στο καρτεσιανό γινό-
μενο Rn × Rn, για n ≥ 2. Στη συνέχεια θα δούμε την ερμηνεία των όσων ορίσαμε στους
χώρους R2 και R3 όπου έχουμε γεωμετρική εποπτεία. Έστω δύο στοιχεία (A,B) και (C,D)
του Rn × Rn, όπου A(a1, . . . , an), B(b1, . . . , bn), ενώ C(c1, . . . , cn), D(d1, . . . , dn). Λέμε ότι

(A,B) ∼ (C,D), αν και μόνο αν (b1 − a1, . . . , bn − an) = (d1 − c1, . . . , dn − cn) .

Αποδεικνύεται εύκολα ότι η∼ είναι μία σχέση ισοδυναμίας, η οποία διαμελίζει το σύνολο των
στοιχείων τουRn×Rn σε κλάσεις ισοδυναμίας. Μπορούμε να θεωρήσουμε «γεωμετρικά» τις
δυάδες (A,B) ως ευθύγραμμα τμήματα με αρχικό σημείο τοA και τελικό σημείο τοB και θα
βοηθούσε εάν γράφαμεAB στη θέση του (A,B). Ας τα δούμε αυτά στους R-διανυσματικούς
χώρους

R2 =
{
(x, y) : x, y ∈ R

}
και R3 =

{
(x, y, z) : x, y, z ∈ R

}
.

Για να αποκτήσουμε γεωμετρική εποπτεία σε αυτούς τους χώρους χρησιμοποιούμε το καρτε-
σιανό σύστημα συντεταγμένων των αξόνων x′x, y′y για το δισδιάστατο επίπεδο R2 και των
τριών αξόνων x′x, y′y, z′z για τον τρισδιάστατο χώρο R3. Η δυάδα (A,B) ορίζει ένα προ-
σανατολισμένο ευθύγραμμο τμήμα AB, με αρχή το A και πέρας το B. Το προσανατολισμένο
ευθύγραμμο τμήμα AB είναι διαφορετικό από το προσανατολισμένο ευθύγραμμο τμήμα BA
με αρχή το B και πέρας το A, καθώς έχουν αντίθετες φορές. Συμβολίζουμε το μήκος του
ευθύγραμμου τμήματος AB με (AB). Λέμε ότι δύο προσανατολισμένα ευθύγραμμα τμήματα
AB, Γ∆ έχουν την ίδια διεύθυνση, αν οι ευθείες που ορίζονται από τα ευθύγραμμα τμήματα
AB και Γ∆ είναι παράλληλες ή ταυτίζονται. Γράφουμε και πάλι τη σχέση ισοδυναμίας που
ορίσαμε προηγουμένως ως σχέση ισοδυναμίας ∼ στο σύνολο S των προσανατολισμένων ευ-
θυγράμμων τμημάτων:

AB ∼ Γ∆ αν AB, Γ∆ έχουν ίδια διεύθυνση, ίδια φορά και ίσο μήκος.
Η ∼ διαμελίζει το σύνολο S των προσανατολισμένων ευθυγράμμων τμημάτων σε κλάσεις
ισοδυναμίας. Έστω MN ∈ S. Η κλάση ισοδυναμίας του MN , δηλαδή το υποσύνολο του
S που περιέχει όλα τα προσανατολισμένα ευθύγραμμα τμήματα που είναι ισοδύναμα με το
MN συμβολίζεται με −−→MN και ονομάζεται διάνυσμα με αρχή το σημείοM και πέρας το N ,

−−→
MN = {ZH ∈ S : ZH ∼MN}.

Όλα τα στοιχεία του S με μηδενικό μήκος (το πέρας τους ταυτίζεται με την αρχή τους) είναι
ισοδύναμα και η κλάση ισοδυναμίας που τα περιέχει ονομάζεται μηδενικό διάνυσμα και
συμβολίζεται με −→0 .

Παράδειγμα 8.2.0.1 Έστω ότι είμαστε στον R2 και έστω ότι O(0, 0), A(a1, a2). Αν C(c1, c2),
D(d1, d2), τότε

−→
OA =

−−→
CD αν και μόνο αν (a1, a2) = (d1 − c1, d2 − c2) .
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Έστω τώρα ότι KΛ ∼ MN , δηλαδή KΛ ∈
−−→
MN , τότε KΛ, MN ορίζουν την ίδια κλάση

ισοδυναμίας: −−→KΛ =
−−→
MN . Ως αντιπρόσωπο της κλάσης ισοδυναμίας −−→MN μπορούμε να θε-

ωρήσουμε οποιοδήποτε προσανατολισμένο ευθύγραμμο τμήμα του S που είναι ισοδύναμο
με τοMN . Σημειώνουμε ότι σε κάθε κλάση ισοδυναμίας υπάρχει ένα μοναδικό προσανατο-
λισμένο ευθύγραμμο τμήμα με αρχή την αρχή των αξόνων. Συνήθως ως αντιπρόσωπο της
κλάσης −−→MN επιλέγουμε το στοιχείο αυτό. H ευθεία που καθορίζεται από τον αντιπρόσωπο
OA ονομάζεται φορέας του −−→MN . Στο Σχήμα 8.1 αναπαρίσταται μία κλάση ισοδυναμίας,
δηλαδή ένα διάνυσμα, αριστερά στον R2 και δεξιά στον R3.

O

A

Σχήμα 8.1: Διανύσματα στον R2 και στον R3.

Έστω Oxy ένα καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων στο επίπεδο. Το σημείο A(a1, a2) με
συντεταγμένες a1, a2 αντιστοιχίζεται στο διάνυσμα −→OA = (a1, a2) και αντιστρόφως. Ορί-
ζεται έτσι μία 1-1 και επί απεικόνιση από το σύνολο των σημείων στο σύνολο διανυσμάτων
(βλ.Σχήμα 8.2),

A(a1, a2) ←→
−→
OA = (a1, a2).

x

y

O a1

a2
(a1,a2)A

x

y

O a1

a2
A

Σχήμα 8.2: Το (a1, a2) ως σημείο ή διάνυσμα του R2.

Ας θεωρήσουμε τώρα ένα καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων Oxyz στον χώρο. Κάθε ση-
μείοA του χώρου σημειώνεται με τρεις συντεταγμένες (a1, a2, a3), δηλαδήA(a1, a2, a3), όπου
a1, a2, a3 είναι οι αλγεβρικές τιμές των προσανατολισμένων αποστάσεων του σημείου A από
τα επίπεδα Oyz, Oxz και Oxy αντίστοιχα. Έτσι, μπορούμε να αντιστοιχίσουμε το σημείο
A(a1, a2, a3) με το διάνυσμα −→OA = (a1, a2, a3) και αντιστρόφως. Ορίζεται, λοιπόν, μία 1-
1 και επί απεικόνιση από το σύνολο των σημείων στο σύνολο των διανυσμάτων (βλ.Σχήμα
8.3),

A(a1, a2, a3) ←→
−→
OA.
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Σχήμα 8.3: Αναπαράσταση του (a1, a2, a3) ∈ R3 ως σημείο ή διάνυσμα του χώρου.

Σημειώνουμε ότι ο χώρος R3 χωρίζεται σε οκταμόρια. Θα δούμε πώς σχεδιάζουμε ένα ση-
μείο ή διάνυσμα στο πρώτο οκταμόριο. Έστω ότι a1, a2, a3 ≥ 0. Για να σχεδιάσουμε το ση-
μείο A(a1, a2, a3) ή το διάνυσμα −→OA, βρίσκουμε πρώτα το σημείο (a1, a2, 0) στο καρτεσιανό
επίπεδο Oxy, προσδιορίζοντας το σημείο με συντεταγμένες (a1, 0, 0) στον άξονα των x, φέρ-
νοντας από αυτό ευθεία παράλληλη προς τον άξονα των y και μετρώντας επί της ευθείας
αυτής a2 μονάδες. Στη συνέχεια, από το σημείο (a1, a2, 0) του επιπέδου, φέρνουμε ευθεία
κάθετη προς το επίπεδο Oxy, παράλληλη δηλαδή προς τον άξονα των z και μετρούμε a3 μο-
νάδες για να προσδιορίσουμε το σημείο A(a1, a2, a3). Παρατηρούμε ότι τα σημεία (a1, a2, 0)
(a1, 0, a3), (0, a2, a3) βρίσκονται επί των καρτεσιανών επιπέδων Oxy, Oxz και Oyz και κα-
θορίζουν ένα ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο. Το A είναι η κορυφή του παραλληλεπιπέδου με
τη μεγαλύτερη απόσταση από την αρχή των αξόνων O(0, 0, 0) (βλ.Σχήματα 8.4). Κάνοντας
την αντίστοιχη διαδικασία όταν κάποια από τις συντεταγμένες είναι αρνητική, μπορούμε να
απεικονίσουμε σημεία ή διανύσματα σε διαφορετικά οκταμόρια του R3.

Σχήμα 8.4: Σχεδίαση του σημείου A(a1, a2, a3) στον χώρο.

Για να προσθέσουμε δύο διανύσματα −→OA, −−→OB του επιπέδου ή του χώρου χρησιμοποιούμε
τον κανόνα του παραλληλογράμμου (βλ. Σχήμα 8.5),

−→
OA+

−−→
OB =

−→
OΓ,

όπου OAΓB είναι το παραλληλόγραμμο με πλευρές OA, OB. Ισοδύναμα, έστω Γ το τελικό
σημείο του αντιπροσώπου του −−→OB, που έχει αρχικό σημείο το A. Το προσανατολισμένο ευ-
θύγραμμο τμήμα με αρχικό σημείο την αρχή των αξόνων και τελικό σημείο το Γ είναι αντι-
πρόσωπος του −→OA+

−−→
OB. Σημειώνουμε ότι

• στον R2, αν A(a1, a2), B(b1, b2), τότε Γ(a1 + b1, a2 + b2),
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• στον R3 αν A(a1, a2, a3), B(b1, b2, b3), τότε Γ(a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3).

x

y

A

B

Γ

0 a1 b1 a1+b1

a2

b2

a2+b2

Σχήμα 8.5: Πρόσθεση διανυσμάτων στο επίπεδο και στον χώρο.

Έστω τώρα εεε ο φορέας ενός μη μηδενικού διανύσματος −→OA (βλ. Σχήμα 8.6). Ας περιγρά-
ψουμε όλα τα διανύσματα που έχουν τον ίδιο φορέα. Θα δούμε μαζί την περίπτωση ενός
διανύσματος στον R2 και θα αφήσουμε για επιβεβαίωση την περίπτωση ενός διανύσματος
στον R3.

x

y

O a1 λa1
-0.7a1

a2

λa2

-0.7a2

u=(a1,a2)

λ·u

ε

·u-0.7

A

A'

M

Σχήμα 8.6: Ο φορέας και η γραμμική θήκη διανύσματος στο επίπεδο και στον χώρο.

Καθώς εεε διέρχεται από την αρχή των αξόνων, ανA(a1, a2), τότε κάθε άλλο σημείοA′ πάνω
στην ευθεία θα έχει συντεταγμένες A′(λa1, λa2), όπου

λ =


(OA′)

(OA)
, αν A′ είναι σημείο της ημιευθείας OA

−(OA′)

(OA)
, αν A′ δεν είναι σημείο της ημιευθείας OA

Αυτό σημαίνει ότι −−→
OA′ = λ

−→
OA ,

δηλαδή το −−→OA′ ∈ span{−→OA}. Αντίστροφα, παρατηρούμε ότι αν (b1, b2) ∈ span{−→OA}, τότε
το B(b1, b2) είναι επί της ευθείας εεε. Έχουμε λοιπόν ότι τα σημεία του εεε προσδιορίζουν με
μοναδικό τρόπο τα διανύσματα του span{−→OA} και ότι υπάρχει 1-1 και επί αντιστοιχία

σημεία της εεε ←→ span{−→OA} .
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Παραδείγματα 8.2.0.2

i. O άξονας z′z του χώρου R3 είναι η ευθεία που παράγεται από το στοιχείο e3 = (0, 0, 1)
του R3,

span{e3} = {λ e3 : λ ∈ R} =
{
(0, 0, λ) : λ ∈ R

}
.

ii. Έστω δύο διανύσματα u,w του R2 ή R3. Από την Πρόταση 8.1.0.6.v γνωρίζουμε ότι τα
u,w είναι γραμμικά εξαρτημένα, αν και μόνο αν ∃µ ∈ R, ώστεw = µu. Με άλλα λόγια,
τα v, u είναι γραμμικά εξαρτημένα, αν και μόνο αν τα u,w έχουν τον ίδιο φορέα. Ισο-
δύναμα, v, w είναι γραμμικά ανεξάρτητα, αν και μόνο αν τα v, w έχουν διαφορετικούς
φορείς. Στο Σχήμα 8.7.α απεικονίζονται τα γραμμικά εξαρτημένα διανύσματα u, w.
Σημειώνουμε ότι τα σύνολα {u, v} και {v, w} είναι γραμμικά ανεξάρτητα. Στο Σχήμα
8.7.β βλέπουμε γραμμικούς συνδυασμούς των u, v. Θα δούμε ότι η γραμμική θήκη των
{u, v} είναι όλο το R2.

x

y

O

u
v

w=2.2·u

ε

ε'

(α)

v

u

2·v+2·u

v+2·u

2·u

-v+2·u

-2·v+2·u

-2·v-2·u

-2·v-u

-2·v

-2·v+u

(β)

Σχήμα 8.7: Γραμμική εξάρτηση και ανεξαρτησία στον R2.

Στο Σχήμα 8.8 εξετάζουμε αντίστοιχα διανύσματα στον R3. Τα διανύσματα u, w είναι
γραμμικά εξαρτημένα, ενώ τα {u, v} είναι γραμμικά ανεξάρτητα. Όπως θα δούμε, η
γραμμική θήκη δύο γραμμικά ανεξάρτητων διανυσμάτων στον R3 ορίζει ένα επίπεδο.

(α)
(β)

Σχήμα 8.8: Γραμμική εξάρτηση και ανεξαρτησία στον R3.
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iii. Στο Σχήμα 8.9.α δείχνουμε πώς το διάνυσμα −−→OM του R2 γράφεται ως γραμμικός συν-
δυασμός των γραμμικά ανεξάρτητων−→OA, −−→OB. Φέρνουμε από τοM μία ευθεία παράλ-
ληλη προς τον φορέα του−→OA. ΈστωB′ το σημείο τομής αυτής της ευθείας με τον φορέα
του −−→OB. Αντίστοιχα, από το M φέρνουμε μία ευθεία παράλληλη προς τον φορέα του
−−→
OB και έστωA′ το σημείο τομής με τον φορέα του−→OA. ΤότεOM είναι η διαγώνιος του
παραλληλόγραμμου OB′MA′ και άρα

−−→
OM =

−−→
OA′ +

−−→
OB′ .

Αφού −−→OA′ έχει τον ίδιο φορέα με το −→OA συμπεραίνουμε ότι −−→OA′ = κ
−→
OA, για κάποιο

κ ∈ R. Αντίστοιχα, −−→OB′ = λ
−−→
OB, για κάποιο λ ∈ R. Επομένως,
−−→
OM = κ

−→
OA+ λ

−−→
OB

είναι η ανάλυση του−−→OM ως γραμμικός συνδυασμός των−→OA, −−→OB. Μπορείτε να προσ-
διορίσετε το σημείο στην παραπάνω εξήγηση, όπου χρησιμοποιήθηκε (γεωμετρικά) η
γραμμική ανεξαρτησία των −→OA, −−→OB; Στο Σχήμα 8.9.β απεικονίζεται το στοιχείο u =
(a1, a2) ∈ R2 ως γραμμικός συνδυασμός των στοιχείων της κανονικής βάσης B2 ={
e1=(1, 0), e2=(0, 1)

}
του R2. Στην περίπτωση αυτή έχουμε ότι

(a1, a2) = a1e1 + a2e2 .

A

B

M

O

A'

B'

(α)

x

y

O
1 a1

1

a2 u(a1,a2)

a1·e1e1

a2·e2

e2

(β)

Σχήμα 8.9: Διάνυσμα ως γραμμικός συνδυασμός.

iv. Στη συνέχεια θα εξετάσουμε τη γραμμική θήκη δύο γραμμικά ανεξάρτητων στοιχείων
v, u τουR3. Σημειώνουμε ότι οι φορείς των v, u είναι ευθείες που περνούν από την αρχή
των αξόνων και που προσδιορίζουν ένα επίπεδο, έστω ppp. Γνωρίζουμε ότι span{v, u}
είναι γνήσιο υποσύνολο του R3 (Πρόταση 8.1.0.9). Επιπλέον, το 000 ∈ span{v, u} και αν
w ∈ span{v, u}, τότε ο αντιπρόσωπος του w με αρχικό σημείο την αρχή των αξόνων
θα έχει το τελικό του σημείο επί του επιπέδου ppp που οι φορείς των v, u προσδιορίζουν.
Στο Σχήμα 8.8.β απεικονίζονται γραμμικοί συνδυασμοί των v, u και το επίπεδο ppp που
παράγουν. Σημειώνουμε ότι τα v, u, w ∈ R3 είναι γραμμικά εξαρτημένα, αν και μόνο
αν υπάρχει επίπεδο του R3 που περιέχει και τους τρεις φορείς των v, u, w. Στο Σχήμα
8.10.α τα w1, w2, w3 είναι γραμμικά εξαρτημένα, καθώς οι φορείς τους ανήκουν στο
ίδιο επίπεδο qqq. Κατά συνέπεια, για να κατασκευάσουμε τρία γραμμικά ανεξάρτητα
διανύσματα του R3 αρκεί να πάρουμε δύο μη μηδενικά διανύσματα u1, u2 του R3 που
δεν έχουν τον ίδιο φορέα και ένα τρίτο στοιχείο u3 που ο φορέας του να μην ανήκει στο
επίπεδο span{u1, u2}, βλ. Σχήμα 8.10.β.
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(α) Τα w1, w2, w3 είναι γραμμικά εξαρτημένα.
(β) Τα u1, u2, u3 είναι γραμμικά
ανεξάρτητα.

Σχήμα 8.10: Γραμμική εξάρτηση και ανεξαρτησία στον R3.

v. Στο Σχήμα 8.11 δείχνουμε πώς αναλύουμε το διάνυσμα −−→OM του R3 ως γραμμικό συν-
δυασμό των γραμμικά ανεξάρτητων −→OA, −−→OB, −→OΓ. Φέρνουμε από το M ευθεία πα-
ράλληλη προς τον φορέα του OΓ και βρίσκουμε το σημείο τομής M ′ με το επίπεδο
που προσδιορίζεται από τους φορείς των−→OA,−−→OB. Στη συνέχεια γράφουμε το−−→OM ′ ως
γραμμικό συνδυασμό των −→OA, −−→OB.

−−→
OM =

−−→
OM ′ +

−−−→
M ′M =

−−→
OA′ +

−−→
OB′ +

−−→
OΓ′

Σχήμα 8.11: Ανάλυση ως γραμμικός συνδυασμός τριών διανυσμάτων.

vi. Στο Σχήμα 8.12 απεικονίζεται το

u = (a1, a2, a3) = a1e1 + a2e2 + a3e3 ∈ R3

ως γραμμικός συνδυασμός των στοιχείων της κανονικής βάσης

B3 =
{
e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)

}
⊂ R3 .

8.3 Ευθείες και επίπεδα στον Rn

Γνωρίζουμε ότι από δύο σημεία του επιπέδου ή και του τριδιάστατου χώρου περνά ακριβώς
μία ευθεία. Ποιος, όμως, είναι ο ορισμός της ευθείας στον R3 ή ακόμα γενικότερα στον Rn;
Ας ξεκινήσουμε διευκρινίζοντας ότι όταν n > 2, μία ευθεία στονRn (ειδικότερα στονR3) δεν
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Σχήμα 8.12: Η κανονική βάση του χώρου R3.

μπορεί να δοθεί από κάποια γραμμική εξίσωση της μορφήςαx+βy = γ. Θα επιβεβαιώσουμε,
λίγο αργότερα, ότι στον R3 οι λύσεις της εξίσωσης αx+ βy = γ καθορίζουν ένα επίπεδο του
R3 (και όχι μία ευθεία!).

Παράδειγμα 8.3.0.1 Έστω x = 0. Στο επίπεδο R2, τα σημεία που ικανοποιούν την εξίσωση
x = 0, είναι της μορφής (0, y), για y ∈ R, δηλαδή τα σημεία του άξονα y′y. Στον τριδιάστατο,
όμως, χώρο R3, οι λύσεις της εξίσωσης x = 0 είναι οι τριάδες της μορφής (0, b, c), όπου
b, c ∈ R, δηλαδή είναι τα σημεία του yz επιπέδου.

Ας δώσουμε, λοιπόν, τον ορισμό της ευθείας στον Rn, για n ≥ 2. Έστω l η ευθεία που διέρχε-
ται από τα σημείαA(a1, . . . , an),B(b1, . . . , bn). Παρατηρούμε ότι l είναι παράλληλη προς τον
φορέα του διανύσματος −→AB, όπου −→AB = (b1 − a1, . . . , bn − am), αφού το ευθύγραμμο τμήμα
AB είναι επί της ευθείας l.

Ορισμός 8.3.0.2 Η ευθεία l που διέρχεται από τα σημείαA(a1, . . . , an),B(b1, . . . , bn) τουRn

είναι το σύνολο{
(x1, . . . , xn) = (a1, . . . , an) + t (b1 − a1, . . . , bn − am) : t ∈ R

}
.

Οι παραμετρικές εξισώσεις της l είναι οι εξισώσεις

x1 = a1 + t (b1 − a1)
...

xn = an + t (bn − an).

Στο Σχήμα 8.13 απεικονίζεται η ευθεία ε που είναι ο φορέας του −→OA και περνά από την
αρχή των αξόνων καθώς και η ευθεία ζ που περνά από τα σημεία B, M . Σημειώνουμε ότι
−−→
BM =

−−→
OA1 = t

−→
OA, −−→OM =

−−→
OB +

−−→
BM =

−−→
OB + t

−→
OA και οι ε, ζ είναι παράλληλες.

Παρατηρούμε ότι αν (x1, . . . , xn) ικανοποιεί τις παραμετρικές εξισώσεις

x1 = a1 + t w1

...
xn = an + t wn,
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Σχήμα 8.13: Ευθείες στον R3.

τότε (x1, . . . , xn) ανήκει στο σύνολο{
(a1, . . . , an) + t (w1, . . . , wn) : t ∈ R

}
,

δηλαδή βρίσκεται (σύμφωνα με τον ορισμό μας) επί της ευθείας l που διέρχεται από το σημείο
(a1, . . . , an) (για t = 0) και το σημείο B(a1 + w1, . . . , an + wn) (για t = 1). Γενικότερα, έστω
ότι μας δίνονται οι παραμετρικές εξισώσεις μίας ευθείας. Για να βεβαιωθούμε ότι ένα σημείο
με συγκεκριμένες συντεταγμένες βρίσκεται επί της ευθείας, θα πρέπει να βεβαιωθούμε ότι
υπάρχει t ∈ R, που δίνει αυτές τις συντεταγμένες. Ας δούμε κάποια παραδείγματα.

Παραδείγματα 8.3.0.3

i. Έστω ότι α 6= 0. Το (x, y) είναι λύση της γραμμικής εξίσωσης αx + βy = γ, αν και
μόνο αν

x = γ − β

α
y .

Το y είναι «ελεύθερη» παράμετρος και μπορεί να πάρει οποιαδήποτε τιμή από το R.
Επομένως, το σύνολο των λύσεων (x, y) της αx+ βy = γ ικανοποιεί τις παραμετρικές
εξισώσεις

x = γ − t β
α

y = t .

Αυτό σημαίνει ότι το σύνολο των λύσεων (x, y) της γραμμικής εξίσωσης αx + βy = γ
είναι μία ευθεία l (όπως άλλωστε το περιμένουμε), η οποία διέρχεται από το (γ, 0) και
είναι παράλληλη προς το διάνυσμα (−β, α). Συνοπτικά:

{
(x, y) ∈ R2 : αx+ βy = γ

}
=
{
(γ − β

α
t, t) : t ∈ R

}
=

=
{
(γ, 0) +

t

α
(−β, α) : t ∈ R

}
=
{
(γ, 0) + κ (−β, α) : κ ∈ R

}
.

ii. Έστω (a, b), (c, d) δύο διαφορετικά σημεία τουR2 με a 6= c. Οι παραμετρικές εξισώσεις
της ευθείας l που διέρχεται από τα σημεία αυτά είναι οι

x = a+ t (c− a)
y = b+ t (d− b).
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Τότε t = x− a
c− a

και αντικαθιστώντας στην εξίσωση του y, βρίσκουμε ότι

y = b+
x− a
c− a

(d− b) =⇒ (d− b) x+ (a− c) y = bc− ad .

Με άλλα λόγια, τα σημεία που ικανοποιούν τις παραμετρικές εξισώσεις μίας ευθείας
στον R2 είναι λύσεις μίας γραμμικής εξίσωσης με δύο αγνώστους. Αντίστροφα, οι λύ-
σεις της γραμμικής εξίσωσης

(d− b) x+ (a− c) y = bc− ad

ικανοποιούν τις παραμετρικές εξισώσεις της l, όπως μπορείτε να επιβεβαιώσετε.

iii. Σημειώνoυμε το επιμύθιο των προηγούμενων παραδειγμάτων. ΣτονR2, ο συνήθης τρό-
πος ορισμού μίας ευθείας ως το σύνολο των λύσεων (x, y) που ικανοποιούν μία γραμ-
μική εξίσωση της μορφής

αx+ βy = γ

για κατάλληλα α, β, γ είναι ισοδύναμος με τον ορισμό 8.3.0.2 αυτής της ενότητας. Αυτό
σημαίνει ότι η ευθεία στον R2 προσδιορίζεται από τις λύσεις μίας γραμμικής εξίσωσης
με δύο αγνώστους.

iv. Έστω A,B ∈ Rn. Ο κανόνας του παραλληλόγραμμου μας δίνει ότι για οποιοδήποτε
λ ∈ R, αν −−→

OM =
−−→
OB + λ ·

−→
OA

τότε ο αντιπρόσωπος του−−→OM με αρχικό σημείο την αρχή των αξόνων έχει τελικό σημείο
επί ευθείας παράλληλης προς τον φορέα του −→OA και η οποία περνά από το σημείο B
(βλ.Σχήμα 8.14).

x

y

Ο

Α

Αλ

B

M

ε

ζ

a1b1 λa1

a2

b2

λa2

Σχήμα 8.14: Παράλληλες ευθείες και παραμετρικές εξισώσεις.

v. Η ευθεία στον R3 που περνά από τα σημεία (1, 0, 1) και (0, 2, 2) δίνεται από τις παρα-
μετρικές εξισώσεις

x = 1− t
y = 2t
z = 1 + t

Επομένως, το σημείο (−1, 4, 3) βρίσκεται επί της ευθείας (δείτε για t = 2). Η ευθεία
είναι παράλληλη προς το διάνυσμα (−1, 2, 1) και προσδιορίζεται από το σύνολο

L :
{
(1, 0, 1) + t (−1, 2, 1) : t ∈ R

}
.
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Η ευθεία δεν περνά από την αρχή των αξόνων, αφού δεν υπάρχει t που να δίνει ταυ-
τόχρονα τις τιμές (0, 0, 0).

vi. Το σύνολο {
(2, 2, 0) + µ (1, 2, 1) : µ ∈ R

}
είναι η ευθεία ζ τουR3 που διέρχεται από το σημείοB(2, 2, 0) και είναι παράλληλη στην
ευθεία span

{
(1, 2, 1)

}
. Σημειώνουμε ότι span

{
(1, 2, 1)

}
είναι η ευθεία ε που διέρχεται

από την αρχή των αξόνων και το A(1, 2, 1) (βλ. Σχήμα 8.13).

vii. Έστω ότιA,B,C ∈ Rn. Τα σημεία λέγονται συνευθειακά αν υπάρχει ευθεία που διέρ-
χεται και από τα τρία σημεία. Στην περίπτωση αυτή, τα διανύσματα −→AB, −→AC, ανή-
κουν στο span{−→AB} και είναι γραμμικά εξαρτημένα. Αντίστροφα, αν τα διανύσματα
−→
AB, −→AC είναι γραμμικά ανεξάρτητα, τότε τα σημεία A,B,C δεν είναι συνευθειακά.
Η (αλγεβρική) απόδειξη, με χρήση του ορισμού αφήνεται ως άσκηση. Η γεωμετρική
εποπτεία επιβεβαιώνει άμεσα τους ισχυρισμούς μας.

Πώς υπολογίζουμε σημεία τομής δύο ή περισσότερων ευθειών; Στον R2 το πρόβλημα ανά-
γεται στην εύρεση λύσων ενός γραμμικού συστήματος. Καθώς τα σημεία μίας ευθείας στον
R2 ικανοποιούν μία γραμμική εξίσωση με δύο μεταβλητές, τα σημεία τομής θα πρέπει να
ικανοποιούν τις εξισώσεις όλων των ευθειών. Προσπαθούμε λοιπόν να λύσουμε ένα σύστημα
με δύο μεταβλητές και με εξισώσεις όσες είναι οι ευθείες. Σημειώνουμε ότι ένα γραμμικό
σύστημα AX = B, όπου A είναι μη μηδενικός n× 2 πίνακας και n ≥ 2, μπορεί να έχει:

1. μία ακριβώς λύση όταν rank(A) = 2 = rank
(
[A|B]

)
2. άπειρες λύσεις όταν rank(A) = 1 = rank

(
[A|B]

)
3. καμία λύση, όταν rank(A) + 1 = rank

(
[A|B]

)
Αυτό σημαίνει ότι οι ευθείες στον R2 μπορεί να έχουν

1. ένα κοινό σημείο τομής, δηλαδή όλες να διέρχονται από το ίδιο σημείο,

2. είτε όλες οι ευθείες να ταυτίζονται,

3. είτε να μην υπάρχει σημείο τομής, δηλαδή να μη διέρχονται από το ίδιο σημείο.

Το σχήμα 8.15 απεικονίζει χαρακτηριστικά τις περιπτώσεις αυτές για δύο ευθείες.

x

yε2 ε1

y0

x0 x

y

ε2

ε1

x

yε2

ε1

Σχήμα 8.15: Σχετική θέση ευθειών στο επίπεδο.
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Παράδειγμα 8.3.0.4 Έστω οι ευθείες
ε1 : 2 x+ y = 3
ε2 : x− y = 2
ε3 : x+3 y = 1
ε4 : 4 x+ 2y = 6
ε5 : 2 x+ y = 4.

Παρατηρούμε ότι οι ευθείες ε1, ε4 ταυτίζονται, ενώ οι ε1, ε5 είναι παράλληληλες. Για τους υπό-
λοιπους συνδυασμούς ευθειών, βλέπουμε ότι ανά δύο οι ευθείες τέμνονται. Ας εξετάσουμε,
τώρα, αν υπάρχει κοινό σημείο τομής των ευθειών ε1, ε2, ε3. Θεωρούμε το γραμμικό σύστημα
AX = B που αντιστοιχεί στις τρεις πρώτες ευθείες.

[
A B

]
=

 2 1 3
1−1 2
1 3 1


Βρίσκουμε τη βαθμίδα του

[
A B

]
. Αφού

−1 = det
( [
A B

] )
6= 0 συμπεραίνουμε ότι rank

( [
A B

] )
= 3,

άρα το σύστημα AX = B είναι ασύμβατο. Κατά συνέπεια, οι τρεις ευθείες τέμνονται ανά
δύο, ωστόσο δεν υπάρχει κοινό σημείο τομής. Τα σημεία τομής των ευθειών καθορίζουν ένα
τρίγωνο (βλ.Σχήμα 8.16).

x

y

ε1

ε2

ε3

Σχήμα 8.16: Σύστημα τριών ευθειών ανά δύο τεμνόμενες.

Έστω τώρα ο χώροςR3 (ή γενικότερα οRn για n > 2). Παρατηρούμε ότι στονR3 υπάρχουν
ευθείες που δεν τέμνονται, παρόλο που δεν είναι παράλληλες.

Παράδειγμα 8.3.0.5 Έστω οι ευθείες

ε1 :
x = t
y = 0
z = 0

, ε2 :
x = 0
y = t
z = 1

.

Είναι φανερό ότι οι ευθείες ε1, ε2 δεν τέμνονται, καθώς δεν υπάρχει t ∈ R που να ικανοποιεί
ταυτόχρονα τις παραμετρικές εξισώσεις και των δύο ευθειών. Η ευθεία ε1 είναι ο άξονας των
x, ενώ η ευθεία ε2 είναι παράλληλη προς τον άξονα των y. Παρατηρήστε ότι οι δύο ευθείες
δεν είναι συνεπίπεδες, δηλαδή δεν υπάρχει επίπεδο που τις περιέχει και τις δύο (!). Αν και
εποπτικά αυτό είναι εύλογο (βλ. Σχήμα 8.17), υπάρχει τρόπος να το αποδείξουμε αλγεβρικά;
Θα δούμε την απάντηση λίγο αργότερα.
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Σχήμα 8.17: Ευθείες του τριδιάστατου χώρου δίχως κοινά σημεία.

Πώς, όμως, ορίζεται ένα επίπεδο στον Rn; Επιλέγουμε, εδώ, να δώσουμε τον «διανυσμα-
τικό ορισμό» του επιπέδου. Ξεκινάμε, βέβαια, από την πολύ βασική παραδοχή ότι τρία μη
συνευθειακά σημεία ορίζουν ένα επίπεδο. Θα δείτε ισοδύναμους ορισμούς σε μαθήματα λο-
γισμού και γεωμετρίας για τα επίπεδα του R3, που θα σας επιτρέψουν να εμβαθύνετε ακόμη
περισσότερο σε αυτές τις έννοιες. Ας δούμε λοιπόν τον ορισμό. Λέμε ότι ένα υποσύνολο q
τουRn είναι επίπεδο στονRnRnRn, αν υπάρχουν C(c1, . . . , cn),A(a1, . . . , an),B(b1, . . . , bn) ∈ Rn,
τέτοια ώστε

q =
{
(c1, . . . , cn) + t (a1, . . . , an) + s (b1, . . . , bn) : t, s ∈ R

}
, (8.3.1)

όπου τα O,A,B είναι μη συνευθειακά. Καθώς −→OC = (c1, . . . , cn),
−→
OA = (a1, . . . , an),

−−→
OB =

(b1, . . . , bn), συμπεραίνουμε ότι το σημείο M(x, y, z) ανήκει στο επίπεδο q, αν και μόνο αν
υπάρχουν t, s ∈ R, τέτοια ώστε

−−→
OM =

−→
OC + t

−→
OA+ s

−−→
OB

Θέτοντας t = s = 0 στην εξίσωση (8.3.1), βρίσκουμε ότι C(c1, . . . , cn) είναι σημείο του επι-
πέδου q. Επίσης, στο επίπεδο q κείτεται η ευθεία που περνά από το C και είναι παράλληλη
προς το −→OA: πράγματι, όταν θέσουμε s = 0 στην εξίσωση (8.3.1) παίρνουμε τo υποσύνολο
του q: {

(c1, . . . , cn) + t (a1, . . . , an) : t ∈ R
}
⊂ q ,

που ορίζει αυτήν την ευθεία. Αντίστοιχα, η ευθεία που περνά από το C και είναι παράλληλη
στο −−→OB επίσης κείτεται επί του q. Λέμε ότι τo διάνυσμα v είναι παράλληλo προς το q αν
υπάρχει αντιπρόσωπος του v πάνω στο q ή ισοδύναμα αν πάνω στο q υπάρχει ευθεία που
είναι παράλληλη προς το v. Έτσι, τα διανύσματα −→OA, −−→OB είναι παράλληλα προς το q. Στο
Σχήμα 8.18 βλέπουμε το επίπεδο p που περνά από την αρχή των αξόνων και τα σημεία A, B.
Σημειώνουμε ότι ένα επίπεδο που περνά από την αρχή των αξόνων και τα σημεία

A(a1, . . . , an), B(b1, . . . , bn) δίνεται από την εξίσωση (8.3.2):

p =
{
t (a1, . . . , an) + s (b1, . . . , bn) : t, s ∈ R

}
. (8.3.2)

και κατά συνέπεια αντιστοιχεί στη γραμμική θήκη span{−→OA,−−→OB}.

Παραδείγματα 8.3.0.6
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Σχήμα 8.18: Το επίπεδο p.

i. Έστω p το επίπεδο που διέρχεται από την αρχή των αξόνων και τα σημεία (1, 1, 0) και
(0, 1, 1). Τα σημεία (x, y, z) του p είναι τα σημεία του συνόλου

span
{
(1, 1, 0), (0, 1, 1)

}
=
{
t (1, 1, 0) + s (0, 1, 1) : t, s ∈ R

}
.

Επομένως, θα ισχύει ότι το σύστημα1 0
1 1
0 1

[t
s

]
=

xy
z


είναι συμβατό. Όμως 1 0 x

1 1 y
0 1 z

 −→ · · · −→
 1 0 x
0 1 y − x
0 0 x− y + z


και για να είναι το σύστημα συμβατό θα πρέπει x− y+ z = 0. Αντίστροφα, αν (x, y, z)
ικανοποιεί την εξίσωση x−y+z = 0, τότε λύνοντας ως προς y βρίσκουμε ότι y = x+z
και άρα{

(x, y, z) ∈ R3 : x− y + z = 0
}
=
{
(x, x+ z, z) : x, z ∈ R

}
=

=
{
x (1, 1, 0) + z (0, 1, 1)

}
= span

{
(1, 1, 0), (0, 1, 1)

}
),

δηλαδή (x, y, z) ∈ p.

ii. Έστω q το επίπεδο που διέρχεται από τα σημεία Γ(0, 0, 2), A(4, 1, 0) και B(2, 0, 1).
Τα διανύσματα −→ΓA = (4, 1,−2), −→ΓB = (2, 0,−1) είναι γραμμικά ανεξάρτητα και τα
σημεία (x, y, z) του q είναι τα στοιχεία του συνόλου{

(0, 0, 2) + span{(4, 1,−2), (2, 0,−1)}
}
=

=
{
(0, 0, 2) + t (4, 1,−2) + s (2, 0,−1) : t, s ∈ R

}
και ισοδύναμα

(x, y, z − 2) = t (4, 1,−2) + s (2, 0,−1), για κάποιο t, s ∈ R .
Επομένως, θα ισχύει ότι το σύστημα 4 2

1 0
−2 −1

[t
s

]
=

 x
y

z − 2


είναι συμβατό. Όμως
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 4 2 x
1 0 y
−2 −1 z − 2

 −→
 0 0 x+ 2z − 4

1 0 y
−2 −1 z − 2


και για να είναι το σύστημα συμβατό θα πρέπει x + 2z = 4. Αφήνουμε σε εσάς να
αποδείξετε ότι αν (x, y, z) ικανοποιεί την εξίσωση x + 2z = 4, τότε (x, y, z) ∈ q, βλ.
Σχήμα 8.19.

Σχήμα 8.19: Tο επίπεδο x+ 2z = 4.

Όπως είδαμε στα προηγούμενα παραδείγματα, όταν είμαστε στον R3, η εξίσωση ενός επι-
πέδου p οδηγεί σε μία γραμμική εξίσωση αx+ βy+ γz = δ, όπου τουλάχιστον ένα από τα α,
β, γ δεν είναι μηδέν. Πράγματι, η εξίσωση (8.3.1) αντιστοιχεί σε ένα γραμμικό σύστημαa1 b1

a2 b2
a3 b3

[t
s

]
=

x− c1y − c2
z − c3


και για να είναι το σύστημα συμβατό, ο επαυξημένος πίνακας [A|B] πρέπει να έχει τη βαθ-
μίδα του A, δηλαδή 2. Αφού οι στήλες του A είναι γραμμικά ανεξάρτητες, όταν φέρουμε
τον πίνακα [A|B] σε ελαττωμένη κλιμακωτή μορφή γραμμών, θα βρούμε έναν πίνακα της
μορφής  1 0 ∗

0 1 ∗
0 0 αx+ βy + γz − δ

 .

Επομένως, για να είναι το σύστημα συμβατό και το (x, y, z) σημείο του επιπέδου θα πρέπει
αx+βy+γz = δ. Σημειώνουμε, εδώ, ότι τουλάχιστον έναα, β, γ δεν είναι μηδέν.Μπορείτε να
δείτε το γιατί; Αντίστροφα, έστω αx+βy+γz = δ μία γραμμική εξίσωση, όπου τουλάχιστον
ένα από τα α, β, γ δεν είναι μηδέν. Θα εργαστούμε θεωρώντας ότι α 6= 0, καθώς οι άλλες
περιπτώσεις είναι ανάλογες. Παρατηρούμε ότι C(δ/α, 0, 0) είναι λύση αυτής της εξίσωσης.
Επιπλέον, βρίσκουμε ότι το σύνολο των λύσεων της εξίσωσης είναι

{
(x, y, z) ∈ R3 : αx+ βy + γz = δ

}
=
{
(
δ

α
, 0, 0) + (−β

α
y − γ

α
z, y, z) : y, z ∈ R

}
=

=
{
(
δ

α
, 0, 0) +

y

α
(−β, α, 0) + z

α
(−γ, 0, α) : y, z ∈ R

}
=

=
{
(
δ

α
, 0, 0) + κ (−β, α, 0) + λ (−γ, 0, α) : κ, λ ∈ R

}
,

άρα είναι επίπεδο του R3. Σημειώνουμε ότι το (0, 0, 0) ανήκει στο επίπεδο αx+ βy+ γz = δ,
αν και μόνο αν δ = 0. Αποδείξαμε, λοιπόν, την επόμενη πρόταση.
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Πρόταση 8.3.0.7 Έστω α, β, γ ∈ R, όχι όλα μηδέν, και έστω δ ∈ R. Το σύνολο των σημείων
του χώρου R3 που οι συντεταγμένες τους επαληθεύουν την εξίσωση

αx+ βy + γz = δ

είναι ένα επίπεδο. Αντίστροφα, κάθε επίπεδο του R3 περιγράφεται από το σύνολο των λύ-
σεων μίας γραμμικής εξίσωσης αυτής της μορφής. Το επίπεδο διέρχεται από την αρχή των
αξόνων, αν και μόνο αν δ = 0.

Σε επόμενο μάθημα γεωμετρίας θα δείτε ότι το διάνυσμα (α, β, γ) είναι ορθογώνιο προς κάθε
ευθεία που βρίσκεται επί του επιπέδου αx+ βy + γz = δ και ότι αυτή η ιδιότητα μπορεί να
αξιοποιηθεί για την εύρεση της εξίσωσης του επιπέδου. Στο Σχήμα 8.18 βλέπουμε το επίπεδο{

(x, y, z) ∈ R3 : αx+ βy + γz = 0
}
= span

{
(−β, α, 0) (−γ, 0, α)

}
.

Παράδειγμα 8.3.0.8 Θα βρούμε την εξίσωση του επιπέδου p του χώρου R3 που διέρχεται
από τα σημεία A(4, 1, 0), B(0, 1, 2), Γ(3, 0,−1). Έστω

p : αx+ βy + γz = δ.
Έχουμε

A(4, 1, 0) ∈ p ⇔ 4α + β = δ
B(0, 1, 2) ∈ p ⇔ β + 2γ = δ

Γ(3, 0,−1) ∈ p ⇔ 3α− γ = δ

 ⇔
4 1 0 −1
0 1 2 −1
3 0 −1 −1


αβγ
δ

 =

00
0

.
Θέλουμε να βρούμε τα α, β, γ, δ που είναι λύσεις του ομογενούς συστήματος. ΈστωM ο πί-
νακας των συντελεστών. Φέρνουμε τονM σε ε.κ.μ.γ.:

M
Γ1→Γ1−Γ3−−−−−−−→

1 1 1 0
0 1 2 −1
3 0 −1 −1

 −→ · · · −→
1 0 0 −1
0 1 0 −3
0 0 1 −3

,

επομένως  α− δ = 0
β − 3δ = 0
γ − 2δ = 0

 ⇔
 α = δ

β =−3δ
γ = 2δ

.

Επιλέγουμε δ 6= 0, έστω δ = 1. Η εξίσωση του επιπέδου είναι
p : x− 3y + 2z = 1.

βλ. Σχήμα 8.20. Παρατηρούμε ότι οποιαδήποτε άλλη μη μηδενική τιμή του δ θα έδινε μία
εξίσου αποδεκτή γραμμική εξίσωση για το p.

Πώς τέμνονται δύο ή περισσότερα επίπεδα στον R3; Xρησιμοποιώντας τις γραμμικές εξισώ-
σεις των επιπέδων, το πρόβλημα ανάγεται σε εύρεση λύσεων ενός γραμμικού συστήματος
δύο ή περισσότερων εξισώσεων με τρεις αγνώστους.

Παραδείγματα 8.3.0.9

i. Στον R3 θεωρούμε τα επίπεδα
p1 : x − z = 2
p2 : −y + 2z = −2.

Για να βρούμε την τομή τους, επιλύουμε το 2× 3 σύστημα

AX = B, όπου A =

(
1 0−1
0−1 2

)
, B =

[
2
−2

]
.
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Σχήμα 8.20: Το επίπεδο x− 3y + 2z = 1.

Έχουμε [
A B

]
−→

(
1 0 −1 2
0 1 −2 2

)
,

έτσι rank
( [
A B

] )
= rank(A) = 2 και το σύνολο λύσεων του συστήματος είναι το

S =
{
(2 + z, 2 + 2z, z) : z ∈ R

}
=
{
(2, 2, 0) + z (1, 2, 1) : z ∈ R

}
.

Βλέπουμε ότι το σύνολο λύσεων είναι η ευθεία ζ του χώρου R3 που διέρχεται από το
σημείο B(2, 2, 0) και είναι παράλληλη στην ευθεία span

{
(1, 2, 1)

}
, βλ.Σχήμα 8.21.

Σχήμα 8.21: Ευθεία ως τομή δύο επιπέδων.

ii. Είναι εύκολο να δούμε ότι τα επίπεδα
p1 : x +y −z = 2
p2 : 2x +2y −2z = 4.

ταυτίζονται. Πράγματι
(x, y, z) ∈ p1 ⇔ x+ y − z = 2 ⇔ 2x+ 2y − 2z = 4⇔ (x, y, z) ∈ p2 .

iii. Είναι εύκολο να δούμε ότι τα επίπεδα
p1 : x + y −z = 3
p2 : x + y −z = 2

δεν έχουν κοινό σημείο τομής. Θα αποδείξουμε ότι τα δύο επίπεδα είναι παράλληλα.
Καθώς δεν έχουμε ορίσει την έννοια της απόστασης δύο επιπέδων (θα τη δείτε σε επό-
μενο μάθημα), δεχόμαστε ότι δύο επίπεδα p1, p2 είναι παράλληλα, αν δεν ταυτίζονται
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και κάθε φορά που ένα διάνυσμα v είναι παράλληλο προς το p1, τότε το v είναι παράλ-
ληλο προς το p2. Ας θεωρήσουμε, λοιπόν, ένα μη μηδενικό διάνυσμα v = (v1, v2, v3)
παράλληλο προς το p1. Υπάρχουν σημεία A(a1, a2, a3), B(b1, b2, b3) του p1, τέτοια ώστε
v =
−→
AB, άρα (v1, v2, v3) = (b1 − a1, b2 − a2, b3 − a3). Έχουμε{
a1 + a2 − a3 = 3
b1 + b2 − b3 = 3

}
⇒ (b1 − a1) + (b2 − a2)− (b3 − a3) = 0⇒ v1 + v2 − v3 = 0 .

Ας επιλέξουμε ένα οποιοδήποτε σημείο Γ(c1, c2, c3) του p2, επομένως c1 + c2 − c3 = 2.
Θα δείξουμε ότι το σημείο D(c1 + v1, c2 + v2, c3 + v3) ∈ p2 και άρα v είναι παράλληλο
προς το p2. Πράγματι

(c1 + v1) + (c2 + v2)− (c3 + v3) = (c1 + c2 − c3) + (v1 + v2 − v3) = 2− 0 = 2.
Συμπεραίνουμε ότι τα επίπεδα p1, p2 είναι παράλληλα (βλ. Σχήμα 8.22).

Σχήμα 8.22: Παράλληλα επίπεδα.

iv. Θα βρούμε τη σχετική θέση των επιπέδων

p1 : x+3 y− 2 z = 1
p2 : y+3 z = 2
p3 : x+5 y+4 z = 4.

Βρίσκουμε τη βαθμίδα του πίνακα των συντελεστών A και του επαυξημένου πίνακα[
A B

]
του 3× 3-γραμμικού συστήματος AX = B που σχηματίζουν οι εξισώσεις των

επιπέδων,

[
A B

]
=

 1 3−2 1
0 1 3 2
1 5 4 4

 −→
 1 3−2 1
0 1 3 2
0 2 6 3

 −→
 1 3−2 1

0 1 3 2

0 0 0 -1

.
Έχουμε rank

( [
A B

] )
= 3, ενώ rank(A) = 2. Επομένως, το σύστημα AX = B είναι

ασύμβατο. Αυτό σημαίνει ότι δεν υπάρχει κοινό σημείο τομής για τα τρία επίπεδα.
Παρατηρούμε ότι ανά δύο τα επίπεδα τέμνονται. Το Σχήμα 8.23 απεικονίζει τη σχετική
θέση των τριών επιπέδων.

Η απόδειξη της επόμενης πρότασης γίνεται όπως στο Παράδειγμα 8.3.0.9.iii.

Πρόταση 8.3.0.10 Έστω αx+βy+γz = δ η εξίσωση ενός επιπέδου p. Εάν δ 6= δ′ ∈ R, τότε
η εξίσωση αx+ βy + γz = δ′ είναι ένα επίπεδο p′ παράλληλο προς το p.

Σημειώνουμε ότι για να βρούμε την τομή τριών επιπέδων στον R3 καλούμαστε να λύσουμε
ένα σύστημα AX = B με τρεις εξισώσεις και τρεις αγνώστους. Αν το σύστημα AX = B
είναι συμβατό, τότε μπορεί να ισχύει ένα από τα εξής:
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Σχήμα 8.23: Σύστημα ανά δύο τεμνόμενων επιπέδων.

• rank(A) = 3 και το σύστημα να έχει μοναδική λύση,

• rank(A) = 2 και το σύνολο των λύσεων να δίνεται με χρήση μίας παραμέτρου,

• rank(A) = 1 και το σύνολο των λύσεων να δίνεται με χρήση δύο παραμέτρων.

Σημειώνουμε ότι αφού A 6= 0, αποκλείουμε την περίπτωση rank(A) = 0. Η γεωμετρική
ερμηνεία των παραπάνω είναι η εξής:

• στην πρώτη περίπτωση τα τρία επίπεδα τέμνονται σε ένα μοναδικό σημείο,

• στη δεύτερη περίπτωση τα τρία επίπεδα τέμνονται σε μία ευθεία,

• στην τρίτη περίπτωση τα τρία επίπεδα ταυτίζονται.

Στα σχήματα 8.24 βλέπουμε τις δύο πρώτες περιπτώσεις.

Σχήμα 8.24: Τεμνόμενα επίπεδα.

Όταν τα επίπεδα δεν έχουν κοινά σημεία τομής, τότε προκύπτουν διάφοροι συνδυασμοί,
ανάλογα με το αν κάποια από τα επίπεδα είναι παράλληλα ή ταυτίζονται. Στο Σχήμα 8.25
βλέπουμε κάποιες πιθανές σχετικές θέσεις τριών επιπέδων που δεν έχουν κοινό σημείο τομής.

8.4 Εργαστήριο με Mathematica

Γεωμετρική απεικόνιση γραμμικών συστημάτων

Θεωρούμε το 2× 2-γραμμικό σύστημα{
2x+ y = 1
x+ y = 2

}
⇔ A1X = B1, A1 =

(
2 1
1 1

)
, B1 =

[
1
2

]
.
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Σχήμα 8.25: Μη τεμνόμενα επίπεδα.

Παρατηρούμε ότι det(A1) = 1 6= 0, έτσι το σύστημα έχει μοναδική λύση, την οποία υπολογί-
ζουμε με την εντολή LinearSolve (βλ.ενότητα 7.7).
A1 = {{2, 1}, {1, 1}} ; MatrixForm[A1]A1 = {{2, 1}, {1, 1}} ; MatrixForm[A1]A1 = {{2, 1}, {1, 1}} ; MatrixForm[A1](

2 1
1 1

)
LinearSolve[A1, {1, 2}]LinearSolve[A1, {1, 2}]LinearSolve[A1, {1, 2}]
{−1, 3}
Οι εξισώσεις του συστήματος παριστάνουν δύο ευθείες του επιπέδου R2 που τέμνονται στο
σημείο (−1, 3), βλ. Σχήμα 8.26.
Με την εντολήContourPlot[f(x, y) == 0, {x, κ, λ}, {y, µ, ν}]ContourPlot[f(x, y) == 0, {x, κ, λ}, {y, µ, ν}]ContourPlot[f(x, y) == 0, {x, κ, λ}, {y, µ, ν}] απεικονίζουμε τα σημεία (x, y)
του επιπέδου που οι συντεταγμένες τους επαληθεύουν την εξίσωση f(x, y) = 0, όταν το x
παίρνει τιμές από κ εως λ και το y από µ εως ν. Μπορούμε να κάνουμε μία « λίστα » από
εξισώσεις, όπως φαίνεται παρακάτω, όπου απεικονίζουμε τις δύο ευθείες του συστήματος.
Με την εντολή Axes→ TrueAxes→ TrueAxes→ True εμφανίζονται οι άξονες του καρτεσιανού επιπέδου.
ContourPlot[{2x+ y == 1, x+ y == 2}, {x,−5, 5}, {y,−5, 5}, Axes→ True]ContourPlot[{2x+ y == 1, x+ y == 2}, {x,−5, 5}, {y,−5, 5}, Axes→ True]ContourPlot[{2x+ y == 1, x+ y == 2}, {x,−5, 5}, {y,−5, 5}, Axes→ True]

-4 -2 0 2 4

-4

-2

0

2

4

Σχήμα 8.26: Τεμνόμενες ευθείες του επιπέδου.

Λύνουμε το ομογενές 3× 3-γραμμικό σύστημα
x+ y+ 3 z= 0

2 x+ 2 y+ 3 z= 0
−x− y+ 2 z= 0

 ⇔ A2X = 03×1, A2 =

 1 1 3
2 2 3
−1−1 2

 . (8.4.1)

A2 = {{1, 1, 3}, {2, 2, 3}, {−1,−1, 2}} ; MatrixForm[A2]A2 = {{1, 1, 3}, {2, 2, 3}, {−1,−1, 2}} ; MatrixForm[A2]A2 = {{1, 1, 3}, {2, 2, 3}, {−1,−1, 2}} ; MatrixForm[A2]
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 1 1 3
2 2 3
−1 −1 2


Det[A2]Det[A2]Det[A2]
0

MatrixRank[A2]MatrixRank[A2]MatrixRank[A2]
2
Αφού det(A2) = 0, το σύστημα A2X = 03×1 έχει άπειρες λύσεις που περιγράφονται από
πλήθος 3 − rank(A) = 1 παράμετρο. Υπολογίζουμε τις λύσεις null(A2) του συστήματος με
την εντολή NullSpace (βλ.ενότητα 7.7).
NullSpace[A2]NullSpace[A2]NullSpace[A2]
{{−1, 1, 0}}
Το σύνολο λύσεων του A2X = 03×1 είναι το

null(A2) =
{
k (−1, 1, 0) : k ∈ R

}
= span

{
(−1, 1, 0)

}
,

μία ευθεία του χώρου R3 που διέρχεται από την αρχή των αξόνων O(0, 0, 0) και το σημείο
(−1, 1, 0). Στο Σχήμα 8.27 απεικονίζουμε στον χώρο τα τρία επίπεδα που παριστάνουν οι
εξισώσεις του συστήματος. Χρησιμοποιούμε την εντολή ContourPlot3DContourPlot3DContourPlot3D, η οποία έχει την ίδια
δομή με την εντολή ContourPlot που είδαμε προηγουμένως. Τώρα όμως τα σημεία (x, y, z)
έχουν τρεις συντεταγμένες. Διαπιστώνουμε ότι τα κοινά σημεία των τριών επιπέδων είναι η
ευθεία null(A2).
C2 = ContourPlot3D[{x+ y + 3z == 0, 2x+ 2y + 3z == 0, −x− y + 2z == 0},C2 = ContourPlot3D[{x+ y + 3z == 0, 2x+ 2y + 3z == 0, −x− y + 2z == 0},C2 = ContourPlot3D[{x+ y + 3z == 0, 2x+ 2y + 3z == 0, −x− y + 2z == 0},
{x,−5, 5}, {y,−5, 5}, {z,−5, 5}]{x,−5, 5}, {y,−5, 5}, {z,−5, 5}]{x,−5, 5}, {y,−5, 5}, {z,−5, 5}]

Σχήμα 8.27: Επίπεδα με μία κοινή ευθεία.

Στο Σχήμα 8.28 απεικονίζουμε και την ευθεία null(A2) με την εντολή ParametricPlot3DParametricPlot3DParametricPlot3D, δίνο-
ντας τις τιμές που θέλουμε στην παράμετρο που χρησιμοποιούμε. Στην εντολή αυτή μπορούμε
να χρησιμοποιήσουμε μέχρι δύο παραμέτρους. Προσθέτοντας στο τέλος την εντολή PlotStylePlotStylePlotStyle
δίνουμε στο γράφημά μας διάφορα χαρακτηριστικά όπως χρώμα, πάχος κτλ.
P2 = ParametricPlot3D[k ∗ {−1, 1, 0}, {k,−5, 5}, PlotStyle→ {Green,Thick}]P2 = ParametricPlot3D[k ∗ {−1, 1, 0}, {k,−5, 5}, PlotStyle→ {Green,Thick}]P2 = ParametricPlot3D[k ∗ {−1, 1, 0}, {k,−5, 5}, PlotStyle→ {Green,Thick}]

Σχήμα 8.28: Ευθεία του χώρου.
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Με την εντολή ShowShowShow μπορούμε να εμφανίσουμε ταυτόχρονα δύο ή περισσότερα γραφήματα,
βλ. Σχήμα 8.29.
Show[C2,P2]Show[C2,P2]Show[C2,P2]

Σχήμα 8.29: Η κοινή ευθεία τριών επιπέδων.

Λύνουμε και το ομογενές 3× 3-γραμμικό σύστημα
− 3 y+ z= 0

3 x+ y− 2 z= 0
5 x+ 9 y− 8 z= 0

 ⇔ A3X = 03×1, A3 =

0−3 1
3 1−2
5 9−8

.

Θα διαπιστώσουμε ότι det(A3) 6= 0, άρα το σύστημα έχει μοναδική λύση null(A2) = {000} και
τα επίπεδα που παριστάνουν οι εξισώσεις του συστήματος έχουν μοναδικό κοινό σημείο, την
αρχή των αξόνων (0, 0, 0), βλ.Σχήμα 8.30.
A3 = {{0,−3, 1}, {3, 1,−2}, {5, 9,−8}} ; MatrixForm[A3]A3 = {{0,−3, 1}, {3, 1,−2}, {5, 9,−8}} ; MatrixForm[A3]A3 = {{0,−3, 1}, {3, 1,−2}, {5, 9,−8}} ; MatrixForm[A3] 0 −3 1

3 1 −2
5 9 −8


Det[A3]Det[A3]Det[A3]
−20
NullSpace[A3]NullSpace[A3]NullSpace[A3]
{}
ContourPlot3D[{−3y + z == 0, 3x+ y − 2z == 0, 5x+ 9y − 8z == 0},ContourPlot3D[{−3y + z == 0, 3x+ y − 2z == 0, 5x+ 9y − 8z == 0},ContourPlot3D[{−3y + z == 0, 3x+ y − 2z == 0, 5x+ 9y − 8z == 0},
{x, 0, 5}, {y, 0, 5}, {z, 0, 5}]{x, 0, 5}, {y, 0, 5}, {z, 0, 5}]{x, 0, 5}, {y, 0, 5}, {z, 0, 5}]

Σχήμα 8.30: Επίπεδα με ένα κοινό σημείο.

Θα λύσουμε το παρακάτω 3× 3 παραμετρικό σύστημα, για τις διάφορες τιμές τουm ∈ R:
x+ y+ (1−m) z = 2 +m

2 x− my+ 3 z = 2 +m
(1 +m) x− y+ 2 z = 0

 ⇔ A(m)X = B(m),
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A(m) =

 1 1 1−m
2 −m 3

1 +m −1 2

 , B(m) =

m+ 2
m+ 2

0

.
Ορίζουμε χρησιμοποιώντας μεταβλητή m___ (βλ. ενότητα 1.1) τον πίνακα A(m), τη λίστα
b[m] = {m + 2,m + 2, 0} των σταθερών όρων, τον πίνακα B(m) των σταθερών όρων και
τον επαυξημένο πίνακα

[
A(m) B(m)

]
, όπως είδαμε στην ενότητα 7.7,

A[m_] := {{1, 1, 1−m}, {2,−m, 3}, {1 +m,−1, 2}} ; b[m_] := {m+ 2, m+ 2, 0};A[m_] := {{1, 1, 1−m}, {2,−m, 3}, {1 +m,−1, 2}} ; b[m_] := {m+ 2, m+ 2, 0};A[m_] := {{1, 1, 1−m}, {2,−m, 3}, {1 +m,−1, 2}} ; b[m_] := {m+ 2, m+ 2, 0};
B[m_] := Transpose[{b[m]}] ; AB[m_] :=ArrayFlatten[{{A[m], B[m]}}] ;B[m_] := Transpose[{b[m]}] ; AB[m_] :=ArrayFlatten[{{A[m], B[m]}}] ;B[m_] := Transpose[{b[m]}] ; AB[m_] :=ArrayFlatten[{{A[m], B[m]}}] ;
MatrixForm[AB[m]]MatrixForm[AB[m]]MatrixForm[AB[m]] 1 1 1−m 2 +m

2 −m 3 2 +m
1 +m −1 2 0


Υπολογίζουμε την ορίζουσα του πίνακα A(m),
Det[A[m]]Det[A[m]]Det[A[m]]

4m−m3

Με την εντολή Roots[f(x) == 0, x]Roots[f(x) == 0, x]Roots[f(x) == 0, x] βρίσκουμε τις ρίζες της πολυωνυμικής εξίσωσης f(x) =
0,
Roots[Det[A[m]] == 0, m]Roots[Det[A[m]] == 0, m]Roots[Det[A[m]] == 0, m]

m == 0 ‖m == 2 ‖m == −2
•Ανm 6= −2, 0 2m 6= −2, 0 2m 6= −2, 0 2, τότε det

(
A(m)

)
6= 0 και το σύστημαA(m)X = B(m) έχει μοναδική λύση,

την οποία υπολογίζουμε με την εντολή LinearSolve,
LinearSolve[A[m], b[m]]LinearSolve[A[m], b[m]]LinearSolve[A[m], b[m]]{

1

−2 +m
,
−3−m
−2 +m

,
−2−m
−2 +m

}
•Ανm ∈ {−2, 0, 2}m ∈ {−2, 0, 2}m ∈ {−2, 0, 2}, τότε det

(
A(m)

)
= 0 και σύστημαA(m)X = B(m) έχει άπειρες λύσεις

ή είναι ασύμβατο.
Στο Σχήμα 8.31 απεικονίζουμε γραφικά τα επίπεδα του R3 που παριστάνουν οι τρεις εξισώ-
σεις του συστήματος A(m)X = B(m), για την περίπτωση που m = −4, m = −2, m = 0
και m = 2 :
c[m_] := ContourPlot3D[{x+ y + (1−m)z == m+ 2, 2x−my + 3z == m+ 2,c[m_] := ContourPlot3D[{x+ y + (1−m)z == m+ 2, 2x−my + 3z == m+ 2,c[m_] := ContourPlot3D[{x+ y + (1−m)z == m+ 2, 2x−my + 3z == m+ 2,
(1 +m)x− y + 2z == 0}, {x,−6, 6}, {y,−6, 6}, {z,−6, 6}] ; {c[−4], c[−2], c[0], c[2]}(1 +m)x− y + 2z == 0}, {x,−6, 6}, {y,−6, 6}, {z,−6, 6}] ; {c[−4], c[−2], c[0], c[2]}(1 +m)x− y + 2z == 0}, {x,−6, 6}, {y,−6, 6}, {z,−6, 6}] ; {c[−4], c[−2], c[0], c[2]}

Σχήμα 8.31: Γραφική απεικόνιση παραμετρικού συστήματος.

Παρατηρούμε ότι για m =−4 τα τρία επίπεδα έχουν ένα κοινό σημείο, το σύστημα
A(−4)X = B(−4) έχει μοναδική λύση.
Για m = −2 το A(−2)X = B(−2) είναι το ομογενές σύστημα της σχέσης (8.4.1). Όπως
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είδαμε παραπάνω, το σύστημα έχει άπειρες λύσεις, τα επίπεδα που παριστάνουν οι εξισώσεις
του συστήματος τέμνονται στην ευθεία null

(
A(−2)

)
=
{
k (−1, 1, 0) : k ∈ R

}
.

Όμοια βλέπουμε ότι για m = 0 το γραμμικό σύστημα A(0)X = B(0) έχει άπειρες λύσεις,
τα επίπεδα που παριστάνουν οι εξισώσεις του συστήματος τέμνονται σε μία ευθεία ε του
χώρου R3. Οι συντεταγμένες των σημείων της ε αποτελούν το σύνολο των άπειρων λύσεων
του συστήματος, το οποίο υπολογίζουμε συνδυάζοντας τις εντολέςNullSpace καιLinearSolve
(βλ.ενότητα 7.7):
NullSpace[A[0]]NullSpace[A[0]]NullSpace[A[0]]
{{−3, 1, 2}}
LinearSolve[A[0], b[0]]LinearSolve[A[0], b[0]]LinearSolve[A[0], b[0]]
{1, 1, 0}
Το σύνολο λύσεων είναι το

{
(1, 1, 0) + k (−3, 1, 2) : k ∈ R

}
.

Τέλος, για m = 2 παρατηρούμε ότι τα επίπεδα που παριστάνουν οι εξισώσεις του συστήμα-
τος A(2)X = B(2) τέμνονται ανά δύο σε τρεις ευθείες που είναι μεταξύ τους παράλληλες
και το σύστημα είναι ασύμβατο, rank

( [
A(2) B(2)

] )
6= rank

(
A(2)

)
, όπως διαπιστώνουμε

παρακάτω:
{MatrixRank[AB[2]], MatrixRank[A[2]]}{MatrixRank[AB[2]], MatrixRank[A[2]]}{MatrixRank[AB[2]], MatrixRank[A[2]]}
{3, 2}
Χρησιμοποιώντας την εντολή AnimateAnimateAnimate, μπορείτε να παρακολουθήσετε πώς μεταβάλλεται το
γράφημα των τριών επιπέδων που παριστάνουν οι εξισώσεις του συστήματος A(m)X =
B(m), όταν η παράμετροςm παίρνει τιμές από −2 έως 2.
Animate[c[m], {m,−2, 2}]Animate[c[m], {m,−2, 2}]Animate[c[m], {m,−2, 2}]

Διανύσματα στο επίπεδο και στον χώρο

Με τις εντολέςGraphicsGraphicsGraphics καιGraphics3DGraphics3DGraphics3D κάνουμε γραφήματα στο δισδιάστατο επίπεδοR2 και
στον τρισδιάστατο χώροR3 αντίστοιχα. Έτσι μπορούμε να κάνουμε το γράφημα διανύσματος
−→
AB χρησιμοποιώντας την εντολή Arrow[{pt1, pt2}]Arrow[{pt1, pt2}]Arrow[{pt1, pt2}], όπου pt1pt1pt1 και pt2pt2pt2 είναι οι συντεταγμένες
του A και B αντίστοιχα. Aπεικονίζουμε στο Σχήμα 8.32 το στοιχείο u = (3,−2, 2) του R3 ως
διάνυσμα−→OA, όπουO είναι η αρχή των αξόνων καιA το σημείο με συντεταγμένες (3,−2, 2) :
Graphics3D[Arrow[{{0, 0, 0}, {3,−2, 2}}]]Graphics3D[Arrow[{{0, 0, 0}, {3,−2, 2}}]]Graphics3D[Arrow[{{0, 0, 0}, {3,−2, 2}}]]

Σχήμα 8.32: Το διάνυσμα (3,−2, 2) I.

Μπορούμε να προσθέσουμε χαρακτηριστικά σε ένα διάνυσμα, όπως χρώμα, πάχος κτλ., αν
χρησιμοποιήσουμε άγκιστρα, όπως φαίνεται στο Σχήμα 8.33.
o3 = {0, 0, 0} ; u = {3,−2, 2} ; G1 = Graphics3D[{Red, Thick, Arrow[{o3, u}]}]o3 = {0, 0, 0} ; u = {3,−2, 2} ; G1 = Graphics3D[{Red, Thick, Arrow[{o3, u}]}]o3 = {0, 0, 0} ; u = {3,−2, 2} ; G1 = Graphics3D[{Red, Thick, Arrow[{o3, u}]}]
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Σχήμα 8.33: Το διάνυσμα (3,−2, 2) II.

Στο Σχήμα 8.34 απεικονίζουμε με μπλε τα στοιχεία v1 = (2, 2), v2 = (4,−1) του R2 και με
κόκκινο το άθροισμά τους. Με την εντολή Line[{pt1, . . . , pts}]Line[{pt1, . . . , pts}]Line[{pt1, . . . , pts}] σχεδιάζουμε μία πολυγωνική
γραμμή που έχει κορυφές τα σημεία με συντεταγμένες pt1pt1pt1, . . . , ptsptspts. Με την εντολή DashedDashedDashed η
γραμμή γίνεται διακεκομμένη.
o2 = {0, 0} ; v1 = {2, 2} ; v2 = {4,−1} ;o2 = {0, 0} ; v1 = {2, 2} ; v2 = {4,−1} ;o2 = {0, 0} ; v1 = {2, 2} ; v2 = {4,−1} ;
Graphics[{{Blue, Thick, Arrow[{o2, v1}], Arrow[{o2, v2}]},Graphics[{{Blue, Thick, Arrow[{o2, v1}], Arrow[{o2, v2}]},Graphics[{{Blue, Thick, Arrow[{o2, v1}], Arrow[{o2, v2}]},
{Red, Thick, Arrow[{o2, v1+v2}]}, {Dashed, Line[{v1, v1+v2, v2}]}}, Axes→ True]{Red, Thick, Arrow[{o2, v1+v2}]}, {Dashed, Line[{v1, v1+v2, v2}]}}, Axes→ True]{Red, Thick, Arrow[{o2, v1+v2}]}, {Dashed, Line[{v1, v1+v2, v2}]}}, Axes→ True]

1 2 3 4 5 6

-1.0

-0.5

0.5

1.0

1.5

2.0

Σχήμα 8.34: Άθροισμα διανυσμάτων του επιπέδου.

Απεικονίζουμε στο Σχήμα 8.35 τα γραμμικά εξαρτημένα στοιχεία u, 3 u και −2 u του R3:
o3 = {0, 0, 0} ; u = {3,−2, 2} ; Graphics3D[{{Red, Thick, Arrow[{o3, u}]},o3 = {0, 0, 0} ; u = {3,−2, 2} ; Graphics3D[{{Red, Thick, Arrow[{o3, u}]},o3 = {0, 0, 0} ; u = {3,−2, 2} ; Graphics3D[{{Red, Thick, Arrow[{o3, u}]},
{Orange, Arrow[{o3, 3u}]}, {Cyan, Thick, Arrow[{o3,−2u}]}}]{Orange, Arrow[{o3, 3u}]}, {Cyan, Thick, Arrow[{o3,−2u}]}}]{Orange, Arrow[{o3, 3u}]}, {Cyan, Thick, Arrow[{o3,−2u}]}}]

Σχήμα 8.35: Γραμμικά εξαρτημένα διανύσματα του χώρου.

Απεικονίζουμε τέλος στο Σχήμα 8.36 τα στοιχεία της κανονικής βάσης του R3,
B3 =

{
e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)

}
και στο Σχήμα 8.37 γράφουμε το u = (3,−2, 2) ως γραμμικό συνδυασμό των στοιχείων της
βάσης B3,

(3,−2, 2) = 3·(1, 0, 0)− 2·(0, 1, 0) + 2·(0, 0, 1) ⇒ u = 3 e1 − 2 e2 + 2 e3 .
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e1 = {1, 0, 0} ; e2 = {0, 1, 0} ; e3 = {0, 0, 1};e1 = {1, 0, 0} ; e2 = {0, 1, 0} ; e3 = {0, 0, 1};e1 = {1, 0, 0} ; e2 = {0, 1, 0} ; e3 = {0, 0, 1};
Ax = Graphics3D[{Arrow[{o3, e1}], Arrow[{o3, e2}], Arrow[{o3, e3}]}]Ax = Graphics3D[{Arrow[{o3, e1}], Arrow[{o3, e2}], Arrow[{o3, e3}]}]Ax = Graphics3D[{Arrow[{o3, e1}], Arrow[{o3, e2}], Arrow[{o3, e3}]}]

Σχήμα 8.36: Η κανονική βάση του R3.

G2 = Graphics3D[{{Orange, Arrow[{o3, 3e1}], Arrow[{o3,−2e2}], Arrow[{o3, 2e3}]}}] ;G2 = Graphics3D[{{Orange, Arrow[{o3, 3e1}], Arrow[{o3,−2e2}], Arrow[{o3, 2e3}]}}] ;G2 = Graphics3D[{{Orange, Arrow[{o3, 3e1}], Arrow[{o3,−2e2}], Arrow[{o3, 2e3}]}}] ;
Show[Ax,G1,G2]Show[Ax,G1,G2]Show[Ax,G1,G2]

Σχήμα 8.37: Το διάνυσμα (3,−2, 2) = 3 e1 − 2 e2 + 2 e3.

Εξάσκηση με το Mathematica

1. Να λύσετε τα παρακάτω γραμμικά συστήματα και να απεικονίσετε τα επίπεδα που
παριστάνουν οι εξισώσεις τους στον χώρο, χρησιμοποιώντας το Mathematica.

3x− 2y + 4z = 0

4x+ y + 2z = 0

6x+ 7y − 2z = 0

3x− 2y + 4z = 3

4x+ y + 2z = 7

6x+ 7y − 2z = 15

3x− 2y + 4z = 2

4x+ y + 2z = 1

6x+ 7y − 2z = 3

2. Να βρείτε τις τιμές του λ ∈ R για τις οποίες το παρακάτω ομογενές σύστημα έχει
άπειρες λύσεις. Για κάθε τιμή του λ που θα βρείτε να λύσετε το αντίστοιχο σύστημα
και να απεικονίσετε εξισώσεις και λύσεις στον χώρο.

2x+ 3y + z = λx

4x+ 6y + 3z = λ y

4x+ 6y + 4z = λ z

3. Να λύσετε τα παρακάτω παραμετρικά συστήματα για τις διάφορες τιμές του m ∈ R
και να απεικονίσετε εξισώσεις και λύσεις στον χώρο.
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i)
mx+ y + z =0
x +my+ z =0
x + y +mz =0

ii)
mx+ y + z = 2
x +my+ z =1 +m
x + y +mz = 2m

iii)
2 x+my+ z =0
x + 3 y− z =0
2 x+ y +mz =0

iv)
2 x+my+ z =3m+ 3
x + 3 y− z = m+ 3
2 x+ y +mz =3m+ 3

4. Θεωρήστε δύο στοιχεία v1, v2 ∈ R3 με συντεταγμένες της αρεσκείας σας. Απεικονίστε
στον χώρο τα v1, v2, v1 + v2, v1 − v2, 2·v1 + v2, v1 − 2·v2,

1

2
·v1 + v2, v1 +

1

3
·v2 και

όσους ακόμα γραμμικούς συνδυασμούς των v1, v2 θέλετε. Τι παρατηρείτε;
Ονομάστε G το γράφημα που κάνατε και εκτελέστε την εντολή Show[G,P]Show[G,P]Show[G,P], όπου
P = ParametricPlot3D[ t ∗ v1 + s ∗ v2, {t,−2, 2}, {s,−2, 2}]P = ParametricPlot3D[ t ∗ v1 + s ∗ v2, {t,−2, 2}, {s,−2, 2}]P = ParametricPlot3D[ t ∗ v1 + s ∗ v2, {t,−2, 2}, {s,−2, 2}].

8.5 Ασκήσεις

Λυμένες Ασκήσεις

8.5.1 Έστω u1, u2, u3 ∈ Rn. Να αποδείξετε την παρακάτω συνεπαγωγή
• u1 6= 0Rn

• u2 6= µu1, ∀µ ∈ R
• u3 /∈ span{u1, u2}

 ⇒ τα u1, u2, u3 είναι γραμμικά ανεξάρτητα.

Λύση. Έστω κ1, κ2, κ3 ∈ R, με

κ1 u1 + κ2 u2 + κ3 u3 = 0Rn . (8.5.1)

Αρκεί να δείξουμε ότι κ1 = κ2 = κ3 = 0. Αρχικά παρατηρούμε ότι κ3 = 0, γιατί αν
κ3 6= 0, τότε

(8.5.1)⇒ u3 = −
κ1
κ3
u1 −

κ2
κ3
u2 ∈ span{u1, u2},

το οποίο είναι άτοπο από την υπόθεση της άσκησης. Έτσι η σχέση (8.5.1) γίνεται
κ1 u1 + κ2 u2 = 0Rn .

Συμπεραίνουμε ότι κ2 = 0, γιατί αν κ2 6= 0, τότε u2 = −κ1
κ2
u1, το οποίο είναι επίσης

άτοπο από την υπόθεση της άσκησης. Τελικά, η σχέση (8.5.1) γίνεται

κ1 u1 = 0Rn
u1 ̸=0Rn=====⇒ κ1 = 0

και τα u1, u2, u3 είναι γραμμικά ανεξάρτητα. Από την Πρόταση 8.1.0.6 γνωρίζουμε ότι
ισχύει και η αντίστροφη συνεπαγωγή της άσκησης. 2

8.5.2 Δίνονται τα στοιχεία v1 = (1, 1, 0), v2 = (5, µ, 2), v3 = (0,−3, µ) του R3. Να βρεθούν
οι τιμές του µ ∈ R ώστε τα v1, v2, v3 να είναι γραμμικά εξαρτημένα. Για τις τιμές αυτές
να βρεθεί μία σχέση γραμμικής εξέρτησης των v1, v2, v3.
Λύση. Από την Πρόταση 8.1.0.7.iii έχουμε

v1, v2, v3 γραμμικά εξαρτημένα⇔ det
( [
v1|v2|v3

] )
= 0 ⇔

∣∣∣∣∣∣
1 5 0
1 µ−3
0 2 µ

∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇔
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⇔

∣∣∣∣∣∣
1 5 0
0 µ− 5 −3
0 2 µ

∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇔
∣∣∣∣µ− 5 −3

2 µ

∣∣∣∣ = 0 ⇔ µ2 − 5µ+ 6 = 0 ⇔ µ = 2 ή µ = 3.

Για τις τιμές µ = 2, 3 θα βρούμε σχέση της μορφής κ1 u1 + κ2 u2 + κ3 u3 = 0R3 , με
κ1, κ2, κ3 ∈ R και τουλάχιστον ένα από τα κ1, κ2, κ3 να είναι διάφορο του 0. Φέρνουμε
σε ε.κ.μ.γ.τον πίνακα συντεταγμένων

[
v1|v2|v3

]
.

• µ = 2.µ = 2.µ = 2. [
v1|v2|v3

]
=

1 5 0
1 2−3
0 2 2

 −→ · · · −→
 1 0 −5

0 1 1
0 0 0

 ⇒
⇒
[
v3
]
= −5

[
v1
]
+
[
v2
]
⇒ v3 = −5v1 + v2 ⇒ 5v1 − v2 + v3 = 0R3 ,

όπου η τελευταία ισότητα είναι μία σχέση γραμμικής εξάρτησης των v1, v2, v3.
• µ = 3.µ = 3.µ = 3. [

v1|v2|v3
]
=

1 5 0
1 3−3
0 2 3

 −→ · · · −→
 1 0 −15/2

0 1 3/2
0 0 0

 ⇒
⇒
[
v3
]
= −15

2

[
v1
]
+

3

2

[
v2
]
⇒ v3 = −

15

2
v1 +

3

2
v2 ⇒

⇒ 15v1 − 3v2 + 2v3 = 0R3 . 2

8.5.3 Να δείξετε ότι τα στοιχεία u1 = (1, 1, 1), u2 = (1, a2, 1), u3 = (−1, a,−1) του R3 είναι
γραμμικά εξαρτημένα ∀ a ∈ R και να βρείτε μία σχέση γραμμικής εξάρτησης των
στοιχείων αυτών.
Λύση. Τα u1, u2, u3 είναι γραμμικά εξαρτημένα, αν και μόνο αν det

( [
u1|u2|u3

] )
= 0.

Πράγματι, η πρώτη γραμμή του πίνακα συνεταγμένων είναι ίση με την τρίτη γραμμή
και η ορίζουσα ισούται με 0, ∀ a ∈ R,

det
( [
u1|u2|u3

] )
=

∣∣∣∣∣∣
1 1 −1
1 a2 a
1 1 −1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Φέρνουμε τον πίνακα συντεταγμένων σε ε.κ.μ.γ.R, ώστε να βρούμε μία σχέση γραμμι-
κής εξάρτησης των u1, u2, u3 :

[
u1|u2|u3

]
=

1 1 −1
1 a2 a
1 1 −1

 −→
1 1 −1
0 a2 − 1 a+ 1
0 0 0

 = R′.

Διακρίνουμε τις παρακάτω περιπτώσεις:

• a = 1.a = 1.a = 1. Τότε

R′ =

1 1 −1
0 0 2
0 0 0

 −→
 1 1 0

0 0 1
0 0 0

 = R.

Συμπεραίνουμε ότι[
u2
]
=
[
u1
]
⇒ u2 = u1 ⇒ u1 − u2 + 0 · u3 = 0R3 ,

η ζητούμενη σχέση γραμμικής εξάρτησης.
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• a = −1.a = −1.a = −1. Όμοια

R′ =

 1 1 −1
0 0 0
0 0 0

 = R ⇒
[
u2
]
=
[
u1
]
,
[
u3
]
= −

[
u1
]
,

και η ισότητα u1 − u2 + 0 · u3 = 0R3 (ή u1 + 0 · u2 + u3 = 0R3) είναι μία σχέση
γραμμικής εξάρτησης των u1, u2, u3.

• a 6= ±1.a 6= ±1.a 6= ±1. Εκτελώντας τη γραμμοπράξη Γ2 → 1
a2−1 ·Γ2 στον πίνακαR′ παίρνουμε

R′ −→

1 1 −1
0 1 1

a−1
0 0 0

 −→
 1 0 − a

a−1
0 1 1

a−1
0 0 0

 = R ⇒

⇒
[
u3
]
= − a

a− 1

[
u1
]
+

1

a− 1

[
u2
]
⇒

⇒ u3 = −
a

a− 1
· u1 +

1

a− 1
· u2 ⇒ a · u1 − u2 + (a− 1) · u3 = 0R3 .

Η τελευταία ισότητα είναι μία σχέση γραμμικής εξάρτησης των u1, u2, u3. Η σχέση
ισχύει και στην περίπτωση που a = 1 ή a = −1,

a · (1, 1, 1)− (1, a2, 1) + (a− 1) · (−1, a,−1) = (0, 0, 0). 2

Ασκήσεις για Εξάσκηση

8.5.1 Δίνονται τα στοιχεία v1 = (1, 0, 1), v2 = (0, a,−1), v3 = (5, 4, a) του R3. Να βρεθούν
οι τιμές του a ∈ R ώστε τα v1, v2, v3 να είναι γραμμικά εξαρτημένα. Για τις τιμές αυτές
να βρεθεί μία σχέση γραμμικής εξάρτησης των v1, v2, v3.

8.5.2 Έστω w1 = (a−1, b, c), w2 = (a, b−1, c), w3 = (a, b, c−1) ∈ R3. Να δείξετε ότι
w1, w2, w3 γραμμικά ανεξάρτητα ⇔ a+ b+ c 6= 1.

8.5.3 Να βρεθούν οι τιμές των a, b ∈ R για τις οποίες είναι γραμμικά ανεξάρτητα τα παρα-
κάτω στοιχεία του R3

u1 = (1, 1, 1), u2 = (−2, a, b), u3 = (4, a2, b2).

8.5.4 Να βρεθεί η εξίσωση του επίπέδου του χώρου R3 που διέρχεται από τα σημεία
A(3, −3, 0), B(0, −1, −1), Γ(2, 1, 1).

8.5.5 Δίνονται τα σημείαA(3, −3, 0), B(0, −1, −1) του χώρουR3. Να βρεθούν δύο επίπεδα
του R3 που η τομή τους να είναι η ευθεία AB.

8.5.6 Να βρεθεί η σχετική θέση των παρακάτω ευθειών του επιπέδου R2:
i) ε1 : 2x− 5y = 7, ε2 : 3x+ y = 4, ε3 : −x+ 2y = 0,
ii) η1 : 3x+ 5y = −1, η2 : 2x− y = 8, η3 : 4x+ 3y = 6.

8.5.7 Δίνονται τα παρακάτω επίπεδα του χώρου R2:
p1 : x+ 2y + z = 3, p2 : 2x+ y + 3z = 4, p3 : x− y + 2z = 1,

p4 : x+ 2y + z = 4, p5 : 2x− 2y + 3z = 1.
Να βρεθεί η σχετική θέση των επιπέδων
i) p1, p2, p3, ii) p2, p3, p4, iii) p4, p5, p1, iv) p5, p1, p2.
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ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

Σύνοψη
Στο κεφάλαιο αυτό ορίζονται και μελετώνται οι ιδιότητες των γραμμικών συναρτήσεων από
τον Rn στον Rm. Οι συναρτήσεις αυτές σέβονται την αλγεβρική δομή των διανυσματικών
χώρων και ορίζονται με τη βοήθεια πινάκων. Αναπτύσσονται οι έννοιες της εικόνας και
του πυρήνα γραμμικής συνάρτησης οι οποίες προσεγγίζονται γεωμετρικά. Δίνεται πληθώρα
παραδειγμάτων και εξετάζονται οι ιδιότητες γραμμικών συναρτήσεων στον R2 και στον
R3. Στην ενότητα «Εργαστήριο με Mathematica» που ακολουθεί γίνεται χρήση εποπτικών
μέσων για την καλύτερη εμπέδωση των εννοιών αυτών. Το κεφάλαιο κλείνει με μια ενότητα
ασκήσεων πάνω στη θεωρία που αναπτύχθηκε. Παραπέμπουμε στα βιβλία [1], [2], [3] για
τη γενίκευση των όσων κάνουμε σε αφηρημένους διανυσματικούς χώρους.

Προαπαιτούμενη γνώση: Κεφάλαια 4, 5, 6, 7, 8.

9.1 Γραμμικές Συναρτήσεις και Πίνακες

Έστω A ∈ Mn×m(R). Με τη βοήθεια του A θα ορίσουμε μία συνάρτηση fA : Rm → Rn.
Διευκρινίζουμε ότι γράφονταςA·v, όταν v ∈ Rm, εννοούμε το στοιχείοw ∈ Rn, με [w] = A[v].

Ορισμός 9.1.0.1 Έστω A ∈ Mn×m(R). Η απεικόνιση fA : Rm → Rn, v 7→ A · v ονομάζεται
γραμμική συνάρτηση που ορίζει ο A.

Στα επόμενα παραδείγματα θα δούμε τον τρόπο για να βρούμε τον αναλυτικό τύπο μίας
γραμμικής συνάρτησης.

Βαβατσούλας, X. & Χαραλάμπους, X-M-A. (2023). «Στοιχεία από τη Γραμμική Άλγεβρα».
Αθήνα: Κάλλιπος, Ανοικτές Ακαδημαϊκές Εκδόσεις. http://dx.doi.org/10.57713/kallipos-286

Creative Commons Αναφορά Δημιουργού - Μη Εμπορική Χρήση - Παρόμοια Διανομή 4.0

http://dx.doi.org/10.57713/kallipos-286
http://dx.doi.org/10.57713/kallipos-286
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Παραδείγματα 9.1.0.2

i. Έστω
A =

(
2 3 4
1 0 −1

)
∈M2×3(R) .

Η γραμμική συνάρτηση που αντιστοιχεί στον A είναι η απεικόνιση

fA : R3 → R2, v 7→ A · v

Ας δούμε κάποιες τιμές της fA.

– Aφού
[
2 3 4
1 0 −1

]10
0

 =

[
2
1

]
, βλέπουμε ότι fA(1, 0, 0) = (2, 1).

– Aφού
[
2 3 4
1 0 −1

]01
0

 =

[
3
0

]
, βλέπουμε ότι fA(0, 1, 0) = (3, 0).

– Έστω v1 = (3, 2, 1). Τότε A · [v1] =
[
2 3 4
1 0 −1

]32
1

 =

[
11
1

]
, άρα fA(v1) = (11, 1).

Ας δώσουμε τον γενικό τύπο της fA. Πώς ορίζεται το fA(x, y, z), για (x, y, z) ∈ R3;
Αφού[

2 3 4
1 0 −1

]xy
z

 =

[
2x+ 3y + 4z

x− z

]
⇒ A · (x, y, z) = (2x+ 3y + 4z, x− z)

και τελικά fA(x, y, z) = (2x+ 3y + 4z, x− z).

ii. Έστω

A =

(
1 2
3 4

)
∈M2(R).

Αν v = (x, y) ∈ R2, τότε

A
[
v
]
=

[
1 2
3 4

] [
x
y

]
=

[
x+2y
3x+4y

]
,

επομένως ο A ορίζει τη γραμμική συνάρτηση
fA : R2 → R2, με fA(x, y) = (x+2y, 3x+4y), ∀ (x, y) ∈ R2.

iii. Θεωρούμε τον πίνακα

A =

(
2 3 4
1 0 −1

)
∈M2×3(R)

του Παραδείγματος 9.1.0.2.i. Ο A ορίζει τη γραμμική συνάρτηση
fA : R3 → R2, fA(x1, x2, x3) = (2x1+3x2+4x3, x1−x3),

όπου (x1, x2, x3) ∈ R3. Έτσι
fA(0, 0, 0) = (0, 0), fA(3, 2, 1) = (16, 2), fA(2, 1, 1) = (11, 1).

Παρατηρούμε ότι
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fA(1, 0, 0) = (2, 1), fA(0, 1, 0) = (3, 0), fA(0, 0, 1) = (4,−1),
δηλαδή οι εικόνες των τριών στοιχείων της κανονικής βάσης του R3 έχουν συντεταγ-
μένες τα στοιχεία της αντίστοιχης στήλης του πίνακα A. Αντίστοιχο συμπέρασμα δια-
πιστώνουμε για τη γραμμική συνάρτηση του επόμενου παραδείγματος.

iv. Έστω B2 =
{
e1 = (1, 0), e2 = (0, 1)

}
η κανονική βάση του R2 και

A =

a1 b1
a2 b2
a3 b3

 =
[
Σ1 Σ2

]
. Τότε A

[
x
y

]
=

a1x+b1ya2x+b2y
a3x+b3y

 και

ο A ορίζει τη γραμμική συνάρτηση
fA : R2 → R3, fA(x, y) = (a1x+b1y, a2x+b2y, a3x+b3y).

Αφού

[
fA(e1)

]
=

a1 b1
a2 b2
a3 b3

[1
0

]
=

a1a2
a3

 = Σ1,
[
fA(e2)

]
=

a1 b1
a2 b2
a3 b3

[0
1

]
=

b1b2
b3

 = Σ2,

βλέπουμε ότι
A =

[
fA(e1) fA(e2)

]
.

v. Η γραμμική συνάρτηση που ορίζει ο μηδενικός n × m πίνακας είναι η μηδενική συ-
νάρτηση

000 : Rm → Rn, v 7→ (0, . . . , 0),

αφού ο πολλαπλασιασμός με τον μηδενικό πίνακα δίνει μηδενικό πίνακα.

vi. Η γραμμική συνάρτηση που ορίζει ο μοναδιαίος n × n πίνακας In είναι η ταυτοτική
συνάρτηση

idRn : Rn → Rn, v 7→ v,

αφού In · v = v, ∀v ∈ Rn.

vii. Έστω
f : R3 → R2, f(x, y, z) = (x+ 2y + 3z, 4x+ 5y + 6z) .

Παρατηρούμε ότι f είναι η γραμμική συνάρτηση που ορίζει ο πίνακας

A =

[
1 2 3
4 5 6

]
.

viii. Έστω

f : Rm → Rn, (x1, . . . , xm) 7→ (a11x1 + · · ·+ a1mxm, . . . , an1x1 + · · ·+ anmxm) .

Τότε η f είναι η γραμμική συνάρτηση που ορίζει ο πίνακας A = (aij) ∈Mn×m(R).

Στην επόμενη πρόταση συγκεντρώνουμε βασικές ιδιότητες των γραμμικών συναρτήσεων
που ορίζονται με τη βοήθεια πινάκων.

Πρόταση 9.1.0.3 Έστω fA : Rm → Rn η γραμμική συνάρτηση που ορίζει ο πίνακας A ∈
Mn×m(R). Τότε

(i) fA(v1 + v2) = fA(v1) + fA(v2), ∀ v1, v2 ∈ Rm.
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(ii) fA(κ·v) = κ·fA(v) ∀κ ∈ R, ∀ v ∈ Rm.

(iii) fA(κ1·v1 + κ2·v2) = κ1·fA(v1) + κ2·fA(v2), ∀κ1, κ2 ∈ R, ∀ v1, v2 ∈ Rm.

(iv) fA(0Rm) = 0Rn .

(v) fA(−v) = −fA(v), ∀ v ∈ Rm.

(vi) Αν A′ ∈Mn×m(R), τότε
fA+A′ = fA + fA′ : Rm → Rn, v 7→ (A+ A′) · v, ∀ v ∈ Rm,

(vii) Αν µ ∈ R, τότε η γραμμική συνάρτηση που ορίζει o πίνακας µA είναι η συνάρτηση
µfA:

fµA = µfA : Rm → Rn, v 7→ µ(A · v), ∀ v ∈ Rm.

(viii) Αν B ∈Mm×s(R), τότε
fAB = fA ◦ fB : Rs → Rn, u 7→ (AB) · u, ∀ u ∈ Rs,

(ix) Αν {e1, . . . , em} είναι η κανονική βάση του Rm, τότε

A =
[
fA(e1) · · · fA(em)

]
.

Απόδειξη. Οι ιδιότητες προκύπτουν εύκολα από τις ιδιότητες πολλαπλασιασμού πινάκων.
(i) Έστω A ∈Mn×m(R) και v1, v2 ∈ Rm. Από τη Σχέση (8.1.1) προκύπτει ότι

A
[
v1 + v2

]
= A

( [
v1
]
+
[
v2
] )

= A
[
v1
]
+ A

[
v2
]
,

άρα
A · (v1 + v2) = A · v1 + A · v2 και fA(v1 + v2) = fA(v1) + fA(v2).

(ii) Aν v ∈ Rm, τότε
A
[
κ·v
]
= A

(
κ
[
v
] )
⇒ A

[
κ·v
]
= κ

(
A
[
v
] )

=
(
κA
) [
v
]
,

έτσι
A · (κ·v) = κ·

(
A · v) = (κA) · v και fA(κv) = κfA(v).

(v) Για κ = −1 έχουμε
A · (−1·v) = −1·(A · v) ⇒ A · (−v) = −(A · v) και fA(−v) = −fA(v).

(iii) Aν κ1, κ2 ∈ R, τότε από το (i) και το (ii) έχουμε ότι
fA(κ1·v1 + κ2·v2) = fA(κ1v1) + fA(κ2v2) = κ1·fA(v1) + κ2·fA(v2) .

(iv) Aφού A 0m×1 = 0n×1, προκύπτει ότι fA(0Rm) = 0Rn .
(vi) Αν A,A′ ∈Mn×m(R), τότε

(A+ A′)
[
v
]
= A

[
v
]
+ A′

[
v
]
⇒ (A+ A′) · v = A · v + A′ · v,

άρα
fA + fA′ : Rm → Rn, v 7→ fA(v) + fA′(v) .

(vii) Απευθείας από τον ορισμό.
(viii) Έστω A ∈Mn×n(R), B ∈Mm×s(R). Επομένως,

fB : Rs → Rm, fA : Rm → Rn, fAB : Rs → Rn

είναι οι γραμμικές συναρτήσεις που ορίζουν οι πίνακες A ∈ Mn×m(R), B ∈ Mm×s(R) και
AB ∈Mn×s(R) αντίστοιχα, με
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fB(u) = B · u, fA(v) = A · v, fAB(u) = (AB) · u, για u ∈ Rs, v ∈ Rm.
Αφού

(AB)
[
u
]
= A(B

[
u
]
) ==⇒ (AB) · u = A · (B · u),

βλέπουμε ότι fAB(u) = fA ◦ fB(u), ∀ u ∈ Rs και επομένως, fAB = fA ◦ fB.
(ix) Απευθείας από τον ορισμό (δείτε και τα Παραδείγματα 9.1.0.2.iii, iv). ■

Παράδειγμα 9.1.0.4 Έστω

A =

(
2 3 4
1 0 −1

)
, B =

(
1 2 0
3 1 2

)
∈M2×3(R).

Παρατηρούμε ότι fA, fB : R3 → R2 και
fA(x, y, z) = (2x+ 3y + 4z, x− z), ενώ fB(x, y, z) = (x+ 2y, 3x+ y + 2z).

Ας βρούμε, τώρα, τον τύπο για τη συνάρτηση 2 · fA− 3 · fB : R3 → R2. Από τις ιδιότητες της
Πρότασης 9.1.0.3 έχουμε

2 · fA − 3 · fB = f2A + f−3B = f2A−3B,
έτσι 2 · fA − 3 · fB είναι η γραμμική συνάρτηση που ορίζει ο πίνακας

2A− 3B =

(
1 0 8
−7 −3 −8

)
και επομένως

f2A−3B : R3 → R2, (x, y, z) 7→ (x+8z, −7x−3y−8z).
Στη συνέχεια υπολογίζουμε τον τύπο της συνάρτησης fAT : R2 → R3. Αφού

AT

[
x1
x2

]
=

2x1+x23x1
4x1−x2

 ,
συμπεραίνουμε ότι

fAT : R2 → R3, fAT (x1, x2) = (2x1+x2, 3x1, 4x1−x2).
Παρατηρούμε ότι

AAT =

(
2 3 4
1 0 −1

)2 1
3 0
4 −1

 =

(
29 −2
−2 2

)
∈M2×2(R),

άρα
fAAT : R2 → R2, (x1, x2) 7→ (29x1−2x2, −2x1+2x2).

Τέλος, θα υπολογίσουμε τη σύνθεση fBT ◦fA. Από την Πρόταση 9.1.0.3 έχουμε ότι fBT ◦fA =
fBTA. Αφού

BTA =

1 3
2 1
0 2

(2 3 4
1 0 −1

)
=

5 3 1
5 6 7
2 0 −2

 ,

βλέπουμε ότι
fBT ◦ fA : R3 → R3, (x, y, z) 7→ (5x+3y+z, 5x+6y+7z, 2x−2z).

Ο ορισμός της γραμμικής συνάρτησης γενικεύεται σε διανυσματικούς χώρους πάνω από
οποιοδήποτε σώμα K ως εξής:

Ορισμός 9.1.0.5 ΈστωK ένα σώμα και δύοK-διανυσματικοί χώροι (V,+++, ···), (E,+, ·). Μία
συνάρτηση φ : V → E ονομάζεται γραμμική συνάρτηση διανυσματικών χώρων αν είναι
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συμβατή με τις πράξεις των χώρων, δηλαδή αν

φ(v1 +++ v2) = φ(v1) + φ(v2), φ(κ ··· v) = κ · φ(v), για ∀ v1, v2, v ∈ V, κ ∈ K.

Έστω A ∈ Mn×m(R). Σύμφωνα με την Πρόταση 9.1.0.3, η συνάρτηση fA είναι γραμμική
συνάρτηση διανυσματικών χώρων και έτσι απλά θα αναφερόμαστε σε γραμμικές συναρτή-
σεις. Η επόμενη πρόταση δείχνει ότι όλες οι γραμμικές συναρτήσεις διανυσματικών χώρων
Rm → Rn ορίζονται από πίνακες.

Πρόταση 9.1.0.6 Έστω φ : Rm → Rn γραμμική συνάρτηση. Τότε η φ είναι η γραμμική συ-
νάρτηση fA που ορίζει ο πίνακαςA =

[
φ(e1)| · · · |φ(em)

]
, όπου {e1, . . . , em} είναι η κανονική

βάση του Rm.

Απόδειξη. Έστω v = (x1, . . . , xm) ∈ Rm. Αφού

v =
m∑
i=1

xiei

και φ : Rm → Rn είναι γραμμική συνάρτηση συμπεραίνουμε ότι

[
φ(v)

]
=

[
φ(

m∑
i=1

xiei)

]
=

[
m∑
i=1

φ(xiei)

]
=

[
m∑
i=1

xiφ(ei)

]
=

m∑
i=1

xi
[
φ(ei)

]
=

=
[
φ(e1)| · · · |φ(em)

] x1...
xm

 = A

x1...
xm

 =
[
fA(v)

]
,

δηλαδή φ(v) = fA(v) και επομένως φ = fA. ■

Παραδείγματα 9.1.0.7

i. Με αριστερόστροφη περιστροφή κατά γωνία θθθ στον R2 εννοούμε τη συνάρτηση
φθ : R2 → R2, η οποία στρέφει ένα διάνυσμα −−→OM = (x, y) του R2 ως προς την αρχή
των αξόνων O(0, 0) κατά γωνία θ με φορά αντίθετη των δεικτών του ρολογιού, βλ.
Σχήμα 9.1.

x

y

O

v

ϕ θ(v)

θ

Σχήμα 9.1: Αριστερόστροφη περιστροφή κατά γωνία θ.

Γεωμετρικά, δεν είναι δύσκολο να δούμε ότι η αριστερόστροφη περιστροφή κατά γωνία
θ είναι γραμμική συνάρτηση:
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• φθ(v+w) = φθ(v)+φθ(w), αφού η διαγώνιος του παραλληλόγραμμου που ορίζεται
από τα v και w περιστρέφεται και αυτή κατά γωνία θ και άρα είναι η διαγώνιος
του παραλληλόγραμμου που ορίζεται από τα φθ(v) και φθ(w),

• φθ(κ v) = κφθ(v).

Από την Πρόταση 9.1.0.6, ο πίνακας της φθ προσδιορίζεται από τις εικόνες των στοι-
χείων e1, e2 της κανονικής βάσης του R2. Αφού

φθ(e1) = (cos θ, sin θ), φθ(e2) = (− sin θ, cos θ)
(βλ. Σχήμα 9.2) συμπεραίνουμε ότι

Aθ =
[
φθ(e1) φθ(e2)

]
=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
και άρα

φθ : R2 → R2, (x, y) 7→ (cos θ · x− sin θ · y, sin θ · x+ cos θ · y) .
Σημειώνουμε ότι det(Aθ) = 1 και A−1θ = AT

θ , δηλαδή ο πίνακας Aθ είναι ορθογώνιος.

e2

ϕ θ(e2)

e1

ϕ θ(e1)

θ

θ

cosθ

sinθ

cos(π/2+θ)

sin(π/2+θ)

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Σχήμα 9.2: Κανονική βάση και αριστερόστροφη περιστροφή.

ii. Θεωρούμε τη συνάρτηση φ : R2 → R2, η οποία απεικονίζει ένα διάνυσμα −−→OM =

(a, b) του R2 στο−−→OM ′ = (a,−b), τη συμμετρική του εικόνα ως προς τον άξονα x′x (βλ.
Σχήμα 9.3):

φ : R2 → R2, (x, y) 7→ (x,−y) .

v

φ x(v)

e2

φ x(e2)

e1=φ x(e1) a

b

-b

-1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

1.5

Σχήμα 9.3: Αντικατοπτρισμός ως προς τον άξονα των x.

Εύκολα διαπιστώνουμε ότι η φ είναι γραμμική συνάρτηση:
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• φ
(
(x1, y1) + (x2, y2)

)
= φ(x1 + x2, y1 + y2) =

= (x1 + x2, −y1 − y2) = φ(x1, y1) + φ(x2, y2),

• φ
(
κ (x, y)

)
= φ(κx, κ y) = (κx, −κ y) = κφ(x, y).

Η συνάρτηση φ ονομάζεται αντικατοπτρισμός ως προς τον άξονα των x. Αφού
φ(e1) = e1 = (1, 0), φ(e2) = −e2 = (0,−1),

η φ είναι η γραμμική συνάρτηση που ορίζει ο πίνακας

Ax =
[
φ(e1) φ(e2)

]
=

(
1 0
0 −1

)
.

iii. Στο παράδειγμα αυτό θα μελετήσουμε τη συνάρτηση ψ που αντικατοπτρίζει τα διανύ-
σματα ως προς ευθεία ε που διέρχεται από την αρχή των αξόνων. Η συνάρτηση αυτή
ονομάζεται ο αντικατοπτρισμός ως προς την ευθεία ε.

x

y

O

v

ψ(v)
ε

θ

Σχήμα 9.4: Αντικατοπτρισμός ως προς ευθεία ε.

Έστω ότι v =
−−→
OM και έστω ότι ψ(v) = −−→OM ′. Τι μπορούμε να πούμε για το σημείοM ′;

Πρώτα από όλα, παρατηρούμε ότι το M ′ είναι πάνω στην περιφέρεια του κύκλου με
ακτίνα τοOM , ενώ αν α είναι η γωνία∠MOε, τότε α είναι η γωνία∠εOM ′ (βλ. Σχήμα
9.4). Αν βέβαια, η ευθεία μας είναι ο άξονας των x, τότε όπως είδαμε στο προηγούμενο
παράδειγμα, είναι εύκολο να βρούμε τις συντεταγμένες τουM ′. Έστω, όμως, ότι η ευ-
θεία ε σχηματίζει γωνία θ ∈ [0, π) με τον ημιάξοναOx. Ας δοκιμάσουμε να αλλάξουμε
την οπτική μας γωνία. Τι θα γινόταν αν προς στιγμή μεταφερθούμε στον κόσμο όπου
η ευθεία ε είναι ο άξονας των x (η περιστροφή κατά γωνία −θ θα το κάνει αυτό), πά-
ρουμε τη συμμετρική εικόνα του περιστραμμένου v ως προς τον άξονα των x και στη
συνέχεια γυρίσουμε πίσω στον αρχικό μας κόσμο (περιστρέφοντας κατά γωνία θ αυτήν
τη φορά); Καθώς ο αντικατοπτρισμός σέβεται τις γωνίες ανάμεσα σε ευθείες, παρατη-
ρούμε ότι το διάνυσμα v θα καταλήξει στη συμμετρική του εικόνα ως προς την ευθεία
ε, στο ψ(v). Τι σημαίνει αυτό; Καταρχήν ότι ψ είναι γραμμική συνάρτηση, αφού ψ προ-
κύπτει ως η σύνθεση τριών γραμμικών συναρτήσεων. Κατά δεύτερο, για να βρούμε
τον τύπο της ψ αρκεί να παρακολουθήσουμε τις διαδοχικές εικόνες των στοιχείων της
κανονικής βάσης (ή ισοδύναμα να υπολογίσουμε το γινόμενο των πινάκων). Παρατη-
ρούμε ότι

e1 7→
(

cos(−θ), sin(−θ)
)
= (cos θ, − sin θ) 7→ (cos θ, sin θ) 7→

(cos2 θ − sin2 θ, 2 sin θ cos θ) = (cos 2θ, sin 2θ)
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ενώ

e2 7→
(
− sin(−θ), cos(−θ)

)
= (sin θ, cos θ) 7→ (sin θ,− cos θ) 7→

(2 sin θ cos θ, sin2 θ − cos2 θ) = (sin 2θ, − cos 2θ) .

Κατά συνέπεια, έχουμε τον πίνακα της ψ

A =

(
cos 2θ sin 2θ
sin 2θ − cos 2θ

)
καθώς και τον τύπο της ψ :

ψ : R2 → R2, (x, y) 7→ (cos 2θ · x+ sin 2θ · y, sin 2θ · x− cos 2θ · y) .
Παρατηρούμε ότι ο πίνακας που ορίζει την ψ είναι συμμετρικός και ισχύει ότι

det(A) = −1, A−1 = A T = A.
Σημειώνουμε, λοιπόν, ότι ο πίνακας A είναι ορθογώνιος. Όταν η ευθεία ε δίνεται από
την εξίσωση y = mx (δηλ. η ε δεν είναι ο άξονας των y), τότε m = sin θ/ cos θ και
εύκολα προκύπτει ότι ο πίνακας της ψ είναι ο

A =
1

1+m2

(
1−m2 2m
2m m2−1

)
.

iv. Έστω η συνάρτηση
q : R2 → R2, (x, y) 7→ (x, 0)

η οποία απεικονίζει ένα διάνυσμα −−→OM = (a, b) στην προβολή του −−→OM ′ = (a, 0) στον
άξονα x′x (βλ.Σχήμα 9.5.α). Η q είναι γραμμική συνάρτηση με πίνακα(

1 0
0 0

)
.

v

q(v)
a

b
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ε

θ
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Σχήμα 9.5: Προβολή σε ευθεία.

Έστω, τώρα, ε ευθεία που διέρχεται από την αρχή των αξόνων και ας θεωρήσουμε τη
συνάρτηση p, η οποία προβάλλει τα διανύσματα στην ε (βλ. Σχήμα 9.5.β). Η συνάρ-
τηση αυτή ονομάζεται προβολή στην ευθεία εεε . Όπως στο προηγούμενο παράδειγμα,
η p είναι γραμμική συνάρτηση, αφού προκύπτει ως σύνθεση τριών γραμμικών συναρ-
τήσεων. Πράγματι, αν θ είναι η γωνία που σχηματίζει η ε με τον ημιάξονα Ox, τότε
πρώτα περιστρέφουμε κατά γωνία −θ και με την περιστροφή είμαστε σε ένα νέο σύ-
στημα, όπου η ε είναι ο άξονας των x. Στη συνέχεια προβάλλουμε το (περιστραμμένο)



272 ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

διάνυσμα στον άξονα x′x, ενώ τέλος περιστρέφουμε κατά γωνία θ για να επιστρέψουμε
στο αρχικό σύστημα συντεταγμένων. Το αποτέλεσμα είναι η προβολή του διανύσματος
επί της ευθείας ε. Για να βρούμε τον τύπο της συνάρτησης, παρατηρούμε την εικόνα
των διανυσμάτων της κανονικής βάσης. Ειδικότερα:

e1 7→
(

cos(−θ), sin(−θ)
)
= (cos θ, − sin θ) 7→ (cos θ, 0) 7→ (cos2 θ, sin θ cos θ)

ενώ
e2 7→

(
− sin(−θ), cos(−θ)

)
7→ (sin θ, 0) 7→ (sin θ cos θ, sin2 θ)

και έτσι, ο πίνακας της p είναι

A =

(
cos2 θ sin θ cos θ

sin θ cos θ sin2 θ

)
Εάν η ευθεία ε δίνεται από την εξίσωση y = mx (δηλ. η ευθεία δεν είναι ο άξονας των
y), τότεm = sin θ/ cos θ και εύκολα προκύπτει ότι

A =
1

1+m2

(
1 m
m m2

)
.

Αναφέρουμε μία καταπληκτικά ισχυρή ιδιότητα, που αναδεικνύει την ιδιαιτερότητα της
κανονικής βάσης. Η ιδιότητα αυτή είναι ειδική περίπτωση της «Καθολικής Ιδιότητας Απει-
κόνισης Βάσης» που θα τη συναντήσετε σε άλλες μορφές σε προχωρημένα μαθήματα άλγε-
βρας.

Πρόταση 9.1.0.8 Έστω {e1, . . . , em} η κανονική βάση του Rm και έστω w1, . . . , wm οποια-
δήποτε m στοιχεία του Rn. Υπάρχει μοναδική γραμμική συνάρτηση φ : Rm → Rn τέτοια
ώστε φ(e1) = w1, φ(e2) = w2, …, φ(em) = wm.

Απόδειξη. Έστω
A =

[
w1| · · · |wm

]
.

Η συνάρτηση fA : Rm → Rn έχει τις επιθυμητές ιδιότητες. Αν φ : Rm → Rn είναι μία
γραμμική συνάρτηση που ικανοποιεί τις συνθήκες της πρότασης, τότε η Πρόταση 9.1.0.6
δείχνει ότι φ = fA. ■

Παράδειγμα 9.1.0.9 Έστω w1 = (1, 1, 1), w2 = (2, 0, 1). Θα βρούμε τον τύπο της γραμμικής
συνάρτησης φ : R2 → R3 με την ιδιότητα φ(e1) = w1, φ(e2) = w2. Έχουμε

φ(x, y) = φ(xe1 + ye2) = xφ(e1) + yφ(e2) = (x+ 2y, x, x+ y) .

Σημειώνουμε ότι

A =

1 2
1 0
1 1

 , A

[
x
y

]
=

x+ 2y
x

x+ y

 , φ = fA .

9.2 Πυρήνας και Εικόνα Γραμμικής Συνάρτησης

Έστω f : Rm → Rn μία γραμμική συνάρτηση. Θα μελετήσουμε δύο σύνολα που καθορίζουν
την f , τον πυρήνα και την εικόνα. Ο πυρήνας είναι υποσύνολο του πεδίου ορισμού, ενώ η
εικόνα είναι υποσύνολο του πεδίου τιμών.
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Ορισμός 9.2.0.1 Έστω f : Rm → Rn μία γραμμική συνάρτηση. Ο πυρήνας της f συμβολίζε-
ται με Kerf και είναι το σύνολο

Kerf = {v ∈ Rm : f(v) = 0Rn } ⊆ Rm .

Πώς βρίσκουμε τα στοιχεία του Kerf ; Θα δούμε ότι το πρόβλημα ανάγεται στην εύρεση λύ-
σεων ενός ομογενούς συστήματος.

Παραδείγματα 9.2.0.2

i. Έστω fA : Rm → Rn η γραμμική συνάρτηση που ορίζει ένας πίνακας A ∈ Mn×m(R).
Αφού fA(0Rm) = 0Rn , βλέπουμε ότι 0Rm ∈ KerfA και συμπεραίνουμε ότι KerfA 6= ∅.

ii. Έστω f : R2 → R3, f(v) = 0R3 , ∀ v ∈ R2, η μηδενική συνάρτηση. Τότε Ker f = R2.

iii. Έστω id : R2 → R2, id(v) = v, ∀ v ∈ R2, η ταυτοτική συνάρτηση. Τότε Ker id = {0R2}.

iv. Θα υπολογίσουμε τον πυρήνα της γραμμικής συνάρτησης

f : R3 → R2, f(x, y, z) = (x−2y+3z, −2x+5y−4z).

Παρατηρούμε ότι f = fA, όπου

A =

(
1 −2 3
−2 5 −4

)
.

Έχουμε
(x, y, z) ∈ KerfA ⇔ fA(x, y, z) = (0, 0) ⇔

⇔

{
x− 2y + 3z = 0

−2x+ 5y − 4z = 0

}
⇔
[

1 −2 3
−2 5 −4

]xy
z

 =

[
0
0

]
⇔ AX = 02×1.

Διαπιστώνουμε ότι ο πυρήνας KerfA είναι το σύνολο λύσεων του ομογενούς συστήμα-
τος AX = 02×1, δηλαδή ο μηδενοχώρος null(A) του πίνακα A. Φέρνουμε, λοιπόν, τον
A σε ε.κ.μ.γ.,

A −→
(
1 −2 3
0 1 2

)
−→

(
1 0 7
0 1 2

)
,

έτσι

AX = 02×1 ⇔

{
x + 7z = 0

y + 2z = 0

}
⇔
{
x = −7z
y = −2z

}
,

επομένως KerfA = null(A) =
{
(−7z, −2z, z) : z ∈ R

}
=
{
z (−7,−2, 1) : z ∈ R

}
και

KerfA = span
{
(−7,−2, 1)

}
⊂ R3.

Πρόταση 9.2.0.3 Έστω A ∈Mn×m(R). Τότε KerfA = null(A).
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Απόδειξη. Έστω v = (ν1, . . . , νm) ∈ KerfA. Τότε fA(v) = 0Rn και άρα

A

 ν1
...
νm

 =

 0
...
0

 .
Επομένως (ν1, . . . , νm) είναι λύση του ομογενούς συστήματος AX = 0n×1 και άρα v =
(ν1, . . . , νm) ∈ null(A). Το αντίστροφο προκύπτει αντιστρέφοντας τις συνεπαγωγές. ■

Παράδειγμα 9.2.0.4 Θεωρούμε τη γραμμική συνάρτηση
fA : R3 → R2, fA(x, y, z) = (x−2y+3z, −2x+5y−4z),

του Παραδείγματος 9.2.0.2. Είδαμε ότι
KerfA =

{
z · (−7,−2, 1) : z ∈ R

}
6= {(0, 0, 0)},

έτσι για τα στοιχεία (−7,−2, 1), (0, 0, 0) ∈ KerfA έχουμε
fA(−7,−2, 1) = fA(0, 0, 0) = (0, 0),

και η fA δεν είναι συνάρτηση 1− 1. Γενικότερα, έστω ότι v = t(−7,−2, 1), για κάποιο t ∈ R.
Τότε v ∈ Ker fA και fA(v) = (0, 0). Eπομένως, αν u ∈ R3 τότε,

fA(u+ v) = fA(u) + fA(v) = fA(u) + (0, 0) ⇒ fA(u+ v) = fA(u).
Αυτό σημαίνει ότι η ευθεία {u + t(−7,−2, 1) : t ∈ R} απεικονίζεται σε ένα σημείο, το f(u).
Ειδικότερα, αν u = (3, 2, 1), τότε

fA
(
u+ z (−7,−2, 1)

)
= f(u) = (2, 0), ∀ z ∈ R,

δηλαδή
fA(3−7z, 2−2z, 1+z) = fA(3, 2, 1) = (2, 0), ∀ z ∈ R.

Πρόταση 9.2.0.5 Η γραμμική συνάρτηση fA : Rm → Rn είναι συνάρτηση 1− 1, αν και μόνο
αν ο KerfA = {0Rm}. Ισοδύναμα η fA είναι συνάρτηση 1− 1, αν και μόνο αν rank(A) = m.

Απόδειξη. Έστω ότι η fA είναι συνάρτηση 1 − 1. Σημειώνουμε ότι fA(0Rm) = 0Rn . Αφού η
fA είναι 1 − 1, συμπεραίνουμε ότι δεν υπάρχει άλλο στοιχείο του Rm που να απεικονίζεται
στο 0Rn , άρα KerfA = {0Rm}. Αντίστροφα, αν KerfA = {0Rm}, τότε με χρήση της Πρότασης
9.1.0.3 βλέπουμε ότι:

fA(u1) = fA(u2) ⇒ fA(u1)− fA(u2) = 0Rn ⇒ fA(u1) + fA(−u2) = 0Rn ⇒
⇒ fA(u1 − u2) = 0Rn ⇒ u1 − u2 ∈ KerfA = {0Rm} ⇒ u1 − u2 = 0Rm ⇒ u1 = u2.

Αποδείξαμε, λοιπόν, ότι η fA είναι συνάρτηση 1− 1. Για την τελευταία ισοδυναμία της πρό-
τασης, παρατηρούμε ότι KerfA = null(A) = {0Rm}, αν και μόνο αν το ομογενές σύστημα
AX = 0n×1 έχει μοναδική λύση, δηλ., αν και μόνο αν rank(A) = m. ■

Παραδείγματα 9.2.0.6

i. Έστω fA : R3 → R2 γραμμική συνάρτηση που ορίζει ένας πίνακας A ∈ M2×3(R). Η
fA δεν μπορεί να είναι 1− 1, αφού

rank(A) ≤ min{2, 3} = 2 < 3 .
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ii. Έστω A ∈M2×3(R). Τότε η γραμμική συνάρτηση
fATA : R3 → R3

δεν μπορεί να είναι 1-1. Πράγματι, όπως είδαμε προηγουμένως Ker fA 6= {0R3} και
υπάρχει μη μηδενικό v ∈ Ker fA. Τότε

fATA(v) = fAT

(
fA(v)

)
= fAT (0R2) = 0R3 ,

άρα v ∈ Ker fATA. Συμπεραίνουμε ότι rank(ATA) < 3.

Ας εξετάσουμε τώρα την έννοια της εικόνας μίας γραμμικής συνάρτησης.

Ορισμός 9.2.0.7 ΈστωA ∈Mn×m(R) και fA : Rm → Rn η αντίστοιχη γραμμική συνάρτηση.
Αν S ⊆ Rm, τότε

fA(S) = {fA(s) : s ∈ S} = {r ∈ Rn : ∃ σ ∈ S, με fA(σ) = r} ⊆ Rn

ονομάζεται εικόνα του S. Ειδικότερα, όταν S = Rm, τότε fA(Rm) συμβολίζεται με ImfA και
ονομάζεται εικόνα της γραμμικής συνάρτησης fA.

Παραδείγματα 9.2.0.8

i. Αν f0n×m : Rm → Rn είναι η μηδενική γραμμική συνάρτηση, τότε Imf0n×m = {0Rn}.

ii. Η εικόνα της ταυτοτικής συνάρτησης id : R2 → R2 είναι ο R2.

iii. Θεωρούμε τη γραμμική συνάρτηση
fA : R3 → R2, f(x, y, z) = (x− 2y + 3z,−2x+ 5y − 4z),

με πίνακα

A =

(
1 −2 3
−2 5 −4

)
.

Έχουμε ότι (x, y, z) = x e1 + y e2 + z e3, όπου {e1, e2, e3} είναι η κανονική βάση του R3

και γνωρίζουμε ότι fA(e1) = (1,−2), fA(e2) = (−2, 5), fA(e3) = (3,−4). Επομένως, το
στοιχείο v = (a, b) ∈ ImfA, αν και μόνο αν υπάρχει (x, y, z), τέτοιο ώστε fA(x, y, z) = v
ή

x(1,−2) + y(−2, 5) + z(3,−4) = (a, b).
Αυτό σημαίνει ότι το σύστημα

A

xy
z

 =

[
a
b

]
(9.2.1)

είναι συμβατό ή ισοδύναμα ότι v ∈ span
{
fA(e1), fA(e2), fA(e3)

}
. Μπορούμε, όμως, εύ-

κολα να δούμε ότι rankA = 2, άρα rank[A|v] = 2 και το σύστημα (9.2.1) είναι πάντα
συμβατό. Συμπεραίνουμε ότι ImfA = R2 και η συνάρτηση fA είναι συνάρτηση επί.

Πρόταση 9.2.0.9 Έστω fA : Rm → Rn η γραμμική συνάρτηση που ορίζει ο πίνακας A ∈
Mn×m(R) και {e1, . . . , em} η κανονική βάση του Rm. Τότε

ImfA = span
{
fA(e1), . . . , fA(em)

}
.
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Απόδειξη. Από την Πρόταση 9.1.0.3.iii γνωρίζουμε ότι
ImfA =

{
fA(x1, . . . , xm) : (x1, . . . , xm) ∈ Rm

}
=

=
{
fA(x1 e1 + · · ·+ xm em) : x1, . . . , xm ∈ R

}
=

=
{
x1 fA(e1) + · · ·+ xm fA(em) : x1, . . . , xm ∈ R

}
= span

{
fA(e1), . . . , fA(em)

}
. ■

Ας δούμε στη συνέχεια μία ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε η γραμμική συνάρτηση που
ορίζει ένας πίνακας να είναι επί.

Πόρισμα 9.2.0.10 ΈστωA ∈Mn×m(R). Η γραμμική συνάρτηση fA : Rm → Rn είναι συνάρ-
τηση επί, αν και μόνο αν rank(A) = n. Με άλλα λόγια,

rank(A) = n ⇔ ImfA = Rn .

Απόδειξη. Από την Πρόταση 9.2.0.9 αρκεί να δείξουμε ότι span
{
fA(e1), . . . , fA(em)

}
= Rn,

αν και μόνο αν rank(A) = n. Αυτό όμως προκύπτει από την Πρόταση 8.1.0.7.ii. ■

Επικεντρώνουμε στη συνέχεια τη μελέτη μας σε γραμμικές συναρτήσεις με το ίδιο πεδίο
ορισμού και τιμών. Οι συναρτήσεις αυτές καθορίζονται από τετραγωνικούς πίνακες.

Πρόταση 9.2.0.11 Έστω A ∈Mn(R). Η γραμμική συνάρτηση fA : Rn → Rn είναι αντιστρέ-
ψιμη, αν και μόνο αν det(A) 6= 0. Επιπλέον,

f −1A = fA−1 .

Απόδειξη. Έχουμε det(A) 6= 0, επομένως rank(A) = n (βλ. Πρόταση 6.3.0.1). Από την Πρό-
ταση 9.2.0.5 και το Πόρισμα 9.2.0.10 έπεται ότι η fA είναι συνάρτηση 1− 1 και επί, επομένως
ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση f −1A : Rn → Rn, με

f −1A ◦ fA = fA ◦ f −1A = idRn ,
όπου idRn η ταυτοτική συνάρτηση τουRn. Θεωρούμε τη γραμμική συνάρτηση fA−1 : Rn → Rn

που ορίζει ο πίνακας A−1. Από την Πρόταση 9.1.0.3.viii έχουμε
fA ◦ fA−1 = fAA−1 = fIn = idRn ,

επομένως fA−1 = f −1A . ■

Σημειώνουμε ότι σύμφωνα με την πρόταση, όταν fA είναι αντιστρέψιμη, η αντίστροφη συ-
νάρτηση της fA είναι η γραμμική συνάρτηση που ορίζει ο αντίστροφος του πίνακα A.

Παράδειγμα 9.2.0.12 Θεωρούμε τη γραμμική συνάρτηση
fA : R3 → R3, fA(x, y, z) = (x+2y+5z, 4x+2y+5z, 3x+y+2z),

(x, y, z) ∈ R3, που ορίζει ο πίνακας

A =

1 2 5
4 2 5
3 1 2

 .

Στο Παράδειγμα 6.5.0.2.i βρήκαμε ότι

det(A) = 3 6= 0, A−1 =
1

3

−1 1 0
7 −13 15
−2 5 −6

.

Έτσι, η fA είναι συνάρτηση 1 − 1 και επί, KerfA =
{
(0, 0, 0)

}
, ImfA = R3 και ορίζεται η

αντίστροφη συνάρτηση f −1A : R3 → R3, με

f −1A (x, y, z) =
(−x+y

3
,
7x−13y+15z

3
,
−2x+5y−6z

3

)
.
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9.3 Γραμμικές Συναρτήσεις στον R2 και στον R3

Έστω A ∈Mn(R) ένας μη μηδενικός πίνακας και έστω fA : Rn → Rn. Αφού

fA
( m∑

i=1

civi
)
=

m∑
i=1

cifA(vi)

συμπεραίνουμε ότι η γραμμική θήκη ενός συνόλου διανυσμάτων {vi : i = 1, . . . ,m} απεικο-
νίζεται στη γραμμική θήκη του συνόλου των εικόνων

{
fA(vi) : i = 1, . . . ,m

}
. Ας δούμε τα

συμπεράσματα που προκύπτουν όταν n = 2, n = 3.

Πρόταση 9.3.0.1 Έστω A ∈ M2(R) ένας μη μηδενικός πίνακας και έστω fA : R2 → R2 η
αντίστοιχη γραμμική συνάρτηση.

• Έστω rank(A) = 2. Αν l είναι ευθεία, τότε fA(l) είναι ευθεία. Το μοναδιαίο τετράγωνο
απεικονίζεται σε ένα παραλληλόγραμμο με εμβαδό | det(A)|.

• Έστω rank(A) = 1. ΤότεKerfA και ImfA είναι ευθείες τουR2. Το μοναδιαίο τετράγωνο
απεικονίζεται σε ένα ευθύγραμμο τμήμα.

Απόδειξη. Αν rank(A) = 2, τότε KerfA =
{
(0, 0)

}
και ImfA = R2. Αν

l : {(c1, c2) + t (v1, v2) : t ∈ R}
είναι ευθεία στον R2, τότε

fA(l) : {fA(c1, c2) + t fA(v1, v2) : t ∈ R}
είναι ευθεία που είναι παράλληλη στο fA(v1, v2). Το μοναδιαίο τετράγωνο προσδιορίζεται ως
το σύνολο

T = {x e1 + y e2 : 0 ≤ x, y ≤ 1}
και η εικόνα του είναι

fA(T ) = {x fA(e1) + y fA(e2) : 0 ≤ x, y ≤ 1}
που περιγράφει το παραλληλόγραμμο με πλευρές fA(e1), fA(e1). To συμπέρασμα για το εμ-
βαδόν προκύπτει από την Πρόταση 6.2.0.7.
Αντίστοιχα, αν rank(A) = 1, τότε τα fA(e1), fA(e2) είναι γραμμικά εξαρτημένα. Επομένως
span{fA(e1), fA(e2)} είναι μία ευθεία. Έστω ότι fA(e1) = κfA(e2) (αντίστοιχα γίνεται η από-
δειξη αν fA(e2) = κfA(e1)). Έχουμε ότι

{xfA(e1) + yfA(e2) : 0 ≤ x, y ≤ 1} = {(xκ+ y)fA(e2) : 0 ≤ x, y ≤ 1} .
Συμπεραίνουμε ότι η εικόνα του μοναδιαίου τετραγώνου είναι ένα τμήμα της ευθείας
span{fA(e1), fA(e2)}. ■

Παραδείγματα 9.3.0.2

i. Έστω φπ
6
: R2 → R2, η αριστερόστρορφη περιστροφή κατά γωνία π/6. O πίνακας και

ο τύπος της φπ
6
είναι (βλ. Παράδειγμα 9.1.0.7.i):

Aπ
6
=

(
cos π

6
− sin π

6

sin π
6

cos π
6

)
=

1

2

(√
3 −1
1

√
3

)
και

φπ
6
: R2 → R2, (x, y) 7→ 1

2
· (
√
3 x− y, x+

√
3 y) .
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βλ. Σχήμα 9.6. Καθώς όλα τα διανύσματα περιστρέφονται, είναι φανερό ότι Kerφπ
6
={

(0, 0)
}
. Άλλωστε

det(Aπ
6
) = cos2(π

6
) + sin2(

π

6
) = 1 6= 0

και η συνάρτηση φπ
6
είναι αντιστρέψιμη. Συμπεραίνουμε ότι Imφπ

6
= R2. Το μοναδιαίο

τετράγωνο απεικονίζεται σε ένα τετράγωνο με εμβαδόν 1.

e2
ϕ π

6
(e2)

e1

ϕ π
6
(e1)

π/6

v

ϕ π
6
(v)

-1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5

-0.5

0.5

1.0

1.5

Σχήμα 9.6: Περιστροφή κατά γωνία π/6.

ii. Θεωρούμε τη γραμμική συνάρτηση
fA : R2 → R2, fA(x, y) = (−x+2y, 2x−y),

με πίνακα

A =

(
−1 2
2 −1

)
.

Παρατηρούμε ότι fA(e1) = (−1, 2), fA(e2) = (2,−1), ενώ det(A) = −3 6= 0. Άρα
KerfA =

{
(0, 0)

}
, ImfA = R2 και η fA είναι συνάρτηση 1− 1 και επί.

Θα βρούμε την εικόνα της ευθείας ε : x+3y = −1 του R2. Η ευθεία ε περιγράφεται ως
το σύνολο

ε =
{
(−1−3y, y) : y ∈ R

}
=
{
(−1, 0) + y (−3, 1) : y ∈ R

}
,

επομένως

fA(ε) =
{
fA
(
(−1, 0) + y (−3, 1)

)
: y ∈ R

}
=
{
fA(−1, 0) + y fA(−3, 1) : y ∈ R

}
=

=
{
(1,−2) + y (5,−7) : y ∈ R

}
.

Βλέπουμε ότι η εικόνα της ε είναι μία ευθεία τουR2 που διέρχεται από το σημείο (−1, 2)
και είναι παράλληλη στον φορέα του στοιχείου (5,−7) του R2. Στο Σχήμα 9.7, απεικο-
νίζεται αριστερά η ευθεία ε και το μοναδιαίο τετράγωνο T , ενώ δεξιά απεικονίζεται η
ευθεία fA(ε) και το παραλληλόγραμμο fA(T ).
Τέλος, θα βρούμε την εικόνα του μοναδιαίου κύκλου C =

{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1

}
.

Έστω (x′, y′) ∈ fA(C). Τότε υπάρχει (x, y) ∈ C, με fA(x, y) = (x′, y′). Αυτό σημαίνει
ότι

A

[
x
y

]
=

[
x′

y′

]
ή ισοδύναμα

[
x
y

]
= A−1

[
x′

y′

]
.

Υπολογίζοντας τον A−1 και κάνοντας τον πολλαπλασιασμό βρίσκουμε ότι
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e2

e1

e1+e2

u
T

ϵ

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

fA(e2)

fA(e1)

fA(e1+e2)

fA(u)

fA(T)

fA(ϵ)

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

Σχήμα 9.7: Εικόνα της ε και του μοναδιαίου τετραγώνου.

[
x
y

]
= −1

3

(
−1 −2
−2 −1

)[
x′

y′

]
, δηλαδή

{
x = (x′+2y′)/3
y = (2x′+y′)/3

}
.

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση x2 + y2 = 1 του C προκύπτει ότι

(x′+2y′)2 + (2x′+y′)2 = 9 ⇔ 5x′ 2 + 8x′y′ + 5y′ 2 = 9.

Επομένως, οι συντεταγμένες (x′, y′) ικανοποιούν μία δευτεροβάμια εξίσωση, που πε-
ριγράφει μία έλλειψη. Αντίστροφα, αφού fA είναι αντιστρέψιμη συνάρτηση, μπορούμε
να δείξουμε ότι κάθε σημείο της έλλειψης είναι η εικόνα ενός σημείου (x, y) που ανήκει
στον κύκλο. Συμπεραίνουμε ότι

fA(C) =
{
(x′, y′) ∈ R2 : 5x′ 2 + 8x′y′ + 5y′ 2 = 9

}
.

To Σχήμα 9.8 απεικονίζει τον μοναδιαίο κύκλο και την εικόνα του.

C

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

fA(C)

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

Σχήμα 9.8: Η εικόνα του μοναδιαίου κύκλου.

iii. Έστω

A =

(
3 −6
1 −2

)
και fA : R2 → R2, fA(x, y) = (3x−6y, x−2y).

Παρατηρούμε ότι det(A) = 0 και η ε.κ.μ.γ. του A είναι R =

(
1 −2
0 0

)
. Έτσι, αν {e1, e2}

είναι η κανονική βάση του R2, τότε fA(e1) = (3, 1) και fA(e2) = (−6,−2) = −2 fA(e1).
Υπολογίζουμε τον πυρήνα KerfA = null(A), λύνοντας το ομογενές σύστημα AX =
02×1. Από την ε.κ.μ.γ.R προκύπτει ότι

AX = 02×1 ⇔ x− 2y = 0,
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άρα
KerfA =

{
(x, y) ∈ R2 : x− 2y = 0

}
=
{
(2y, y) : y ∈ R

}
= span

{
(2, 1)

}
και ο πυρήνας της fA είναι η ευθεία δ : x − 2y = 0 , που περνά από την αρχή των
αξόνων και το σημείο (2, 1). Επίσης,

ImfA =
{
x fA(e1) + y fA(e2) : x, y ∈ R

}
=
{
x fA(e1)− 2y fA(e1) : x, y ∈ R

}
=

=
{
(x− 2y) fA(e1) : x, y ∈ R

}
=
{
κ fA(e1) : κ ∈ R

}
=span

{
fA(e1)

}
=span

{
(3, 1)

}
,

άρα η εικόνα της fA είναι η ευθεία του R2, που περνά από την αρχή των αξόνων και το
σημείο (3, 1).
Θα βρούμε την εικόνα των ευθειών ε : x + y = 2 και ζ : x − 2y = 2 του R2.
Παρατηρούμε ότι

ε =
{
(x, y) ∈ R2 : x+y = 2

}
=
{
(2, 0) + y (−1, 1) : y ∈ R

}
,

ζ =
{
(x, y) ∈ R2 : x−2y = 2

}
=
{
(2, 0) + y (2, 1) : y ∈ R

}
.

Επομένως,

fA(ε) =
{
fA(2, 0) + y fA(−1, 1) : y ∈ R

}
=
{
(6, 2) + y (−9,−3) : y ∈ R

}
=

=
{
(2− 3y) · (3, 1) : y ∈ R

}
=
{
κ (3, 1) : κ ∈ R

}
= span

{
(3, 1)

}
= ImfA.

Αντίστοιχα,
fA(ζ) =

{
fA(2, 0) + y fA(2, 1) : y ∈ R

}
=
{
(6, 2) + y (0, 0) : y ∈ R

}
=
{
(6, 2)

}
.

Σημειώνουμε ότι η ευθεία KerfA = span
{
(2, 1)

}
απεικονίζεται στην αρχή των αξόνων

και ότι η ευθεία ζ , που είναι παράλληλη στην ευθεία span
{
(2, 1)

}
, επίσης απεικονίζεται

σε ένα σημείο. Το Σχήμα 9.9 απεικονίζει τη δράση της συνάρτησης fA στις ευθείες ζ ,
δ, τις εικόνες fA(e1), fA(e2) καθώς και την εικόνα ImfA.

e2

e1

Kerf A

ζ

δ

ϵ

-2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

1

2

3

fA(e2)

fA(e1)

fA(ζ)

fA(δ)

ImfAfA(ϵ)=

-6 -4 -2 2 4 6

-3

-2

-1

1

2

3

Σχήμα 9.9: Δράση της fA.

Ας δούμε τώρα την περίπτωση μίας γραμμικής συνάρτησης στον τρισδιάστατο χώρο. Η
απόδειξη της επόμενης πρότασης γίνεται κατ’ αναλογία της Πρότασης 9.3.0.1 και σας κα-
λούμε να συμπληρώσετε τις λεπτομέρειες.

Πρόταση 9.3.0.3 Έστω A ∈ M3(R) ένας μη μηδενικός πίνακας και έστω fA : R3 → R3 η
αντίστοιχη γραμμική συνάρτηση.

• Έστω rank(A) = 3. Αν l είναι ευθεία, τότε fA(l) είναι ευθεία. Αν p είναι παραλληλό-
γραμμο, τότε fA(p) είναι παραλληλόγραμμο. Ο μοναδιαίος κύβος απεικονίζεται σε ένα
παραλληλεπίπεδο με όγκο | det(A)|.



ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ 281

• Έστω rank(A) = 2. Τότε KerfA είναι ευθεία και ImfA είναι επίπεδο του R3 που διέρ-
χονται από την αρχή των αξόνων. Ο μοναδιαίος κύβος απεικονίζεται σε ένα παραλ-
ληλόγραμμο.

• Έστω rank(A) = 1. ΤότεKerfA είναι επίπεδο και ImfA είναι ευθεία τουR3 που διέρχο-
νται από την αρχή των αξόνων. Ο μοναδιαίος κύβος απεικονίζεται σε ένα ευθύγραμμο
τμήμα.

Παράδειγμα 9.3.0.4 Έστω η γραμμική συνάρτηση
f : R3 → R3, f(x, y, z) = (x+z, −x+y, 2x+2z).

Γράφουμε τον πίνακα A που αντιστοιχεί στη f και την ε.κ.μ.γ. του A,

A =

 1 0 1
−1 1 0
2 0 2

 , RA =

1 0 1
0 1 1
0 0 0

.

Έστω
{
e1, e2, e3

}
η κανονική βάση του R3. Είναι φανερό ότι f(e1), f(e2) είναι γραμμικά

ανεξάρτητα διανύσματα του R3, αφού οι αντίστοιχες στήλες του A δεν είναι πολλαπλάσια η
μία της άλλης. Από την ε.κ.μ.γ. του A βλέπουμε ότι f(e3) = f(e1)+f(e2). Υπολογίζουμε τον
πυρήνα της f . Έχουμε

AX = 03×1 ⇔

{
x + z = 0

y + z = 0

}
⇔
{
x = −z
y = −z

}
,

άρα
Kerf =

{
(−z,−z, z) : z ∈ R

}
= span

{
(−1,−1, 1)

}
και ο πυρήνας της f είναι η ευθεία του R3 που διέρχεται από την αρχή των αξόνων και το
σημείο (−1,−1, 1). Επίσης,

Imf = span
{
f(e1), f(e2), f(e3)

}
=
{
x f(e1) + y f(e2) + z f(e3) : x, y, z ∈ R

}
=

=
{
x f(e1) + y f(e2) + z

(
f(e1)+f(e2)

)
: x, y, z ∈ R

}
=

=
{
(x+ z)·f(e1) + (y + z)·f(e2) : x, y, z ∈ R

}
=
{
κ f(e1) + λ f(e2) : κ, λ ∈ R

}
=

= span
{
f(e1), f(e2)

}
= span

{
(1,−1, 2), (0, 1, 0)

}
.

Η εικόνα της f είναι το επίπεδο του R3 που παράγουν τα γραμμικά ανεξάρτητα στοιχεία
f(e1), f(e2). Για να βρούμε την εξίσωση του επιπέδου, φέρνουμε τον επόμενο πίνακα σε
κλιμακωτή μορφή γραμμών. 1 0 1 a

−1 1 0 b
2 0 2 c

 −→
 1 0 1 a

0 1 1 a+ b
0 0 0 c− 2a

.
Συμπεραίνουμε ότι

Imf = span
{
(1,−1, 2), (0, 1, 0)

}
=
{
(a, b, c) ∈ R3 : 2a− c = 0

}
.

Έστω
C =

{
(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ x, y, z ≤ 1

}
ο μοναδιαίος κύβος. Παρατηρούμε ότι

f(C) =
{
x f(e1) + y f(e2) + z f(e3) : 0 ≤ x, y, z ≤ 1

}
=

=
{
(x+ z) · f(e1) + (y + z) · f(e2) : 0 ≤ x, y, z ≤ 1

}
=

=
{
κ f(e1) + λ f(e2) : 0 ≤ κ, λ ≤ 2

}
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είναι το παραλληλόγραμμο με πλευρές (2,−2, 4) και (0, 2, 0), βλ. Σχήμα 9.10.

Σχήμα 9.10: Η εικόνα f(C) του μοναδιαίου κύβου.

Έστω, τώρα, το επίπεδο
q =

{
(x, z, z) : x, z∈R

}
=
{
x (1, 0, 0) + z (0, 1, 1) : x, z∈R

}
.

Έχουμε
f(q) =

{
x f(1, 0, 0) + z f(0, 1, 1) : x, z∈R

}
=
{
x (1,−1, 2) + z (1, 1, 2) : x, z∈R

}
.

Επομένως f(q) περιγράφει ένα επίπεδο στον R3. Αφού f(q) ⊂ Imf , συμπεραίνουμε ότι
f(q) = Imf . Για επιβεβαίωση, αν επιθυμούμε, εύκολα βλέπουμε όπως νωρίτερα, ότι

span
{
(1,−1, 2), (1, 1, 2)

}
=
{
(a, b, c) ∈ R3 : 2a− c = 0

}
.

Ας υπολογίσουμε και την εικόνα του επιπέδου
s =

{
(x, y, z) ∈ R3 : x+2y+3z = 1

}
=
{
(1, 0, 0) + y (−2, 1, 0) + z (−3, 0, 1) : y, z ∈ R

}
.

Έχουμε

f(s) =
{
f(1, 0, 0) + y f(−2, 1, 0) + z f(−3, 0, 1) : y, z ∈ R

}
=

=
{
(1,−1, 2) + y (−2, 3, 4) + z (−2, 3, 4) : y, z ∈ R

}
=

=
{
(1,−1, 2) + (y + z)·(−2, 3, 4) : y, z ∈ R

}
=
{
(1,−1, 2) + κ (−2, 3, 4) : κ ∈ R

}
,

δηλαδή f(s) είναι η ευθεία τουR3 που διέρχεται από το σημείο (1,−1, 2) και είναι παράλληλη
στο διάνυσμα (−2, 3, 4). Τέλος, έστω οι ευθείες

ε1 =
{
(0, 1, 1) + κ (1, 0, 1) : κ ∈ R

}
, ε2 =

{
(0, 1, 1) + κ (1, 1,−1) : κ ∈ R

}
.

Τότε
f(ε1) =

{
f(0, 1, 1) + κ f(1, 0, 1) : κ ∈ R

}
=
{
(1, 1, 2) + κ (2,−1, 4) : κ ∈ R

}
,

f(ε2) =
{
f(0, 1, 1) + κ f(1, 1,−1) : κ ∈ R

}
=
{
(1, 1, 2) + (0, 0, 0)

}
=
{
(1, 1, 2)

}
,

άρα η εικόνα της ε1 είναι μία ευθεία του R3, ενώ η εικόνα της ε2 είναι ένα σημείο.

9.4 Εργαστήριο με Mathematica

Θεωρούμε τη γραμμική συνάρτηση fA : R2 → R2, fA(v) = A ·v, v ∈ R2, που ορίζει ο πίνακας
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A =

(
0 −2
−1 1

)
.

MatrixForm[A = {{0,−2}, {−1, 1}}]MatrixForm[A = {{0,−2}, {−1, 1}}]MatrixForm[A = {{0,−2}, {−1, 1}}](
0 −2
−1 1

)
Υπολογίζουμε το στοιχείο A · v του R2 με την εντολή A.v, χρησιμοποιώντας την τελεία « . »
όπως στον πολλαπλασιασμό πινάκων.

{A.{x, y}, A.{5, 6}}{A.{x, y}, A.{5, 6}}{A.{x, y}, A.{5, 6}}

{{−2y,−x+ y}, {−12, 1}}
Η γραμμική συνάρτηση fA δίνεται από τον τύπο

fA(x, y) = (−2y, −x+ y), (x, y) ∈ R2,

έτσι fA(5, 6) = (−12, 1). Παρακάτω διαπιστώνουμε ότι A =
[
fA(e1)|fA(e2)

]
, όπου {e1, e2} η

κανονική βάση του R2.

e1 = {1, 0} ; e2 = {0, 1} ; {A.e1, A.e2}e1 = {1, 0} ; e2 = {0, 1} ; {A.e1, A.e2}e1 = {1, 0} ; e2 = {0, 1} ; {A.e1, A.e2}

{{0,−1}, {−2, 1}}
Παρατηρούμε ότι det(A) = −2 6= 0, επομένως η συνάρτηση fA είναι 1-1 και επί, KerfA ={
(0, 0)

}
και ImfA = R2. Χρησιμοποιούμε την εντολή ParametricPlot για να αναπαραστή-

σουμε γραφικά τον μοναδιαίο κύκλο
C =

{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1

}
=
{
(cos t, sin t) : t ∈ [0, 2π)

}
και την εικόνα του

fA(C) =
{
fA(c) : c ∈ C

}
=
{
A · c : c ∈ C

}
=
{
A · (cos t, sin t) : t ∈ [0, 2π)

}
.

ParametricPlot[{{Cos[t], Sin[t]}, A.{Cos[t], Sin[t]}}, {t, 0, 2Pi}]ParametricPlot[{{Cos[t], Sin[t]}, A.{Cos[t], Sin[t]}}, {t, 0, 2Pi}]ParametricPlot[{{Cos[t], Sin[t]}, A.{Cos[t], Sin[t]}}, {t, 0, 2Pi}]

-2 -1 1 2

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

1.5

Σχήμα 9.11: Ο μοναδιαίος κύκλος και η εικόνα του.

Η εικόνα του C είναι μία έλλειψη (βλ.Σχήμα 9.11). Αναπαριστούμε όμοια το μοναδιαίο τε-
τράγωνο

T = {s e1 + t e2 : 0 ≤ s, t ≤ 1}
και την εικόνα του

fA(T ) =
{
fA(τ) : τ ∈ T

}
=
{
A · (s e1 + t e2) : 0 ≤ s, t ≤ 1

}
.

ParametricPlot[{s ∗ e1+ t ∗ e2, A.(s ∗ e1+ t ∗ e2), {s, 0, 1}, {t, 0, 1}]ParametricPlot[{s ∗ e1+ t ∗ e2, A.(s ∗ e1+ t ∗ e2), {s, 0, 1}, {t, 0, 1}]ParametricPlot[{s ∗ e1+ t ∗ e2, A.(s ∗ e1+ t ∗ e2), {s, 0, 1}, {t, 0, 1}]
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Σχήμα 9.12: Το μοναδιαίο τετράγωνο και η εικόνα του.

Η εικόνα του T είναι ένα παραλληλόγραμμο, βλ.Σχήμα 9.12.
Επαναλαμβάνουμε για τη γραμμική συνάρτηση fB : R2 → R2, fB(x, y) = (−2x+6y, x−3y),
x, y ∈ R, που ορίζει ο πίνακας

B =

(
−2 6
1 −3

)
.

B = {{−2, 6}, {1,−3}} ; B.{x, y}B = {{−2, 6}, {1,−3}} ; B.{x, y}B = {{−2, 6}, {1,−3}} ; B.{x, y}

{−2x+ 6y, x− 3y}
Στην περίπτωση αυτή έχουμε det(B) = 0, επομένως η fB δεν είναι συνάρτηση 1-1 ή επί.
Παρατηρούμε ότι fB(e2) = −3 fB(e1), έτσι

ImfB = span
{
fB(e1), fB(e2)

}
= span

{
fB(e1)

}
= span

{
(−2, 1)

}
,

η εικόνα ImfB είναι μία ευθεία του R2. Υπολογίζουμε τον πυρήνα KerfB = null(B).

NullSpace[B]NullSpace[B]NullSpace[B]

{{3, 1}}
Συμπεραίνουμε ότι ο πυρήνας KerfB =

{
k (3, 1) : k ∈ R

}
= span

{
(3, 1)

}
είναι επίσης μία

ευθεία του R2. Επαληθεύουμε ότι fB(3k, k) = 0R2 , ∀ k ∈ R.

B.{3k, k}B.{3k, k}B.{3k, k}

{0, 0}
Στα Σχήματα 9.13 και 9.14 διαπιστώνουμε ότι η εικόνα του μοναδιαίου κύκλου και του μο-
ναδιαίου τετραγώνου είναι ευθύγραμμα τμήματα του R2, υποσύνολα της ευθείας ImfB.
ParametricPlot[{{Cos[t], Sin[t]}, B.{Cos[t], Sin[t]}}, {t, 0, 2Pi}]ParametricPlot[{{Cos[t], Sin[t]}, B.{Cos[t], Sin[t]}}, {t, 0, 2Pi}]ParametricPlot[{{Cos[t], Sin[t]}, B.{Cos[t], Sin[t]}}, {t, 0, 2Pi}]
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Σχήμα 9.13: Η εικόνα του μοναδιαίου κύκλου.

ParametricPlot[{s ∗ e1+ t ∗ e2, B.(s ∗ e1+ t ∗ e2)}, {s, 0, 1}, {t, 0, 1}]ParametricPlot[{s ∗ e1+ t ∗ e2, B.(s ∗ e1+ t ∗ e2)}, {s, 0, 1}, {t, 0, 1}]ParametricPlot[{s ∗ e1+ t ∗ e2, B.(s ∗ e1+ t ∗ e2)}, {s, 0, 1}, {t, 0, 1}]
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Σχήμα 9.14: Η εικόνα του μοναδιαίου τετραγώνου.

Μελετάμε, τέλος, τη γραμμική συνάρτηση fM : R3 → R3, fM(u) = M · u, u ∈ R3, που ορίζει
ο πίνακας

M =

−1 1 3
0 1 2
1 0 −1

.

MatrixForm[M = {{−1, 1, 3}, {0, 1, 2}, {1, 0,−1}}]MatrixForm[M = {{−1, 1, 3}, {0, 1, 2}, {1, 0,−1}}]MatrixForm[M = {{−1, 1, 3}, {0, 1, 2}, {1, 0,−1}}] −1 1 3
0 1 2
1 0 −1


Επαληθεύουμε και στην περίπτωση αυτή ότι οι στήλες του πίνακαM είναι οι πίνακες συντε-
ταγμένων των εικόνων των στοιχείων της κανονικής βάσης {E1, E2, E3} του R3.

E1 = {1, 0, 0} ; E2 = {0, 1, 0} ; E3 = {0, 0, 1} ; {M.E1, M.E2, M.E3}E1 = {1, 0, 0} ; E2 = {0, 1, 0} ; E3 = {0, 0, 1} ; {M.E1, M.E2, M.E3}E1 = {1, 0, 0} ; E2 = {0, 1, 0} ; E3 = {0, 0, 1} ; {M.E1, M.E2, M.E3}

{{−1, 0, 1}, {1, 1, 0}, {3, 2,−1}}
Φέρνουμε τον πίνακαM σε ε.κ.μ.γ.

MatrixForm[RowReduce[M ]]MatrixForm[RowReduce[M ]]MatrixForm[RowReduce[M ]] 1 0 −1
0 1 2
0 0 0


Βλέπουμε ότι rank(M) = 2 6= 3, επομένως η fM δεν είναι συνάρτηση 1-1 ή επί. Υπολογίζουμε
τον πυρήνα της fM .

NullSpace[M ]NullSpace[M ]NullSpace[M ]

{{1,−2, 1}}
Ο πυρήνας KerfM =

{
k (1,−2, 1) : k ∈ R

}
= span

{
(1,−2, 1)

}
είναι μία ευθεία του R3.

Επίσης, από την τρίτη στήλη της ε.κ.μ.γ. του πίνακαM συμπεραίνουμε ότι
fM(E3) = −fM(E1) + 2fM(E2)

και η εικόνα
ImfM = span

{
fM(E1), fM(E2)

}
= span

{
(−1, 0, 1), (1, 1, 0)

}
,

είναι ένα επίπεδο του R3. Στο Σχήμα 9.15 αναπαριστούμε γραφικά ένα μέρος του επιπέδου
ImfM , το υποσύνολο

Im1 =
{
s fM(E1) + t fM(E2) : −2 ≤ s, t ≤ 2

}
⊂ ImfM .

Im1 = ParametricPlot3D[s ∗M.E1+ t ∗M.E2, {s,−2, 2}, {t,−2, 2}]Im1 = ParametricPlot3D[s ∗M.E1+ t ∗M.E2, {s,−2, 2}, {t,−2, 2}]Im1 = ParametricPlot3D[s ∗M.E1+ t ∗M.E2, {s,−2, 2}, {t,−2, 2}]
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Σχήμα 9.15: Το επίπεδο ImfM .

Θα βρούμε την εξίσωση του επιπέδου ImfM . Το w = (a, b, c) ανήκει στην εικόνα ImfM , αν
και μόνο αν είναι συμβατό το γραμμικό σύστημαMX = [w]. Εφαρμόζουμε την τεχνική που
παρουσιάσαμε στην υποενότητα «Συμβατότητα Γραμμικών Συστημάτων» της ενότητας 7.7
για να βρούμε τη συνθήκη που πρέπει να πληρούν τα a, b, c, ώστε το σύστημαMX = [w] να
είναι συμβατό.

MIw = ArrayFlatten[{{M, IdentityMatrix[3], Transpose[{{a, b, c}}]}}] ;MIw = ArrayFlatten[{{M, IdentityMatrix[3], Transpose[{{a, b, c}}]}}] ;MIw = ArrayFlatten[{{M, IdentityMatrix[3], Transpose[{{a, b, c}}]}}] ;

{MatrixForm[MIw], MatrixForm[RowReduce[MIw]]}{MatrixForm[MIw], MatrixForm[RowReduce[MIw]]}{MatrixForm[MIw], MatrixForm[RowReduce[MIw]]}
 −1 1 3 1 0 0 a

0 1 2 0 1 0 b
1 0 −1 0 0 1 c

 ,

 1 0 −1 0 0 1 c
0 1 2 0 1 0 b
0 0 0 1 −1 1 a− b+ c


Συμπεραίνουμε ότι (a, b, c) ∈ ImfM , αν και μόνο αν a− b+ c = 0 και

ImfM =
{
(a, b, c) ∈ R3 : a− b+ c = 0

}
.

Ονομάζουμε Im2 το παρακάτω υποσύνολο του επιπέδου a− b+ c = 0 :

Im2 =
{
(a, b, c) ∈ R3 : a− b+ c = 0, −4 ≤ a, b, c ≤ 4

}
⊂ ImfM

και στο Σχήμα 9.16 παρουσιάζουμε ταυτόχρονα τα γραφήματα των Im1, Im2.Χρησιμοποιούμε
την εντολή OpacityOpacityOpacity για να καθορίσουμε το μέγεθος της διαφάνειας ενός σχήματος.
Im2 = ContourPlot3D[a− b+ c == 0, {a,−4, 4}, {b,−4, 4}, {c,−4, 4},Im2 = ContourPlot3D[a− b+ c == 0, {a,−4, 4}, {b,−4, 4}, {c,−4, 4},Im2 = ContourPlot3D[a− b+ c == 0, {a,−4, 4}, {b,−4, 4}, {c,−4, 4}, ContourStyle→ContourStyle→ContourStyle→
{Green, Opacity[0.3]}] ;{Green, Opacity[0.3]}] ;{Green, Opacity[0.3]}] ; Show[Im1, Im2]Show[Im1, Im2]Show[Im1, Im2]

Σχήμα 9.16: Η εικόνα της fM .
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Aναπαριστούμε, τέλος, γραφικά στο Σχήμα 9.17 τη μοναδιαία σφαίρα
S =

{
(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1

}
=

=
{
(sin r · cos t, sin r · sin t, cos r) : t ∈ [0, 2π), r ∈ [−π/2, π/2]

}
και την εικόνα της

fM(S) =
{
fM(s) : s ∈ S

}
=
{
A · s : s ∈ S

}
,

για την οποία διαπιστώνουμε στο Σχήμα 9.18 γραφικά, με την εντολή Show[Im2, S], ότι
fM(C) ⊂ Im2 ⊂ ImfM .

S = ParametricPlot3D[{{Sin[r] ∗ Cos[t], Sin[r] ∗ Sin[t], Cos[r]},S = ParametricPlot3D[{{Sin[r] ∗ Cos[t], Sin[r] ∗ Sin[t], Cos[r]},S = ParametricPlot3D[{{Sin[r] ∗ Cos[t], Sin[r] ∗ Sin[t], Cos[r]},
M.{Sin[r] ∗ Cos[t], Sin[r] ∗ Sin[t], Cos[r]}}, {t, 0, 2Pi}, {r,−Pi/2, 3Pi/2}]M.{Sin[r] ∗ Cos[t], Sin[r] ∗ Sin[t], Cos[r]}}, {t, 0, 2Pi}, {r,−Pi/2, 3Pi/2}]M.{Sin[r] ∗ Cos[t], Sin[r] ∗ Sin[t], Cos[r]}}, {t, 0, 2Pi}, {r,−Pi/2, 3Pi/2}]

Σχήμα 9.17: Η μοναδιαία σφαίρα και η εικόνα της.

Show[Im2, S]Show[Im2, S]Show[Im2, S]

Σχήμα 9.18: Η εικόνα της μοναδιαίας σφαίρας και η ImfM .

Εξάσκηση με το Mathematica

1. Δίνονται οι πίνακες

A =

(
1 0 2
2 −1 0

)
, B =

(
0 1 −1
1 2 1

)
.
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i) Να βρείτε τις γραμμικές συναρτήσεις fA, fB, fAT , fBT , που ορίζουν οι πίνακες A, B,
AT , BT και να υπολογίσετε τον πυρήνα και την εικόνα τους.
ii) Να κάνετε το ίδιο για τις γραμμικές συναρτήσεις

fA + fB, 3fAT − 2fBT , fA ◦ fAT , fAT ◦ fA, fB ◦ fBT , fBT ◦ fA.
iii) Να αναπαραστήσετε γραφικά στο ίδιο σχήμα τον μοναδιαίο κύκλο και την εικόνα
του μέσω των συναρτήσεων fA ◦ fAT και fB ◦ fBT . Επαναλάβετε για το μοναδιαίο τε-
τράγωνο και την εικόνα του.
iv) Να αναπαραστήσετε γραφικά την εικόνα της μοναδιαίας σφαίρας στον R2 για τις
συναρτήσεις fA και fB και στον R3 για τη συνάρτηση fAT ◦ fA.

2. i) Να βρείτε τον πυρήνα και την εικόνα των γραμμικών συναρτήσεων που ορίζουν οι
πίνακες

A =

1 2 1
0 1 1
0 2 2

, B =

1 4 2
1 5 3
1 7 5

.

Να διαπιστώσετε ότι οι πυρήνες είναι ευθείες, ενώ οι εικόνες είναι επίπεδα του R3. Να
αναπαραστήσετε γραφικά χρησιμοποιώντας την εντολή ParametricPlot3D.
ii) Να βρείτε την εξίσωση των επιπέδων ImfA, ImfB και να τα αναπαραστήσετε γρα-
φικά χρησιμοποιώντας τώρα την εντολή ContourPlot3D.

9.5 Ασκήσεις

Λυμένες Ασκήσεις

9.5.1 Δίνεται ο πίνακας

A =

 1 0 2
1 1 −1
−2 −3 5

 ∈M3(R).

i) Να βρείτε η γραμμική συνάρτηση fA που ορίζει ο πίνακας A.
ii) Να υπολογίσετε τον πυρήνα KerfA.
iii) Να αποδείξετε ότι το στοιχείο w1 = (4, 1, 1) ανήκει στην εικόνα ImfA, ενώ το

w2 = (4, 1,−1) δεν ανήκει στην ImfA. Να βρείτε όλα τα στοιχεία τουR3 που έχουν
εικόνα το w1.

iv) Να βρείτε τη συνθήκη που πρέπει να πληρούν τα x, y, z ∈ R, ώστε
w = (x, y, z) ∈ ImfA.

Λύση. i) Έστω v = (x1, x2, x3) ∈ R3, τότε

A
[
v
]
=

 1 0 2
1 1 −1
−2 −3 5

x1x2
x3

 =

 x1+2x3
x1+x2−x3

−2x1−3x2+5x3

,
επομένως
fA : R3 → R3, με fA(x1, x2, x3) = (x1+2x3, x1+x2−x3, −2x1−3x2+5x3).

ii) O πυρήνας είναι το σύνολο λύσεων null(A) του ομογενούς συστήματος AX = 03×1.
Φέρνουμε τον πίνακα A σε ε.κ.μ.γ.R :
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A
Γ2→Γ2−Γ1−−−−−−−→
Γ3→Γ3+2Γ1

1 0 2
0 1 −3
0 −3 9

 Γ3→Γ3+3Γ2−−−−−−−→

1 0 2
0 1 −3
0 0 0

 = R.

Συμπεραίνουμε ότι rank(A) = 2. Έχουμε

AX = 03×1 ⇔

{
x1 + 2x3 = 0

x2 − 3x3 = 0

}
⇔
{
x1 =−2x3
x3 = 3x3

}
,

άρα
KerfA =

{
(−2x3, 3x3, x3) : x3 ∈ R

}
= span

{
(−2, 3, 1)

}
,

ο πυρήνας της fA είναι μία ευθεία του R3, ο φορέας του στοιχείου (−2, 3, 1).
iii)-iv) Έστω w = (x, y, z) ∈ R3. Ισχύουν οι παρακάτω ισοδυναμίες

w ∈ ImfA ⇔ ∃ v = (x1, x2, x3) ∈ R3, με fA(v) = w ⇔
⇔ ∃ v ∈ R3, με

[
fA(v)

]
= A

[
v
]
=
[
w
]
⇔

⇔ το 3×3-γραμμικό σύστημα A

x1x2
x3

=[w] έχει λύση⇔ rank
([
A w

])
=rank(A).

Υπολογίζουμε τη βαθμίδα του επαυξημένου πίνακα

[
A w

]
=

 1 0 2 x
1 1 −1 y
−2 −3 5 z

 −→
−→

 1 0 2 x
0 1 −3 y−x
0 −3 9 z+2x

 −→
 1 0 2 x
0 1 −3 y−x
0 0 0 −x+3y+z

 .
Συμπεραίνουμε ότι rank

( [
A w

] )
= rank(A) = 2 ⇔ −x+3y+z = 0, δηλαδή

w = (x, y, z) ∈ ImfA ⇔ −x+3y+z = 0

και η εικόνα της fA είναι το επίπεδο του R3 με εξίσωση −x+3y+z = 0. Παρατηρούμε
ότι
−4+3·1+1=0 ⇒ w1=(4, 1, 1)∈ ImfA, −4+3·1−1 6=0 ⇒ w2=(4, 1,−1) /∈ ImfA.

Βρίσκουμε τέλος όλα τα στοιχεία v = (x1, x2, x3) του πεδίου ορισμού R3 που έχουν
εικόνα το στοιχείο w1 = (4, 1, 1) λύνοντας το 3 × 3-γραμμικό σύστημα AX =

[
w1

]
.

Έχουμε

[
A w1

]
=

 1 0 2 4
1 1 −1 1
−2 −3 5 1

 −→ · · · −→
 1 0 2 4
0 1 −3 −3
0 0 0 0

,
έτσι

A

x1x2
x3

 =
[
w1

]
⇔

{
x1 + 2x3 = 4

x2 − 3x3 = −3

}
⇔
{
x1 = 4−2x3
x2 = −3+3x3

}
,

και fA(4−2x3, −3+3x3, x3) = (4, 1, 1), ∀ x3 ∈ R. Αν θέσουμε v1=(4,−3, 0), τότε
fA(v1 + η) = w1, ∀ η = (−2x3, 3x3, x3) ∈ KerfA. 2
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9.5.2 Να αποδείξετε ότι τα στοιχεία
v1 = (1, 0,−1), v2 = (−1, 1, 1), v3 = (2,−1,−1)

του R3 είναι γραμμικά ανεξάρτητα και να βρείτε 2 × 3-πίνακα A ∈ M2×3(R), αν για
τη γραμμική συνάρτηση fA : R3 → R2 που ορίζει ισχύουν

fA(v1) = (2,−3), fA(v2) = (−3, 6), fA(v3) = (4,−8).
Λύση. Παρατηρούμε ότι

det
( [
v1|v2|v3

] )
=

∣∣∣∣∣∣
1 −1 2
0 1 −1
−1 1 −1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 −1 2
0 1 −1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 1 · 1 · 1 6= 0,

επομένως το σύνολο {v1, v2, v3} είναι γραμμικά ανεξάρτητο. Γράφουμε το τυχαίο στοι-
χείο u = (x, y, z) του πεδίου ορισμού R3 της fA ως γραμμικό συνδυασμό των στοιχείων
v1, v2, v3 που γνωρίζουμε την εικόνα τους. Αρκεί να φέρουμε σε ε.κ.μ.γ.R τον 3 × 4-
πίνακα συντεταγμένων των v1, v2, v3, u:[

v1|v2|v3|u
]
=

 1 −1 2 x
0 1 −1 y
−1 1 −1 z

 −→ · · · −→

 1 0 0 y−z
0 1 0 x+y+z
0 0 1 x+z

 = R.

Για τη στήλη
[
u
]
έχουμε:[
u
]
= (y−z)

[
v1
]
+ (x+y+z)

[
v2
]
+ (x+z)

[
v3
]
⇒

⇒ u = (y−z) · v1 + (x+y+z) · v2 + (x+z) · v3.
Χρησιμοποιώντας την ιδιότητα (iii) της Πρότασης 9.1.0.3 προκύπτει ότι

fA(u) = fA
[
(y−z) · v1 + (x+y+z) · v2 + (x+z) · v3

]
⇒

⇒ fA(u) = (y−z) · fA(v1) + (x+y+z) · fA(v2) + (x+z) · fA(v3) ⇒
⇒ fA(x, y, z) = (y−z) · (2,−3) + (x+y+z) · (−3, 6) + (x+z) · (4,−8) ⇒

⇒ fA(x, y, z) = (2y−2z, −3y+3z)+(−3x−3y−3z, 6x+6y+6z)+(4x+4z, −8x−8z) ⇒
⇒ fA(x, y, z) = (x−y−z, −2x+3y+z).

Βρήκαμε λοιπόν τον τύπο της fA. Υπολογίζουμε τις εικόνες των στοιχείων e1, e2, e3 της
κανονικής βάσης του R3:

• fA(e1) = fA(1, 0, 0) = (1,−2) ⇒ η 1η στήλη του A είναι η
[
fA(e1)

]
=
[
1 −2

]T ,
• fA(e2) = fA(0, 1, 0) = (−1, 3) ⇒ η 2η στήλη του A είναι η

[
fA(e2)

]
=
[
−1 3

]T ,
• fA(e3) = fA(0, 0, 1) = (−1, 1) ⇒ η 3η στήλη του A είναι η

[
fA(e3)

]
=
[
−1 1

]T .
Έτσι

A =
[
fA(e1) fA(e2) fA(e3)

]
=

(
1 −1 −1
−2 3 1

)
. 2

9.5.3 Να βρεθεί η συνάρτηση του R2 που

i) πρώτα προβάλλει κάθε στοιχείο του R2 στην ευθεία ε : y = x και μετά το
περιστρέφει δεξιόστροφα κατά γωνία π/4,

ii) πρώτα περιστρέφει δεξιόστροφα κάθε στοιχείο τουR2 κατά γωνία π/4 και έπειτα
το προβάλλει στην ευθεία ε.
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Λύση. Η συνάρτηση που προβάλλει τα στοιχεία του R2 στην ευθεία ε είναι η γραμμική
συνάρτηση pε : R2 → R2 που ορίζει ο πίνακας

Pε =
1

12 + 12

(
1 1
1 1

)
.

Η συνάρτηση που περιστρέφει δεξιόστροφα τα στοιχεία του R2 κατά γωνία π/4 είναι
η γραμμική συνάρτηση φ−π

4
: R2 → R2 που ορίζει ο πίνακας

A−π
4
=

(
cos (−π

4
) − sin (−π

4
)

sin (−π
4
) cos (−π

4
)

)
=

1√
2

(
1 1
−1 1

)
.

i) Η ζητούμενη συνάρτηση φ−π
4
◦ pε : R2 → R2 ορίζεται από τον πίνακα

A−π
4
Pε =

1√
2

1

2

(
1 1
−1 1

)(
1 1
1 1

)
=

1√
2

(
1 1
0 0

)
,

έτσι
φ−π

4
◦ pε(x, y) =

( x+ y√
2
, 0
)
, (x, y) ∈ R2.

ii) Η ζητούμενη συνάρτηση pε ◦ φ−π
4
: R2 → R2 ορίζεται από τον πίνακα

PεA−π
4
=

1

2

1√
2

(
1 1
1 1

)(
1 1
−1 1

)
=

1√
2

(
0 1
0 1

)
,

άρα

pε ◦ φ−π
4
(x, y) =

1√
2
· (y, y), (x, y) ∈ R2. 2

9.5.4 Δίνεται ο πίνακας

A =

 1 2 3
−1 −2 −3
2 4 6

.

i)Να βρείτε η γραμμική συνάρτηση f = fA που ορίζει ο πίνακαςA και να υπολογίσετε
τον πυρήνα και την εικόνα της.
ii) Να υπολογίσετε τις εικόνες των επιπέδων q : y − z = 0, s : x+ 2y + 3z = 1 και
του μοναδιαίου κύβου του R3,

C =
{
(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ x, y, z ≤ 1

}
.

Λύση. i) Έστω {e1, e2, e3} η κανονική βάση του R3 και (x, y, z) ∈ R3. Έχουμε
f : R3 → R3, f(x, y, z) = (x+2y+3z, −x−2y−3z, 2x+4y +6z).

Φέρνουμε τον πίνακα A σε ε.κ.μ.γ.,

A =
[
f(e1)|f(e2)|f(e3)

]
−→

1 2 3
0 0 0
0 0 0

,

Συμπεραίνουμε ότι f(e2) = 2 f(e1), f(e3) = 3 f(e1), ενώ
AX = 03×1 ⇔ x+ 2y + 3z = 0.

Έτσι ο πυρήνας της f είναι το επίπεδο p : x+ 2y + 3z = 0 ,
Kerf =

{
(−2y − 3z, y, z) : y, z ∈ R

}
= span

{
(−2, 1, 0), (−3, 0, 1)

}
.

Επίσης,
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Imf = span
{
f(e1), f(e2), f(e3)

}
=
{
x f(e1) + y f(e2) + z f(e3) : x, y, z ∈ R

}
=

=
{
(x+2y+3z)·f(e1) : x, y, z ∈ R

}
=
{
κ f(e1) : κ ∈ R

}
=

= span
{
f(e1)

}
= span

{
(1,−1, 2)

}
.

Η εικόνα της f είναι μία ευθεία του R3, ο φορέας του στοιχείου f(e1).
ii) Έχουμε

q =
{
(x, z, z) : x, z∈R

}
=
{
x (1, 0, 0) + z (0, 1, 1) : x, z∈R

}
,

επομένως,
f(q) =

{
x f(1, 0, 0)+z f(0, 1, 1) : x, z∈R

}
=
{
x (1,−1, 2)+z (5,−5, 10) : x, z∈R

}
=

=
{
(x+ 5z)·(1,−1, 2) : x, z∈R

}
=
{
κ (1,−1, 2) : κ∈R

}
= span

{
(1,−1, 2)

}
= Imf ,

η εικόνα του επιπέδου q είναι η ευθεία Imf . Επίσης,
s =

{
(1−2y−3z, y, z) : y, z ∈ R

}
=
{
(1, 0, 0) + y (−2, 1, 0) + z (−3, 0, 1) : y, z ∈ R

}
και

f(s) =
{
f(1, 0, 0) + y f(−2, 1, 0) + z f(−3, 0, 1) : y, z ∈ R

}
=

=
{
(1,−1, 2) + y (0, 0, 0) + z (0, 0, 0) : y, z ∈ R

}
=
{
(1,−1, 2)

}
,

η εικόνα του επιπέδου s είναι το σημείοM(1,−1, 2) του R3. Τέλος,
f(C) =

{
x f(e1) + y f(e2) + z f(e3) : 0 ≤ x, y, z ≤ 1

}
=

=
{
(x+ 2y + 3z) · f(e1) : 0 ≤ x, y, z ≤ 1

}
=
{
κ f(e1) : 0 ≤ κ ≤ 6

}
,

η εικόνα του μοναδιαίου κύβου C είναι το ευθύγραμμο τμήμα με άκρα την αρχή των
αξόνων και το σημείο (6,−6, 12). 2

Στα Παραδείγματα 9.1.0.7 i και iii διαπιστώσαμε ότι ο πίνακας Aθ που ορίζει την
αριστερόστροφη περιστροφή κατά γωνία θ είναι ένας ορθογώνιος πίνακας τουM2(R)
με
∣∣Aθ

∣∣ = 1, ενώ ο πίνακας Aε που ορίζει τον αντικατοπτρισμό σε ευθεία ε του R2,
που διέρχεται από την αρχή των αξόνων είναι ένας ορθογώνιος πίνακας του M2(R)
με
∣∣Aε

∣∣ = −1. Στην επόμενη Άσκηση αποδεικνύουμε ότι ισχύει και το αντίστροφο,
η γραμμική συνάρτηση που ορίζει ένας ορθογώνιος πίνακας του M2(R) με ορίζουσα
1 (αντίστοιχα −1) είναι περιστροφή (αντίστοιχα αντικατοπτρισμός) του R2. Έτσι, αν
A1, A2 ∈M2(R) είναι οι πίνακες που ορίζουν περιστροφή ή αντικατοπτρισμό τουR2, η
σύνθεσή τους είναι η γραμμική συνάρτηση που ορίζει ο ορθογώνιος πίνακας A1A2.
Η σύνθεση είναι περιστροφή, αν

∣∣A1A2

∣∣ =
∣∣A1

∣∣ ∣∣A2

∣∣ = 1 ή αντικατοπτρισμός, αν∣∣A1A2

∣∣ = −1. Για παράδειγμα, η σύνθεση δύο αντικατοπτρισμών είναι περιστροφή,
βλ.Σχήμα 9.19.

9.5.5 Να αποδείξετε ότι η γραμμική συνάρτηση fA : R2 → R2 που ορίζει ένας ορθογώνιος
πίνακας A ∈M2(R) είναι περιστροφή ή αντικατοπτρισμός.
Λύση. Έστω o πίνακας

A =

(
a b
c d

)
∈M2(R).

Αν ο A είναι ορθογώνιος, τότε
∣∣A∣∣ = ±1 (βλ.Λυμένη Άσκηση 6.7.11) και

AT = A−1 ⇒
(
a c
b d

)
=

1∣∣A∣∣
(

d −b
−c a

)
⇒

⇒ d = a, b = −c, αν
∣∣A∣∣ = 1, ή d = −a, b = c, αν

∣∣A∣∣ = −1 ⇒
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⇒ A =

(
a −c
c a

)
ή A =

(
a c
c −a

)
, με a2 + c2 = 1,

επομένως ∃ θ ∈ [ 0, 2π), με a = cos θ, c = sin θ και ο A γίνεται

A =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
ή A =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
.

Στην πρώτη περίπτωση, η γραμμική συνάρτηση fA : R2 → R2 που ορίζει ο πίνακας
A είναι αριστερόστροφη περιστροφή κατά γωνία θ, ενώ στη δεύτερη περίπτωση είναι
αντικατοπτρισμός ως προς την ευθεία ε : y = tan (θ/2) · x. 2

e2

ϕ ε(e2)

e1

ϕ ε(e1)

ε

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

ϕ ζ∘ϕ ε(e2)

ϕ ε(e2)

ϕ ζ∘ϕ ε(e1)

ϕ ε(e1)

ζ

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0
e2

e1

ϕ ζ∘ϕ ε(e2)

ϕ ζ∘ϕ ε(e1)

θ
θ

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Σχήμα 9.19: Η σύνθεση δύο αντικατοπτρισμών είναι περιστροφή.

Ασκήσεις για Εξάσκηση

9.5.1 Δίνονται οι πίνακες

A =

1 2 −1
0 1 2
1 0 1

 ∈M3(R), B =

1 2
2 −1
0 1

 ∈M3×2(R).

Να βρεθούν οι γραμμικές συναρτήσεις fA, fAT , fB, fBT που ορίζουν αντίστοιχα οι πί-
νακες A, AT , B, BT , καθώς και οι τύποι των γραμμικών συναρτήσεων

fA ◦ fAT , fAT ◦ fA , fBT ◦ fB , 3 · fA + 2 · fAT , fA + fB ◦ fBT .

9.5.2 Να βρείτε τον πυρήνα και την εικόνα των γραμμικών συναρτήσεων fA και fB που
ορίζουν αντίστοιχα οι παρακάτω πίνακες τουM3(R)

A =

1 2 1
0 1 1
0 2 2

, B =

1 4 2
1 5 3
1 7 5

.

9.5.3 Έστω v1 = (1, 1), v2 = (1,−1) ∈ R2. Να βρεθεί πίνακας A ∈ M2(R), αν για τη
γραμμική συνάρτηση fA : R2 → R2 που ορίζει ισχύει fA(v1) = 2 · v1, fA(v2) = −v2.

9.5.4 Nα βρείτε τη γραμμική συνάρτηση fA που ορίζει ο πίνακας

A =

0 1 −1
1 1 1
1 0 1

.

Επίσης, να δείξετε ότι για κάθε w = (a, b, c) ∈ R3 υπάρχει μοναδικό u ∈ R3 τέτοιο,
ώστε fA(u) = w, το οποίο και να υπολογίσετε. Τέλος, να δείξετε ότι η συνάρτηση fA
αντιστρέφεται και να βρείτε τον τύπο της αντίστροφης συνάρτησης f −1A .
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9.5.5 Δίνεται η κανονική βάση
{
e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)

}
του R3 και ο

πίνακας

A =

1 1 0
0 1 1
1 0 1

.

i) Nα βρείτε τη γραμμική συνάρτηση fA που ορίζει ο πίνακας A και να αποδείξετε ότι
είναι συνάρτηση 1− 1 και επί.
ii) Να βρείτε στοιχεία v1, v2, v3 ∈ R3 τέτοια, ώστε

fA(v1) = e1, fA(v2) = e2, fA(v3) = e3.
iii) Να υπολογίσετε την αντίστροφη συνάρτηση f −1A της fA.

9.5.6 Αφού βρείτε τον τύπο, τον πυρήνα και την εικόνα της γραμμικής συνάρτησης fA που
ορίζει ο πίνακας

A =

(
2 3
4 6

)
,

να υπολογίσετε τις εικόνες των ευθειών ε : x+ 3y = 2 και ζ : 2x+ 3y = 2 του R2.

9.5.7 Έστω

A =

1 1 1
1 2 −1
2 3 0

 ∈M3(R).

i) Να βρεθεί η γραμμική συνάρτηση fA που ορίζει ο πίνακας A και να υπολογιστεί ο
πυρήνας της KerfA.
ii) Να δοθεί ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε ένα στοιχείο (a, b, c) του R3 να ανήκει
στην εικόνα ImfA.
iii) Να βρεθεί (x, y, z) ∈ R3 τέτοιο, ώστε fA(x, y, z) = (2, 3, 5).
iv) Να βρεθεί η εικόνα των επιπέδων p : x−y+z = 0 και q : x+y+z = 1 του R3.
v)Να βρεθεί η εικόνα του άξονα y′y καθώς και της τομής του επιπέδου q με το επίπεδο
r : y − 2z = 1.

9.5.8 Έστω fA η γραμμική συνάρτηση που ορίζει ο πίνακας

A =

(
1 −1 −1
−2 3 1

)
∈M2×3(R).

i) Να ορίσετε τη συνάρτηση fA.
ii) Να αποδείξετε ότι η fA δεν είναι συνάρτηση 1− 1, αλλά είναι συνάρτηση επί.
iii) Να βρείτε την εικόνα των επιπέδων p : x+2z = 0 και q : y−z = 2 του R3.
iv) Να βρείτε την εικόνα των παρακάτω ευθειών του R3

ε1 : span
{
(1, 2, 1)

}
, ε2 :

{
(1, 2, 1) + κ (2, 1, 1) : κ ∈ R

}
.

9.5.9 Να βρεθούν οι συναρτήσεις του R2 που περιστρέφουν αριστερόστροφα και δεξιόστρο-
φα κάθε στοιχείο του R2 κατά γωνία 2π/3.

9.5.10 Να βρείτε την προβολήM ′ του σημείουM(1, 5) του R2 στην ευθεία ε : y = −2x και
το συμμετρικό τουM ′′ ως προς την ευθεία ε.
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9.5.11 Να βρεθεί η συνάρτηση του R2 που
i) πρώτα προβάλλει κάθε στοιχείο του R2 στην ευθεία ε : y = 2x και μετά το αντικα-
τοπτρίζει στην ευθεία ζ : y =

1

2
x,

ii) πρώτα αντικατοπτρίζει κάθε στοιχείο του R2 στην ευθεία ζ και έπειτα το προβάλλει
στην ευθεία ε.
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Σύνοψη
Στο κεφάλαιο αυτό εισάγονται οι έννοιες της ιδιοτιμής, του ιδιοδιανύσματος και του
ιδιοχώρου τετραγωνικού πίνακα. Δίνεται έμφαση στη γεωμετρική ερμηνεία των εννοιών
αυτών στην περίπτωση 2×2 και 3×3 πινάκων. Μελετάται το χαρακτηριστικό πολυώνυμο
πίνακα και αναπτύσσεται ο αλγόριθμος υπολογισμού των ιδιοχώρων πίνακα. Εξετάζεται
πότε η διαγωνιοποίηση 2 × 2 και 3 × 3 πινάκων είναι εφικτή και δίνονται εφαρμογές.
Το κεφάλαιο περιλαμβάνει μία ενότητα «Εργαστήριο με Mathematica» που επιτρέπει τον
πειραματισμό πάνω στις έννοιες που αναπτύχθηκαν και βοηθάει στην εμπέδωση των
θεμάτων που έχουν προηγηθεί. Το κεφάλαιο κλείνει με μια ενότητα ασκήσεων πάνω στη
θεωρία που αναπτύχθηκε. Παραπέμπουμε στα βιβλία [1], [2], [3], [4] για τη γενίκευση των
όσων κάνουμε σε αφηρημένους διανυσματικούς χώρους.

Προαπαιτούμενη γνώση: Κεφάλαια 2 έως 9.

10.1 Ιδιοτιμές, Ιδιοδιανύσματα

10.1.1 Βασικοί Ορισμοί

Έστω o n×n-πίνακας A∈Mn(R). Μας ενδιαφέρει να βρούμε, αν υπάρχουν, τα μη μηδενικά
διανύσματα του Rn που απεικονίζονται σε πολλαπλάσια του εαυτού τους, όταν πολλαπλα-
σιάσουμε με τον A. Έστω, λοιπόν, ότι 0Rn 6= u = (a1, . . . , an) ∈ Rn και ότι A · u = λu, για
κάποιο λ του R. Τότε το λ ονομάζεται ιδιοτιμή του πίνακα A, ενώ το u ονομάζεται ιδιοδιά-
νυσμα του πίνακα A που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λλλ. Αν, λοιπόν, το u = (a1, . . . , an) είναι

Βαβατσούλας, X. & Χαραλάμπους, X-M-A. (2023). «Στοιχεία από τη Γραμμική Άλγεβρα».
Αθήνα: Κάλλιπος, Ανοικτές Ακαδημαϊκές Εκδόσεις. http://dx.doi.org/10.57713/kallipos-286

Creative Commons Αναφορά Δημιουργού - Μη Εμπορική Χρήση - Παρόμοια Διανομή 4.0

http://dx.doi.org/10.57713/kallipos-286
http://dx.doi.org/10.57713/kallipos-286
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ιδιοδιάνυσμα του A για την ιδιοτιμή λ, τότε ισχύει ότι

A

a1...
an

 =

λa1...
λan

 = λ

a1...
an

 .

Το σύνολο όλων των ιδιοδιανυσμάτων που αντιστοιχούν στην ιδιοτιμή λ, μαζί με το 0Rn , λέ-
γεται ιδιοχώρος της ιδιοτιμής λλλ και συμβολίζεται με VA(λ)VA(λ)VA(λ):

VA(λ) =
{
(a1, . . . , an) ∈ Rn : A

a1...
an

= λ

a1...
an

} ⊆ Rn.

Για να βρούμε τις ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα ενός πίνακαA, αν υπάρχουν, θα χρειαστεί
να υπολογίσουμε την ορίζουσα του πίνακα A − xIn. H ορίζουσα det(A− xIn) ονομάζεται
χαρακτηριστικό πολυώνυμο του πίνακα A και συμβολίζεται με PA(x). Σημειώνουμε ότι αν
A =

(
aij
)
, τότε

PA(x) =
∣∣A− xIn∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − x a12 · · · a1n
a21 a22 − x · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann − x

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Έστω fA : Rn → Rn, η γραμμική συνάρτηση που ορίζεται από τον A. Θα λέμε ότι λ ∈ R,
u ∈ Rn, P (x) είναι ιδιοτιμή, ιδιοδιάνυσμα, χαρακτηριστικό πολυώνυμο της fA αν λ, u, P (x)
είναι, αντίστοιχα, ιδιοτιμή, ιδιοδιάνυσμα, χαρακτηριστικό πολυώνυμο του πίνακα A. Παίρ-
νοντας την ανάπτυξη της ορίζουσας

∣∣A− xIn∣∣, βλέπουμε, ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυμο
PA(x), είναι πράγματι πολυώνυμο του x με πραγματικούς συντελεστές, έχει βαθμό n και ο
μεγιστοβάθμιος όρος του είναι ίσος με (−1)nxn.

Παραδείγματα 10.1.1.1

i. Η μοναδική ιδιοτιμή του In είναι το 1. Πράγματι, για κάθε v ∈ Rn έχουμε
In · v = v ⇒ Rn = VIn(1) .

Έτσι, η ταυτοτική συνάρτηση έχει ιδιοχώρο όλο το Rn.

ii. Η μοναδική ιδιοτιμή του μηδενικού πίνακα 0n είναι το 0. Η μηδενική συνάρτηση έχει
ιδιοχώρο όλο το Rn:

0n · v = 0Rn = 0 v ⇒ Rn = V0n(0) .

iii. Έστω A ∈ Mn(R). To λ = 0 είναι ιδιοτιμή για τη συνάρτηση fA, αν και μόνο αν η
συνάρτηση fA δεν είναι 1-1. Τα ιδιοδιανύσματα για την τιμή λ = 0 είναι τα μη μηδενικά
διανύσματα του Ker fA = null(A). Πράγματι, αν v 6= 0Rn , τότε

fA(v) = A · v = 0 v = 0Rn ⇔ v ∈ Ker fA .

iv. Θεωρούμε τη γραμμική συνάρτηση
fA : R2 → R2, fA(x, y) = (−y, −2x+y),

(x, y) ∈ R2, που ορίζει ο πίνακας

A =

(
0 −1
−2 1

)
.
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Έστω w = (1,−2). Τότε

A

[
1
−2

]
=

[
2
−4

]
= 2

[
1
−2

]
⇒ fA(w) = 2w .

Επομένως, το w είναι ιδιοδιάνυσμα του A (και της fA) για την ιδιοτιμή 2. Επιπλέον,

PA(x) =
∣∣A− xIn∣∣ = ∣∣∣∣−x −1

−2 1− x

∣∣∣∣ = x2 − x− 2 .

Παρατηρούμε ότι ο φορέας του w ταυτίζεται με την εικόνα τoυ, δηλ. ο φορέας του
w παραμένει « αναλλοίωτος » μετά τη δράση της γραμμικής συνάρτησης fA. Με αυτό
εννοούμε ότι η εικόνα του φορέα μέσω της fA είναι υποσύνολο του φορέα. Πράγματι,
ο φορέας του w είναι η ευθεία ζ = span{w}. Ας υπολογίσουμε, λοιπόν, την εικόνα της
ζ . Έχουμε:

ζ = span{w} = {κw : κ ∈ R} ⇒ fA(ζ) =
{
fA(κw) : κ ∈ R

}
=

=
{
κ fA(w) : κ ∈ R

}
=
{
2κw : κ ∈ R

}
=
{
µw : µ ∈ R

}
= span{w} .

Μπορείτε, με τον ίδιο τρόπο, να επιβεβαιώσετε ότι w′ = (1, 1) είναι ιδιοδιάνυσμα του
A για την ιδιοτιμή −1 και ο φορέας του w′ (δηλ. η ευθεία ζ ′ = span{w′}) παραμένει
αναλλοίωτος (βλ.Σχήμα 10.1), αφού

A · w′ = −1·w′ .
Ίσως να παρατηρήσατε ότι οι ιδιοτιμές 2,−1 είναι ρίζες του χαρακτηριστικού πολυω-
νύμου PA(x). Πώς συνδέονται λοιπόν οι ρίζες του PA(x) με τα ιδιοδιανύσματα του A
και πώς μπορούμε να τα υπολογίσουμε; Θέλουμε να βρούμε λ ∈ R και (x1, x2) 6= (0, 0),
έτσι ώστε

A

[
x1
x2

]
= λ

[
x1
x2

]
⇔ A

[
x1
x2

]
− λI2

[
x1
x2

]
=

[
0
0

]
⇔ (A− λI2)

[
x1
x2

]
=

[
0
0

]
.

Για να έχει, όμως, το ομογενές σύστημα (A− λI2)X = 02×1 μη μηδενική λύση ικανή
και αναγκαία συνθήκη είναι η ορίζουσα του πίνακα συντελεστών, |A − λI2|, να είναι
μηδενική. Επομένως,

det
[(

0 −1
−2 1

)
−
(
λ 0
0 λ

)]
=

∣∣∣∣−λ −1
−2 1− λ

∣∣∣∣ = 0 ⇔

⇔ λ2 − λ− 2 = 0 ⇔ λ = 2 ή λ = −1.

Κατά συνέπεια, υπάρχουν ακριβώς δύο ιδιοτιμές για τονA, λ = 2 ή λ = −1. Ας βρούμε,
τώρα, όλα τα ιδιοδιανύσματα του A.
Για λ = 2 λύνουμε το σύστημα (A − 2I2)X = 02×1 φέρνοντας τον αντίστοιχο πίνακα
συντελεστών σε ε.κ.μ.γ.. Αφού

A− 2I2 =

(
−2 −1
−2 −1

)
−→

(
1 1/2
0 0

)
,

βλέπουμε ότι
null(A− 2I2) =

{
(x1,−2x1) : x1 ∈ R

}
= span

{
(1,−2)

}
.

Αντίστοιχα, αφού

A+ I2 =

(
1 −1
−2 −2

)
−→

(
1 −1
0 0

)
,
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w

ζ = fA (ζ)

fA (w)

-3 -2 -1 1 2 3

-4

-3

-2

-1

1

2

w'

ζ' = fA (ζ')

fA (w')
-3 -2 -1 1 2 3

-4

-3

-2

-1

1

2

Σχήμα 10.1: Οι ευθείες ζ και ζ ′ ταυτίζονται με τις εικόνες τους.

έχουμε ότι
null(A+ I2) =

{
(x2, x2) : x2 ∈ R

}
= span

{
(1, 1)

}
.

Άρα
VA(2) = span

{
(1,−2)

}
, VA(−1) = span

{
(1, 1)

}
.

Θεωρούμε, τέλος, τον πίνακα με στήλες τα διανύσματα [w], [w′],

P =
[
w |w′

]
=

(
1 1
−2 1

)
.

Παρατηρούμε ότι det(P ) = 3 6= 0, ο πίνακας P είναι αντιστρέψιμος και

P−1AP =
1

3

(
1 −1
2 1

)(
0 −1
−2 1

)(
1 1
−2 1

)
=

(
2 0
0 −1

)
= diag(2,−1),

δηλαδή το γινόμενο P−1AP ισούται με διαγώνιο πίνακα.

Γενικεύουμε τα συμπεράσματα του παραδείγματος για οποιονδήποτε n× n πίνακα.

Πρόταση 10.1.1.2 Έστω A ∈Mn(R).

(i) To λ ∈ R είναι ιδιοτιμή του πίνακαA, αν και μόνο αν λ είναι ρίζα του χαρακτηριστικού
πολυωνύμου PA(x).

(ii) Αν λ είναι μία ιδιοτιμή του A, τότε ο αντίστοιχος ιδιοχώρος VA(λ) είναι το σύνολο
των άπειρων λύσεων του ομογενούς n×n-γραμμικού συστήματος (A−λIn)X = 0n×1,
δηλαδή ο null(A − λIn). Τα ιδιοδιανύσματα του πίνακα A που αντιστοιχούν στην
ιδιοτιμή λ είναι όλα τα μη μηδενικά στοιχεία του συνόλου VA(λ).

(iii) Αν w είναι ιδιοδιάνυσμα του A για την ιδιοτιμή λ, τότε S = span{w} είναι αναλλοίω-
τος υποχώρος του Rn υπό τη δράση της fA, δηλαδή fA(S) ⊆ S.

Απόδειξη. Έστω (x1, . . . , xn) ∈ Rn. Παρατηρούμε ότι

(A− λIn)

x1...
xn

=
0...
0

 ⇔ A

x1...
xn

− λ
x1...
xn

=
0...
0

 ⇔ A

x1...
xn

 = λ

x1...
xn

.
(i) Θα δείξουμε ότι

λ ιδιοτιμή του A ⇔ PA(λ) = 0.
Πράγματι:



ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ 301

λ ρίζα του PA(x) = det(A− xIn) ⇔ PA(λ) = det(A− λIn) = 0 ⇔
⇔ rank(A− λIn) < n ⇔
⇔ το ομογενές σύστημα (A− λIn)X = 0n×1 έχει άπειρες λύσεις ⇔

⇔ ∃ (x1, . . . , xn) ∈ Rn ∖
{
(0, . . . , 0)

}
, με (A− λIn)

x1...
xn

=
0...
0

 ⇔

⇔ ∃ (x1, . . . , xn) ∈ Rn ∖
{
(0, . . . , 0)

}
, με A

x1...
xn

 = λ

x1...
xn

 ⇔

⇔ λ ιδιοτιμή του A.
(ii) Το συμπέρασμα προκύπτει άμεσα από τον ορισμό του ιδιοχώρου.
(iii) Αρκεί να δείξουμε ότι fA(κw) ∈ span{w}, για κ ∈ R. Πράγματι

fA(κw) = κfA(w) = κ(λw) = (κλ)w ∈ span{w} .
Κατά συνέπεια, fA(S) ⊆ S και επομένως S είναι fA-αναλλοίωτος υποχώρος του Rn. ■

Είναι φανερό ότι οι ορισμοί που δώσαμε αλλά και η Πρόταση 10.1.1.2 γενικεύονται σε
τετραγωνικούς πίνακες με συντελεστές από οποιοδήποτε σώμα K. Παρόλο που το κύριο εν-
διαφέρον μας είναι πίνακες με συντελεστές από τον R, αναφέρουμε τον αλγόριθμο εύρεσης
ιδιοτιμών και ιδιοχώρων για τετραγωνικούς πίνακες με στοιχεία από οποιοδήποτε σώμαK.

Αλγόριθμος εύρεσης Ιδιοτιμών και Ιδιοχώρων πίνακα

Έστω πίνακας A ∈Mn(K).

• Βήμα 1 Υπολογίζουμε το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του πίνακα A,
PA(x) =

∣∣A− xIn∣∣.
• Βήμα 2 Βρίσκουμε τις ρίζες του PA(x) που ανήκουν στο σώμα K. Οι ρίζες είναι οι
ιδιοτιμές του A.

• Βήμα 3 Αν λ είναι ιδιοτιμή του A, λύνουμε το ομογενές n×n-γραμμικό σύστημα
(A− λIn)X = 0n×1.

Ο VA(λ) είναι το σύνολο των άπειρων λύσεων του συστήματος, δηλαδή ο μηδενοχώ-
ρος του πίνακα A− λIn,

VA(λ) = null(A− λIn).

Παρατηρήσεις 10.1.1.3
(α) ΈστωA ∈Mn(R). Όταν δουλεύουμε πάνω από τοR, δεχόμαστε για ιδιοτιμές τουA τις

πραγματικές ρίζες του πολυωνύμου PA(x). Ο βαθμός του PA(x) ισούται με n, έτσι από
το Θεμελιώδες Θεώρημα της Άλγεβρας το PA(x) έχει n μιγαδικές ρίζες και το πλήθος
των πραγματικών ριζών του, δηλαδή το πλήθος των ιδιοτιμών του A, δεν μπορεί να
ξεπεράσει το n. Για να βρούμε όλους τους ιδιοχώρους του A, χρειάζεται να λύσουμε
τόσα ομογενή συστήματα όσες είναι οι διακεκριμένες ιδιοτιμές του A.

(β) Όταν A ∈ Mn(C) και δουλεύουμε πάνω από το C, τότε οι ιδιοτιμές του A είναι όλες
οι ρίζες του PA(x), έτσι ο A έχει ακριβώς n ιδιοτιμές (όχι απαραίτητα διαφορετικές
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μεταξύ τους). Τα ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν σε μία ιδιοτιμή λ είναι στοιχεία
του Cn και VA(λ) ⊆ Cn.

(γ) Έστω ότιA ∈Mn(R) και έστω ότι PA(x) έχει κάποιες μιγαδικές μη πραγματικές ρίζες.
Στην περίπτωση αυτή σημειώνουμε ότι αν ρ ∈ C ∖ R είναι μη πραγματική ρίζα του
PA(x), τότε ο συζυγής ρ είναι επίσης ρίζα του PA(x), βλ.Πρόταση 3.5.0.2. Οι ρ, ρ δεν
είναι ιδιοτιμές τουA όταν δουλεύουμε πάνω από τοR. Ωστόσο, αφούR ⊂ C, μπορούμε
να θεωρήσουμε ότι A ∈ Mn(C). Οι ρ, ρ είναι ιδιοτιμές του πίνακα A ∈ Mn(C) όταν
δουλεύουμε πάνω από το C και οι αντίστοιχοι ιδιοχώροι VA(ρ), VA(ρ) είναι υποσύνολα
του Cn, βλ.Παράδειγμα 10.1.1.4.iii.

Παραδείγματα 10.1.1.4

i. Θα βρούμε τις ιδιοτιμές και τους ιδιοχώρους του πίνακα

A =

0 −2 1
1 −3 1
0 0 −1

 ∈M3(R).

Υπολογίζουμε αρχικά το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του πίνακα,

PA(x) =
∣∣A− xI3∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
−x −2 1
1 −3−x 1
0 0 −1−x

∣∣∣∣∣∣ = (−1− x)
∣∣∣∣−x −2

1 −3−x

∣∣∣∣ =
= −(x+ 1)(x2 + 3x+ 2) = −(x+ 1)2(x+ 2).

Το PA(x) έχει τρεις πραγματικές ρίζες, −1,−1,−2 και οι ιδιοτιμές του A είναι οι
• λ = −1, με πολλαπλότητα 2,
• λ = −2, με πολλαπλότητα 1.
Βρίσκουμε τον ιδιοχώρο VA(−1) λύνοντας τo ομογενές σύστημα

(
A−(−1)I3

)
X = 03×1.

Φέρνουμε τον πίνακα συντελεστών του συστήματος σε ε.κ.μ.γ.,

A+ I3 =

1 −2 1
1 −2 1
0 0 0

 −→
1 −2 1
0 0 0
0 0 0

.

Παρατηρούμε ότι rank(A+ I3) = 1,

(A+ I3)

x1x2
x3

 =

00
0

 ⇔ x1 − 2x2 + x3 = 0 ⇔ x1 = 2x2 − x3,

και ο ιδιοχώρος VA(−1) είναι το επίπεδο του R3 με εξίσωση x1 − 2x2 + x3 = 0,
VA(−1) = null(A+ I3) =

{
(2x2−x3, x2, x3) : x2, x3 ∈ R

}
=

=
{
x2 (2, 1, 0) + x3 (−1, 0, 1) : x2, x3 ∈ R

}
= span

{
(2, 1, 0), (−1, 0, 1)

}
⊆ R3.

Τα γραμμικά ανεξάρτητα στοιχεία v1 = (2, 1, 0), v2 = (−1, 0, 1) του R3 είναι δύο ιδιο-
διανύσματα τουA για την ιδιοτιμή λ = −1, ενώ οποιοσδήποτε μη μηδενικός γραμμικός
συνδυασμός τους w = µ1v1 + µ2v2 ∈ VA(−1), (µ1, µ2) 6= (0, 0), είναι επίσης ιδιοδιά-
νυσμα του A για την ιδιοτιμή λ = −1,

A · v1 = −v1, A · v2 = −v2, A · w = −w.
Όμοια λύνουμε τo ομογενές σύστημα (A + 2I3)X = 03×1 για να βρούμε τον ιδιοχώρο
VA(−2),
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A+ 2I3 =

2 −2 1
1 −1 1
0 0 1

 −→
2 −2 0
1 −1 0
0 0 1

 −→
1 −1 0
0 0 1
0 0 0

,

(A+ 2I3)

x1x2
x3

 =

00
0

 ⇔ {
x1 − x2 = 0

x3 = 0

}
⇔
{
x1 = x2
x3 = 0

}
,

VA(−2) = null(A+ 2I3) =
{
(x2, x2, 0) : x2 ∈ R

}
= span

{
(1, 1, 0)

}
⊆ R3.

O ιδιοχώρος VA(−2) είναι η ευθεία span{v3} του R3, όπου v3 = (1, 1, 0) και τα ιδιοδια-
νύσματα του A για την ιδιοτιμή λ = −2 είναι τα στοιχεία u = µ v3 ∈ VA(−2), όπου
µ ∈ R, µ 6= 0,

A · v3 = −2 v3, A · u = −2 u.

ii. Δίνεται ο πίνακας

A =

(
0 −1
1 0

)
∈M2(R).

Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο

PA(x) =
∣∣A− xI2∣∣ = ∣∣∣∣−x −11 −x

∣∣∣∣ = x2 + 1

δεν έχει ρίζες στο R, επομένως ο A δεν έχει ιδιοτιμές, ιδιοδιανύσματα, ιδιοχώρους.

iii. Μπορούμε να θεωρήσουμε ότι τα στοιχεία του προηγούμενου πίνακα ανήκουν στο C,

A =

(
0 −1
1 0

)
∈M2(C).

Τότε

PA(x) = 0 ⇔ x2 + 1 = 0 ⇔ x = i ή x = −i

και ο A έχει δύο συζυγείς μιγαδικές ιδιοτιμές λ = i, λ = −i. Βρίσκουμε τους αντίστοι-
χους ιδιοχώρους λύνοντας τα ομογενή συστήματα

(A− iI2)X = 02×1, (A+ iI2)X = 02×1.

Έχουμε

A− iI2 =
(
−i −1
1 −i

)
Γ1→ i·Γ1−−−−−−→

(
1 −i
1 −i

)
−→

(
1 −i
0 0

)
,

(A− iI2)X = 02×1 ⇔ x1 − i x2 = 0 ⇔ x1 = i x2,

VA(i) = null(A− iI2) =
{
(i x2, x2) : x2 ∈ C

}
= span

{
(i, 1)

}
⊆ C2,

και

A+ iI2 =

(
i −1
1 i

)
−→

(
1 i
0 0

)
, (A+ iI2)X = 02×1 ⇔ x1 + i x2 = 0,

VA(−i) = null(A+ iI2) =
{
(−i x2, x2) : x2 ∈ C

}
= span

{
(−i, 1)

}
⊆ C2.
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10.2 Βασικές Ιδιότητες Ιδιοχώρων και Χαρακτηριστικού Πολυωνύμου

Λέμε ότι ένα υποσύνολο S τουRn είναι fA-αναλλοίωτο, αν fA(S) ⊆ S, δηλαδή αν fA(s) ∈ S,
∀ s ∈ S. Στην προηγούμενη ενότητα είδαμε ότι οι φορείς των ιδιοδιανυσμάτων του πίνακα A
είναι fA-αναλλοίωτοι υποχώροι του Rn. Γενικεύουμε για τους ιδιοχώρους του A.
Στην επόμενη Πρόταση περιγράφουμε τις ιδιότητες των ιδιοχώρων ενός πίνακα.

Πρόταση 10.2.0.1 Έστω A ∈Mn(R), λ μία ιδιοτιμή του A, VA(λ) ο αντίστοιχος ιδιοχώρος.

(i) Αν v, u ∈ VA(λ) είναι ιδιοδιανύσματα του A, τότε
µ1 v + µ2 u ∈ VA(λ), ∀µ1, µ2 ∈ R.

(ii) Ο VA(λ) είναι fA-αναλλοίωτος και μάλιστα αν λ 6= 0, τότε fA
(
VA(λ)

)
= VA(λ).

(iii) Ο ιδιοχώρος VA(λ) ισούται με τον πυρήνα της γραμμικής συνάρτησης f(A−λIn) : Rn →
Rn που ορίζει ο πίνακας A− λIn ,

VA(λ) = Kerf(A−λIn).

Απόδειξη. (i) Έστω v, u ∈ VA(λ), επομένως fA(v) = λ v, fA(u) = λu, και µ1, µ2 ∈ R. Τότε
fA(µ1 v + µ2 u) = µ1 fA(v) + µ2 fA(u) = λ (µ1 v + µ2 u) ⇒ µ1 v + µ2 u ∈ VA(λ).

(ii)Θα δείξουμε αρχικά ότι fA
(
VA(λ)

)
⊆ VA(λ). Ας πάρουμε ένα στοιχείο w του fA

(
VA
)
. Αυτό

σημαίνει ότι w = fA(v), για κάποιο v ∈ VA(λ). Πρέπει να δείξουμε ότι fA(w) = λw. Έχουμε
fA(w) = fA(fA(v)) = fA(λ v) = λfA(v) = λw ⇒ w ∈ VA(λ),

άρα fA(VA(λ)) ⊆ VA(λ). Έστω, τώρα, ότι λ 6= 0 και v ∈ VA(λ). Από το (i) ξέρουμε ότι
1

λ
v ∈ VA(λ), άρα

v =
1

λ
(λ v) =

1

λ
fA(v) = fA

(1
λ
v
)
⇒ v ∈ fA

(
VA(λ)

)
.

Προκύπτει ότι VA(λ) ⊆ fA
(
VA(λ)

)
, έτσι τα δύο σύνολα είναι ίσα.

(iii) Από τις Προτάσεις 10.1.1.2.ii και 9.2.0.3, έχουμε
VA(λ) = null(A− λIn) = Kerf(A−λIn). ■

Παράδειγμα 10.2.0.2 Έστω ότι οι αριθμοί 5 και 2 είναι ιδιοτιμές του πίνακα A ∈ Mn(R)
και v1, v2 είναι αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα των ιδιοτιμών αυτών,

fA(v1) = 5 v1, fA(v2) = 2 v1 v1, v2 6= 0Rn ,
όπου fA : Rn → Rn η γραμμική συνάρτηση που ορίζει o πίνακας A. Θα δείξουμε ότι τα v1, v2
είναι γραμμικά ανεξάρτητα στοιχεία του Rn. Έστω

κ1 v1 + κ2 v2 = 0Rn , (10.2.1)

όπου κ1, κ2 ∈ R. Αρκεί να δείξουμε ότι κ1 = κ2 = 0. Από τη σχέση (10.2.1) έπεται ότι
fA(κ1 v1 + κ2 v2) = fA(0Rn) ⇒ κ1 fA(v1) + κ2 fA(v2) = 0Rn ⇒

⇒ 5κ1 v1 + 2κ2 v2 = 0Rn . (10.2.2)
Πολλαπλασιάζουμε τη σχέση (10.2.1) επί 2 και την αφαιρούμε από την (10.2.2), έτσι

3κ1 v1 = 0Rn
v1 ̸=0Rn====⇒ κ1 = 0
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και η σχέση (10.2.1) γίνεται
κ2 v2 = 0Rn

v2 ̸=0Rn====⇒ κ2 = 0.

Επομένως, τα v1, v2 είναι γραμμικά ανεξάρτητα.
Η απόδειξη και κατά συνέπεια το συμπέρασμα του προηγούμενου παραδείγματος γενικεύ-

εται για m πλήθος διαφορετικών μεταξύ τους ιδιοτιμών και ιδιοδιανυσμάτων ενός πίνακα
A ∈ Mn(R) με τη μέθοδο της μαθηματικής επαγωγής. Δεν θα κάνουμε εδώ αναλυτικά την
απόδειξη, αλλά την αφήνουμε σε εσάς ως άσκηση.
Πρόταση 10.2.0.3 Έστω A ∈ Mn(R). Αν v1, . . . , vs ∈ Rn είναι ιδιοδιανύσματα για τις δια-
κεκριμένες ιδιοτιμές λ1, · · · , λs του A, τότε τα v1, . . . , vs είναι γραμμικά ανεξάρτητα.

Στη συνέχεια μελετούμε με περισσότερη λεπτομέρεια το χαρακτηριστικό πολυώνυμο.
Πρόταση 10.2.0.4 Έστω A ∈Mn(R) και

PA(x) =
∣∣A− xIn∣∣ = (−1)nxn + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του A. Τότε

(i) a0 = det(A).

(ii) PAT (x) = PA(x) και επομένως A και AT έχουν τις ίδιες ιδιοτιμές.

(iii) Έστω S ∈ Mn(R) αντιστρέψιμος πίνακας. Τότε PSAS−1(x) = PA(x) και οι όμοιοι πί-
νακες A και SAS−1 έχουν τις ίδιες ιδιοτιμές.

Απόδειξη.
(i) a0 = (−1)n ·0n+ · · ·+a1 ·0+a0 = PA(0) =

∣∣A− 0·In
∣∣ = det(A).

(ii) Παρατηρούμε ότι
xIn = diag(x, . . . , x) = (xIn)

T .
Επομένως,

PAT (x) =
∣∣AT − xIn

∣∣ = ∣∣AT − (xIn)
T
∣∣ = ∣∣(A− xIn)T ∣∣ = ∣∣A− xIn∣∣ = PA(x) .

(iii) Αφού S είναι αντιστρέψιμος πίνακας, |S| 6= 0. Άρα
PSAS−1(x) =

∣∣SAS−1 − xIn∣∣ = ∣∣SAS−1 − xSInS−1∣∣ = ∣∣S(A− xIn)S−1∣∣ =
=
∣∣S∣∣ ∣∣A− xIn∣∣ ∣∣S−1∣∣ = ∣∣S∣∣ ∣∣A− xIn∣∣ 1

|S |
=
∣∣A− xIn∣∣ = PA(x). ■

Έχουμε δει ότι το 0 είναι ιδιοτιμή ενός πίνακα A ∈ Mn(R), αν και μόνο αν η γραμμική
συνάρτηση fA έχει μη μηδενικό πυρήνα. Στον επόμενο πίνακα συγκεντρώνουμε ισοδύναμες
συνθήκες για να είναι το 0 ιδιοτιμή του A, χρησιμοποιώντας την Παρατήρηση 7.1.0.5 και τις
Προτάσεις 9.2.0.3, 9.2.0.5.

Ισοδύναμες συνθήκες για να είναι το 000 ιδιοτιμή πίνακα

Έστω πίνακας A ∈ Mn(R) και fA : Rn → Rn η γραμμική συνάρτηση που ορίζει o A. Οι
παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναμες

1.1.1. το λ = 0 είναι ιδιοτιμή του A,
2.2.2. det(A) = 0,
3.3.3. o σταθερός όρος του PA(x) είναι 0.



306 ΔΙΑΓΩΝΙΟΠΟΙΗΣΗ

4.4.4. o A είναι μη αντιστρέψιμος πίνακας,
5.5.5. rank(A) < n,
6.6.6. η τελευταία γραμμή της ε.κ.μ.γ.του πίνακα A είναι μηδενική,
7.7.7. οι στήλες του A είναι γραμμικά εξαρτημένες,
8.8.8. οι γραμμές του A είναι γραμμικά εξαρτημένες,
9.9.9. το ομογενές σύστημα AX = 0n×1 έχει μία μη μηδενική λύση,
10.10.10. το ομογενές σύστημα AX = 0n×1 έχει άπειρες λύσεις,
11.11.11. null(A) 6=

{
(0, . . . , 0)

}
,

12.12.12. KerfA 6=
{
(0, . . . , 0)

}
,

13.13.13. η συνάρτηση fA δεν είναι 1− 1.

Διατυπώνουμε αντίστοιχες προτάσεις για οποιαδήποτε ιδιοτιμή του A ∈Mn(R).

Ισοδύναμες συνθήκες για να είναι το λλλ ιδιοτιμή πίνακα

Έστω πίνακας A ∈ Mn(R) και fA : Rn → Rn η γραμμική συνάρτηση που ορίζει o A. Οι
παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναμες

1.1.1. το λ είναι ιδιοτιμή του A,
2.2.2. det(A− λIn) = 0,
3.3.3. το λ είναι ρίζα του PA(x).
4.4.4. o A− λIn είναι μη αντιστρέψιμος πίνακας,
5.5.5. rank(A− λIn) < n,
6.6.6. η τελευταία γραμμή της ε.κ.μ.γ.του πίνακα A− λIn είναι μηδενική,
7.7.7. οι στήλες του A− λIn είναι γραμμικά εξαρτημένες,
8.8.8. οι γραμμές του A− λIn είναι γραμμικά εξαρτημένες,
9.9.9. το ομογενές σύστημα (A− λIn)X = 0n×1 έχει μία μη μηδενική λύση,
10.10.10. το ομογενές σύστημα (A− λIn)X = 0n×1 έχει άπειρες λύσεις,
11.11.11. null(A− λIn) 6=

{
(0, . . . , 0)

}
,

12.12.12. Kerf(A−λIn) 6=
{
(0, . . . , 0)

}
,

13.13.13. η συνάρτηση f(A−λIn) δεν είναι 1− 1.

Παραδείγματα 10.2.0.5

i. Έστω g(x) = x2+a1x+a0, όπου a0, a1 ∈ R, ένα πολυώνυμο δευτέρου βαθμού. Το g(x)
είναι χαρακτηριστικό πολυώνυμο του πίνακα

A =

(
0 1
−a0 −a1

)
, αφού PA(x) =

∣∣∣∣−x 1
−a0 −a1 − x

∣∣∣∣ = a0 + a1x+ x2.

ii. Έστω q(x) = −x3+a2x2+a1x+a0, όπου a0, a1, a2 ∈ R, ένα πολυώνυμο τρίτου βαθμού.
Θα δείξουμε ότι PA(x) = q(x), όπου

A =

 0 1 0
0 0 1
a0 a1 a2
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Πράγματι,

PA(x) =

∣∣∣∣∣∣
−x 1 0
0 −x 1
a0 a1 a2−x

∣∣∣∣∣∣ Σ2→Σ2+xΣ3==========

∣∣∣∣∣∣
−x 1 0
0 0 1
a0 a1+a2x−x2 a2−x

∣∣∣∣∣∣ Σ1→Σ1+xΣ2==========

=

∣∣∣∣∣∣
0 1 0
0 0 1

a0+a1x+a2x
2−x3 a1+a2x−x2 a2−x

∣∣∣∣∣∣ = (a0+a1x+a2x
2−x3)

∣∣∣∣1 0
0 1

∣∣∣∣ =
= a0 + a1x+ a2x

2 − x3.

iii. Έστω λ μία ιδιοτιμή του πίνακα A ∈Mn(R). Θα δείξουμε ότι
• λ+ 1 είναι μία ιδιοτιμή του πίνακα A+ In,
• λ2 είναι μία ιδιοτιμή του πίνακα A2.
Αφού το λ είναι ιδιοτιμή του A, γνωρίζουμε ότι υπάρχει 0Rn 6= v ∈ VA(λ). Έτσι,

A · v = λ v ⇒ (A+ In) · v = A · v + In · v = λ v + v = (λ+ 1) v

και επομένως το v είναι ιδιοδιάνυσμα για τον πίνακα A + In για την ιδιοτιμή λ + 1.
Επίσης,

(AA) · v = A · (A · v) = A · (λ v) = λ (A · v) = λ(λ v)⇒ A2 · v = λ2 v ,

επομένως το v είναι ιδιοδιάνυσμα του πίνακα A2 για την ιδιοτιμή λ2.

iv. Αν λ είναι ιδιοτιμή τουA, τότε το λs είναι ιδιοτιμή του πίνακαAs, για s ≥ 1. Η απόδειξη
γίνεται με επαγωγή στο s.

v. Αν A είναι αντιστρέψιμος πίνακας και λ είναι ιδιοτιμή του A, τότε

• 1

λ
είναι ιδιοτιμή του πίνακα A−1,

• VA(λ) = VA−1

(1
λ

)
.

ΑφούA είναι αντιστρέψιμος πίνακας, |A| 6= 0 και λ 6= 0. Έστω 0Rn 6= v ∈ VA(λ). Τότε:

v = In · v = (A−1A) · v = A−1 · (A · v) = A−1 · (λ v) ⇒

⇒ v = λ (A−1 · v) ⇒ 1

λ
v = A−1 · v

και επομένως v είναι ιδιοδιάνυσμα του A−1 για την ιδιοτιμή λ−1. Άρα
VA(λ) ⊆ VA−1(λ−1).

Η σχέση αυτή ισχύει για όλους τους αντιστρέψιμους πίνακες. Αν θέσουμε στη θέση του
A τον πίνακα A−1, η προηγούμενη σχέση εγκλεισμού γίνεται,

VA−1(λ−1) ⊆ V(A−1)−1

(
(λ−1)−1

)
⇒ VA−1(λ−1) ⊆ VA(λ),

και τελικά VA(λ) = VA−1(λ−1).

vi. Αν το λ = 2 είναι ιδιοτιμή του αντιστρέψιμου πίνακα A ∈ M3(R), θα βρούμε μία
ιδιοτιμή του πίνακα

M = 3A2 + A− 5I3 + 4A−1 ∈M3(R).



308 ΔΙΑΓΩΝΙΟΠΟΙΗΣΗ

Έστω v ∈ VA(2) ∖
{
(0, 0, 0)

}
, άρα A · v = 2 v. Από τα προηγούμενα παραδείγματα

γνωρίζουμε ότι
v ∈ VA2(4), v ∈ VA−1(1/2) ,

άρα
M · v = 3A2 · v + A · v − 5I3 · v + 4A−1 · v = 3(4 v) + 2 v − 5 v + 4(1/2 v) = 11v ,

επομένως το 11 είναι μία ιδιοτιμή του πίνακαM και v ∈ VM(11).

vii. Όμοια αποδεικνύεται ότι αν λ είναι μία ιδιοτιμή ενός πίνακα A ∈ Mn(R) και s ∈ N,
τότε csλs+ · · ·+ c1λ+ co είναι μία ιδιοτιμή του πίνακα csA

s+ · · ·+ c1A+ coIn, για
c0, c1, . . . , cs ∈ R. Επιπλέον, αν ο A είναι αντιστρέψιμος πίνακας, s,m ∈ N, τότε csλs+
· · ·+c1λ+co+c−1λ−1+· · ·+c−mλ−m είναι ιδιοτιμή του πίνακα csAs+· · ·+c1A+coIn+
c−1A

−1+· · ·+c−mA−m, για c−1, . . . , c−m ∈ R.

Παρατήρηση 10.2.0.6 Έστω A ∈ Mn(R) και PA(x) = (−1)nxn + · · · + a1x + a0 το χαρα-
κτηριστικό πολυώνυμο του A. Ορίζουμε PA(A) να είναι ο πίνακας

PA(A) := (−1)nAn + · · ·+ a1A+ a0In .

Σύμφωνα με ένα από τα σημαντικότερα θεωρήματα της Γραμμικής Άλγεβρας, το Θεώρημα
των Cayley-Hamilton, ο πίνακας PA(A) είναι ο μηδενικός, δηλαδή

(−1)nAn + · · ·+ a1A+ a0In = 0n .

Θα δείτε την απόδειξη του Θεωρήματος των Cayley-Hamilton σε επόμενο μάθημα γραμμικής
άλγεβρας. Παραπέμπουμε στο [1, Θεώρημα 6.3.7] για περισσότερες λεπτομέρειες.

10.2.1 Γεωμετρική Ερμηνεία Ιδιοτιμών και Ιδιοχώρων

Στα επόμενα παραδείγματα, στον R2 και στον R3, θα βρούμε ιδιοτιμές και ιδιοδιανύσματα
πινάκων και συναρτήσεων βασισμένοι στη γεωμετρική εποπτεία του χώρου και στην ιδιό-
τητα ότι οι ιδιοχώροι παραμένουν αναλλοίωτοι από τη δράση της γραμμικής συνάρτησης.
Γνωρίζουμε ότι για μη μηδενική ιδιοτιμή ο φορέας του ιδιοδιανύσματος απεικονίζεται στον
εαυτό του, ενώ όταν η ιδιοτιμή είναι μηδέν, τότε ο φορέας του ιδιοδιανύσματος απεικονίζεται
σε ένα σημείο, την αρχή των αξόνων. Σημειώνουμε ότι όταν η ιδιοτιμή λ είναι θετική, τότε
το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα και η εικόνα του έχουν την ίδια φορά, ενώ όταν λ < 0 οι φορές
αντιστρέφονται. Επιπλέον, η ιδιοτιμή δηλώνει διαστολή τoυ ιδιοδιανύσματος όταν |λ| > 1, τη
συστολή τoυ ιδιοδιανύσματος όταν |λ| < 1, ενώ αν λ = 0, τότε το ιδιοδιάνυσμα απεικονίζεται
στην αρχή των αξόνων.

Παραδείγματα 10.2.1.1

i. Στο Παράδειγμα 10.1.1.4.i υπολογίσαμε τις ιδιοτιμές και τους ιδιοχώρους του πίνακα

A =

0 −2 1
1 −3 1
0 0 −1

 ∈M3(R).

Δείξαμε ότι οι αριθμοί −1,−1,−2 είναι οι ιδιοτιμές του πίνακα. Το λ = −1 είναι ιδιο-
τιμή πολλαπλότητας 2 και ο αντίστοιχος ιδιοχώρος είναι ένα επίπεδο του R3,

p : VA(−1) = span{v1, v2}, v1 = (2, 1, 0), v2 = (−1, 0, 1).
Αν θεωρήσουμε τη γραμμική συνάρτηση fA : R3 → R3 που ορίζει ο A, τότε η εικόνα
κάθε στοιχείου w = µ1v1+µ2v2, µ1, µ2 ∈ R, του επιπέδου p ισούται με το αντίθετό του,
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Σχήμα 10.2: Οι ιδιοχώροι του πίνακα A του Παραδείγματος 10.2.1.1.ii.

fA(w) = −1 · w. Κάθε ευθεία του επιπέδου p παραμένει αναλλοίωτη μετά τη δράση
της fA, αναλλοίωτο παραμένει και όλο το επίπεδο, fA

(
VA(−1)

)
= VA(−1), βλ.Πρόταση

10.2.0.1.ii. Ο αντίστοιχος ιδιοχώρος της ιδιοτιμής λ = −2 είναι η ευθεία
ζ : VA(−2) = span{v3}, v3 = (1, 1, 0),

η οποία επίσης παραμένει αναλλοίωτη μετά τη δράση της fA, βλ.Σχήμα 10.2.

e1 fD (e1)

e2

fD (e2)

v

fD (v)

ε = fA (ε)

VD(2)=ℝ2

-2 -1 1 2 3 4 5

-2

-1

1

2

3

4

(α)

x

y

O

v

ϕ θ(v)

ε

ϕ θ(ε)

θ

(β)

Σχήμα 10.3: Η συνάρτηση 2 idR2 και η αριστερόστροφη περιστροφή κατά γωνία θ.

ii. Θεωρούμε τη γραμμική συνάρτηση
fD : R2 → R2, fD(x, y) = (2x, 2y), (x, y) ∈ R2

που ορίζει ο διαγώνιος πίνακας

D = 2I2 =

(
2 0
0 2

)
.

Για κάθε v ∈ R2 έχουμε fD(v) = 2 v, επομένως το λ = 2 είναι ιδιοτιμή τουD και ο αντί-
στοιχος ιδιοχώρος είναι το R2, VD(2) = R2. Κάθε ευθεία του επιπέδου R2 ταυτίζεται με
την εικόνα της μέσω της συνάρτησης fD, βλ.Σχήμα 10.3.α.

iii. Έστω φθ : R2 → R2 η αριστερόστροφη περιστροφή κατά γωνία θ ∈ (0, 2π), θ 6= π, που
ορίζει ο πίνακας



310 ΔΙΑΓΩΝΙΟΠΟΙΗΣΗ

Aθ =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
.

Παρατηρούμε ότι καμία ευθεία του R2 δεν παραμένει αναλλοίωτη μετά τη δράση της
φθ, αφού περιστρέφεται κατά γωνία θ. Έτσι ο πίνακας Aθ δεν έχει ιδιοτιμές, ιδιοδια-
νύσματα, ιδιοχώρους, βλ.Σχήμα 10.3.β.

x

y

O

u
φε(u)=1·u

ε

VAε(1)

x

y

w

φε(w)=-w

ε

ζ VAε(-1)

Σχήμα 10.4: Ιδιοδιανύσματα και ιδιοχώροι του αντικατοπτρισμού φε σε ευθεία ε του R2.

iv. Θεωρούμε τον αντικατοπτρισμό φε : R2 → R2 ως προς την ευθεία ε : αx + βy = 0,
α2 + β2 6= 0. Έστω Aε ο πίνακας που ορίζει τον φε.
Παρατηρούμε τα εξής, βλ.Σχήμα 10.4:
• Αν το u ανήκει στην ευθεία ε, τότε φε(u) = u = 1 ·u. Έτσι το λ = 1 είναι ιδιοτιμή του
πίνακα Aε και ο αντίστοιχος ιδιοχώρος αποτελείται από όλα τα σημεία της ευθείας ε,
VAε(1) = span

{
(−β, α)

}
.

• Θεωρούμε την ευθεία ζ : −βx + αy = 0 που διέρχεται από την αρχή των αξόνων
O(0, 0) και είναι κάθετη στην ε. Αν το w ανήκει στην ζ , τότε φε(w) = −w = −1 · w.
Συμπεραίνουμε ότι το λ = −1 είναι ιδιοτιμή του πίνακαAε και ο αντίστοιχος ιδιοχώρος
αποτελείται από όλα τα σημεία της ευθείας ζ , VAε(−1) = span

{
(α, β)

}
.

x

y

O

u
p ε(u)=1·u

ε

VPε(1)

x

y

w

p ε(w)=0·w

ε

ζ VPε(0)

Σχήμα 10.5: Ιδιοδιανύσματα και ιδιοχώροι της προβολής pε σε ευθεία ε του R2.

v. Έστω η προβολή pε : R2 → R2 στην ευθεία ε : αx + βy = 0, α2 + β2 6= 0 και Pε ο
πίνακας που ορίζει την pε.
Όπως και στο προηγούμενο παράδειγμα, θεωρούμε την ευθεία ζ : −βx+ αy = 0 που
διέρχεται από την αρχή των αξόνων και είναι κάθετη στην ε και παρατηρούμε τα εξής,
βλ.Σχήμα 10.5:
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• Αν το u ανήκει στην ευθεία ε, τότε pε(u) = u, το λ = 1 είναι ιδιοτιμή του πίνακα Pε

και ο αντίστοιχος ιδιοχώρος αποτελείται από όλα τα σημεία της ευθείας ε, VPε(1) =
span

{
(−β, α)

}
.

• Αν το w ανήκει στην ζ , τότε pε(w) = (0, 0) = 0 · w και w ∈ Ker pε. Η pε δεν είναι
συνάρτηση 1 − 1, το λ = 0 είναι ιδιοτιμή του πίνακα Pε και ο αντίστοιχος ιδιοχώρος
αποτελείται από όλα τα σημεία της ευθείας ζ , VPε(0) = Ker pε = span

{
(α, β)

}
.

Σχήμα 10.6: Αντικατοπτρισμός στο επίπεδο z = 0.

vi. Έστω ο αντικατοπτρισμός φ : R3 → R3 στο επίπεδο z = 0 (βλ.Σχήμα 10.6).
• Αν το u ανήκει στo επίπεδο z = 0, τότε φ(u) = u και το λ = 1 είναι ιδιοτιμή της φ, με
αντίστοιχο ιδιοχώρο το επίπεδο z = 0.
• Αν το w ανήκει στην ευθεία x = 0, y = 0, z = t, δηλ.τον άξονα των z, τότε φ(w) =
−w, έτσι το λ = −1 είναι ιδιοτιμή της φ, με αντίστοιχο ιδιοχώρο τον άξονα των z.

10.3 Διαγωνιοποίηση

Ο πίνακας A ∈ Mn(R) λέγεται διαγωνιοποιήσιμος, αν υπάρχει αντιστρέψιμος πίνακας
P ∈ Mn(R), τέτοιος ώστε ο πίνακας P−1AP να είναι διαγώνιος. Ισοδύναμα, ο A είναι δια-
γωνιοποιήσιμος, αν και μόνο αν υπάρχει αντιστρέψιμος πίνακας P ∈ Mn(R) και διαγώνιος
πίνακας D ∈Mn(R), έτσι ώστε να ισχύει A = PDP−1:

P−1AP = D ⇔ A = PDP−1

Έτσι, A είναι διαγωνιοποιήσιμος, αν και μόνο αν ο A είναι όμοιος με διαγώνιο πίνακα.

Παραδείγματα 10.3.0.1

i. Κάθε διαγώνιος πίνακαςD = diag(λ1, . . . , λn) είναι διαγωνιοποιήσιμος, αφού InDIn =
D είναι διαγώνιος πίνακας.

ii. Ο πίνακας του Παραδείγματος 10.1.1.1.iv δεν είναι διαγώνιος, είναι όμως διαγωνιο-
ποιήσιμος.
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Όταν ο A είναι διαγωνιοποιήσιμος, τότε ο διαγώνιος πίνακας μας δίνει πληροφορίες για
τις ιδιοτιμές του A.
Πρόταση 10.3.0.2 ΈστωA∈Mn(R) διαγωνιοποιήσιμος πίνακας, P ∈Mn(R) αντιστρέψιμος
πίνακας και D = diag(λ1, . . . , λn), έτσι ώστε A = PDP−1. Τότε

(i) det(A) = det(D) = λ1 · · ·λn.

(ii) Ο A είναι αντιστρέψιμος πίνακας, αν και μόνο αν ο D είναι αντιστρέψιμος πίνακας.
Αυτό συμβαίνει, αν και μόνο αν λ1, . . . , λn 6= 0.

(iii) Tr(A) = Tr(D).

(iv) PA(x) = PD(x) και άρα

PA(x) = (λ1 − x) · · · (λn − x).

( v) Οι ιδιοτιμές του πίνακα A είναι τα λ1, . . . , λn ∈ R.

(vi) Αν P =
[
v1| · · · |vn

]
, τότε τα v1, . . . , vn είναι γραμμικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα του

πίνακα A, με vi ∈ VA(λi), για i = 1, . . . , n.

Απόδειξη. Για τα (i), (iii), (iv), βλ.αντίστοιχα Πόρισμα 6.4.0.2.iv, Πρόταση 4.3.0.4.v και Πρό-
ταση 10.2.0.4.iii. Παρατηρούμε ότι

PD(x) =
∣∣D − xIn∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
λ1 − x · · · 0

...
. . .

...
0 · · · λn − x

∣∣∣∣∣∣ = (λ1 − x) · · · (λn − x).

Tο (ii) προκύπτει από το (i) και το (v) από το (iv). Αποδεικνύουμε τo (vi).
Αφού P είναι αντιστρέψιμος πίνακας, οι στήλες

[
v1
]
, . . . ,

[
vn
]
είναι μη μηδενικές και γραμ-

μικά ανεξάρτητες και τα v1, . . . , vn είναι μη μηδενικά, γραμμικά ανεξάρτητα στοιχεία του
Rn, βλ.Πρόταση 8.1.0.7.iii. Έχουμε:

A = PDP−1
∃ P−1

⇐===⇒ AP = PD ⇔ A
[
v1| · · · |vn

]
=
[
v1| · · · |vn

]
diag(λ1, . . . , λn) .

Όμως
A
[
v1| · · · |vn

]
=
[
A · v1| · · · |A · vn

]
, ενώ

[
v1| · · · |vn

]
diag(λ1, . . . , λn) =

[
λ1v1| · · · |λnvn

]
.

Επομένως,[
A · v1| · · · |A · vn

]
=
[
λ1 v1| · · · |λn vn

]
και άρα A · vi = λi vi, για i = 1, . . . , n .

Κατά συνέπεια, τα v1, . . . , vn είναι ιδιoδιανύσματα του A. ■

Παρατήρηση 10.3.0.3 Ηπληροφορία ότι ένας πίνακαςA ∈Mn(R) είναι διαγωνιοποιήσιμος
είναι ιδιαίτερα χρήσιμη στους υπολογισμούς δυνάμεων του A. Ειδικότερα, έστω ότι A =
PDP−1, όπου D = diag(λ1, . . . , λn). Τότε γιαm ∈ N ισχύει ότι

Am = PDmP−1 όπου Dm = diag(λm1 , . . . , λm
n ) .

Επιπλέον, αν ο A είναι αντιστρέψιμος πίνακας, τότε ∀m ∈ Z

Am = PDmP−1 όπου Dm = diag(λm1 , . . . , λm
n ) .

Το πρώτο συμπέρασμα προκύπτει με απλή επαγωγή στο m (βλ. Λυμένη Άσκηση 4.5.9). Για
το δεύτερο συμπέρασμα, αναφέρουμε ότι αν ο A είναι αντιστρέψιμος, τότε και ο D είναι
αντιστρέψιμος, επομένως

A−m =
(
Am
)−1

=
(
PDmP−1

)−1
=
(
P−1

)−1(
Dm
)−1

P−1 = PD−mP−1.
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Έστω A ∈Mn(R). Καθώς οι συνεπαγωγές στην απόδειξη του (vi) της προηγούμενης πρό-
τασης αντιστρέφονται, βλέπουμε ότι ισχύει και το αντίστροφο. Πράγματι, έστω ότι υπάρχουν
πλήθους n γραμμικά ανεξάρτητα στοιχεία v1, . . . , vn ∈ Rn και λ1, . . . , λn ∈ R τέτοια, ώστε

A · v1 = λ1 v1, . . . . . . , A · vn = λn vn,
τότε ο πίνακας P =

[
v1| · · · |vn

]
είναι αντιστρέψιμος (βλ.Πόρισμα 8.1.0.7.iii) και

A = P

λ1 · · · 0
...
. . .

...
0 · · · λn

P−1.

Επομένως, ο A είναι διαγωνιοποιήσιμος πίνακας. Ισχύει, λοιπόν, η επόμενη πρόταση.

Θεώρημα 10.3.0.4 Ο πίνακας A ∈ Mn(R) είναι διαγωνιοποιήσιμος, αν και μόνο αν έχει
πλήθους n γραμμικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα.

Σημειώνουμε ότι η σειρά των ιδιοτιμών στη διαγώνιο ακολουθεί τη διάταξη των στηλών
των ιδιοδιανυσμάτων.

Παράδειγμα 10.3.0.5 O πίνακας του Παραδείγματος 10.1.1.1.iv είναι διαγωνιοποιήσιμος:

A =

(
1 1
−2 1

)(
2 0
0 −1

)(
1 1
−2 1

)−1
.

Ισχύει επίσης ότι

A =

(
1 1
1 −2

)(
−1 0
0 2

)(
1 1
1 −2

)−1
.

Πόρισμα 10.3.0.6 Αν ο πίνακας A ∈ Mn(R) έχει n διακεκριμένες ιδιοτιμές, τότε ο A είναι
διαγωνιοποιήσιμος.

Απόδειξη. Έστω ότι ο A έχει n διακεκριμένες ιδιοτιμές, λ1, . . . , λn ∈ R, λi 6= λj , 1 ≤ i <
j ≤ n και έστω v1, . . . , vn αντίστοιχα ιδιοδιανύσμματα των ιδιοτιμών αυτών. Τα v1, . . . , vn
είναι ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιμές, έτσι από την Πρόταση
10.2.0.3 έπεται ότι είναι γραμμικά ανεξάρτητα και από το Θεώρημα 10.3.0.4 προκύπτει ότι
ο A διαγωνιοποιείται. ■

Παρατηρήσεις 10.3.0.7

(α) Από την ιδιότητα (v) της Πρότασης 10.3.0.2 συμπεραίνουμε ότι απαραίτητη προϋπό-
θεση για να διαγωνιοποιείται ένας πίνακας A ∈ Mn(R) είναι οι ρίζες του χαρακτη-
ριστικού πολυωνύμου PA(x) να είναι όλες πραγματικές. Οι ιδιοτιμές του A μπορεί να
επαναλαμβάνονται. Δεν αρκεί, ωστόσο, οι ρίζες του PA(x) να είναι πραγματικές για
να είναι ο A διαγωνιοποιήσιμος. Θα πρέπει επιπλέον, ο A να έχει «αρκετά» (πλήθους
n) γραμμικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα.

(β) ΈστωA ∈Mn(C). ΟA διαγωνιοποιείται πάνω από τοC αν υπάρχει αντιστρέψιμος πί-
νακας P ∈Mn(C), τέτοιος ώστε ο πίνακαςD = P−1AP ∈Mn(C) να είναι διαγώνιος.
Σύμφωνα με το Θεμελιώδες Θεώρημα της Άλγεβρας, το χαρακτηριστικό πολυώνυμο
PA(x) έχει n μιγαδικές ρίζες, όσες είναι και ο βαθμός του. Για να διαγωνιοποιείται οA,
θα πρέπει ο A να έχει «αρκετά» (πλήθους n) γραμμικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα.
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(γ) Αποδεικνύεται ότι ένας συμμετρικός πίνακας A ∈ Mn(R) είναι πάντα διαγωνιοποι-
ήσιμος και μάλιστα οι φορείς των ιδιοδιανυσμάτων του συμμετρικού πίνακα A που
αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιμές είναι ευθείες ορθογώνιες μεταξύ τους. Το συ-
μπέρασμα αυτό είναι γνωστό ως Φασματικό Θεώρημα και θα το αποδείξετε σε επό-
μενο μάθημα γραμμικής άλγεβρας.

(δ) Έστω A ∈ Mn(C). Αποδεικνύεται ότι η πολλαπλότητα της ιδιοτιμής λ στο PA(x) δί-
νει άνω φράγμα για τον αριθμό των γραμμικά ανεξάρτητων διανυσμάτων στο VA(λ)
(βλ. ([1, Πρόταση 6.2.5]).

Θυμίζουμε ότι, όπως έχουμε ήδη δει, υπάρχουν μη μηδενικοί πίνακες τουMn(R) που κάποια
δύναμή τους είναι ίση με τον μηδενικό πίνακα 0n.

Πρόταση 10.3.0.8 ΈστωA ∈Mn(R) διαγωνιοποιήσιμος πίνακας και έστω ότιAm = 0n, για
κάποιοm ∈ N. Τότε A = 0n.

Απόδειξη. Αφού ο A διαγωνιοποιείται, υπάρχει αντιστρέψιμος πίνακας P ∈ Mn(R) και
διαγώνιος D = diag(λ1, . . . , λn) ∈ Mn(R), τέτοιοι ώστε A = PDP−1. Επομένως, D =
P−1AP και

Dm = P−1Am P = P−1 0n P ⇒ Dm = 0n .

Όμως Dm = diag(λm1 , . . . , λm
n ), επομένως συμπεραίνουμε ότι

λm1 = · · · = λmn = 0 ⇒ λ1 = · · · = λn = 0⇒ D = 0n.
Άρα

A = P−1 0n P = 0n.
και αποδείχθηκε το ζητούμενο. ■

10.3.1 Διαγωνιοποίηση 2×2 Πινάκων

Έστω

A =

(
a b
c d

)
∈M2(R).

Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του πίνακα A είναι το τριώνυμο

PA(x) =

∣∣∣∣a− x b
c d− x

∣∣∣∣ = x2 − (a+ d) x+ ad− bc = x2 − Tr(A) x+ det(A).

Συμβολίζουμε με ∆ τη διακρίνουσα του PA(x). Διακρίνουμε τις παρακάτω περιπτώσεις:

• ∆ > 0. To PA(x) έχει δύο πραγματικές ρίζες, λ1, λ2 ∈ R, και

PA(x) = (x− λ1)(x− λ2), όπου λ1 6= λ2 .

ΟA έχει δύο διακεκριμένες ιδιοτιμές, επομένως διαγωνιοποιείται, βλ.Πόρισμα 10.3.0.6.
Αν (0, 0) 6= v1 ∈ VA(λ1), (0, 0) 6= v2 ∈ VA(λ2) και P =

[
v1|v2

]
, τότε

A = P

(
λ1 0
0 λ2

)
P−1.

Συμπεραίνουμε ότι όταν ∆ > 0, ο A είναι διαγωνιοποιήσιμος στο R και στο C.

• ∆ < 0. To PA(x) δεν έχει πραγματικές ρίζες και δεν παραγοντοποιείται στο R. Αφού ο
A δεν έχει πραγματικές ιδιοτιμές, ο A δεν διαγωνιοποιείται στο R. Σημειώνουμε ότι οι
μιγαδικές ρίζες του PA(x) είναι συζυγείς και μάλιστα είναι διαφορετικές, δηλαδή
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PA(x) = (x− λ)(x− λ), λ 6= λ .

Επομένως, αν θεωρήσουμε τον A ως πίνακα με στοιχεία από το C, τότε ο A διαγωνιο-
ποιείται και υπάρχει αντιστρέψιμος P ∈M2(C), με

A = P

(
λ 0

0 λ

)
P−1 .

Συμπεραίνουμε ότι όταν ∆ < 0, ο A δεν είναι διαγωνιοποιήσιμος στο R, είναι όμως
διαγωνιοποιήσιμος στο C.

• ∆ = 0. Tότε
PA(x) = (x− λ)2, λ ∈ R

και λ είναι ρίζα του PA(x) πολλαπλότητας 2. Ας εξετάσουμε τη βαθμίδα rank(A−λI2).
Αφού det(A− λI2) = 0, γνωρίζουμε ότι

0 ≤ rank(A− λI2) < 2

άρα
rank(A− λI2) = 0 ή rank(A− λI2) = 1 .

Αν rank(A − λI2) = 0, τότε A − λI2 = 02 και επομένως A = λI2 είναι διαγώνιος πί-
νακας. Διαφορετικά, αν rank(A− λI2) = 1, τότε VA(λ) = null(A− λI2) είναι η γραμ-
μική θήκη ενός διανύσματος και δεν μπορούμε να βρούμε δύο γραμμικά ανεξάρτητα
ιδιοδιανύσματα για να διαγωνιοποιήσουμε τον A. Ο A, λοιπόν, δεν είναι διαγωνιοποι-
ήσιμος ούτε στο R, ούτε στο C.
Συμπεραίνουμε ότι όταν ∆ = 0, ο A είναι διαγωνιοποιήσιμος στο R ή στο C, αν και
μόνο αν ο A είναι ήδη διαγώνιος πίνακας.

Παρατήρηση 10.3.1.1 Έστω, γενικότερα, ότι A ∈ M2(C). Το PA(x) είναι πολυώνυμο βαθ-
μού 2 και έχει δύο ρίζες λ1, λ2 στο C. Αν λ1 6= λ2, τότε από τo Πόρισμα 10.3.0.6 συμπε-
ραίνουμε ότι ο A θα είναι διαγωνιοποιήσιμος στο C. Στην περίπτωση που λ1 = λ2 και
PA(x) = (x − λ1)

2, βλέπουμε, όπως προηγουμένως, ότι ο A είναι διαγωνιοποιήσιμος στο
C, αν και μόνο αν ο A είναι ήδη διαγώνιος πίνακας.

Παραδείγματα 10.3.1.2

i. Θα διαγωνιοποιήσουμε τον πίνακα

A =

(
2 3
1 0

)
.

Υπολογίζουμε αρχικά το χαρακτηριστικό πολυώνυμο και τις ιδιοτιμές του A,

PA(x) =

∣∣∣∣2− x 3
1 −x

∣∣∣∣ = x2 − 2x− 3 = (x− 3)(x+ 1).

Ο A έχει δύο διακεκριμένες ιδιοτιμές λ1 = 3, λ2 = −1, επομένως διαγωνιοποιείται.
Φέρνουμε σε ε.κ.μ.γ. τους πίνακες A − 3I2, A + I2, ώστε να βρούμε τους ιδιοχώρους
VA(3), VA(−1),

A− 3I2 =

(
−1 3
1 −3

)
−→

(
1 −3
0 0

)
, A+ I2 =

(
3 3
1 1

)
−→

(
1 1
0 0

)
.

Επομένως
VA(3) = null(A− 3I2) =

{
(x, y) ∈ R2 : x− 3y = 0

}
= span

{
(3, 1)

}
,
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VA(−1) = null(A+ I2) =
{
(x, y) ∈ R2 : x+ y = 0

}
= span

{
(−1, 1)

}
.

Τα v1 = (3, 1), v2 = (−1, 1) είναι ιδιοδιανύσματα του πίνακα A που αντιστοιχούν στις
ιδιοτιμές λ1 = 3, λ2 = −1. Συνεπώς:

A = P

(
3 0
0 −1

)
P−1, όπου P =

[
v1|v2

]
=

(
3 −1
1 1

)
.

ii. Έστω

A =

(
0 −1
1 0

)
∈M2(R).

Όπως είδαμε, PA(x) = x2 + 1 δεν έχει πραγματικές ιδιοτιμές, επομένως o A δεν είναι
διαγωνιοποιήσιμος στο R. Αν όμως θεωρήσουμε τον A ως στοιχείο τουM2(C), τότε ο
A έχει τις ιδιοτιμές λ1 = i, λ2 = −i, με αντίστοιχους ιδιοχώρους

VA(i) = span
{
(i, 1)

}
, VA(−i) = span

{
(−i, 1)

}
.

Έτσι ο A ∈M2(C) διαγωνιοποιείται,

A =

(
i −i
1 1

)(
i 0
0 −i

)(
i −i
1 1

)−1
.

iii. Έστω

A =

(
2 −1
4 −2

)
∈M2(R).

Tότε

PA(x) =

∣∣∣∣2− x −1
4 −2− x

∣∣∣∣ = x2 .

Κατά συνέπεια, ο A έχει μία ιδιοτιμή, το 0 με πολλαπλότητα 2. Όμως, ο A δεν είναι
διαγώνιος πίνακας, άρα ο A δεν είναι διαγωνιοποιήσιμος. Σημειώνουμε ότι

VA(0) = span
{
(1, 2)

}
και ότι τα ιδιοδιανύσματα τουA είναι τα μη μηδενικά βαθμωτά πολλαπλάσια του (1, 2).

iv. Oι επόμενοι πίνακες δεν είναι διαγωνιοποιήσιμοι πάνω από το C.(
0 1
0 0

)
,
(
0 0
1 0

)
,
(
a b
0 a

)
,
(
a 0
b a

)
, a, b ∈ R ή C, b 6= 0.

10.3.2 Διαγωνιοποίηση 3×3 Πινάκων

ΈστωA ∈M3(R). Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο τουA είναι ένα πολυώνυμο τρίτου βαθμού
με συντελεστές από τον R:

PA(x) = −x3 + a2x
2 + a1x+ a0, a0, a1, a2 ∈ R.

Καθώς PA(x) έχει πραγματικούς συντελεστές, οι μιγαδικές μη πραγματικές ρίζες του PA(x)
εμφανίζονται ανά ζεύγη. Θα πρέπει, λοιπόν, να ισχύει ένα από τα δύο: είτε PA(x) έχει μόνον
πραγματικές ρίζες είτε PA(x) έχει ακριβώς μία πραγματική ρίζα (έστω λ1) και δύο μιγαδικές
μη πραγματικές ρίζες λ2, λ3 που όμως είναι συζυγείς, δηλ. λ2 6= λ3 και λ3 = λ2. Διακρίνουμε
τις παρακάτω περιπτώσεις:

• To PA(x) έχει τρεις ρίζες, λ1, λ2, λ3 ∈ R που διαφέρουν η μία από την άλλη. Έτσι, ο
A έχει τρεις διακεκριμένες ιδιοτιμές, επομένως διαγωνιοποιείται, βλ.Πόρισμα 10.3.0.6.
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Αν v1, v2, v3 ∈ R3 είναι ιδιοδιανύσματα για τις ιδιοτιμές λ1, λ2, λ3 αντίστοιχα και P =[
v1|v2|v3

]
, τότε

A = P

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

P−1.
• ToPA(x) έχει μία πραγματική ρίζα πολλαπλότητας 2, έστω λ. Έστω λ3 η τρίτη (αναγκα-
στικά πραγματική) ρίζα του PA(x):

PA(x) = (x− λ)2(x− λ3), λ 6= λ3 .

Εξετάζουμε τη βαθμίδα του (μη αντιστρέψιμου) πίνακα A− λI3. O A δεν είναι ο δια-
γώνιος πίνακας λI3, καθώς

PλI3(x) = (x− λ)3 .
Αφού, λοιπόν,A−λI3 δεν είναι ο μηδενικός πίνακας, ισχύει ότι 0 < rank(A−λI3) < 3.
Επομένως,

rank(A− λI3) = 1 ή rank(A− λI3) = 2 .

Εξετάζουμε τις δύο υποπεριπτώσεις που προέκυψαν.
Αν rank(A− λI3) = 1, τότε η ε.κ.μ.γ.R του πίνακα A−λI3 έχει μία από τις παρακάτω
μορφές :

R =

1 α β
0 0 0
0 0 0

 ή R =

0 1 γ
0 0 0
0 0 0

 ή R =

0 0 1
0 0 0
0 0 0

, α, β, γ ∈ R.

Σε κάθε περίπτωση, σας καλούμε να δείξετε ότι VA(λ) = span{v1, v2}, για κάποια
γραμμικά ανεξάρτητα διανύσματα v1, v2 και επομένως v1, v2 ∈ VA(λ) είναι δύο γραμ-
μικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα του A. Έτσι, αν v3 είναι ένα ιδιοδιάνυσμα του A που
αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ3, τότε τα v1, v2, v3 είναι γραμμικά ανεξάρτητα. Πράγματι,
έστω

κ1v1 + κ2v2 + κ3v3 = 0R3

μία σχέση γραμμικής εξάρτησης και u = κ1v1+κ2v2. Αν u 6= 0R3 , τότε u ∈ VA(λ) είναι
ιδιοδιάνυσμα για την ιδιοτιμή λ και από την Πρόταση 10.2.0.3 οδηγούμαστε σε άτοπο,
καθώς

1 · u+ κ3v3 = 0R3

είναι σχέση γραμμικής εξάρτησης, ενώ u, v3 είναι γραμμικά ανεξάρτητα. Συμπεραί-
νουμε ότι u = 0R3 και άρα κ3v3 = 0R3 , επομένως κ3 = 0. Αφού u = 0R3 και τα v1,
v2 είναι γραμμικά ανεξάρτητα, βλέπουμε ότι κ1 = κ2 = 0. Τελικά, αποδείξαμε ότι εί-
ναι αδύνατον να υπάρξει σχέση γραμμικής εξάρτησης και ότι v1, v2, v3 είναι γραμμικά
ανεξάρτητα. Επομένως, ο A διαγωνιοποιείται και αν P =

[
v1|v2|v3

]
, τότε

A = P

λ 0 0
0 λ 0
0 0 λ3

P−1.

Αν rank(A− λI3) = 2, τότε η ε.κ.μ.γ.R του πίνακα A−λI3 έχει μία από τις παρακάτω
μορφές :

R =

1 0 α
0 1 β
0 0 0

 ή R =

1 γ 0
0 0 1
0 0 0

 ή R =

0 1 0
0 0 1
0 0 0

, α, β, γ ∈ R.
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Σε κάθε περίπτωση οι λύσεις του ομογενούς συστήματος (A−λI3)X = 03×1 περιγράφο-
νται από μία μόνο παράμετρο και ο ιδιοχώρος για την ιδιοτιμή λ είναι η γραμμική θήκη
ενός μόνου διανύσματος. Επομένως, στο VA(λ), ο μέγιστος αριθμός γραμμικά ανεξάρ-
τητων διανυσμάτων είναι 1. Το ίδιο όμως συμβαίνει και για τον VA(λ3) (βλ. Παρατή-
ρηση 10.3.0.7.δ). Δεν θα μπορέσουμε, λοιπόν, να βρούμε τρία γραμμικά ανεξάρτητα
ιδιοδιανύσματα για να διαγωνιοποιήσουμε τον A και ο πίνακας A δεν διαγωνιοποιεί-
ται στο R ή στο C.

• ToPA(x) έχει μία πραγματική ρίζα λ πολλαπλότητας 3. Αν οA είναι διαγωνιοποιήσιμος
πίνακας, τότε υπάρχει αντιστρέψιμος P ∈M3(R), τέτοιος ώστε

A = P

λ 0 0
0 λ 0
0 0 λ

P−1. Τότε όμως A = P (λI3)P
−1 = λPI3P

−1 = λI3,

άρα A = λI3. Αν, λοιπόν, ο A δεν είναι ήδη διαγώνιος και η ιδιοτιμή λ έχει πολλαπλό-
τητα 3, τότε ο A δεν διαγωνοποιείται.

• To PA(x) έχει μόνο μία πραγματική ρίζα, πολλαπλότητας 1. Τότε ο A δεν διαγωνιο-
ποιείται στον R (βλ.Παρατήρηση 10.3.0.7.α). Αν θεωρήσουμε όμως τον A ως πίνακα
του M3(C), τότε ο A έχει τρεις διακεκριμένες ιδιοτιμές λ1, λ2, λ2 ∈ C. Έτσι ο A είναι
διαγωνιοποιήσιμος πίνακας στο C.

Παραδείγματα 10.3.2.1

i. Θα διαγωνιοποιήσουμε τον πίνακα

A =

5 −5 4
4 −4 4
3 −3 4

 ∈M3(R).

Υπολογίζουμε αρχικά το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του πίνακα,

PA(x) =
∣∣A− xI3∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
5−x −5 4
4 −4−x 4
3 −3 4−x

∣∣∣∣∣∣ Σ1→Σ1+Σ2+Σ3============

∣∣∣∣∣∣
4−x −5 4
4−x −4−x 4
4−x −3 4−x

∣∣∣∣∣∣ =
= (4− x)

∣∣∣∣∣∣
1 −5 4
1 −4−x 4
1 −3 4−x

∣∣∣∣∣∣ Σ3→Σ3−4Σ1========== (4− x)

∣∣∣∣∣∣
1 −5 0
1 −4−x 0
1 −3 −x

∣∣∣∣∣∣ =
= −x (4− x)

∣∣∣∣1 −5
1 −4−x

∣∣∣∣ = −x (4− x)(1− x).
Ο πίνακας A έχει τρεις διακεκριμένες ιδιοτιμές, 0, 1, 4 ∈ R, επομένως διαγωνιοποιεί-
ται. Βρίσκουμε τους αντίστοιχους ιδιοχώρους λύνοντας τα ομογενή συστήματα

AX = 03×1,
(
A− I3

)
X = 03×1,

(
A− 4I3

)
X = 03×1.

Φέρνουμε τους πίνακες συντελεστών των παραπάνω συστημάτων σε ε.κ.μ.γ.,

A −→

1 −1 0
0 0 1
0 0 0

, A− I3 −→

1 0 1
0 1 0
0 0 0

, A− 4I3 −→

1 0 −1
0 1 −1
0 0 0

.

Έχουμε
VA(0) = null(A) =

{
(x2, x2, 0) : x2 ∈ R

}
= span

{
(1, 1, 0)

}
,
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VA(1)=null(A−I3)=span
{
(−1, 0, 1)

}
,

VA(4)=null(A−4I3)=span
{
(1, 1, 1)

}
.

Έστω v1 = (1, 1, 0) ∈ VA(0), v2 = (−1, 0, 1) ∈ VA(1), v3 = (1, 1, 1) ∈ VA(4). Τότε

A = P

0 0 0
0 1 0
0 0 4

P−1, όπου P =
[
v1|v2|v3

]
=

1 −1 1
1 0 1
0 1 1

.

Έστω, τώρα, Q =
[
−3v2 | 2v1 | v3

]
. Καθώς −3v2 ∈ VA(1), 2v1 ∈ VA(0) και v3 ∈ VA(4)

έχουμε:

A = Q

1 0 0
0 0 0
0 0 4

Q−1 .

Ομοίως,

A =

1 3 2
1 0 2
1 −3 0

444 0 0
0 111 0
0 0 000

1 3 2
1 0 2
1 −3 0

−1.
ii. Έστω ο πίνακας

A =

0 −2 1
1 −3 1
0 0 −1

 ∈M3(R).

Στο Παράδειγμα 10.1.1.4.i υπολογίσαμε το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του A και βρή-
καμε ότι

PA(x) = −(x+ 1)2(x+ 2).
Επιπλέον, είδαμε ότι rank(A+ I3) = 1, rank(A− 2I3) = 2 και

VA(−1) = span
{
(2, 1, 0), (−1, 0, 1)

}
, VA(−2) = span

{
(1, 1, 0)

}
,

Επομένως, ο A είναι διαγωνιοποιήσιμος και

A = P

−1 0 0
0 −1 0
0 0 −2

P−1, όπου P =
[
v1|v2|v3

]
=

2 −1 1
1 0 1
0 1 0

.

iii. Ο πίνακας

A =

0 −2 1
1 −3 2
0 0 −1

 ∈M3(R),

έχει χαρακτηριστικό πολυώνυμο

P(x) =
∣∣A− xI3∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
−x −2 1
1 −3−x 2
0 0 −1−x

∣∣∣∣∣∣ = (−1− x)
∣∣∣∣−x −2

1 −3−x

∣∣∣∣ =
= −(x+ 1)(x2 + 3x+ 2) = −(x+ 1)2(x+ 2).

Ο πίνακας A δεν διαγωνιοποιείται, καθώς rank(A+ I3) = 2 και
VA(−1) = span

{
(2, 1, 0)

}
.

Σημειώνουμε ότι VA(−2) = span
{
(1, 1, 0)

}
και ότι δεν μπορούμε να βρούμε τρία γραμ-

μικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα για τον A.
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10.3.3 Εφαρμογές

Στα επόμενα παραδείγματα θα υπολογίσουμε δυνάμεις πινάκων χρησιμοποιώντας το γεγο-
νός ότι οι πίνακες είναι διαγωνιοποιήσιμοι αξιοποιώντας την παρατήρηση 10.3.0.3.

Παραδείγματα 10.3.3.1

i. Θα διαγωνιοποιήσουμε τον πίνακα

A =


2

5

1

5

− 3

10

11

10


και θα υπολογίσουμε προσεγγιστικά τον πίνακαAn, όταν n→ +∞. Βρίσκουμε αρχικά
το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του A:

PA(x) =

∣∣∣∣∣∣∣
2

5
− x 1

5

− 3

10

11

10
− x

∣∣∣∣∣∣∣ = x2 − 15

10
x+

25

50
= x2 − 3

2
x+

1

2
= (x− 1)(x− 1

2
).

Ο A έχει δύο διακεκριμένες ιδιοτιμές λ1 = 1, λ2 = 1/2, επομένως διαγωνιοποιείται.
Φέρνουμε σε ε.κ.μ.γ.τους πίνακες A− I2, A− 1/2 I2, ώστε να βρούμε τους ιδιοχώρους
VA(1), VA(1/2),

A− I2 =

−
3

5

1

5

− 3

10

1

10

 −→
1 −1

3
0 0

, A− 1

2
I2 =

−
1

10

1

5

− 3

10

6

10

 −→ (
1 −2
0 0

)
.

Κατά συνέπεια,

VA(1) = null(A− I2) =
{
(x, y) ∈ R2 : x− 1

3
y = 0

}
= span

{
(
1

3
, 1)
}

και
VA(

1

2
) = null(A− 1

2
I2) =

{
(x, y) ∈ R2 : x− 2y = 0

}
= span

{
(2, 1)

}
.

Επιλέγουμε v1=(1, 3) ∈ VA(1) και v2=(2, 1) ∈ VA(1/2). Επομένως,

A = PDP−1, όπου D =

1 0

0
1

2

, P =
[
v1|v2

]
=

(
1 2
3 1

)
,

Αφού

P−1 = −1

5

(
1 −2
−3 1

)
=

1

5

(
−1 2
3 −1

)
έχουμε

An = PDnP−1 =
1

5

(
1 2
3 1

)1 0

0
1

2n

(−1 2
3 −1

)
.

Όταν n → +∞, τότε 1

2n
→ 0, κατά συνέπεια ο πίνακας Dn «συγκλίνει» προς τον

πίνακα (
1 0
0 0

)



ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ 321

ενώ ο An «συγκλίνει» προς τον πίνακα
1

5

(
1 2
3 1

)(
1 0
0 0

)(
−1 2
3 −1

)
=

1

5

(
1 2
3 1

)(
−1 2
0 0

)
=

1

5

(
−1 2
−3 6

)
.

ii. Θα υπολογίσουμε τον πίνακα A2025, όπου

A =

 1 1 0
−6 −3 4
−3 −1 3

 ∈M3(R).

Βρίσκουμε το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του A,

PA(x) =

∣∣∣∣∣∣
1−x 1 0
−6 −3−x 4
−3 −1 3−x

∣∣∣∣∣∣ = (1−x)
∣∣∣∣−3−x 4
−1 3−x

∣∣∣∣− ∣∣∣∣−6 4
−3 3−x

∣∣∣∣ =
= (1− x)(x2 − 5)− 6x+ 6 = (1− x)(x2 − 5) + 6(1− x) = (1− x)(x2 + 1).

Το PA(x) έχει μία πραγματική και δύο συζυγείς μιγαδικές ρίζες, 1, i,−i, έτσι ο πίνακας
A δεν διαγωνιοποιείται στο R. Παρόλα αυτά, ο πίνακας A διαγωνιοποιείται στο C και
θα μπορέσουμε να αξιοποιήσουμε αυτήν την ιδιότητα. Έστω P ∈M3(C) τέτοιος, ώστε

A = P

1 0 0
0 i 0
0 0 −i

P−1 .

Τότε

A 4 = P

14 0 0
0 i4 0
0 0 (−i)4

P−1 = PI3P
−1 = I3 ⇒ A4 = I3 .

Διαπιστώσαμε λοιπόν ότι A 4 = I3. Αφού 2025 = 506 · 4 + 1, έχουμε
A 2025 = A 506·4+1 =

(
A 4
)506

A = I 506
3 A = I3A = A .

iii. Θα υπολογίσουμε τον πίνακα A2025, όπου

A =

 2 2 0
−12 −6 8
−6 −2 6

 ∈M3(R) .

Παρατηρούμε ότι αν

A1 =

 1 1 0
−6 −3 4
−3 −1 3


τότε A = 2A1. Από το προηγούμενο παράδειγμα, έχουμε ότι A 2025

1 = A1. Επομένως,
A2025 = (2A1)

2025 = 22025A 2025
1 = 22025A1 = 22024A .

iv. Έστω (an)n≥0 μία ακολουθία πραγματικών αριθμών τέτοια, ώστε
an = 2 an−1 + 3 an−2, n ≥ 2, a0 = 0, a1 = 1.

Θα υπολογίσουμε τον γενικό όρο an της ακολουθίας.
Παρατηρούμε ότι{

aκ+2 = 2 aκ+1 +3 aκ
aκ+1 = aκ+1

}
, συνεπώς

[
aκ+2

aκ+1

]
=

(
2 3
1 0

)[
aκ+1

aκ

]
, για κ ≥ 0. (10.3.1)
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Θέτουμε

A =

(
2 3
1 0

)
, Fκ+1 =

[
aκ+2

aκ+1

]
⇒ Fκ =

[
aκ+1

aκ

]
.

Η σχέση (10.3.1) γίνεται
Fκ+1 = AFκ, για κ ≥ 0.

Με απλή επαγωγή στο n βρίσκουμε ότι
Fn = AnF0

και άρα [
an+1

an

]
= An

[
1
0

]
.

Στο Παράδειγμα 10.3.1.2.i είδαμε ότι

A =

(
3 −1
1 1

)(
3 0
0 −1

)(
3 −1
1 1

)−1
.

Επομένως,[
an+1

an

]
=

(
3 −1
1 1

)(
3n 0
0 (−1)n

)(
3 −1
1 1

)−1 [
1
0

]
=

=
1

4

(
3 −1
1 1

)(
3n 0
0 (−1)n

)(
1 1
−1 3

)[
1
0

]
=

1

4

(
3 −1
1 1

)(
3n 0
0 (−1)n

)[
1
−1

]
=

=
1

4

(
3 −1
1 1

)[
3n

−(−1)n
]
=

1

4

[
3n+1 − (−1)n+1

3n − (−1)n
]

και an =
3n − (−1)n

4
.

v. Με τον ίδιο τρόπο μπορούμε να βρούμε τον γενικό όρο μίας πραγματικής ακολουθίας
(an)n≥0 που ορίζεται από τον αναδρομικό τύπο

an = q an−1 + r an−2,
q, r ∈ R, όταν γνωρίζουμε τους δύο πρώτους όρους a0, a1, αρκεί να είναι διαγωνιο-
ποιήσιμος ο πίνακας

(
q r
1 0

)
.

vi. Έστω ότι ένα μοντέλο περιγράφεται από εξισώσεις

ακ+1 =
2

5
ακ +

1

5
βκ

βκ+1 = −
3

10
ακ +

11

10
βκ

(10.3.2)

Εδώ το κ παίρνει τιμή στους μη αρνητικούς ακεραίους. Υποθέτουμε επίσης ότι γνωρί-
ζουμε τους αρχικούς όρους, έστω α0 = 35, β0 = 160.
Αν θέσουμε

A =

(
2/5 1/5
−3/10 11/10

)
,

τότε η σχέση (10.3.2) γίνεται
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[
ακ+1

βκ+1

]
=

(
2/5 1/5
−3/10 11/10

)[
ακ

βκ

]
, δηλαδή

[
ακ+1

βκ+1

]
= A

[
ακ

βκ

]
, για κ ≥ 0.

Με απλή επαγωγή στο n βρίσκουμε ότι[
αn

βn

]
= An

[
α0

β0

]
.

Επομένως [
αn

βn

]
= An

[
35
160

]
.

Στο Παράδειγμα 10.3.3.1.i είδαμε ότι όταν το n γίνει πολύ μεγάλο, τότε ο πίνακας An

συγκλίνει στον πίνακα
1

5

(
−1 2
−3 6

)
.

Επομένως [
αn

βn

]
προσεγγίζει τον πίνακα 1

5

(
−1 2
−3 6

)[
35
160

]
=

[
57
171

]
και το μοντέλο σταθεροποιείται στην οριακή τιμή α = 57 και β = 171.

vii. Με τον ίδιο τρόπο μπορούμε ναπροσδιορίσουμε δύο ακολουθίες πραγματικών αριθμών
(αn)n≥0, (βn)n≥0, που ικανοποιούν τις αναγωγικές σχέσεις

ακ+1 = q ακ + r βκ
βκ+1 = s ακ + t βκ ,

q, r, s, t ∈ R, όταν ο πίνακας
(
q r
s t

)
είναι διαγωνιοποιήσιμος.

10.4 Εργαστήριο με Mathematica

Θαβρούμε το χαρακτηριστικό πολυώνυμο, τις ιδιοτιμές, αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα για κάθε
ιδιοτιμή και θα διαγωνιοποιήσουμε τον 3× 3-πίνακα

A =

−3 −4 −47 8 4
−7 −7 −3

.

MatrixForm[A = {{−3,−4,−4}, {7, 8, 4}, {−7,−7,−3}}]MatrixForm[A = {{−3,−4,−4}, {7, 8, 4}, {−7,−7,−3}}]MatrixForm[A = {{−3,−4,−4}, {7, 8, 4}, {−7,−7,−3}}]−3 −4 −47 8 4
−7 −7 −3


Η εντολή CharacteristicPolynomial[A, x]CharacteristicPolynomial[A, x]CharacteristicPolynomial[A, x] υπολογίζει το χαρακτηριστικό πολυώνυμο ενός πί-
νακα A ∈Mn(R).

p = CharacteristicPolynomial[A, x]p = CharacteristicPolynomial[A, x]p = CharacteristicPolynomial[A, x]

−12 + 11x+ 2x2 − x3

Επαληθεύουμε ότι το p είναι το χαρακτηριστικό πολυώνυμο PA(x)=
∣∣A− xI3∣∣ του A:

I3 = IdentityMatrix[3] ; Det[A− x ∗ I3]I3 = IdentityMatrix[3] ; Det[A− x ∗ I3]I3 = IdentityMatrix[3] ; Det[A− x ∗ I3]



324 ΔΙΑΓΩΝΙΟΠΟΙΗΣΗ

−12 + 11x+ 2x2 − x3

Η εντολή Eigenvalues[A]Eigenvalues[A]Eigenvalues[A] μας δίνει τις ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύμου, δηλαδή τις
ιδιοτιμές λ1, . . . , λn ∈ C ενός πίνακα A ∈Mn(R).

Eigenvalues[A]Eigenvalues[A]Eigenvalues[A]

{4,−3, 1}
Επαληθεύουμε χρησιμοποιώντας την εντολήRootsRootsRoots ή την εντολήFactorFactorFactor, τις οποίες συναντήσαμε
στις ενότητες 8.4 και 1.1 αντίστοιχα.

Roots[p == 0, x]Roots[p == 0, x]Roots[p == 0, x]

x == −3 ‖x == 1 ‖x == 4

Factor[p]Factor[p]Factor[p]

−(−4 + x)(−1 + x)(3 + x)

Διαπιστώνουμε ότι PA(x) = −(x− 4)(x + 3)(x− 1), ο A έχει τρεις πραγματικές διακεκρι-
μένες ιδιοτιμές, λ1 = 4, λ2 = −3, λ3 = 1, επομένως διαγωνιοποιείται (γράψαμε τις τρεις
ιδιοτιμές με τη σειρά που μας έδωσε η εντολή Eigenvalues[A]Eigenvalues[A]Eigenvalues[A]).
Η εντολή Eigenvectors[A]Eigenvectors[A]Eigenvectors[A] μας δίνει από ένα ιδιοδιανύσμα v1, v2, v3 ∈ R3 για κάθε ιδιοτιμή
λ1, λ2, λ3 του πίνακα A, με τη σειρά που εμφανίστηκαν οι ιδιοτιμές στην εντολή Eigenval-
ues[A][A][A] και ισχύει A · vi = λi vi, i = 1, 2, 3.

v = Eigenvectors[A]v = Eigenvectors[A]v = Eigenvectors[A]

{{0,−1, 1}, {1,−1, 1}, {−1, 1, 0}}
To v1 = (0,−1, 1) είναι ένα ιδιοδιάνυσμα του πίνακα A που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ1 = 4
και A · v1 = 4 v1, ενώ ο αντίστοιχος ιδιοχώρος είναι ο

VA(4) = null(A− 4I3) = span
{
(0,−1, 1)

}
,

όπως επαληθεύουμε παρακάτω.Όμοια τα v2 = (1,−1, 1), v3 = (−1, 1, 0) είναι ιδιοδιανύσμα-
τα των ιδιοτιμών λ2 = −3 και λ3 = 1 αντίστοιχα και ισχύει A · v2 = −3 v2, A · v3 = v3. Οι
αντίστοιχοι ιδιοχώροι είναι οι VA(−3) = span{v2}, VA(1) = span{v3}.

{v1 = v[[1]], A.v1, 4v1}{v1 = v[[1]], A.v1, 4v1}{v1 = v[[1]], A.v1, 4v1}

{{0,−1, 1}, {0,−4, 4}, {0,−4, 4}}

NullSpace[A− 4I3]NullSpace[A− 4I3]NullSpace[A− 4I3]

{{0,−1, 1}}

Παρατήρηση 10.4.0.1 Έστω ότι o πίνακας A ∈ M3(R) έχει δύο ίσες ιδιοτιμές, για παρά-
δειγμα λ1 = λ2 = λ. Στην περίπτωση που o A είναι διαγωνιοποιήσιμος, τότε η εντολή Eigen-
vectors[A][A][A] δίνει δύο γραμμικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα για την ιδιοτιμή λ. Όταν όμως οA
είναι μη διαγωνιοποιήσιμος, τότε δεν υπάρχουν δύο γραμμικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα
για την ιδιοτιμή λ και το δεύτερο διάνυσμα που δίνει η εντολή είναι το μηδενικό, όπως θα
δούμε παρακάτω. Όμοια λειτουργεί η εντολή όταν δύο ή περισσότερες ιδιοτιμές ενός πίνακα
A ∈Mn(R) είναι ίσες μεταξύ τους.
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Διαγωνιοποίηση πίνακα με το Mathematica

Έστω διαγωνιοποιήσιμος πίνακας A ∈ Mn(R). Ψάχνουμε διαγώνιο πίνακα d και αντι-
στρέψιμο πίνακα P , τέτοιους ώστε A = P dP−1.

• Η εντολή Eigenvalues[A]Eigenvalues[A]Eigenvalues[A] μας δίνει τις πλήθους n ιδιοτιμές του A (όχι απαραίτητα
διαφορετικές μεταξύ τους). Έτσι ο διαγώνιος πίνακας που ψάχνουμε είναι ο

d = DiagonalMatrix[Eigenvalues[A]]d = DiagonalMatrix[Eigenvalues[A]]d = DiagonalMatrix[Eigenvalues[A]].

• Η εντολήEigenvectors[A]Eigenvectors[A]Eigenvectors[A] μας δίνει πλήθους n γραμμικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα
τουA. Ο αντιστρέψιμος πίνακας πουψάχνουμε είναι ο πίνακας συντεταγμένων τους

P = Transpose[Eigenvectors[A]]P = Transpose[Eigenvectors[A]]P = Transpose[Eigenvectors[A]].

Διαγωνιοποιούμε τον πίνακα A που συναντήσαμε παραπάνω:

P = Transpose[Eigenvectors[A]] ;;;P = Transpose[Eigenvectors[A]] ;;;P = Transpose[Eigenvectors[A]] ;;; d = DiagonalMatrix[Eigenvalues[A]] ;;;d = DiagonalMatrix[Eigenvalues[A]] ;;;d = DiagonalMatrix[Eigenvalues[A]] ;;;

{MatrixForm[P ], MatrixForm[d], MatrixForm[P. d . Inverse[P ]]}{MatrixForm[P ], MatrixForm[d], MatrixForm[P. d . Inverse[P ]]}{MatrixForm[P ], MatrixForm[d], MatrixForm[P. d . Inverse[P ]]}
 0 1 −1
−1 −1 1
1 1 0

 ,

 4 0 0
0 −3 0
0 0 1

 ,

 −3 −4 −47 8 4
−7 −7 −3


Υπολογίσαμε τον αντιστρέψιμο πίνακα P , τον διαγώνιο πίνακα d και διαπιστώσαμε ότι το
γινόμενο P dP−1 ισούται με τον πίνακα A.
Με την εντολή DiagonalizableMatrixQ[A]DiagonalizableMatrixQ[A]DiagonalizableMatrixQ[A] μπορούμε να εξετάσουμε αν ένας πίνακας διαγω-
νιοποιείται ή όχι.

DiagonalizableMatrixQ[A]DiagonalizableMatrixQ[A]DiagonalizableMatrixQ[A]

True
Επίσης, η εντολή Eigensystem[A]Eigensystem[A]Eigensystem[A] μας δίνει ταυτόχρονα τη λίστα των ιδιοτιμών και των αντί-
στοιχων ιδιοδιανυσμάτων του A, αντικαθιστά δηλαδή τις δύο εντολές Eigenvalues[A]Eigenvalues[A]Eigenvalues[A] και
Eigenvectors[A]Eigenvectors[A]Eigenvectors[A].

Eigensystem[A]Eigensystem[A]Eigensystem[A]

{{4,−3, 1}, {{0,−1, 1}, {1,−1, 1}, {−1, 1, 0}}}
Υπολογίζουμε τον πίνακα

PA(A) = −A3 + 2A2 + 11A− 12 I3 = −(A− 4 I3)(A+ 3 I3)(A− I3) :

MatrixForm[−A.A.A+ 2A.A+ 11A− 12 I3]MatrixForm[−A.A.A+ 2A.A+ 11A− 12 I3]MatrixForm[−A.A.A+ 2A.A+ 11A− 12 I3] 0 0 0
0 0 0
0 0 0


MatrixForm[(A− 4 I3).(A+ 3 I3).(A− I3)]MatrixForm[(A− 4 I3).(A+ 3 I3).(A− I3)]MatrixForm[(A− 4 I3).(A+ 3 I3).(A− I3)] 0 0 0

0 0 0
0 0 0
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Παρατηρούμε ότι PA(A) = 03 όπως ορίζει το Θεώρημα των Cayley-Hamilton:
Στη συνέχεια θεωρούμε τους 3× 3-πίνακες

B =

−2 10 2
0 4 0
−6 10 6

, M =

 14 −6 −14
−1 5 1
11 −7 −11

.

Θα διαπιστώσουμε ότι οι πίνακες έχουν το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυμο, επομένως και
ίδιες ιδιοτιμές, όμως ο B θα είναι διαγωνιοποιήσιμος, ενώ οM δεν θα είναι.

B={{−2, 10, 2}, {0, 4, 0}, {−6, 10, 6}} ; M={{14,−6,−14}, {−1, 5, 1}, {11,−7,−11}};B={{−2, 10, 2}, {0, 4, 0}, {−6, 10, 6}} ; M={{14,−6,−14}, {−1, 5, 1}, {11,−7,−11}};B={{−2, 10, 2}, {0, 4, 0}, {−6, 10, 6}} ; M={{14,−6,−14}, {−1, 5, 1}, {11,−7,−11}};

{MatrixForm[B], MatrixForm[M ]}{MatrixForm[B], MatrixForm[M ]}{MatrixForm[B], MatrixForm[M ]}
 −2 10 2

0 4 0
−6 10 6

 ,

 14 −6 −14
−1 5 1
11 −7 −11


{pB = CharacteristicPolynomial[B, x], pM = CharacteristicPolynomial[M,x]}{pB = CharacteristicPolynomial[B, x], pM = CharacteristicPolynomial[M,x]}{pB = CharacteristicPolynomial[B, x], pM = CharacteristicPolynomial[M,x]}

{−16x+ 8x2 − x3, −16x+ 8x2 − x3}

Factor[pB]Factor[pB]Factor[pB]

−(−4 + x)2x

{Eigenvalues[B], Eigenvalues[M ]}{Eigenvalues[B], Eigenvalues[M ]}{Eigenvalues[B], Eigenvalues[M ]}

{{4, 4, 0}, {4, 4, 0}}
Οι πίνακες έχουν το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυμο

PB(x) = PM(x) = −x3 + 8x2 − 16x = −x(x− 4)2,
και δύο ίσες ιδιοτιμές, λ1 = λ2 = 4, η τρίτη ιδιοτιμή τους είναι το λ3 = 0. Έτσι, για να είναι
διαγωνιοποιήσιμοι θα πρέπει να υπάρχουν δύο γραμμικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα για
την ιδιοτιμή 4.

{Eigenvectors[B],Eigenvectors[M ]}{Eigenvectors[B],Eigenvectors[M ]}{Eigenvectors[B],Eigenvectors[M ]}

{{{1, 0, 3}, {5, 3, 0}, {1, 0, 1}}, {{2, 1, 1}, {0, 0, 0}, {1, 0, 1}}}
Παρατηρούμε ότι ο πίνακας B διαθέτει δυο γραμμικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα

u1 = (1, 0, 3), u2 = (5, 3, 0)

για τη διπλή ιδιοτιμή 4, επομένως rank(B−4I3) = 1 και οB διαγωνιοποιείται. Ο αντίστοιχος
ιδιοχώρος είναι ο VB(4) = null(B − 4I3) = span{u1, u2}, ένα επίπεδο του R3. Δεν συμβαίνει
όμως το ίδιο για τον πίνακαM . Το (0, 0, 0) εμφανίστηκε στη λίστα διανυσμάτων που έδωσε η
εντολήEigenvectors[M ]Eigenvectors[M ]Eigenvectors[M ]. Δεν υπάρχουν δυο γραμμικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα τουM για
την ιδιοτιμή 4, rank(M − 4I3) 6= 1 και ο πίνακαςM δεν διαγωνιοποιείται, βλ.Παρατήρηση
10.4.0.1. Ο αντίστοιχος ιδιοχώρος είναι ο VM(4) = null(M − 4I3) = span

{
(2, 1, 1)

}
, μία

ευθεία του R3. Επαληθεύουμε:

{DiagonalizableMatrixQ[B], DiagonalizableMatrixQ[M ]}{DiagonalizableMatrixQ[B], DiagonalizableMatrixQ[M ]}{DiagonalizableMatrixQ[B], DiagonalizableMatrixQ[M ]}

{True, False}
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{MatrixRank[B − 4I3], MatrixRank[M − 4I3]}{MatrixRank[B − 4I3], MatrixRank[M − 4I3]}{MatrixRank[B − 4I3], MatrixRank[M − 4I3]}

{1, 2}

{NullSpace[B − 4I3], NullSpace[M − 4I3]}{NullSpace[B − 4I3], NullSpace[M − 4I3]}{NullSpace[B − 4I3], NullSpace[M − 4I3]}

{{{1, 0, 3}, {5, 3, 0}}, {{2, 1, 1}}}
Διαγωνιοποιούμε τον πίνακα B, δηλαδή βρίσκουμε αντιστρέψιμο πίνακα S και διαγώνιο
πίνακα d′ τέτοιους, ώστε B = S d′ S−1 :

S = Transpose[Eigenvectors[B]] ;S = Transpose[Eigenvectors[B]] ;S = Transpose[Eigenvectors[B]] ; d′ = DiagonalMatrix[Eigenvalues[B]] ;d′ = DiagonalMatrix[Eigenvalues[B]] ;d′ = DiagonalMatrix[Eigenvalues[B]] ;

{MatrixForm[S], MatrixForm[d′],MatrixForm[S. d′ . Inverse[S]]}{MatrixForm[S], MatrixForm[d′],MatrixForm[S. d′ . Inverse[S]]}{MatrixForm[S], MatrixForm[d′],MatrixForm[S. d′ . Inverse[S]]}
 1 5 1

0 3 0
3 0 1

 ,

 4 0 0
0 4 0
0 0 0

 ,

 −2 10 2
0 4 0
−6 10 6


Επιβεβαιώνουμε το Θεώρημα των Cayley-Hamilton για τους πίνακεςB καιM . Αφού PB(x) =
PM(x) = −x(x− 4)2, θα πρέπει να ισχύει

B(B − 4I3)
2 = 03, M(M − 4I3)

2 = 03,
όπως βλέπουμε παρακάτω:

{MatrixForm[B.(B − 4I3).(B − 4I3)], MatrixForm[M.(M − 4I3).(M − 4I3)]}{MatrixForm[B.(B − 4I3).(B − 4I3)], MatrixForm[M.(M − 4I3).(M − 4I3)]}{MatrixForm[B.(B − 4I3).(B − 4I3)], MatrixForm[M.(M − 4I3).(M − 4I3)]}
 0 0 0

0 0 0
0 0 0

 ,

 0 0 0
0 0 0
0 0 0


Ο διαγωνιοποιήσιμος πίνακας B ικανοποιεί επιπλέον και τη σχέση

B(B − 4I3) = 03,
σε αντίθεση με τον μη διαγωνιοποιήσιμο πίνακαM , όπουM(M − 4I3) 6= 03,

{MatrixForm[B.(B − 4I3)], MatrixForm[M.(M − 4I3)]}{MatrixForm[B.(B − 4I3)], MatrixForm[M.(M − 4I3)]}{MatrixForm[B.(B − 4I3)], MatrixForm[M.(M − 4I3)]}
 0 0 0

0 0 0
0 0 0

 ,

 −8 8 8
−4 4 4
−4 4 4


Θα δείτε, ότι, η σχέση που ικανοποιεί ο πίνακας B δεν είναι τυχαία και ότι οφείλεται στο ότι
ακριβώς ο πίνακας B είναι διαγωνιοποιήσιμος. Μπορείτε να διαβάσετε, εάν επιθυμείτε να
εντρυφήσετε, για ελάχιστα πολυώνυμα πινάκων [1, Κεφάλαιο 7].

Εξάσκηση με το Mathematica

1. Δίνονται οι πίνακες

A =

4 1 1
1 2 0
2 0 2

, B =

2 −3 3
3 −4 3
3 −3 2

, M =

 3 0 −1
0 2 0
−1 0 3

,

H =

(
0 1
−6 5

)
, K =

(
−3 −15
2 8

)
.
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i) Να υπολογίσετε το χαρακτηριστικό πολυώνυμο, τις ιδιοτιμές και τους αντίστοιχους
ιδιοχώρους των παραπάνω πινάκων. Επίσης, να γράψετε τους πίνακες στη μορφή
PdP−1, όπου P αντιστρέψιμος και d διαγώνιος πίνακας.
ii) Να βρείτε τις ιδιοτιμές και τους αντίστοιχους ιδιοχώρους των πινάκων A, A + I3,
A− I3, A+ 2I3. Τι παρατηρείτε;
iii) Να βρείτε τις ιδιοτιμές και τους αντίστοιχους ιδιοχώρους των πινάκων A, A2, A3.
Τι παρατηρείτε; Να επαναλάβετε και για τους υπόλοιπους πίνακες.
iv)Να βρείτε τις ιδιοτιμές και τους αντίστοιχους ιδιοχώρους των πινάκωνA,A−1,A−2.
Τι παρατηρείτε; Να επαναλάβετε και για τους υπόλοιπους πίνακες.

2. ([1, Άσκηση 6.2.12]) Δίνεται το μοντέλο
xκ+1 = 1.2 xκ− 18 yκ
yκ+1 = 0.005 xκ + 0.55 yκ ,

όπου xκ είναι ο πληθυσμός των ποντικών και yκ ο πληθυσμός των γερακιών μίας πε-
ριοχής, μετά από κ χρόνια. Δίνεται επίσης ότι x0 = 700 και y0 = 14.
i) Να εξετάσετε αν θα επιτευχθεί μία ισορροπία με το πέρασμα του χρόνου, δηλαδή αν
θα σταθεροποιηθούν οι δύο πληθυσμοί.
ii) Οι βιολόγοι σε 5 χρόνια προσπαθούν να αυξήσουν τον πληθυσμό των γερακιών και
προσθέτουν 1000 ποντικούς. Να βρείτε τον πληθυσμό των γερακιών σε 10 χρόνια από
τώρα.
iii)Μετά από 10 χρόνια ελαττώνεται ξαφνικά ο συντελεστής επιβίωσης των γερακιών
από το 0.55 στο 0.50. Οι βιολόγοι έχουν σημάνει συναγερμό και προσπαθούν να βρούν
αν αυτό σημαίνει ότι θα εξαφανιστεί ο πληθυσμός των γερακιών. Να εξετάσετε αν
αληθεύουν οι ανησυχίες των βιολόγων.

10.5 Ασκήσεις

Λυμένες Ασκήσεις

10.5.1 Έστω

A =

5 −5 4
4 −4 4
3 −3 4

 ∈M3(R).

Να βρεθεί πίνακας N ∈M3(R), τέτοιος ώστε N2 = A.
Λύση. Στο Παράδειγμα 10.3.2.1.i είδαμε ότι ο A έχει τρεις διακεκριμένες ιδιοτιμές
0, 1, 4 και είναι διαγωνιοποιήσιμος:

A = PDP−1, όπου D =

0 0 0
0 1 0
0 0 4

, P =

1 −1 1
1 0 1
0 1 1

.

Παρατηρούμε ότι αν ∆ είναι ένας από τους παρακάτω τέσσερις πίνακες ∆i

∆1 =

0 0 0
0 1 0
0 0 2

 , ∆2 =

0 0 0
0 −1 0
0 0 −2

 , ∆3 =

0 0 0
0 −1 0
0 0 2

 , ∆4 =

0 0 0
0 1 0
0 0 −2

 ,

τότε
D = ∆2 και

(
P∆P−1

)2
= P∆P−1P∆P−1 = P∆2P−1 = PDP−1 = A .
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Επομένως, ο πίνακας Ni = P∆iP
−1 έχει την επιθυμητή ιδιότητα. Μένει να βρούμε

τον πίνακα P−1 και να κάνουμε τους υπολογισμούς. Για τον P−1 χρησιμοποιούμε τον
αλγόριθμο του Gauss.

[
P I3

]
=

 1 −1 1 1 0 0
1 0 1 0 1 0
0 1 1 0 0 1

 −→
 1 −1 1 1 0 0

0 1 0 −1 1 0
0 1 1 0 0 1

 −→
−→

 1 0 1 0 1 0
0 1 0 −1 1 0
0 0 1 1 −1 1

 −→
 1 0 0 −1 2 −1

0 1 0 −1 1 0
0 0 1 1 −1 1

 =
[
I3 P−1

]
.

Κατά συνέπεια,

N1=

1 −1 1
1 0 1
0 1 1

0 0 0
0 1 0
0 0 2

−1 2−1
−1 1 0
1−1 1

=

3 −3 2
2 −2 2
1 −1 2

,

N2=P

0 0 0
0 −1 0
0 0 −2

P−1= −N1,

N3 = P

0 0 0
0−1 0
0 0 2

P−1 =

1 −1 2
2 −2 2
3 −3 2

, N4 = P

0 0 0
0 1 0
0 0−2

P−1= −N3. 2

10.5.2 Έστω αντιστρέψιμος πίνακας A ∈ Mn(R) τέτοιος, ώστε ο A + A−1 να είναι μη αντι-
στρέψιμος πίνακας. Να αποδείξετε ότι ο A δεν διαγωνιοποιείται.
Λύση. Έστω αντίθετα ότι υπάρχει αντιστρέψιμος πίνακας P ∈ Mn(R) και διαγώνιος
D = diag(λ1, . . . , λn) ∈ Mn(R) τέτοιοι, ώστε A = PDP−1. Αφού ο A είναι αντιστρέ-
ψιμος, έχουμε λi 6= 0, 1 ≤ i ≤ n (βλ. Πρόταση 10.3.0.2.ii) και

A+ A−1 = PDP−1 +
(
PDP−1

)−1
= PDP−1 + PD−1P−1 = P (D +D−1)P−1,

όπου

D +D−1 =

λ1 · · · 0
...
. . .

...
0 · · · λn

+


1
λ1
· · · 0

...
. . .

...
0 · · · 1

λn

 =


λ2
1+1

λ1
· · · 0

...
. . .

...

0 · · · λ2
n+1
λn

.

Ο πίνακας A+ A−1 είναι μη αντιστρέψιμος, άρα∣∣A+ A−1
∣∣ = 0 ⇒

∣∣P ∣∣ ∣∣D +D−1
∣∣ 1∣∣P ∣∣ = 0 ⇒ λ21 + 1

λ1
· · · λ

2
n + 1

λn
= 0 ⇒

⇒ λ2j + 1 = 0, για κάποιο j ∈ {1, . . . , n},
το οποίο είναι άτοπο, γιατί λj ∈ R. Έτσι ο A δεν διαγωνιοποιείται. 2

10.5.3 i) Να βρείτε τις πιθανές ιδιοτιμές ενός πίνακαA∈Mn(R) για τον οποίο ισχύειA2 =
2A.

ii) Να προσδιορίσετε όλους τους 2×2-πίνακες A ∈M2(R) για τους οποίους ισχύει
A2 = 2A.
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Λύση. i) Έστω λ ∈ R μία ιδιοτιμή του πίνακα A. Τότε υπάρχει v = (x1, . . . , xn) ∈ Rn,
v 6= 0Rn , τέτοιο, ώστε

A

x1...
xn

 = λ

x1...
xn

 . (10.5.1)

Έχουμε

(10.5.1)⇒ AA

x1...
xn

 = A
(
λ

x1...
xn

) A2=2A
====⇒ 2A

x1...
xn

 = λ
(
A

x1...
xn

) (10.5.1)
====⇒

⇒ 2λ

x1...
xn

 = λ2

x1...
xn

 ⇒ (2λ− λ2)

x1...
xn

 =

0...
0

 v ̸=0Rn====⇒ λ(2− λ) = 0.

Έτσι οι πιθανές ιδιοτιμές του A είναι οι λ = 0, λ = 2. Μάλιστα, όλα τα παραπάνω
ισχύουν ακόμα και αν υποθέσουμε ότι A∈Mn(C), λ ∈ C, v ∈ Cn. Οι μόνες ιδιοτιμές
που μπορεί να έχει ένας πίνακας που ικανοποιεί τη σχέση A2 = 2A είναι το 0 και το 2.
ii) Για τον πίνακα A∈M2(R), με A2 = 2A διακρίνουμε τις παρακάτω περιπτώσεις:

• Ο A έχει δύο ίσες ιδιοτιμές λ1 = λ2 = 0. Τότε το 2 δεν είναι ιδιοτιμή του A,
επομένως

PA(2) =
∣∣A− 2I2

∣∣ 6= 0 ⇒ ∃ (A− 2I2)
−1.

Έτσι,
A2 − 2A = 02 ⇒ A(A− 2I2)(A− 2I2)

−1 = 02(A− 2I2)
−1 ⇒ A = 02.

• Ο A έχει δύο ίσες ιδιοτιμές λ1 = λ2 = 2. Όμοια με προηγουμένως συμπεραίνουμε
ότι A = 2I2.

• Ο A έχει δύο διακεκριμένες ιδιοτιμές λ1 = 0, λ2 = 2. Τότε ο A διαγωνιοποιείται,
δηλαδή υπάρχει αντιστρέψιμος πίνακας

P =

(
a b
c d

)
, a, b, c, d ∈ R,

∣∣P ∣∣ = ad− bc 6= 0,

τέτοιος, ώστε

A=P

(
0 0
0 2

)
P−1 =

1∣∣P ∣∣
(
a b
c d

)(
0 0
0 2

)(
d −b
−c a

)
=

1

ad− bc

(
−2bc 2ab
−2cd 2ad

)
. 2

10.5.4 Έστω ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυμο ενός πίνακα A ∈M2(R) είναι το
PA(x) = x2 − 3x+ 2.

Να αποδείξεται ότι ο πίνακας A ικανοποιεί τη σχέση
A2 − 3A+ 2I2 = 02.

Λύση. Έχουμε PA(x) = (x− 1)(x− 2), έτσι ο πίνακας A έχει δύο διακεκριμένες ιδιο-
τιμές, λ1 = 1, λ2 = 2 και είναι διαγωνιοποιήσιμος, υπάρχει αντιστρέψιμος πίνακας
P ∈ M2(R) τέτοιος, ώστε A = PDP−1, όπου D = diag(1, 2). Αφού A2 = PD2P−1,
έχουμε

A2 − 3A+ 2I2 = PD2P−1 − 3PDP−1 + 2PI2P
−1 = P (D2 − 3D + 2I2)P

−1 =

= P
((12 0

0 22

)
− 3

(
1 0
0 2

)
+ 2

(
1 0
0 1

))
P−1 = P

(
0 0
0 0

)
P−1 =

(
0 0
0 0

)
. 2
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Ασκήσεις για Εξάσκηση

10.5.1 Να αποδείξετε την Πρόταση 10.2.0.3.

10.5.2 Έστω A,B ∈Mn(R). Αν ο πίνακας A είναι αντιστρέψιμος, να αποδείξετε ότι οι πίνα-
κες AB και BA έχουν το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυμο.

10.5.3 Έστω λ ∈ R μία ιδιοτιμή του πίνακα A ∈ Mn(R) και µ ∈ R. Να αποδείξετε ότι το
λ + µ είναι μία ιδιοτιμή του πίνακα A + µIn και ότι οι αντίστοιχοι ιδιοχώροι των δύο
πινάκων είναι ίσοι, VA(λ) = VA+µIn(λ+ µ).

10.5.4 Αν το λ = 3 είναι μία ιδιοτιμή του πίνακα A ∈ Mn(R), να βρείτε μία ιδιοτιμή του
πίνακα A3 − 4A2 + 5A− In.

10.5.5 Να αποδείξετε ότι κάθε πίνακας A ∈ Mn(R) γράφεται ως άθροισμα δύο αντιστρέψι-
μων πινάκων.

10.5.6 Να βρείτε τις πιθανές ιδιοτιμές του A ∈Mn(C), αν για τον πίνακα A ισχύει
i) A2 = A, ii) A2 = In, iii) A2 − 5A+ 6In = 0n.

10.5.7 Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδικός πίνακας A ∈M2(R) που ικανοποιεί τις σχέσεις
A · v = v, A · u = 5 u,

όπου v = (2, 1), u = (3, 2) ∈ R2. Να βρείτε τον πίνακα A.

10.5.8 Να βρείτε τον πίνακα A ∈ M3(R) με ιδιοτιμές λ = 2, λ = −1, αν οι αντίστοιχοι
ιδιοχώροι του είναι οι

VA(2) =
{
(x, y, z) ∈ R3 : y + z = 0

}
, VA(−1) = span

{
(−1, 0, 1)

}
.

10.5.9 Να βρείτε το χαρακτηριστικό πολυώνυμο, τις ιδιοτιμές και τους ιδιοχώρους των παρα-
κάτω πινάκων

A1 =

(
0 1
−6 5

)
, A2 =

(
−3−15
2 8

)
, A3 =

3 1 1
1 1 0
2 0 1

, A4 =

−1 1 1
1−1 1
1 1−1

,

A5 =

2 0 1
0 3 0
1 0 2

, A6 =

 3 0−1
0 2 0
−1 0 3

, A7 =

2−3 3
3−4 3
3−3 2

.

Να γράψετε καθέναν από τους πίνακες αυτούς στη μορφήPDP−1, όπουP αντιστρέψιμος
και D διαγώνιος πίνακας.

10.5.10 Να αποδείξετε ότι οι πίνακες

A =

−4 −3 6
0 −1 0
−3 −3 5

 , B =

−4 −1 6
0 −1 0
−3 −2 5

 ∈M3(R)

έχουν το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυμο, αλλά ο A είναι διαγωνιοποιήσιμος, ενώ ο B
είναι μη διαγωνιοποιήσιμος πίνακας.

10.5.11 Έστω

A =

−4 −3 6
0 −1 0
−3 −3 5

 ∈M3(R).
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i) Να υπολογίσετε τους ιδιοχώρους του A και να βρείτε αντιστρέψιμο πίνακα P ∈
M3(R) τέτοιον, ώστε ο πίνακας P−1AP να είναι διαγώνιος.
ii) Να βρείτε το ίχνος, την ορίζουσα και τις ιδιοτιμές του πίνακαM = A5 − 2A−5.

10.5.12 Να υπολογίσετε τον πίνακα A4, αν το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του πίνακα A ∈
M3(R) είναι το PA(x) = −x3 − x2 − x− 1.

10.5.13 Να υπολογίσετε τον πίνακα An, n ∈ Z, όπου

A =

(
5 −2
6 −2

)
.

10.5.14 Να βρεθεί πίνακας N ∈M3(R) τέτοιος, ώστε N2 = A, όπου

A =

2 1 1
1 2 1
1 1 2

.

10.5.15 Να βρείτε τον γενικό όρο της ακολουθίας Fibonacci, που δίνεται από τον αναδρομικό
τύπο

an+2 = an+1 + an, n ≥ 0, a0 = 0, a1 = 1.
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ





ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΚΑΙ ΥΠΟΔΕΙΞΕΙΣ ΕΠΙΛΕΓΜΕΝΩΝ
ΑΣΚΗΣΕΩΝ

Απαντήσεις και Υποδείξεις για Κεφάλαιο 1

1.2.13 (σελ. 11):
Σύμφωνα με την άσκηση, η σιδηροτροχιά έχει σχήμα τόξου κύκλου. Αφού το μήκος του τόξου
ενός κύκλου με ακτίνα R και κεντρική γωνία θ (μετρημένη σε ακτίνια) είναι R · θ, συμπεραί-
νουμε ότι R · θ = 1001. Για να διευκολύνουμε τη μελέτη μας, ας περιστρέψουμε τον κύκλο,
έτσι ώστε η κεντρική γωνία να διχοτομείται από τον οριζόντιο άξονα και ας ονομάσουμε a
το ήμισυ της κεντρικής γωνίας, όπως στο επόμενο σχήμα.

hR·cosx

500 = R·Sinx R

x

R·x = 500.5

Έχουμε ότι R · a = 500.5. Η πλευρά του τριγώνου απέναντι από τη γωνία a έχει μήκος
R · sin a και είναι ακριβώς το μισό του μήκους της ευθύγραμμης σιδηροτροχιάς. Επομένως,
έχουμε ότι R · sin a = 500, Συμπεραίνουμε ότι

a

sin a = 1.001 ⇔ a

sin a − 1.001 = 0.

Με άλλα λόγια, το a είναι ρίζα της συνάρτησης

f(x) =
x

sinx − 1.001 .
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Βρίσκουμε προσεγγιστικά μία ρίζα της συνάρτησης f(x) ως εξής: κάνουμε τη γραφική πα-
ράσταση Cf της συνάρτησης f(x) με την εντολή Plot[ f(x), {x,a1, a2a1, a2a1, a2}] πειραματιζόμενοι και
διαλέγοντας κάποιες αρχικές τιμές a1, a2, προσπαθώντας πάντα να βρούμε το σημείο τομής
της παράστασης Cf με τον οριζόντιο άξονα. Μικραίνοντας διαδοχικά το διάστημμα [a1, a2],
βλέπουμε ότι η Cf τέμνει τον οριζόντιο άξονα κοντά στο σημείο με τετμημένη 0.0775. Έτσι,
το a ' 0.0775 είναι προσεγγιστική ρίζα της f(x). Επομένως, R ' 500.5/0.0775 και κατά
συνέπεια

h ' R−R cos 0.0775 ' 19.38 .

Απαντήσεις και Υποδείξεις για Κεφάλαιο 2

2.4.1 (σελ. 33): Θέτουμε z = a+ bi, a.b ∈ R, b 6= ±a.
2.4.2 (σελ. 33): Ακολουθήστε την ίδια μεθοδολογία όπως στη λυμένη άσκηση 2.4.3. Θα

βρείτε z = 0, 1, −1, i, −i.
2.4.3 (σελ. 34): Γράψτε (1± i)20 =

[
(1± i)2

]10.
2.4.5 (σελ. 34): Χρησιμοποιήστε τις ιδιότητες της Πρότασης 2.2.0.2.
2.4.6 (σελ. 34): z ∈ iR.
2.4.7 (σελ. 34): Βλ. Πρόταση 2.2.0.2.ii.
2.4.8 (σελ. 34): Βλ. Πρόταση 2.2.0.2.xi.

Απαντήσεις και Υποδείξεις για Κεφάλαιο 3

3.7.1 (σελ. 65): w = 1/2− i
√
3/2.

3.7.2 (σελ. 65): z12 = −1, z26 =
√
3/2 + i/2.

3.7.3 (σελ. 65): z1 = 3 + 2i, z2 = 2 + i.
3.7.3 (σελ. 65): z = −4 ή z = ±2 + 2i

√
3.

3.7.4 (σελ. 65): P (X) = (3X − 2)(X2 + 4X + 5).
3.7.5 (σελ. 66): z = ±i ή z = ±2i.
3.7.6 (σελ. 66): P (X) = (X − 1)2(X2 + 2X + 5).
3.7.7 (σελ. 66): Ισχύει 1 + ζ + ζ2 = 0, θα βρείτε A = 4.

Απαντήσεις και Υποδείξεις για Κεφάλαιο 4

4.5.1 (σελ. 104): α)
(
9 20
24 37

)
, β)

 3
10
4

, γ)


5 2 3 7
10 4 6 14

20 8 12 28

, δ) 02, ε) 03.

4.5.2 (σελ. 105): Για παράδειγμα A = E11 =


1 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0

, B =


0 0 · · · 0
∗ ∗ · · · ∗
...

...
. . .

...
∗ ∗ · · · ∗

,

όπου ∗ είναι τυχαίο στοιχείο του K.
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4.5.3 (σελ. 105): i) AB =
[
12
]
, BA =

6 4 2
9 6 3
0 0 0

, ii) AB = 02, BA =

(
6 −3
12 −6

)
,

iii) AB =

 3 −16 3
16 2 14
−7 −29 −3

, BA =

 3 −20−9
22 −2 8
15−13 1

, iv) AB =

 3 −16
16 2
−7 −29

, δεν ορίζεται

το γινόμενο BA.

4.5.4 (σελ. 105): i)

−1 1 0
1 0 1
0 2 2

, ii) 03, iii)

 2 −1 1
−1 3 2
2 4 6

.

4.5.5 (σελ. 105): Ο X ικανοποιεί τη σχέση X2 = I2. Θα βρείτε (a, b) = (1,−1) ή (a, b) =
(−1, 1).

4.5.6 (σελ. 105): i) A−1 = A, B−1 = B. ii) Αν ∃ (A − B)−1, τότε A − B = 03, το οποίο

δεν ισχύει. iii) (A+B)−1 = 1/4(A+B). iv) (A+B)(A− B) =

 8 −8 8
−2 2 −2
−10 10−10

 6= 03.

4.5.7 (σελ. 105): Ισχύει AT = A, BT = B. Να δείξετε ότιMT =M , γιαM = A+B, A−
B, κA, κA+ λB, ABA, Am.

4.5.8 (σελ. 105): (AB)T = AB ⇔ BA = AB.
4.5.9 (σελ. 105): A,A3 αντισυμμετρικοί, A2, A4 συμμετρικοί πίνακες.
4.5.11 (σελ. 106): ii) ∀M ∈ GLn(K) ισχύει

(
M−1)T =

(
MT

)−1 και (−M)−1 = −M−1.
Για τον αντισυμμετρικό A ισχύει επιπλέον AT = −A. Έτσι

(
A−1

)T
=
(
AT
)−1

= (−A)−1 =
−A−1.

4.5.13 (σελ. 106): Να δείξετε ότι B2 = I3. B1000 = I3, B1111 = B.
4.5.14 (σελ. 106): i) A−1 = A. ii) 6I2 + 5A.

iii) X = A−1B = AB =

(
a −1

1− a 1

)
, Y = BA−1 = BA =

(
1 1

a− 1 a

)
.

4.5.15 (σελ. 106): A−1 =
(

1 −1
−1 2

)
, X =

(
1−1
0 1

)
, Y =

(
1 −1
−1 1

)
, Z =

(
4 1
1 3

)
.

4.5.16 (σελ. 106): i) Να δείξετε ότι A4 = I2. ii) Δουλέψτε όπως στο Παράδειγμα 4.2.2.7.
iii) A2023 = A4·505+3 = A3, A−2023 = A4·(−506)+1 = A.

4.5.17 (σελ. 106): Να δείξετε ότι A2022 = I2, A2019 = −I2, επομένως
(4.5.4) ⇔ (x2 − x− 2) I2 = 02 ⇔ x2 − x− 2 = 0 ⇔ x = −1 ή x = 2.
4.5.18 (σελ. 106): Χρησιμοποιώντας τη μέθοδο της μαθηματικής επαγωγής, να αποδείξετε

ότι Am =

(
1 m
0 1

)
, Bm =

1 m m
0 1 1
0 0 0

.

4.5.19 (σελ. 106): Έστω A =
(
aij
)
, B =

(
bij
)
, AB =

(
cij
)
. Έχουμε

A,B άνω τριγωνικοί ⇔ apq = bpq = 0, για κάθε p > q.
Αρκεί να δείξουμε ότι cst = 0, για κάθε s > t ≥ 1. Πράγματι,

cst =
n∑

k=1

askbkt =
t∑

k=1

askbkt +
n∑

k=t+1

askbkt =
t∑

k=1

0 bkt +
n∑

k=t+1

ask 0 = 0.

4.5.20 (σελ. 107): Δουλέψτε όπως στο Παράδειγμα 4.3.0.3.i, A−1 = A+ 2In,
B−1 = −2

3
B2 − 4

3
B +

2

3
In.

4.5.21 (σελ. 107): AT = 2A⇒
(
AT
)T

= 2AT = 2 · 2A⇒ A = 4A⇒ 3A = 0n ⇒ A = 0n.
4.5.22 (σελ. 107): Έστω A =

(
aij
)
, B =

(
bij
)
. Από τις ιδιότητες (iii), (iv) της Πρότασης
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2.2.0.2, έχουμε
(

n∑
κ=1

aiκbκj

)
=

n∑
κ=1

(aiκbκj) =
n∑

κ=1

aiκbκj , επομένως (A · B) = A · B.

Επίσης, αν ∃A−1, τότε A ·
(
A−1

)
=
(
A−1

)
· A = In = In. Έτσι ο A είναι αντιστρέψιμος, με(

A
)−1

=
(
A−1

)
.

4.5.23 (σελ. 107): Να αποδείξετε ότι X =
(
A−1

)T
+ A−1 + 3

(
A−1

)T
A−1, επομένως

XT = X .

Απαντήσεις και Υποδείξεις για Κεφάλαιο 5

5.7.1 (σελ. 145): rank(A) = 3, rank(B) = rank(C) = 4. Και οι τρεις πίνακες είναι αντιστρέ-
ψιμοι.

5.7.2 (σελ. 145): i) R = Q = I3,

ii) R=

1 2 0−5
0 0 1 2
0 0 0 0

, Q=


1 0 −4
0 1 11
0 0 0
0 0 0

, iii) R=


1 0 6 0 0
0 1 3 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

, Q=


1 0 0 0 1
0 1 0 0 1
0 0 1 0 1
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

.

5.7.3 (σελ. 145): i) R =


1 0 3 0−1
0 1 2 0−2
0 0 0 1−1
0 0 0 0 0

, ii) R =


1 0 2 0 2
0 1 3 0−1
0 0 0 1 1
0 0 0 0 0

.
Και για τις δύο περιπτώσεις της άσκησης, ο πίνακας E δεν ορίζεται μονοσήμαντα.
Καλείσθε να επαληθεύσετε τη σχέση EA = R.

5.7.4 (σελ. 145): A−1 =

1 0 0
0 1/c 0
0 0 1

1 0 0
0 1 −b
0 0 1

1 0 −a
0 1 0
0 0 1

.

5.7.5 (σελ. 145): A−1=
[
3/2 −1/2
−2 1

]
, B−1=

 1 1 −1
−1/3 −1/3 2/3
−5/3 −2/3 4/3

, C−1=

1 0 0 0
1 1 0 0
1 1 1 0
1 1 1 1

.
5.7.6 (σελ. 146): A−1 =

−1−1 3
0 1−1
1 0−1

,

X1 =

 5
−1
−2

, X2 =

2 1−2
1−1 0
1−1 1

, X3 =

0 0−1
0 1−1
1 0 4

, X4 =

 3 4 −6
−1−4 10
−6 0 10

.

Απαντήσεις και Υποδείξεις για Κεφάλαιο 6

6.7.1 (σελ. 182): |A| = −2, |B| = 3 + 3i, |M | = 90, |N | = −72.
6.7.2 (σελ. 182): Δουλέψτε όπως στη Λυμένη Άσκηση 6.7.2.
6.7.3 (σελ. 182): Nα δουλέψετε όμοια με τη Λυμένη Άσκηση 6.7.3.
6.7.5 (σελ. 183): Nα δουλέψετε όμοια με τη Λυμένη Άσκηση 6.7.4.
6.7.6 (σελ. 183): Παρατηρήστε ότι ο A είναι αντισυμμετρικός 5 × 5-πίνακας, επομένως,

det(A) = 0, βλ.Παράδειγμα 6.2.0.4.ii.
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6.7.7 (σελ. 183): Να δείξετε ότι det(A) = 0, βλ.Παράδειγμα 6.2.0.4.ii.
6.7.8 (σελ. 183): x = −2, 1 4.
6.7.9 (σελ. 183): det(M) = −(x− 2)(x2 − 2x+ 5).

6.7.10 (σελ. 183): A−1 = 1

17
B, B−1 =

1

17
A, C−1 =


17−17

2
−51

4
51
4

0 17
2
−17

4
−51

4

0 0 17
2
−17

2

0 0 0 17

.

6.7.11 (σελ. 183): Nα δουλέψετε όμοια με το Παράδειγμα 6.5.0.2.iii. Θα βρείτε

det(A) = (2a+ 1)(1− a)2, A−1 =
1

(2a+ 1)(1− a)

a+ 1 −a −a
−a a+ 1 −a
−a −a a+ a

.

6.7.12 (σελ. 184): |A| = 2, έτσι |adj(A)| = 23 (βλ.Λυμένη Άσκηση 6.7.9) και(
adj(A)

)−1
=

1

2
A.

Απαντήσεις και Υποδείξεις για Κεφάλαιο 7

7.8.1 (σελ. 220): i)
{
(−3z, 2z, z) : z ∈ R

}
, ii) ασύμβατο, iii)

{
(−3z, 1+2z, z) : z ∈ R

}
.

7.8.2 (σελ. 221): i) null(A1) =
{
(x, 0, 0) : x ∈ R

}
, null(A2) =

{
(0, y, 0) : y ∈ R

}
,

null(A3)=
{
(0, 0, z) : z ∈ R

}
. ii) Και στις τρεις περιπτώσεις πρέπει −5a+2b+c=0.

7.8.3 (σελ. 221): A

 1
−1
2

 =

00
0

 ⇔ a = −1

5
, b = −3

5
, c =

7

5
.

7.8.4 (σελ. 221): AX = B ασύμβατο,
{
(2 − z, 1 − 2z, z) : z ∈ R

}
το σύνολο λύσεων

τουATX = B.
7.8.5 (σελ. 221): null(A) =

{
x3 · (−1/5, 2/5, 1, 0, 0) + x4 · (−1, 1, 0, 1, 0) : x3, x4 ∈ R

}
,{

(1, 0, 0, 0, 1) + (ν1, . . . , ν5) : (ν1, . . . , ν5)∈null(A)
}
το σύνολο λύσεων του συστήματος.

7.8.6 (σελ. 221): Ax = B συμβατό⇔ a = −2, τότε το σύνολο λύσεων του AX = B είναι
το{
(−5 + 3κ, −3 + 2κ, 5− κ, κ) : κ ∈ R}.
7.8.7 (σελ. 221): i) (x1, x2, x3) =

( 2

7
,
37

7
,
18

7

)
, ii) (x1, x2, x3, x4) = (1, 3, −3, 1).

7.8.8 (σελ. 221): Αν µ 6= 0, 1, 2 το σύστημα έχει μοναδική λύση, τη μηδενική.
Για µ = 0, 1, 2 το σύνολο λύσεων του συστήματος είναι αντίστοιχα το{
(0, y, 0) : y ∈ R

}
,
{
(0, −z/2, z) : z ∈ R

}
,
{
(−4y, y, 0) : y ∈ R

}
.

7.8.9 (σελ. 221): ΈστωA ο πίνακας συντελεστών του συστήματος, det(A) = (κ−1)(λ−1).
• κ 6= 1, λ 6= 1, µ ∈ R : null(A) =

{
(0, 0, 0)

}
.

• κ = 1, λ 6= 1, µ ∈ R : null(A) =
{( µ− λ

λ− 1
z,

1− µ
λ− 1

z, z
)
: z ∈ R

}
.

• κ = 1, λ = 1, µ 6= 1 : null(A) =
{
(−y, y, 0) : y ∈ R

}
.

• κ = 1, λ = 1, µ = 1 : null(A) =
{
(−y − z, y, z) : y, z ∈ R

}
.

• κ 6= 1, λ = 1, µ ∈ R : null(A) =
{
(−y, y, 0) : y ∈ R

}
.

7.8.10 (σελ. 222): i) • λ 6= 1, 3 μοναδική λύση (x1, x2, x3) =
( λ+ 2

λ− 1
, − 4

λ− 1
,

5

λ− 1

)
.

• λ = 1 ασύμβατο. • λ = 3 άπειρες λύσεις
{
(x3, 3− 2x3, x3) : x3 ∈ R

}
.

ii) • λ 6= 0, ±2 μοναδική λύση (x1, x2, x3) =
( 1

λ− 2
, −λ+ 3

λ− 2
, −λ+ 2

λ− 2

)
.

• λ = 0 άπειρες λύσεις
{
(1− 3x3/2, 1 + x3/2, x3) : x3 ∈ R

}
.
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• λ = 2 ασύμβατο. • λ = −2 άπειρες λύσεις
{
(−x2, x2, 0) : x2 ∈ R

}
.

7.8.11 (σελ. 222): • λ 6= 8, µ ∈ R : μοναδική λύση. • λ = 8, µ = 0 : άπειρες λύσεις.
• λ = 8, µ 6= 0 : ασύμβατο.
7.8.12 (σελ. 222): ΈστωA ο πίνακας συντελεστών του συστήματος, det(A) = (µ−1)(λ−6).

• µ 6= 1, λ 6= 6, κ ∈ R : μοναδική λύση.
• µ = 1, λ ∈ R, κ 6= −2/3 : ασύμβατο. • µ = 1, λ ∈ R, κ = −2/3 : άπειρες λύσεις.
• µ 6= 1, λ = 6, κ 6= −2/3 : ασύμβατο. • µ 6= 1, λ = 6, κ = −2/3 : άπειρες λύσεις.

7.8.13 (σελ. 222): Έστω A ο πίνακας συντελεστών του συστήματος,
det(A) = (µ− λ)(λ− 1)(µ− 1).
• µ 6= 1, λ 6= 1, µ 6= λ : μοναδική λύση,
(x, y, z) =

( (µ−2)(λ−2)
(λ−1)(µ−1)

,
µ−2

(µ−λ)(λ−1)
,

2−λ
(µ−λ)(µ−1)

)
.

• µ = 1, λ 6= 2 : ασύμβατο. • µ = 1, λ = 2 : άπειρες λύσεις
{
(−z, 1, z) : z ∈ R

}
.

• λ = 1, µ 6= 2 : ασύμβατο. • λ = 1, µ = 2 : άπειρες λύσεις
{
(−y, y, 1) : y ∈ R

}
.

• µ = λ 6= 2 : ασύμβατο. • µ = λ = 2 : άπειρες λύσεις
{
(0z, 1− z, z) : z ∈ R

}
.

7.8.14 (σελ. 222): Πρέπει
∣∣∣∣2− λ −3

1 −2− λ

∣∣∣∣ = 0 ⇔ λ = 1 ή λ = −1.

Το σύνολο λύσεων είναι •
{
(3y, y) : y ∈ R

}
, αν λ = 1 •

{
(y, y) : y ∈ R

}
, αν λ = −1.

7.8.15 (σελ. 222): Τότε το ομογενές σύστημα
[
3− λ −a
a −1− λ

] [
x
y

]
=

[
0
0

]
έχει μη μηδενική

λύση ⇔
∣∣∣∣3− λ −a
a −1− λ

∣∣∣∣ = 0 ⇔ λ2 − 2λ+ (a2 − 3) = 0.
Αφού υπάρχει λ ∈ R που επαληθεύει τη δευτεροβάθμια εξίσωση που προέκυψε, πρέπει
∆ ≥ 0 ⇔ −2 ≤ a ≤ 2.

7.8.16 (σελ. 222): −3a+ b+ 2c+ d = 0.
7.8.17 (σελ. 223): Όχι. Αν θέσουμε A =

[
x y
z w

]
, προκύπτει ένα 4× 4-γραμμικό σύστημα

MX = B, όπουX =
[
x y z w

]T, με det(M) = 0, έτσι το σύστημα δεν έχει μοναδική λύση,
δεν υπάρχει μοναδικός πίνακας A.

7.8.18 (σελ. 223): Προκύπτει ομογενές 4 × 4-γραμμικό σύστημαMX = 04×1, όπου X =[
x y z w

]T. Για να έχει το σύστημα μη μηδενική λύση πρέπει
det(M) = 0 ⇔ a+ d = 0 ή ac− bd = det(A) = 0.

7.8.19 (σελ. 223): Έστω x1, x2, x3, x4 το πλήθος των φοιτητών που επέλεξαν να εξετα-
στούν σε 1, 2, 3, 4 μαθήματα αντίστοιχα. Λύνοντας το σύστημα των εξισώσεων
x1 + x2 + x3 + x4 = 100, x1 + x4 = 50, 1 · x1 + 2 · x2 + 3 · x3 + 4 · x4 = 4 · 70,
βρίσκουμε x2 = −80 + 3x4. Όμως 0 ≤ x2 ≤ 50, άρα 80/3 ≤ x4 ≤ 130/3. Έτσι 27 ≤ x4 ≤ 43,
αφού x4 ∈ N.

7.8.20 (σελ. 223): i) f(x) = −3− 2x− x2. ii) g(x) = 2− x2 + x3.

Απαντήσεις και Υποδείξεις για Κεφάλαιο 8

8.5.1 (σελ. 261): Για a = 1 ισχύει 5v1+4v2−v3 = 0R3 . Για a = 4 ισχύει 5v1+v2−v3 = 0R3 .
8.5.3 (σελ. 261): a 6= b, a 6= −2, b 6= −2.
8.5.4 (σελ. 261): 3x+ 2y − 5z = 3.
8.5.5 (σελ. 261): Υπάρχουν άπειρα επίπεδα του R3 με εξίσωση της μορφής

(−γ − 2δ/3) x+ (−γ − δ) y + γ z = δ, γ, δ ∈ R, γ2 + δ2 6= 0,
που περιέχουν την ευθεία AB. Αν θέσουμε για παράδειγμα γ = −5 και δ = 3, βρίσκουμε το
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επίπεδο της προηγούμενης άσκησης.
8.5.6 (σελ. 261): i)Οι ευθείες σχηματίζουν τρίγωνο. ii)Οι ευθείες διέρχονται από το ίδιο

σημείο.
8.5.7 (σελ. 261): i) Τέμνονται σε μία ευθεία. ii) Τέμνονται ανά δύο σε τρεις παράλληλες

ευθείες. iii) Το p5 τέμνει τα παράλληλα επίπεδα p1, p4 σχηματίζοντας δύο παράλληλες ευ-
θείες. iv) Έχουν ένα κοινό σημείο.

Απαντήσεις και Υποδείξεις για Κεφάλαιο 9

9.5.1 (σελ. 293): Εργαστείτε όπως στο Παράδειγμα 9.1.0.4.
9.5.2 (σελ. 293): KerfA = span

{
(1,−1, 1)

}
, ImfA = span

{
(1, 0, 0), (2, 1, 2)

}
,

KerfB = span
{
(2,−1, 1)

}
, ImfB = span

{
(1, 1, 1), (4, 5, 7)

}
.

9.5.3 (σελ. 293): A =
1

2

(
1 3
3 1

)
.

9.5.4 (σελ. 293): fA(a−b+2c, b−c, −a+b−c) = (a, b, c),
f −1A (a, b, c) = (a−b+2c, b−c, −a+b−c).

9.5.5 (σελ. 294): i)
∣∣A∣∣ = 2 6= 0. ii) v1 =

(1
2
,
1

2
,−1

2

)
, v2 =

(
− 1

2
,
1

2
,
1

2

)
, v3 =

(1
2
,−1

2
,
1

2

)
.

iii) f −1A = fA−1 είναι η γραμμική συνάρτηση που ορίζει ο πίνακας
A−1 =

[
f −1A (e1)|f −1A (e2)|f −1A (e3)

]
=
[
v1|v2|v3

]
.

9.5.6 (σελ. 294): KerfA =
{
(x, y) ∈ R2 : 2x+3y = 0

}
= span

{
(−3, 2)

}
,

ImfA = span
{
(1, 2)

}
=
{
(x, y) ∈ R2 : y = 2x

}
, fA(ε) = ImfA, fA(ζ) =

{
(2, 4)

}
.

9.5.7 (σελ. 294): i) KerfA = span
{
(−3, 2, 1)

}
. ii) a+b−c=0. iii) (x, y, z) = (1, 1, 0) + η,

η ∈ KerfA. iv) fA(p) = span
{
(2, 3, 5), (2, 1, 3)

}
=
{
(x, y, z) ∈ R3 : x+y−z=0

}
= ImfA,

fA(q) =
{
(1, 1, 2) + κ (0, 1, 1) : κ ∈ R

}
. v) fA(y′y) = span

{
(1, 2, 3)

}
, η τομή των

επιπέδων είναι η ευθεία ε :
{
(0, 1, 0) + z (−3, 2, 1) : z ∈ R

}
, με fA(ε) =

{
(1, 2, 3)

}
.

9.5.8 (σελ. 294): ii) KerfA = span
{
(2, 1, 1)

}
6=
{
(0, 0, 0)

}
, ImfA = R2.

iii) fA(p)=R2, fA(q)=
{
(−3,−9) + κ (1,−2) : κ∈R

}
=
{
(x, y)∈R2 : 2x+y=−15

}
.

iv) fA(ε1) = span
{
(−2, 5)

}
=
{
(x, y) ∈ R2 : −5x+2y = 0

}
, fA(ε2) =

{
(−4, 7)

}
.

9.5.9 (σελ. 294): Είναι οι γραμμικές συναρτήσεις φ 2π
3
, φ− 2π

3
: R2 → R2 που ορίζουν

αντίστοιχα οι πίνακες A 2π
3
=

1

2

(
−1 −

√
3√

3 −1

)
, A− 2π

3
=

1

2

(
−1

√
3

−
√
3 −1

)
.

9.5.10 (σελ. 294): H προβολή και ο αντικατοπτρισμός στην ευθεία ε είναι οι γραμμικές
συναρτήσεις pε, φε : R2 → R2 που ορίζουν αντίστοιχα οι πίνακες
Pε =

1

5

(
1 −2
−2 4

)
, Aε =

1

5

(
−3 −4
−4 3

)
, έτσι M ′(− 9

5
,
18

5

)
, M ′′(− 23

5
,
11

5

)
.

9.5.11 (σελ. 295): Οι ζητούμενες είναι οι γραμμικές συναρτήσεις του R2 που ορίζουν οι
πίνακες i) AζPε =

1

52

(
3 4
4 −3

)(
1 2
2 4

)
=

1

25

(
11 22
−2 −4

)
, ii) PεAζ =

1

25

(
11 −2
22 −4

)
.

Απαντήσεις και Υποδείξεις για Κεφάλαιο 10

10.5.1 (σελ. 330): Αποδεικνύουμε την πρόταση επαγωγικά ως προς s. Η πρόταση ισχύει για
s = 1, αφού το ιδιοδιάνυσμα v1 είναι μη μηδενικό, οπότε είναι γραμμικά ανεξάρτητο. Υπο-
θέτουμε ότι η πρόταση ισχύει για s − 1 ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν σε διακεκριμένες
ιδιοτιμές, θα αποδείξουμε ότι ισχύει για s. Έστω κ1, . . . , κs ∈ R, με
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κ1 v1 + · · ·+ κs vs = 0Rn , (1)
τότε
fA(κ1 v1 + · · ·+ κs vs) = fA(0Rn) ⇒ κ1 fA(v1) + · · ·+ κs fA(vs) = 0Rn ,
επομένως
κ1λ1 v1 + · · ·+ κsλs vs = 0Rn . (2)
Πολλαπλασιάζουμε τη σχέση (1) επί λs και την αφαιρούμε από τη (2), έτσι
κ1(λ1 − λs) v1 + · · ·+ κs−1(λs−1 − λs) vs−1 = 0Rn .
Από την υπόθεση της μαθηματικής επαγωγής, τα v1, . . . , vs−1 είναι γραμμικά ανεξάρτητα,
άρα
κ1(λ1 − λs) = · · · = κs−1(λs−1 − λs) = 0

λj ̸=λs
=====⇒
1≤ j < s

κ1 = · · · = κs−1 = 0.
και η σχέση (2) γίνεται
κs vs = 0Rn

vs ̸=0Rn====⇒ κs = 0.
Επομένως, τα v1, . . . , vs είναι γραμμικά ανεξάρτητα.

10.5.2 (σελ. 331):AB = A(BA)A−1, οι πίνακεςAB καιBA είναι όμοιοι, επομένως, έχουν
τo ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυμο.

10.5.3 (σελ. 331): Εργαστείτε όπως στο Παράδειγμα 10.2.0.5.iii.
10.5.4 (σελ. 331): Εργαστείτε όπως στο Παράδειγμα 10.2.0.5.vi, το 33−4 ·32+5 ·3−1 = 5

είναι μία ιδιοτιμή του πίνακα A3 − 4A2 + 5A− In.
10.5.5 (σελ. 331): Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο PA(x) =

∣∣A− xIn∣∣ έχει το πολύ n πραγ-
ματικές ρίζες. Έστω κ ∈ R, κ 6= 0, τέτοιο, ώστε PA(κ) =

∣∣A− κIn∣∣ 6= 0. Ο πίνακας A− κIn
είναι αντιστρέψιμος και A = (A− κIn) + κIn.

10.5.6 (σελ. 331): Εργαστείτε όπως στη Λυμένη Άσκηση 10.5.3. Αν λ είναι μία ιδιοτιμή
του πίνακα A, τότε i) λ = 0 ή λ = 1, ii) λ = ±1, iii) λ = 2 ή λ = 3.

10.5.7 (σελ. 331): Τα v, u είναι ιδιοδιανύσματα του A που αντιστοιχούν στις ιδιοτιμές
λ1 = 1, λ2 = 5, έτσι
A =

[
v|u
](1 0

0 5

)[
v|u
]−1

=

(
−11 24
−8 17

)
.

10.5.8 (σελ. 331): VA(2) = span
{
(1, 0, 0), (0,−1, 1)

}
, τα v1 = (1, 0, 0), v2 = (0,−1, 1),

v3 = (−1, 0, 1) είναι γραμμικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα του πίνακα A που αντιστοιχούν
στις ιδιοτιμές 2, 2,−1 και

A =
[
v1|v2|v3

]2 0 0
0 2 0
0 0−1

[v1|v2|v3]−1 =
2 3 3
0 2 0
0−3−1

.

10.5.9 (σελ. 331): VA1(2) = span
{
(1, 2)

}
, VA1(3) = span

{
(1, 3)

}
,

VA2(2) = span
{
(−3, 1)

}
, VA2(3) = span

{
(−5, 2)

}
,

VA3(0) = span
{
(−1, 1, 2)

}
, VA3(1) = span

{
(0,−1, 1)

}
, VA3(4) = span

{
(3, 1, 2)

}
,

VA4(−2) = span
{
(−1, 1, 0), (−1, 0, 1)

}
, VA4(1) = span

{
(1, 1, 1)

}
,

VA5(3) = span
{
(1, 0, 1), (0, 1, 0)

}
, VA5(1) = span

{
(−1, 0, 1)

}
,

VA6(2) = span
{
(1, 0, 1), (0, 1, 0)

}
, VA6(4) = span

{
(−1, 0, 1)

}
,

VA7(−1) = span
{
(1, 1, 0), (−1, 0, 1)

}
, VA7(2) = span

{
(1, 1, 1)

}
,

10.5.10 (σελ. 331): PA(x) = PB(x) = −(x + 1)2(x − 2), όμως rank(A + I3) = 1,
rank(B + I3) = 2.

10.5.11 (σελ. 332): i) VA(−1) = span
{
(−1, 1, 0), (2, 0, 1)

}
, VA(2) = span

{
(1, 0, 1)

}
,

A = PDP−1, με

D =

−1 0 0
0−1 0
0 0 2

, P =

−1 2 1
1 0 0
0 1 1

.

ii)M = PD5P−1 − 2PD−5P−1 = P (D5 − 2D−5)P−1. ΟM είναι όμοιος με τον πίνακα
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D5 − 2D−5 =

−1 0 0
0−1 0
0 0 32

− 2

−1 0 0
0 −1 0
0 0 1/32

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 511/16

.

Έτσι οM έχει το ίδιο ίχνος, την ίδια ορίζουσα και τις ίδιες ιδιοτιμές με τον πίνακαD5−2D−5.
10.5.12 (σελ. 332): PA(x) = −(x+1)(x2+1). Αν θεωρήσουμε τονAως πίνακα τουM3(C),

τότε έχει τρεις διακεκριμένες ιδιοτιμές, −1, i,−i, επομένως είναι διαγωνιοποιήσιμος, υπάρ-
χει αντιστρέψιμος P ∈M3(C) τέτοιος, ώστε
A = P diag(−1, i,−i)P−1 ⇒ A4 = P diag

(
(−1)4, (i)4, (−i)4

)
P−1 = PI3P

−1 = I3.

10.5.13 (σελ. 332): A =

(
2 1
3 2

)(
2 0
0 1

)(
2 1
3 2

)−1
, An =

(
−3 + 4 · 2n 2− 2 · 2n
−6 + 6 · 2n 4− 3 · 2n

)
.

10.5.14 (σελ. 332): A=

−1−1 1
1 0 1
0 1 1

1 0 0
0 1 0
0 0 4

−1−1 1
1 0 1
0 1 1

−1,
N=

−1−1 1
1 0 1
0 1 1

±1 0 0
0 ±1 0
0 0 ±2

−1−1 1
1 0 1
0 1 1

−1.
10.5.15 (σελ. 332): an =

1√
5

(
φn −

(
− 1

φ

)n)
, όπου φ =

1 +
√
5

2
.
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Αλγόριθμος επίλυσης γραμμικών
συστημάτων, 192

Αλγόριθμος εύρεσης Ιδιοτιμών και
Ιδιοχώρων πίνακα, 301

Αλγόριθμος του Gauss, 117
Θεμελιώδες Θεώρημα της Άλγεβρας, 55
Θεώρημα Cayley-Hamilton, 308, 326
Θεώρημα De Moivre, 46
Μέθοδος Gauss για την εύρεση

αντίστροφου, 125
Φασματικό Θεώρημα, 314
άθροισμα πινάκων, 72
άνω τριγωνικός πίνακας, 70
ίσοι πίνακες, 69
ίχνος πίνακα, 69
αδύνατο σύστημα, 187
αλγεβρική πολλαπλότητα ρίζας

πολυωνύμου, 55
ανάστροφος πίνακα, 71
αναλλοίωτο σύνολο, 304
αντίθετος πίνακα, 71
αντίστροφος πίνακας, 79
αντιστρέψιμος πίνακας, 79
αντισυμμετρικός πίνακας, 71
αριστερόστροφη περιστροφή, 268
ασύμβατο σύστημα, 187
βαθμίδα πίνακα, 122
βαθμωτός πολλαπλασιασμός αριθμού με

πίνακα, 83
βαθμωτός πολλαπλασιασμός σε

διανυσματικό χώρο, 226
γενική γραμμική ομάδα, 86
γινόμενο αριθμού με πίνακα, 83
γραμμικά ανεξάρτητο σύνολο, 126, 228
γραμμικά ανεξάρτητοι πίνακες, 132
γραμμικά εξαρτημένο σύνολο, 126, 228
γραμμική θήκη, 231
γραμμική συνάρτηση, 267
γραμμική συνάρτηση που ορίζει πίνακας,

263
γραμμικό σύστημα, 186
γραμμικός συνδυασμός, 126, 228
γραμμοπράξεις, 110
δέλτα του Kronecker, 71
διαγωνιοποιήσιμος πίνακας, 311
διαγώνιος πίνακας, 70
διανυσματική ακτίνα, 17
διανυσματικός χώρος, 226
διανύσματα, 226
δυνάμεις τετραγωνικού πίνακα, 81
εικόνα γραμμικής συνάρτησης, 275
εικόνα μιγαδικού στο μιγαδικό επίπεδο,

17
ελάσσων πίνακας, 148
ελαττωμένη κλιμακωτή μορφή γραμμών

πίνακα, 122
επαυξημένος πίνακας συστήματος, 186
ιδιοδιάνυσμα, 297
ιδιοτιμή, 297
ιδιοχώρος, 298
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κάτω τριγωνικός πίνακας, 70
κέντρο τουMn(K), 103
καθοδηγητική μονάδα, 116
κανονική βάση, 229, 230
κανόνας του παραλληλογράμμου, 235
κανόνας του Sarrus, 149
κύρια διαγώνιος πίνακα, 69
κύρια ρίζα της μονάδας, 53
λύση συστήματος, 187
μέτρο μιγαδικού αριθμού, 20
μηδενική λύση ομογενούς συστήματος,

189
μηδενικός πίνακας, 69
μηδενοχώρος πίνακα, 189
μοναδιαίος πίνακας, 70
ομογενές γραμμικό σύστημα, 186
ορίζουσα του Vandermode, 170
ορθογώνιος πίνακας, 182
πίνακας, 68
πίνακας γραμμή, 69
πίνακας μονάδα, 84
πίνακας σε ελαττωμένη κλιμακωτή μορφή

γραμμών πίνακα, 116
πίνακας σε κλιμακωτή μορφή γραμμών,

116
πίνακας στήλη, 69
πίνακας σταθερών όρων συστήματος, 186
πίνακας συντελεστών συστήματος, 186
πίνακας συντεταγμένων, 229, 230
πολυωνυμική καμπύλη, 205
πραγματικό μέρος μιγαδικού αριθμού, 17
πραγματικός άξονας, 17
προβολή σε ευθεία, 271
προσαρτημένος πίνακα, 166
πρωταρχική ρίζα της μονάδας, 53
πρωτεύον όρισμα μιγαδικού, 38
πρόσθεση σε διανυσματικό χώρο, 226
πυρήνας γραμμικής συνάρτησης, 273

ρίζα πολυωνύμου, 55
ρίζες μιγαδικού, 48
σκαλινός πολλαπλασιασμός, 83
σκαλινός πολλαπλασιασμός σε

διανυσματικό χώρο, 226
στοιχεία πίνακα, 68
στοιχειώδεις πράξεις γραμμών πίνακα,

110
στοιχειώδεις πράξεις στηλών, 116
στοιχειώδης πίνακας τύπου 1, 111
στοιχειώδης πίνακας τύπου 2, 111
στοιχειώδης πίνακας τύπου 3, 111
συζυγής μιγαδικού, 22
συζυγής πίνακας, 70
συμβατό σύστημα, 187
συμμετρικός πίνακας, 71
συμπαράγοντας, 150
συνήθης βάση, 230
συντελεστής, 126, 228
σχέση γραμμικής εξάρτησης, 126, 228
σώμα των μιγαδικών αριθμών, 15
ταυτοδύναμος πίνακας, 97
ταυτότητα του Euler, 48
τετραγωνικός πίνακας, 69
τετριμμένος γραμμικός συνδυασμός, 126,

228
τριγωνική ανισότητα, 25
τριγωνομετρική μορφή μιγαδικού, 41
υποορίζουσα, 163
υποπίνακας, 94
φανταστική μονάδα, 17
φανταστικοί αριθμοί, 17
φανταστικό μέρος μιγαδικού αριθμού, 17
φανταστικός άξονας, 17
φορέας, 234
χαρακτηριστικό πολυώνυμο, 298
όμοιοι πίνακες, 88
όρισμα μιγαδικού, 38
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(aij), πίνακας με στοιχεία aij , 68
0n, μηδενικός n× n-πίνακας, 69
0n×m, μηδενικός n×m-πίνακας, 69
0Rn , το μηδενικό στοιχείο του Rn, 226
[v], ο πίνακας συντεταγμένων του v ∈ Rn,

226, 230
Γi, i-γραμμή του πίνακα A, 68
m∏
i=1

ai, γινόμενο των a1, . . . , am, 170

Γi → λΓi, 110
Γi → Γi + κΓj , 110
Γi ↔ Γj , 110
δij , δέλτα του Kronecker, 71
Σj , j-στήλη του πίνακα A, 68
m∑
k=1

xi, άθροισμα των x1, . . . , xm, 74

A
A(i, B), ο πίνακας που προκύπτει από τον

A αν αντικαταστήσουμε την
i-στήλη του A με τη στήλη B, 198

A, συζυγής πίνακας του A, 70
A−1, αντίστροφος του πίνακα A, 79
AT , ανάστροφος του πίνακα A, 71
Aij , συμπαράγοντας του aij , 150
adj(A), προσαρτημένος του πίνακα A, 166
Arg(z), πρωτεύον όρισμα του μιγαδικού z,

38
arg(z), όρισμα του μιγαδικού z, 38
A · v, το στοιχείο w με [w] = A[v], 263

C
C, το σώμα των μιγαδικών αριθμών, 15,

16

D
detA, ορίζουσα του πίνακα A, 147
diag(d11, d22, . . . , dnn), διαγώνιος

πίνακας, 70

E
Ei+κ·j , στοιχειώδης πίνακας τύπου 1, 111
Eκ·i, στοιχειώδης πίνακας τύπου 3, 111
Eij , πίνακας μονάδα, 84
Ei↔j , στοιχειώδης πίνακας τύπου 2, 111

F
f(S), εικόνα του S μέσω της f , 275
fA, η γραμμική συνάρτηση που ορίζει ο

πίνακας A, 263

G
GLn(K), το σύνολο των αντιστρέψιμων

n× n-πινάκων με στοιχεία από το
σώμα K, 86

I
i, φανταστική μονάδα, 17
In, μοναδιαίος n× n-πίνακας, 70
idS , ταυτοτική συνάρτηση, 226
Im(z), φανταστικό μέρος μιγαδικού

αριθμού z, 17
Imf , εικόνα της f , 275
iR, σύνολο των φανταστικών αριθμών, 17
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K
Km, το σύνολο των διατεταγμένων

m-άδων με στοιχεία από το K,
187, 189

Kerf , πυρήνας της f , 273

M
M(z), εικόνα του z ∈ C στο μιγαδικό

επίπεδο, 17
Mij(A), ο (i, j)-ελάσσων πίνακας του A,

148
Mn(K), το σύνολο των τετραγωνικών

n× n-πινάκων με στοιχεία από το
σύνολο K, 69

Mn×m(K), το σύνολο των n×m-πινάκων
με στοιχεία από το σύνολο K, 68

N
null(A), μηδενοχώρος του πίνακα A, 189

O−→
OA, διάνυσμα, 233

P
PA(x), χαρακτηριστικό πολυώνυμο του

πίνακα A, 298

R
Rn, 226
rank(A), βαθμίδα του πίνακα A, 122
Re(z), πραγματικό μέρος μιγαδικού

αριθμού z, 17

S
spanX , γραμμική θήκη του συνόλου X ,

231

T
Tr(A), ίχνος του πίνακα A, 69

V
VA(λ), ιδιοχώρος του πίνακα A για την

ιδιοτιμή λ, 298

Z
z, συζυγής του μιγαδικού z, 22



 



Η ύλη που καλύπτεται στο βιβλίο περιλαμβάνει τους μιγαδικούς 
αριθμούς, με έμφαση στη γεωμετρική αναπαράσταση, τις ιδιότητές 
τους, με εκτεταμένη αναφορά στις ρίζες της μονάδας και στο 
Θεμελιώδες Θεώρημα της Άλγεβρας. Ακολουθεί κεφάλαιο 
αφιερωμένο στην άλγεβρα των πινάκων, ενώ στη συνέχεια 
εξετάζονται η μέθοδος απαλοιφής του Gauss και οι εφαρμογές της. 
Ξεχωριστό κεφάλαιο ασχολείται με τη μελέτη των ιδιοτήτων των 
οριζουσών των τετραγωνικών πινάκων, ενώ ακολουθεί κεφάλαιο 
για την επίλυση των γραμμικών συστημάτων. Οι διανυσματικοί 
χώροι Rn  μελετώνται με έμφαση στον R2 και στον R3 και δίνονται 
προσεκτικά οι ορισμοί των ευθειών και των επιπέδων στον Rn. Οι 
λύσεις των γραμμικών συστημάτων ερμηνεύονται στον R2 και στον 
R3, με έμφαση πάντα στη γεωμετρική εποπτεία. Ακολουθούν το 
κεφάλαιο των γραμμικών συναρτήσεων και τέλος το κεφάλαιο των 
ιδιοδιανυσμάτων, των ιδιοτιμών και της διαγωνιοποίησης πίνακα. 
Το σύγγραμμα ενσωματώνει τη χρήση του Mathematica σε 
ξεχωριστή ενότητα σε κάθε κεφάλαιο. Επιπλέον, σε κάθε κεφάλαιο 
υπάρχει ξεχωριστή ενότητα με πληθώρα λυμένων ασκήσεων, ενώ 
στο Παράρτημα δίνονται εκτεταμένες υποδείξεις για τις ασκήσεις. 
Η βιβλιογραφία στο τέλος κάθε κεφαλαίου μπορεί να 
χρησιμοποιηθεί για την εμβάθυνση των εννοιών. Στο τέλος του 
συγγράμματος έχει προστεθεί ευρετήριο όρων και συμβολισμών. 
Με αυτόν τον τρόπο, ο/η αναγνώστης/-ρια μπορεί να ανατρέχει σε 
ορισμούς και να διευκρινίζει έννοιες. 
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