1.
Στον παρακάτω πίνακα έχουμε μια μελέτη για τη σχέση χρήσης ασπιρίνης και εμφράγματος του μυοκαρδίου:
	
	ΕΜΦΡΑΓΜΑ

	ΓΚΡΟΥΠ
	ΝΑΙ
	ΟΧΙ

	PLACEBO
	189
	10845

	ΑΣΠΙΡΙΝΗ
	104
	10933



Να ελέγξετε αν το ποσοστό των ασθενών που υποφέρουν από έμφραγμα και παίρνουν placebo είναι ίδιο με το ποσοστό των ασθενών που υποφέρουν από έμφραγμα και παίρνουν ασπιρίνη.





Να κατασκευάσετε διάστημα εμπιστοσύνης 95%.

ΛΥΣΗ
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Για να ελεγχθεί η παραπάνω υπόθεση αρκεί να ελέγξουμε τη διαφορά αυτών των ποσοστών, δηλαδή:
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Για να ελέγξουμε τη μηδενική υπόθεση υπάρχουν 2 τρόποι:


α.
Να υπολογίσω το λόγο 
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 και να τον συγκρίνω με την κρίσιμη τιμή.

β.
Να κατασκευάσω διάστημα εμπιστοσύνης και να ελέγξω αν περιέχεται η τιμή 0 σε αυτό.
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, άρα απορρίπτουμε τη μηδενική υπόθεση.
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Παρατηρούμε ότι το διάστημα εμπιστοσύνης δεν περιέχει την τιμή 0, οπότε όπως και προηγουμένως απορρίπτουμε τη μηδενική μας υπόθεση. Επίσης αφού περιέχει θετικές τιμές συμπεραίνουμε ότι 
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 δηλαδή η πιθανότητα κάποιος ασθενής να παρουσιάσει έμφραγμα του μυοκαρδίου δεδομένου ότι λαμβάνει placebo είναι μικρότερη από την πιθανότητα να παρουσιάσει έμφραγμα του μυοκαρδίου δεδομένου ότι λαμβάνει ασπιρίνη.

2.
Να βρεθεί ο σχετικός κίνδυνος (relative risk) και ο λόγος odds των ασθενών του παραπάνω πίνακα.

ΛΥΣΗ
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Ερμηνεία





Το ποσοστό των ασθενών που υποφέρουν από έμφραγμα και παίρνουν placebo είναι 1,82 φορές μεγαλύτερο από το ποσοστό των ασθενών που υποφέρουν από έμφραγμα και παίρνουν ασπιρίνη.
Ισχύει ότι ο λόγος των odds (θ) δίνεται από τη σχέση:
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Άρα 
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Ερμηνεία

Το odds εμφράγματος αυτών που παίρνουν placebo είναι ίσο με 1,83 φορές το odds εμφράγματος αυτών που παίρνουν ασπιρίνη. Δηλαδή το odds είναι 83% υψηλότερο για το placebo γκρουπ.

3.
Να ελεγχθεί η υπόθεση ανεξαρτησίας γκρουπ και εμφράγματος και να κατασκευασθεί διάστημα εμπιστοσύνης 95%.




ΛΥΣΗ




Αρκεί να ελέγξω την υπόθεση:
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δηλαδή αν ο λόγος των μεταβλητών θ=1 έχουμε ανεξαρτησία των μεταβλητών. Χρησιμοποιώ τη σχέση:
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Επειδή αυτή η τιμή είναι πολύ ακραία απορρίπτουμε τη μηδενική μας υπόθεση. 
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. Κρίνεται σκόπιμο να προβαίνουμε πάντα σε αντιλογαρίθμηση για να έχει νόημα η συμπερασματολογία μας. Άρα με αντιλογαριθμηση το παραπάνω διάστημα γίνεται 
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Άρα, αφού το διάστημα εμπιστοσύνης δεν περιέχει την τιμή 1 τα odds είναι διαφορετικά για τα δύο γκρουπ. Μπορούμε να πούμε ότι το odds εμφράγματος των ασθενών που λαμβάνουν placebo είναι κατ ελάχιστο 44% υψηλότερο από τους ασθενείς που λαμβάνουν ασπιρίνη. Τα άκρα του διαστήματος δεν ισαπέχουν από την εκτίμηση θ=1,83 γιατί η κατανομή του θ είναι ασύμμετρη.
ΣΗΜΕΙΑ ΙΔΙΑΙΤΕΡΗΣ ΠΡΟΣΟΧΗΣ
· Χρησιμοποιώ λογάριθμο γιατί η κατανομή της εκτιμήτριας (θ) είναι εξαιρετικά ασύμμετρη εκτός εάν το δείγμα είναι, μεγάλο.

· Ο λόγος που κάνω αντιλογαρίθμιση είναι γιατί η συμπερασματολογία γίνεται για τον λόγο odds και όχι για το λογάριθμο odds.
· Αφού αντιλογαριθμήσω για να ελέγξω αν ισχύει ή όχι η μηδενική υπόθεση δεν κοιτάω αν στο διάστημα εμπιστοσύνης περιέχεται η τιμή 0 αλλά η τιμή 1, διότι exp(x) = c είναι ισοδύναμο log(c) = x και exp(0)=1 αντιστοιχεί στο log(1) = 0.
· Σχέση μεταξύ relative risk και odds ratio 
Αποδεικνύεται ότι ισχύει: Odds ratio = relative risk x 
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, διότι odds ratio = 
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 και relative risk = 
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 όπου 
[image: image20.wmf]12

,

pp

 τα ποσοστά των γραμμών σε ένα πίνακα συνάφειας 2Χ2. Σημασία έχει ότι όταν αυτά τα δύο ποσοστά είναι κοντά στο 0 το κλάσμα 
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 προσεγγίζει τη μονάδα και τα Odds ratio και relative risk παίρνουν παρόμοιες τιμές.

4.
Στον επόμενο πίνακα βρίσκονται στοιχεία ατυχημάτων το 1988 στην πολιτεία της Φλόριδας. 

α.
Προσδιορίστε την εξαρτημένη μεταβλητή.


β.
Να βρείτε και να ερμηνεύσετε τη διαφορά ποσοστών, το σχετικό κίνδυνο και το λόγο odds και να ελέγξετε τη σχέση ζώνη ασφαλείας - μοιραίο ατύχημα.

γ.
Να εξηγήσετε γιατί ο λόγος odds και ο σχετικός κίνδυνος είναι προσεγγιστικά ίσοι.

	
	ΑΤΥΧΗΜΑ

	ΖΩΝΗ ΑΣΦΑΛΕΙΑΣ
	ΜΟΙΡΑΙΟ
	ΟΧΙ ΜΟΙΡΑΙΟ

	ΟΧΙ
	1601
	162527

	ΝΑΙ
	510
	412368


ΛΥΣΗ
	
	ΑΤΥΧΗΜΑ

	ΖΩΝΗ ΑΣΦΑΛΕΙΑΣ
	ΜΟΙΡΑΙΟ
	ΟΧΙ ΜΟΙΡΑΙΟ
	

	ΟΧΙ
	1601
	162527
	164128

	ΝΑΙ
	510
	412368
	412878


α.
Η εξαρτημένη μεταβλητή είναι το ΑΤΥΧΗΜΑ.

β.
ΔΙΑΦΟΡΑ ΠΟΣΟΣΤΩΝ
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Ελέγχω την υπόθεση
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Βρίσκω, 
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Άρα σε επίπεδο εμπιστοσύνης 5%, 
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. Άρα απορρίπτω τη μηδενική μου υπόθεση και συμπεραίνω ότι η διαφορά σε μοιραίο ατύχημα όσων δεν φορούν και όσων φορούν ζώνη ασφαλείας είναι στατιστικά σημαντική και μάλιστα θετική αφού 
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Ο σχετικός κίνδυνος είναι: 
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. Δηλαδή , η αναλογία για μοιραίο ατύχημα όσων ανήκουν στην κατηγορία "ΟΧΙ ΖΩΝΗ" είναι 7,89 φορές μεγαλύτερος από όσους ανήκουν στην κατηγορία "ΝΑΙ ΖΩΝΗ".
ODDS RATIO
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Δηλαδή, το odds μοιραίο ατύχημα αυτών που δεν φοράνε ζώνη είναι ίσο με 7,96 φορές το odds μοιραίο ατύχημα αυτών που φοράνε ζώνη. 
γ.
Το ποσοστό μοιραίων ατυχημάτων είναι κοντά στο μηδέν για κάθε γραμμή και για αυτό το odds ratio είναι παρόμοιο με το relative risk.

5.
Σε μια μελέτη στις ΗΠΑ εκτιμήθηκε ότι το ετήσιο ποσοστό όπου γυναίκα ανω των 35 να πεθάνει από καρκίνο των πνευμόνων  είναι ίσο με 0,001304 για γυναίκα καπνίστρια και 0,000121 για γυναίκα όχι καπνίστρια.


α.
Βρείτε και ερμηνεύστε τη διαφορά των ποσοστών και το σχετικό κίνδυνο. Ποιο μέτρο είναι περίσσότερο πληροφοριακό;


β.
Βρείτε και ερμηνεύστε το odds ratio. Εξηγήστε γιατί ο σχετικός κίνδυνος και το odds ratio έχουν παρόμοιες τιμές.

ΛΥΣΗ




α.
Η διαφορά ποσοστών δίνεται από τη σχέση:
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Ο σχετικός κίνδυνος από τη σχέση:
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Προφανώς το πιο πληροφοριακό μέτρο είναι ο σχετικός κίνδυνος διότι η διαφορά των ποσοστών είναι κοντά στο 0 δείχνοντας μάλλον ότι δεν υπάρχει σχέση.
β.
Για να βρούμε το odds ratio θα χρησιμοποιήσουμε τη σχέση:

Odds ratio = relative risk x 
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, Odds ratio = 
[image: image33.wmf]10,000121

10,77*10,789

10,001304

-

=

-



Η ερμηνεία παρόμοια όπως και στα υπόλοιπα, δηλαδή το οdds ratio γυναικών που πεθαίνουν από καρκίνο των πνευμόνων και καπνίζουν είναι 10,789 φορές το το οdds ratio γυναικών που πεθαίνουν από καρκίνο των πνευμόνων και δεν καπνίζουν.

Το ποσοστό γυναικών που πεθαίνουν από καρκίνο των πνευμόνων (καπνιζόντων και μη καπνιζόντων)είναι κοντά στο μηδέν για κάθε γραμμή και για αυτό το odds ratio είναι παρόμοιο με το relative risk.

6.
Σε ένα άρθρο του Newsweek από τα στατιστικά του FBI υποστηριζόταν ότι από τους μαύρους δολοφονημένους το 94% έγιναν από μαύρους δολοφόνους και από τους λευκούς δολοφονημένους το 83% έγιναν από λευκούς δολοφόνους. Αν Υ = το χρώμα του θύματος και Χ = το χρώμα του δολοφόνου σε ποια δεσμευμένη κατανομή αναφέρονται τα στατιστικά, Υ|Χ ή Χ|Υ; Ποια επιπρόσθετη πληροφορία χρειάζόμαστε για να εκτιμήσουμε την πιθανότητα ότι το θύμα είναι λευκός δεδομένου ότι ο δολοφόνος είναι λευκός;βρείτε και ερμηνεύστε το odds ratio.
ΛΥΣΗ
Η δεσμευμένη κατανομή είναι Χ|Υ.
Χρησιμοποιώντας τον τύπο του Bayes έχουμε ότι:
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Άρα δεν πρέπει να ξέρω τις δύο πιθανότητες 
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Το odds ratio είναι:
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 διότι 
	
	ΘΥΤΗΣ (Υ)

	ΘΥΜΑ (Χ)
	ΜΑΥΡΟΣ
	ΛΕΥΚΟΣ
	

	ΜΑΥΡΟΣ
	0,94
	0,17
	

	ΛΕΥΚΟΣ
	0,06
	0,83
	


Το οdds ratio μαύρων θυμάτων που δολοφονούνται από μαύρους είναι 76,49 φορές το οdds ratio λευκών θυμάτων που δολοφονούνται από μαύρους.
7.
Ο παρακάτω πίνακας αφορά δεδομένα βάσει των οποίων 141 υποκείμενα έχουν ταξινομηθεί σύμφωνα με τον τύπο και τη θέση νεοπλάσματος. Υπάρχουν 3 τύποι και 3 θέσεις.

α.
Υπολογίστε τον αναμενόμενο αριθμό ασθενών σε καθένα από τα κελιά του πίνακα.


β.
Υπολογίστε τη στατιστική συνάρτηση χ2. 


γ.
Να ελεγχθεί αν υπάρχει σχέση μεταξύ του τύπου του νεοπλάσματος και της θέσης αυτού στον ασθενή σε επίπεδο εμπιστοσύνης 5% και 1%.

	
	
	ΤΥΠΟΣ
	

	
	
	Α
	Β
	C
	

	ΘΕΣΗ
	Ι
	23
	9
	6
	38

	
	ΙΙ
	21
	4
	3
	28

	
	ΙΙΙ
	34
	24
	17
	75

	
	
	78
	37
	26
	141


ΛΥΣΗ



α.
Προκειμένου να υπολογίσουμε τον αναμενόμενο αριθμό σε κάθε κελλί χρησιμοποιούμε τη σχέση: 
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Άρα ο παραπάνω πίνακας γίνεται:

	
	
	ΤΥΠΟΣ
	

	
	
	Α
	Β
	C
	

	ΘΕΣΗ
	Ι
	21,02
	9,97
	7,01
	38

	
	ΙΙ
	15,49
	7,35
	5,16
	28

	
	ΙΙΙ
	41,49
	19,68
	13,83
	75

	
	
	78
	37
	26
	141


β.
Για να υπολογίσουμε τη στατιστική 
[image: image39.wmf]2

c

 χρησιμοποιούμε τη σχέση
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γ.
Θα ελέγξουμε την υπόθεση:
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 Δεν υπάρχει σχέση μεταξύ τύπου νεοπλάσματος και θέσης.
Από τους πίνακες της κατανομής Χ2 έχω ότι 
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. Τις τιμές αυτές τις συγκρίνω με την τιμή 7,84 της ελεγχοσυνάρτησης και διαπιστώνω και στις δύο περιπτώσεις (5%, 1%) ότι δεν απορρίπτω την μηδενική μου υπόθεση. Οι βαθμοί ελευθερίας βρίσκονται από τη σχέση 
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=2*2=4, όπου I,J οι γραμμές και οι στήλες του πίνακα.
8.
Στον επόμενο πίνακα έχουν ταξινομηθεί 40 υποκείμενα ως ψυχωτικοί ή νευρωτικοί μελετώντας τα συμπτώματα ή όχι αυτοκτονίας. 

Να χρησιμοποιήσετε κατάλληλο στατιστικό τεστ προκειμένου να ελέγξετε αν υπάρχουν στοιχεία ότι ο τύπος του ασθενή (ψυχωτικός, νευρωτικός) έχει σχέση με τα συμπτώματα αυτοκτονίας σε επίπεδο 5%.

	
	
	ΤΥΠΟΣ ΑΣΘΕΝΗ

	
	
	ΨΥΧ
	ΝΕΥΡ
	

	ΣΥΜΠΤΩΜΑΤΑ

ΑΥΤΟΚΤΟΝΙΑΣ
	ΝΑΙ
	2(4)
	6(4)
	8

	
	ΟΧΙ
	18(16)
	14(16)
	32

	
	
	20
	20
	40


ΛΥΣΗ




Επειδή οι αναμενόμενες συχνότητες είναι μικρότερες από 5 το στατιστικό χ2 δεν είναι κατάλληλο να ελέγξουμε την υπόθεση ανεξαρτησίας και για αυτό χρησιμοποιούμε τον ακριβή έλεγχο του Fisher, όπου 
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Τώρα θα πρέπει να βρούμε τόσους πίνακες αναδιατάσσοντας τον αρχικό έτσι ώστε οι περιθώριες συχνότητες να είναι σταθερές αλλά οι συχνότητες στα κελλιά του πίνακα να είναι περισσότερο ακραίες από αυτές που ήδη παρατηρήθηκαν. Έτσι έχω τους παρακάτω πίνακες

	
	ΨΥΧ
	ΝΕΥΡ
	
	
	
	ΨΥΧ
	ΝΕΥΡ
	

	ΝΑΙ
	1
	7
	8
	
	ΝΑΙ
	0
	8
	8

	ΟΧΙ
	19
	13
	32
	
	ΟΧΙ
	20
	12
	32

	
	20
	20
	40
	
	
	20
	20
	40


Με τον ίδιο τρόπο βρίσκω τις πιθανότητες και έχω


[image: image45.wmf]23
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Αθροίζω τις 3 επιμέρους πιθανότητες και τις συγκρίνω με το δοθέν επίπεδο εμπιστοσύνης και έχω ότι:
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, άρα συμπεραίνω ότι τα δεδομένα δεν μου δίνουν επαρκή στοιχεία να απορρίψω τη μηδενική μου υπόθεση δηλαδή ότι διαφέρουν οι ψυχωτικοί από τους νευρωτικούς ασθενείς σε σχέση με τα συμπτώματα ή όχι αυτοκτονίας.
ΣΗΜΕΙΑ ΙΔΙΑΙΤΕΡΗΣ ΠΡΟΣΟΧΗΣ

Υπάρχει περίπτωση τα αποτελέσματα του ακριβή ελέγχου (Fisher) και του ασυμπτωτικού ελέγχου (Χ2) να μην συμφωνούν, δηλαδή ό ένας να απορρίπτει και ο άλλος να μην απορρίπτει τη μηδενική υπόθεση.


Επειδή ο έλεγχος του Fisher είναι μονόπλευρος ενώ ο ασυμπτωτικός αμφίπλευρος αν θέλω να συγκρίνω τα αποτελέσματα θα πρέπει να διπλασιάσω την συνολική πιθανότητα που βρήκα από τον ακριβή έλεγχο.


Προκειμένου να χρησιμοποιήσω τον ακριβή έλεγχο υπολογίζω μόνο τις πιθανότητες που είναι μικρότερες δηλαδή πιο ακραίες από αυτή που παρατηρήθηκε.
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ




Θεωρουμε τον πίνακα
	
	Β
	Β'
	Σύνολο

	Α
	2
	3
	5

	Α'
	4
	0
	4

	Σύνολο
	6
	3
	9
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Οι υπόλοιποι πίνακες έτσι ώστε οι περιθώριες συχνότητες να είναι σταθερές είναι:

	
	Πίνακας
	
	Πιθανότητα

	
	3
	2
	0,4762

	
	3
	1
	

	
	
	
	

	
	4
	1
	0,3571

	
	2
	2
	

	
	
	
	

	
	5
	0
	0,0476

	
	1
	3
	


Μόνο στον τελευταίο πίνακα έχω πιθανότητα μικρότερη από την παρατηρούμενη. Άρα η συνολική πιθανότητα είναι 
[image: image48.wmf]0,1190,04760,166
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9.
Κάθε υποκείμενο σε ένα δείγμα από 100 άνδρες και 100 γυναίκες ρωτήθηκε  ποιός από τους παρακάτω παράγοντες (ένας ή περισσότεροι) είναι υπεύθυνοι για την νεανικά εγκληματικότητα: Α Το αυξανόμενο χάσμα μεταξύ πλουσίων και φτωχών; Β Η αύξηση του ποσοστού μονογονεικών οικογενειών;Γ ομη επαρκής χρόνος που αφιερώνουν οι γονείς στα παιδιά τους. Μια ταξινόμηση ανά φύλο φαίνεται στον πίνακα που ακολουθεί
	
	ΓΝΩΜΗ

	ΦΥΛΟ 
	Α
	Β
	Γ

	ΑΝΔΡΕΣ
	60
	81
	75

	ΓΥΝΑΙΚΕΣ
	75
	87
	86


α.
Εξετάστε αν είναι έγκυρο να εφαρμόσετε έλεγχο ανεξαρτησίας χ2 σε αυτόν τον πίνακα.
β.
Κατασκευάστε ένα πίνακα συνάφειας που έχει σχέση ΦΥΛΟΥ και ΓΝΩΜΗΣ μόνο για τον παράγοντα Α. 
ΛΥΣΗ


α.
Όχι δεν είναι έγκυρος ο έλεγχος χ2 διότι τα δείγματα είναι εξαρτημένα αφού τα υποκείμενα μπορούν να διαλέξουν όσες στήλες επιθυμούν.
β.

	
	Α

	ΦΥΛΟ 
	ΝΑΙ
	ΟΧΙ

	ΑΝΔΡΕΣ
	60
	81

	ΓΥΝΑΙΚΕΣ
	75
	87


10.
Να αποδείξετε ότι σε οποιοδήποτε πίνακα 2Χ2 ισχύει:
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ΛΥΣΗ





Σε οποιοδήποτε πίνακα ισχύει ότι:
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Άρα αν αντικαταστήσω θα έχω: 
[image: image51.wmf](
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11.
Να αποδείξετε ότι η αναμενόμενη συχνότητα στην i-σειρά και στην j-στήλη ενός 2Χ2 πίνακα συνάφειας δίνεται από τη σχέση 
[image: image52.wmf]..

..

ij

ij

nn

E

n

=

 κάτω από την υπόθεση της ανεξαρτησίας.

ΛΥΣΗ




Σε ένα πίνακα συνάφειας η αναμενόμενη συχνότητα δίνεται από τη σχέση 
[image: image53.wmf]..
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 (1). Αλλά επειδή έχουμε ανεξαρτησία ισχύει ότι: 
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 (2).Αρα η (1) λόγω της (2) γίνεται:
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12.
Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 
[image: image56.wmf]12
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 όταν υψωθεί στο τετράγωνο ισοδυναμεί με την συνάρτηση που χρησιμοποιείται που χρησιμοποιείται στον έλεγχο Χ2 
[image: image57.wmf](
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ΛΥΣΗ




Έχουμε ότι 
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Όμως η παρένθεση του αριθμητή στη σχέση (1) μπορεί να γραφεί ως 
[image: image65.wmf](
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. Οπότε αντικαθιστώντας η ελεγχοσυνάρτηση του Χ2.  Επομένως αποδείξαμε ότι ο έλεγχος ποσοστών και ο Χ2 είναι ισοδύναμοι.

13.
Βασισμένο σε ποσοστά δολοφονιών το associated press ανέφερε ότι η πιθανότητα ένα νεογέννητο να καταστεί θύμα δολοφονίας είναι 0,0263 για μη λευκούς άνδρες, 0,0049 για λευκούς άνδρες, 0,0072 για μη λευκές γυναίκες και 0,0023 για λευκές γυναίκες.


α.
Βρείτε τα odds ratios μεταξύ χρώματος και θύματος δολοφονίας ανα φύλο.





β.
Βρείτε το περιθώριο odds ratio μεταξύ χρώματος και θύματος δολοφονίας.



ΛΥΣΗ




Σχηματίζω τον πίνακα

	
	ΑΝΔΡΑΣ
	ΓΥΝΑΙΚΑ
	ΣΥΝΟΛΟ

	ΛΕΥΚΟΣ
	0,0049
	0,0023
	0,0072

	ΟΧΙΛΕΥΚΟΣ
	0,0263
	0,0072
	0,0335

	
	
	
	


α.
ODDS RATIO (ΑΝΔΡΑΣ)  
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ODDS RATIO (ΓΥΝΑΙΚΑ)  
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β.
ODDS RATIO (ΧΡΩΜΑ)    
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