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Τα διανυσματικά πεδία (vector fields) είναι μαθηματικές συναρτήσεις που σε κάθε σημείο 
του χώρου (ή του επιπέδου) αντιστοιχούν ένα διάνυσμα. Δηλαδή, σε αντίθεση με τα 
βαθμωτά πεδία που δίνουν μία μόνο τιμή (π.χ. θερμοκρασία), τα διανυσματικά πεδία 
δίνουν μέγεθος και κατεύθυνση (π.χ. ταχύτητα ανέμου, ταχύτητα ρεύματος, μαγνητικό 
πεδίο). 

διανυσματικά πεδία  

Όπου: 
• F1(x, y, z), F2 (x, y, z) και F3 (x, y, z) είναι συναρτήσεις που δίνουν τις 

συνιστώσες του διανύσματος ως προς x, y και z. 
• i, j, k​ είναι μοναδιαία διανύσματα στις κατευθύνσεις x, y, και z 



διανυσματικά πεδία  

Παράδειγμα: Διανυσματικό Πεδίο Ρευμάτων 

Άρα, το πλήρες διανυσματικό πεδίο είναι: 

• Η ανατολική συνιστώσα του 

ρεύματος (u) εξαρτάται από το 

γεωγραφικό πλάτος y. 

• Η βόρεια συνιστώσα (v) εξαρτάται 

από το γεωγραφικό μήκος x. 



Πως χρησιμοποιούνται τα διανύσματα στην Ωκεανογραφία; 

διανυσματικά πεδία  



διανυσματικά πεδία  

Παράδειγμα: Διανυσματικό Πεδίο Ρευμάτων 



διανυσματικά πεδία  

Ας θεωρήσουμε τα παρακάτω 4 διανυσματικά πεδία: 

Στο εξής, θα υποθέτουμε ότι όλα τα διανυσματικά πεδία είναι παραγωγίσιμα τάξης 
τουλάχιστον C1 (U) 

δηλαδή θα υποθέτουμε ότι αν F είναι ένα διανυσματικό πεδίο, όλες οι μερικές 
παράγωγοι των συνιστωσών Fi του F, υπάρχουν και είναι συνεχείς στο U. 

 
 

Πάμε να εξετάσουμε για κάθε διανυσματικό πεδίο, ποιο είναι το μέγιστο υποσύνολο του 
R2 στο οποίο είναι τάξης C1, δηλαδή συνεχώς παραγωγίσιμο  

(οι μερικές παράγωγοι υπάρχουν και είναι συνεχείς). 



διανυσματικά πεδία  

3. 4. 



διανυσματικά πεδία – πεδίο βαρύτητας  

Ο νόμος της παγκόσμιας έλξης, όπως διατυπώθηκε από τον Νεύτωνα, περιγράφει το 
βαρυτικό πεδίο που δημιουργεί μια σημειακή μάζα M. Ο νόμος αυτός δίνεται από τη 
σχέση: 

Θεωρούμε ότι η γη και το σώμα είναι 
σημειακές μάζες και έχουμε ορίσει 
σύστημα συντεταγμένων έτσι ώστε 
το κέντρο της γης να βρίσκεται στην 
αρχή (0, 0, 0) 

r είναι το διάνυσμα θέσης του σώματος 

Συμβολίζουμε ως συνήθως με r το 
μέτρο του r (παίρνουμε έτσι το μέτρο 
του F)  

Γιατί βάζουμε - ? 

Το r είναι ένα διάνυσμα που δείχνει από 
το Μ στο m (δηλαδή προς τα «έξω»).  
 
Αν δεν υπήρχε το αρνητικό πρόσημο, 
τότε η δύναμη F θα ήταν στην ίδια 
κατεύθυνση με το r (σαν να ήταν 
απωστική – αλλα είναι ελκτική!) 



διανυσματικά πεδία – πεδίο βαρύτητας  

Άρα σε καρτεσιανές συντεταγμένες το διανυσματικό πεδίο βαρύτητας γράφεται: 

διάνυσμα θέσης από τη μάζα M προς τη μάζα m 

Μέτρο του διανύσματος θέσης 



διανυσματικά πεδία – πεδίο βαρύτητας  

Άσκηση βαρυτικού πεδίου 
 



Ολοκληρωτική Καμπύλη – Πεδία ροής 

Οι ολοκληρωτικές καμπύλες λέγονται ακόμα 

Πεδιακές γραμμές (ή γραμμές πεδίου) 
 
Γραμμές ροής 
 
Ροϊκές γραμμές 
 
Δυναμικές γραμμές 

Εκφράζεται μαθηματικά: 

Η F(r) καθορίζει τη φορά και μέτρο της ταχύτητας σε κάθε σημείο του χώρου. 



Παράδειγμα 1 
 
 
Βρες τις ολοκληρωτικές γραμμές του διανυσματικού πεδίου F(x, y)= r = (x, y) 

Ολοκληρωτική Καμπύλη – Πεδία ροής 

η κατεύθυνση είναι ίδια (ευθεία), αλλά 
το πόσο μακριά πας αυξάνεται εκθετικά. 



Παράδειγμα 16 (1) 
 
 
Βρες τις ολοκληρωτικές καμπύλες του διανυσματικού πεδίου F(x, y)=(y,-x) 



Παράδειγμα 16 (2) 
 
 
Βρες τις ολοκληρωτικές καμπύλες του διανυσματικού πεδίου F(x, y)=(x,-y) 



Ο τελεστής ανάδελτα  
Απόκλιση και στροβιλισμός 

τελεστής ανάδελτα 

Πάνω σε βαθμωτό πεδίο φ   παράγει ένα διανυσματικό πεδίο φ 

Ας δούμε την δράση του ανάδελτα πάνω σε ένα διανυσματικό πεδίο   F = (F1, F2, F3) 

Εσωτερική δράση  Εσωτερικό Γινόμενο 

Εξωτερική δράση  Εξωτερικό Γινόμενο 

Ποιο απο τα δύο είναι βαθμωτο και ποιο διανυσματικό πεδίο; 

file:///D:/Science/Mathima Oceanography/Mathima 2021/Εσωτερικό και εξωτερικό γινόμενο διανυσμάτων.mp4


Ο τελεστής ανάδελτα  
Απόκλιση και στροβιλισμός 



Ο τελεστής ανάδελτα  
Απόκλιση και στροβιλισμός 

Πόση θα ήταν η απόκλιση αν το πεδίο ήταν δύο διαστάσεων F(x,y)=r? 



Ο τελεστής ανάδελτα  
Απόκλιση και στροβιλισμός 



Ο τελεστής ανάδελτα  
Απόκλιση και στροβιλισμός 

Ιδιότητες 

Παίρνουμε το στροβιλισμό του αθροίσματος: 



Ο τελεστής ανάδελτα  
Απόκλιση και στροβιλισμός 

το gradient οποιασδήποτε βαθμωτής συνάρτησης είναι αστρόβιλο δ.π. 

Απόδειξη 



Ο τελεστής ανάδελτα  
Απόκλιση και στροβιλισμός 

Άσκηση 5 



Ο τελεστής ανάδελτα  
Απόκλιση και στροβιλισμός 

δείχνει ότι ο στροβιλισμός οποιουδήποτε δ.π. είναι ασυμπίεστο δ.π. 

Απόδειξη 



Τελεστής Laplace  

Σε αντίθεση με τον στροβιλισμό του gradient ενός βαθμωτού πεδίου φ που είναι πάντα 
μηδέν, η απόκλιση (εσωτερικο γινόμενο) του gradient είναι ένα νέο βαθμωτό πεδίο 

Επομένως η Laplacian του φ γράφεται 

τελεστής Laplace 

εξίσωση Laplace 

σε δύο διαστάσεις η εξίσωση Laplace 



Τελεστής Laplace  



Τελεστής Laplace  



Τελεστής Laplace  

Ιδιότητες 

ο τελεστής Laplace είναι γραμμικός.  


