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Με τις δύο αυτές πράξεις, το σύνολο Rn αποκτά την αλγεβρική δομή ενός 
διανυσματικού χώρου, έχει δηλαδή τις ιδιότητες ΔΧ1 έως ΔΧ10. 



Ιδιότητες Διανυσματικού Χώρου (ΔΧ) 



Ιδιότητες Διανυσματικού Χώρου (ΔΧ) 



Συνήθη διανύσματα βάσης (ή τυπικά διανύσματα βάσης) 

κάθε διάνυσμα x ∈ Rn, μπορεί να γραφεί ως γραμμικός συνδυασμός τους: 

Γιατί είναι χρήσιμο 

Πολλά προβλήματα 
χρειάζονται πολλές 
μεταβλητές. 



Πολλά προβλήματα χρειάζονται πολλές μεταβλητές. 

κάθε διάνυσμα x ∈ Rn, μπορεί να γραφεί ως γραμμικός συνδυασμός τους: 

Παράδειγμα: (temperature,salinity,oxygen,nutrients) R4 

Προσοχή: Προφανώς δεν είναι σημείο στον φυσικό χώρο όπως (x,y,z) 

Είναι σημείο σε έναν χώρο ιδιοτήτων 4-διάστατο χώρο υδρογραφικών ιδιοτήτων. 

Κάθε σημείο του χώρου αντιστοιχεί σε ένα τύπο νερού (water mass). 

Δύο διαφορετικά δείγματα νερού είναι δύο σημεία: 

και η απόσταση μεταξύ τους δείχνει πόσο 
διαφορετικά είναι τα νερά 



Ιδιότητες: 

Συνήθη διανύσματα βάσης (ή τυπικά διανύσματα βάσης) 



Ιδιότητες: 

Συνήθη διανύσματα βάσης (ή τυπικά διανύσματα βάσης) 



Πίνακες 





Ένας πίνακας λέγεται τετραγωνικός όταν ο αριθμός των γραμμών (m) είναι ίσος με τον 
αριθμό των στηλών (n), δηλαδή όταν m=n. Αυτό σημαίνει ότι ο πίνακας έχει την ίδια 
διάσταση και στις δύο κατευθύνσεις και η μορφή του είναι: 



Ένας πίνακας λέγεται μηδενικός πίνακας όταν όλα τα στοιχεία του είναι ίσα με το 
μηδέν. Δηλαδή, για έναν πίνακα A με διαστάσεις m×n, ισχύει: 

Ένας τετραγωνικός πίνακας λέγεται διαγώνιος όταν όλα τα στοιχεία του που βρίσκονται 
εκτός της κύριας διαγωνίου είναι μηδέν. 

Συμβολίζουμε τον διαγώνιο πινακα ως A = diag (a11, a22, · · · , ann). 



Ένας τετραγωνικός n×n πίνακας λέγεται συμμετρικός αν ισχύει η ιδιότητα: 

 O μοναδιαίος πίνακας, ή πίνακας μονάδα I, είναι ένας διαγώνιος πίνακας που όλα τα 
διαγώνια στοιχεία του είναι 1 



Πράξεις μεταξύ πινάκων 

Γινόμενο των δύο πινάκων  

Παράδειγμα 1 



Πράξεις μεταξύ πινάκων 

Γινόμενο των δύο πινάκων  

Παράδειγμα 2 



Ιδιότητες του γινομένου 

Πράξεις μεταξύ πινάκων 

Παράδειγμα 3 



Ιδιότητες του γινομένου 

Πράξεις μεταξύ πινάκων 

Το γινόμενο πινάκων είναι προσεταιριστικό.  

Δηλαδή, για τρεις πίνακες A, B, και C, το αποτέλεσμα του γινομένου δεν εξαρτάται από τη 
σειρά που εκτελούμε την πράξη, αρκεί να διατηρείται η διάταξη τους 

Παράδειγμα 4 



Ιδιότητες του γινομένου 

Πράξεις μεταξύ πινάκων 

Ισχύει η επιμεριστική ιδιότητα ως προς την πρόσθεση 

Παράδειγμα 5 



΄Ενας τετραγωνικός n × n πίνακας A λέγεται αντιστρέψιμος, αν υπάρχει ένας n × n πίνακας 
B τέτοιος ώστε 

Ο πίνακας B λέγεται αντίστροφος του A και συμβολίζεται με A−1. Ο αντίστροφος ενός πίνακα, 
αν υπάρχει, είναι μοναδικός. ΄Ενας απλός τρόπος προσδιορισμού του αντιστρόφου πίνακα, 
είναι η λύση του συστήματος AA−1 = I. 

Παράδειγμα: Παράδειγμα 6 





Παρατήρηση: Γεωμετρική ερμηνεία πινάκων 

Ας θυμηθούμε αρχικά ότι ένα διάνυσμα είναι ένας ειδικός τύπος πίνακα, είτε n×1 (στήλη) είτε 1×n (γραμμή) 

Παράδειγμα 7 



Παρατήρηση: Γεωμετρική ερμηνεία πινάκων 

Ένας πίνακας μπορεί να περιστρέψει ένα διάνυσμα, και αυτή η περιστροφή είναι 
συνήθως μια γεωμετρική μετατροπή σε δύο ή τρεις διαστάσεις. Ο πίνακας που κάνει 
αυτή την περιστροφή είναι ορθογωνικός και η περιστροφή του διανύσματος μπορεί να 
αναπαρασταθεί μέσω γινομένων πίνακα-διανύσματος. 

Παράδειγμα 8 



Παρατήρηση: Γεωμετρική ερμηνεία πινάκων 

Ο πίνακας A διαστέλλει το διάνυσμα x όταν το μήκος του νέου διανύσματος Ax είναι 
μεγαλύτερο από το μήκος του αρχικού διανύσματος x. Αυτό συμβαίνει όταν ο πίνακας έχει 
ιδιοτιμές μεγαλύτερες από 1 σε κάποιον άξονα του χώρου, δηλαδή όταν ο πίνακας τεντώνει 
το διάνυσμα κατά μήκος αυτών των αξόνων. 

Παράδειγμα 9 



Παρατήρηση: Γεωμετρική ερμηνεία πινάκων 

Σε ποια περίπτωση δεν θα άλλαζε η διεύθυνση του 
διανύσματος (δηλαδή αλλάζει μονο το μήκος του;) 

Παράδειγμα 10 



Συμπέρασμα: 

Το αρχικό διάνυσμα 

είχε μήκος 5 

και το νέο διάνυσμα 

έχει μήκος 10 

x 

y 

3 

4 

6 

8 



Παρατήρηση: Γεωμετρική ερμηνεία πινάκων 

2-d 

y= 

Το y=Ax είναι το διάνυσμα [3,0] που βρίσκεται σε έναν μικρότερο χώρο, δηλαδή στον άξονα x. 
Το αρχικό διάνυσμα x=[3,4] ήταν σε έναν 2-διάστατο χώρο, ενώ το νέο διάνυσμα Ax είναι μια 
"σκιά" του σε έναν 1-διάστατο χώρο.  

Έτσι, το Ax μπορεί να θεωρηθεί ως μια σκιά του x σε μικρότερο χώρο. 



Ορίζουσες 

Αν A1 και A2 είναι οι δύο στήλες του A, χρησιμοποιούμε το συμβολισμό detA = D(A1 , A2) 
για την ορίζουσα του 

Αν A1 , A2 και Α3 είναι οι στήλες του A, χρησιμοποιούμε πάλι το συμβολισμό detA = D(A1 

, A2, Α3) για την ορίζουσα του 



Ορίζουσες - Ιδιότητες 

• Ο1 Ως συνάρτηση των διανυσμάτων στήλης Aj , η ορίζουσα είναι γραμμική 



Ορίζουσες - Ιδιότητες 

• Ο1 Ως συνάρτηση των διανυσμάτων στήλης Aj , η ορίζουσα είναι γραμμική 



Ορίζουσες - Ιδιότητες 

• Ο1 Ως συνάρτηση των διανυσμάτων στήλης Aj , η ορίζουσα είναι γραμμική 



Ορίζουσες - Ιδιότητες 

• Ο2 Αν δύο στήλες είναι ίσες, η ορίζουσα είναι μηδέν. 

Παράδειγμα 

Η ορίζουσα κατά την πρώτη γραμμή: 

2 στήλες ίσες 



Ορίζουσες - Ιδιότητες 

• Ο3 Η ορίζουσα του μοναδιαίου πίνακα είναι 1. 



Ορίζουσες - Ιδιότητες 

• Ο4 Η ορίζουσα μπορεί να αναπτυχθεί κατά στήλες ή γραμμές, άρα detA = det AT . 

Homework  δείξτε το ίδιο με ένα 3x3 πίνακα π.χ 



Ορίζουσες - Ιδιότητες 

• Ο5 Αν εναλλάξουμε τις δυο στήλες, η ορίζουσα αλλάζει πρόσημο 

Αλλαζουμε την 1η με την 2η στήλη στον Α 

Αν εναλλάξουμε δυο γραμμές ισχύει το ίδιο. 



Ορίζουσες - Ιδιότητες 

• Ο6 Αν προσθέσουμε ένα βαθμωτό πολλαπλάσιο μίας στήλης σε μια άλλη στήλη, η 
ορίζουσα δεν αλλάζει 

det (A’) = 1 (117 – 132) – 4 (36 - 42) + 3 (88 – 91) = 0 

Homework  δείξτε το ίδιο αλλάζοντας την 3η στήλη 



Γενική μορφή ορίζουσας 
Η ελάσσων ορίζουσα που αντιστοιχεί στο στοιχείο aij ενός πίνακα, είναι η ορίζουσα του 
υποπίνακα που προκύπτει όταν διαγραφεί η γραμμή i και η στήλη j από τον αρχικό πίνακα. 

Εστω ότι έχουμε εναν 3x3 πίνακα: 

Για τον παραπάνω 3 × 3 πίνακα A, μερικές ελάσσονες ορίζουσες είναι: 

Η ανάπτυξη της ορίζουσας det(A)κατά την πρώτη γραμμή είναι: Det (A13)  
ελάσσων ορίζουσα  

+ det(A13) αλγεβρικό 
συμπλήρωμα  του στοιχείου 
αij (δηλ. του α13) 



Γενική μορφή: • aij ​ είναι το στοιχείο στην i-η 
γραμμή και την j-η στήλη του 
πίνακα A 

• Aij​ είναι η ελάσσων ορίζουσα 
που προκύπτει από τον πίνακα 
A αν διαγράψουμε την i-η 
γραμμή και την j-η στήλη 

• (−1)i+j είναι ο παράγοντας που 
καθορίζει το πρόσημο, και 
εξαρτάται από τη θέση του 
στοιχείου aij ​ στον πίνακα. 

Γενική μορφή ορίζουσας 

Δηλαδή για την 1-γραμμή 

• Αν έχουμε το στοιχείο a11 ​, το οποίο βρίσκεται στην πρώτη γραμμή και την πρώτη 
στήλη, το πρόσημο είναι (−1)1+1 άρα το πρόσημο είναι θετικό 
 

• Αν έχουμε το στοιχείο a12 ​, το οποίο βρίσκεται στην πρώτη γραμμή και τη δεύτερη 
στήλη, το πρόσημο είναι (−1)1+2=−1, άρα το πρόσημο είναι αρνητικό 
 

• Το α13? 



Γενική μορφή ορίζουσας 

Παράδειγμα: Πίνακας 3x3 και ορίζουσα κατά την 1η γραμμή 

Η γενική φόρμουλα για την ανάπτυξη κατά την πρώτη γραμμή είναι η εξής: 

Προσοχή στο πρόσημο 

Αυτή η διαδικασία δείχνει γιατί τα πρόσημα εναλλάσσονται. Τα πρόσημα καθορίζονται από 
τον παράγοντα (−1)1+j, ο οποίος εξαρτάται από τη θέση του στοιχείου a1j στον πίνακα. 

Παράδειγμα: Πίνακας 3x3 και ορίζουσα κατά την 2η γραμμή 

(−1)2+1 (−1)2+2 (−1)2+3 

Και τελικά λύνουμε την ορίζουσα οπως γνωρίζουμε: 



Εύρεση του αντιστρόφου ενός τετραγωνικού πίνακα 
(με χρήση οριζουσών) 

Θεωρούμε τον πίνακα C με στοιχεία τα αλγεβρικά συμπληρώματα των aij του πίνακα Α, 
Δηλαδή αν ο πίνακας Α είναι: 

Τότε ο αντίστροφος του A δίνεται από τον τύπο: 

Επομένως για να να βρούμε τον αντίστροφο ενός τετραγωνικού πίνακα A ακολουθούμε τα 
εξής βήματα: 



Εύρεση του αντιστρόφου ενός τετραγωνικού πίνακα 
(με χρήση οριζουσών) 

Παράδειγμα 

1. Βρίσκουμε την ορίζουσα του Α: 

2. Βρίσκουμε τις ελάσσονες του Α: 

3. Βρίσκουμε τα αλγεβρικά συμπληρώματα (προσοχή στα πρόσημα που ορίζονται από το i+j): 

4. Βρισκουμε τον ανάστροφο  CT: 

5. Εφαρμόζουμε τον τύπο: 



Εύρεση του αντιστρόφου ενός τετραγωνικού πίνακα 
(με χρήση οριζουσών) 

Παράδειγμα (Επαλήθευση): 

Α Α-1 = Ι 

= 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 





Ασκήσεις 



Ασκήσεις 



Ασκήσεις 



Ασκήσεις 



Ασκήσεις 



Ασκήσεις 

Δείξτε ότι ο R(θ) έχει αντίστροφο και βρείτε τον 



Ασκήσεις 

Αν το διάνυσμα x = (1, 2)T στραφεί κατά π/6, ποιές είναι οι νέες συντεταγμένες του; 



Ασκήσεις 

Για x ∈ R2, έστω y = R(θ) x. Δείξετε ότι |y| = |x|  



Ασκήσεις 



Ασκήσεις 



Ασκήσεις 



Ασκήσεις 



Ασκήσεις 



Ασκήσεις 



Ασκήσεις 


