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Εξίσωση επιπέδου 

Η εξίσωση ευθείας στο επίπεδο είναι Ax + By + D = 0. 

Γενικεύοντας, σε τρεις διαστάσεις, η εξίσωση Ax + By + Cz + D = 0 θα παριστάνει επίπεδο 

r = (x, y, z) ανήκει στο επίπεδο 

(x,y,z) 

a = (a1, a2, a3) 

‘Eστω N = (A,B,C) ένα διάνυσμα κάθετο στο επίπεδο (Γιατι συμβαίνει αυτό;)  

Είδαμε ότι το διάνυσμα που ενώνει τα δύο 
ακρα των διανυσμάτων r και a είναι r-a 

Tο διάνυσμα r − a είναι κάθετο στο N  (r − a) · N = 0 => r · N = a · N 



Εξίσωση επιπέδου 
Παράδειγμα 1 
η εξίσωση του επιπέδου που περιέχει το σημείο (1, 0, 0) και είναι κάθετο στο i + j + k 
δίνεται από την εξίσωση x + y + z = 1. 



Αν θεωρήσουμε το σύστημα συντεταγμένων των ωκεανογράφων (δηλαδή άξονας x′x κατά 
τη διεύθυνσηW-E, άξονας y′y κατά τη διεύθυνση S-N, άξονας z′z κατακόρυφος), 
περιγράψετε τα σύνολα (α) το σύνολο των x ∈ R3 με z = 1 και (β) W το σύνολο των x ∈ R3 
που είναι κάθετα στο διάνυσμα u = (1,−1, 0). 

Παράδειγμα 2.  



Διανυσματικές συναρτήσεις μιάς μεταβλητής (καμπύλες) 

• Θεωρούμε ένα σωματίδιο που κινείται στο επίπεδο όπου έχουμε ορίσει ένα σύστημα 
συντεταγμένων. 

• Τη στιγμή t, έστω x(t) και y(t) οι απομακρύνσεις του σωματιδίου από την αρχή (0, 0) 
στους αντίστοιχους άξονες 
 

• Το ζεύγος των συναρτήσεων (x(t), y(t)) αποτελεί την παραμετρική αναπαράσταση της 
τροχιάς του σωματιδίου. 
 

• το διάνυσμα θέσης, r, του κινητού τη στιγμή t, θα γράφεται 

• Γενικώς συναρτήσεις του τύπου r : I → Rn όπου I είναι κάποιο διάστημα πραγματικών 
αριθμών και n = 2, 3 ονομάζονται καμπύλες στο επίπεδο ή στον τριδιάστατο χώρο. 



r(t) = a + tv 

Παράδειγμα 3.  



Η καμπύλη r(t)=(x(t),y(t)) όπου: 

Παράδειγμα 4.  



Το ω είναι η γωνιακή ταχύτητα, και δηλώνει πόσο γρήγορα το σημείο κινείται γύρω από 
τον κύκλο. Ειδικότερα, η γωνιακή ταχύτητα ω είναι το πόσο γρήγορα μεταβάλλεται η 
γωνία του διανύσματος θέσης. 

ω (μονάδες  rad/sec) 

Παράδειγμα 5.  



Ποια είναι η διαφορά με την προηγούμενη συνάρτηση; 

To σημείο κινείται ωρολογιακά. 



Για την αριστερόστροφη καμπύλη: 

Για την αριστερόστροφη καμπύλη: 



Για την δεξιόστροφη καμπύλη: 

Για την δεξιόστροφη καμπύλη: 



Διανυσματικές συναρτήσεις μιάς μεταβλητής (καμπύλες) 

Η έλικα είναι μια καμπύλη που προκυπτει από την κίνηση ενός σημείου με σταθερή ακτίνα 
γύρω από τον άξονα και με ταυτόχρονη προώθηση κατά μήκος του άξονα.  

https://www.geogebra.org/calculator 



Ποιες από τις παρακάτω είναι διανυσματικές συναρτήσεις; 

δίνει διάνυσμα στο επίπεδο 

δίνει διάνυσμα στο χώρο 

Presenter
Presentation Notes
https://www.google.com/search?client=firefox-b-e&q=Vector+functions+of+a+single+variable#fpstate=ive&vld=cid:3c1fea97,vid:1n42sRYp1qM,st:0



Διανυσματικές συναρτήσεις μιάς μεταβλητής (καμπύλες) 

Αν απαλείψουμε τον χρόνο στην διανυσματική συνάρτηση του κύκλου που δείξαμε παραπάνω 
προκύπτει η  η αλγεβρική αναπαράσταση του κύκλου,  

x2 + y2 = r2 

όπου r είναι η ακτίνα του κύκλου 
Ωστόσο, ο ίδιος κύκλος μπορεί να περιγραφεί με πολλές παραμετρικές αναπαραστάσεις. 

Συμπεραίνουμε ότι ενώ η αλγεβρική αναπαράσταση είναι μοναδική, μία καμπύλη 
μπορεί να έχει πολλές παραμετρικές αναπαραστάσεις 

https://www.geogebra.org/calculator 

r(t)=(x(t),y(t))=(Rcos(t),Rsin(t)) 



Διανυσματικές συναρτήσεις μιάς μεταβλητής (καμπύλες) 

Σε ποια θέση 
βρίσκεται το 
σημείο στο t=0? 

Ποια η διαφορά 
της με την 
συνάρτηση του 
κύκλου; 

Ταυτότητα 

Και οι δύο ικανοποιούν: 

τρόπος που κινείται το 
σημείο πάνω στον κύκλο. 





Παράδειγμα 7.  



Προηγουμένως είδαμε την συνάρτηση της έλικας:  r(t)= (cost, sint, t) 
Ποια η διαφορά μεταξύ των 2 καμπυλών; 

Εντοπίζονται 4 διαφορές μεταξύ των 2 συναρτήσεων 
 

- Στην ακτίνα 
- Στην γωνιακή ταχύτητα 

- Στην κίνηση στον άξονα z 
- Στο βήμα της έλικας 

Παράδειγμα 8.  





Προηγουμένως είδαμε την συνάρτηση της έλικας:  r(t)= (cost, sint, t) 
Ποια η διαφορά μεταξύ των 2 καμπυλών; 

Παράδειγμα 9.  



Παράγωγος ή Ταχύτητα Διανυσματικής Συνάρτησης 

Αντιπροσωπεύει την 
στιγμιαία ταχύτητα του 
σωματιδίου 



Παράγωγος ή Ταχύτητα Διανυσματικής Συνάρτησης 

Παράγωγος ή ταχύτητα μιας διανυσματικής συνάρτησης r(t) = (x(t), y(t), z(t)) στο σημείο t 
είναι το διάνυσμα: 

Γεωμετρική εξήγηση 
Σχεδιάζουμε μια καμπύλη C 

( )r t


Εχουμε το διάνυσμα r(t) από την αρχή των αξόνων 

Θεωρούμε την μεταβολή Δt>0 
Σχεδιάζουμε το διάνυσμα r(t+Δt) όπου το τέλος του 
βρίσκεται επίσης πάνω στην καμπύλη και επειδη Δt>0  
είναι λιγο «πιο κάτω» από το αρχικό.  

( )r t t+ ∆


Δt>0 

Aν αφαιρέσουμε τα 2 διανύσματα έχουμε ένα 
διάνυσμα που ξεκινάει από το τέλος του ενός και 
καταλήγει στο τέλος του άλλου 

( ) ( )r t t r t+ ∆ −
 

Aν διαιρέσω το νέο διάνυσμα με το Δt ή πολ/σω με το 1/Δt παίρνω ένα πολλαπλάσιο του διανύσματος 
που έχει την ίδια κατεύθυνση (επειδή Δt>0) αλλά μπορεί να είναι μικρότερο/μεγαλύτερο ανάλογα με 
την τιμή του Δt. 

Aν πάρω το όριο (lim) του Δt που προσεγγίζει το 0 τότε το δεύτερο διάνυσμα r(t+Δt) πλησιάζει στο 
αρχικό r(t), αρα η διαφορά θα είναι ένα συνεχώς μικρότερο διάνυσμα.   



( )r t


( )r t t+ ∆


Δt>0 

( ) ( )r t t r t+ ∆ −
 

- Λαμβάνουμε ένα διάνυσμα εφαπτόμενο στην 
C που ξεκινάει από το τελικό σημείο του r(t). 

 
Οπότε όταν C είναι η καμπύλη κίνησης ενός 
αντικειμένου: 
 
- To διάνυσμα r(t) δίνει την θέση του 

αντικειμένου στον χρόνο t 
 

- To διάνυσμα dr/dt = v (t) = ταχύτητα του στον 
χρόνο t, που η ουρά του βρίσκεται πάνω στην 
καμπύλη   
 

- Το μέγεθος του διανύσματος της ταχύτητας 
(speed)                και είναι βαθμωτή ποσότητα 
 

- Ευκολα προκύπτει ότι οι πραγματικές 
συναρτήσεις x(t), y(t), z(t) είναι 
παραγωγίσιμες και ισχύει 

Παράγωγος ή Ταχύτητα Διανυσματικής Συνάρτησης 

Με ανάλογο τρόπο ορίζεται ως 
επιτάχυνση η δεύτερη παράγωγος 

Η οποία είναι ένα διάνυσμα πάλι 
εφαπτόμενο στην καμπύλη 



Παράγωγος ή Ταχύτητα Διανυσματικής Συνάρτησης 

Ασκήση: Να βρεθεί η ταχύτητα και η επιτάχυνση της συνάρτησης 

Οι τρεις αυτές εξισώσεις εκφράζουν τις x,y,x συντεταγμένες των 
σημείων στην καμπύλη (GeoGebra) 

Ενώ στην διάσταση y έχουμε την αυξητική εξίσωση t που αυξάνει με σταθερό ρυθμό  
μας λέει πως η καμπύλη «απλώνεται» στον κύλινδρο 

Ας υπολογίσουμε τώρα την ταχύτητα και την επιτάχυνση:  

( ) ( 4sin(2 ),1,4cos(2 ))v t t t= −


( ) ( 8cos(2 ),0, 8sin(2 ))a t t t= − −


Άσκηση για το σπίτι: βάζοντας διαφορετικά t (π.χ. 0, π/4, π/2, 3π/4, π) σχεδιάστε σε 
σύστημα xyz αξόνων την καμπύλη και βρείτε τα r, v, α στην χρονική στιγμή π/4  

Μπορούμε να φανταστούμε τι είδους καμπύλη είναι… 

Κυκλικός κύλινδρος 



Παράγωγος ή Ταχύτητα Διανυσματικής Συνάρτησης 

r(t) = (cos t, sin t, t), t ∈ R 

υx υy υz 

Άσκηση για το σπίτι: ποιο είναι το διάνυσμα και το μέγεθος (μέτρο) της επιτάχυνσης α? 

Ασκήση: Να βρεθεί η ταχύτητα και η επιτάχυνση της συνάρτησης 



Παράγωγος ή Ταχύτητα Διανυσματικής Συνάρτησης 

Διάνυσμα ταχύτητας 

Μέτρο ταχύτητας 

Ασκήση: Να βρεθεί η ταχύτητα και η επιτάχυνση της συνάρτησης 



Παράγωγος ή Ταχύτητα Διανυσματικής Συνάρτησης 
Ασκήσεις (συνέχεια από το προηγούμενο)  θελουμε να δουμε την 
σχέση των διανυσμάτων θέσης και ταχύτητας 

Η επιτάχυνση = - 



Μία καμπύλη λέγεται λεία αν είναι παραγωγίσιμη στο πεδίο ορισμού της και η ταχύτητα 
της δεν μηδενίζεται πουθενά στο πεδίο ορισμού της 

Η έννοια της «λείας καμπύλης» 



Ιδιότητα Leibnitz 

1 

2 

1. Απόδειξη  έστω                                                       

Παράγωγος 
γινομένου 
κάθε όρου 



Ιδιότητα Leibnitz  Νόμος του Νεύτωνα  Ρυθμός μεταβολής Στροφορμής  

2ο νόμος Νευτωνα 

Άρα το 2ο όρος γινεται 

Συμπέρασμα 
Ο ρυθμός μεταβολής της 
στροφορμής δίνεται από: 



Ιδιότητα Leibnitz  Στροφορμή ενός υλικού σημείο  στο πεδίο βαρύτητας 

Ο νόμος της παγκόσμιας έλξης γράφεται 

M και m είναι οι μάζες π.χ. του ήλιου και κάποιου πλανήτη και G η παγκόσμια σταθερα της 
βαρύτητας (≈6.674×10−11N⋅m2/kg2) 

 
Ορίζεται η αρχή των αξόνων (0,0,0) στον ήλιο. 

είναι το διάνυσμα θέσης του πλανήτη τη στιγμή t 

Επομένως παίρνοντας τη norm στον παραπάνω τύπο θα έχουμε το γνωστό νόμο του 
αντιστρόφου τετραγώνου: 

‘Αρα  

Αυτό σημαίνει ότι η στροφορμή του υλικού σημείου που κινείται 
στο πεδίο βαρύτητας μιας σημειακής μάζας διατηρείται σταθερή 

L=σταθερό 



Ασκήσεις - Παράγωγος ή Ταχύτητα Διανυσματικής Συνάρτησης 



Ασκήσεις - Παράγωγος ή Ταχύτητα Διανυσματικής Συνάρτησης 



Ασκήσεις - Παράγωγος ή Ταχύτητα Διανυσματικής Συνάρτησης 



Ασκήσεις - Παράγωγος ή Ταχύτητα Διανυσματικής Συνάρτησης 

Απόδειξη: 



Ασκήσεις - Παράγωγος ή Ταχύτητα Διανυσματικής Συνάρτησης 

Απόδειξη: 



Ασκήσεις - Παράγωγος ή Ταχύτητα Διανυσματικής Συνάρτησης 
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