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ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ 
Πως χρησιμοποιούνται τα διανύσματα στην Ωκεανογραφία; 

1. Ροή και ρεύματα των ωκεανών: 
Τα διανύσματα χρησιμοποιούνται για την αναπαράσταση της ταχύτητας και της κατεύθυνσης των 
ρευμάτων σε κάθε σημείο του ωκεανού. 
Ένα διάνυσμα μπορεί να έχει συνιστώσες (u,v,w) που αντιπροσωπεύουν τη ροή στις κατευθύνσεις x 
(ανατολή-δύση), y (βορράς-νότος) και z (κατακόρυφα). 
2. Δύναμη Coriolis και άλλες φυσικές δυνάμεις: 
Οι δυνάμεις που επηρεάζουν την κίνηση των υδάτων, όπως η δύναμη Coriolis, περιγράφονται με 
διανυσματική μορφή. 
Η εξίσωση Navier-Stokes (που διέπει την κίνηση των ρευστών) βασίζεται σε διανυσματικούς 
υπολογισμούς. 
3. Μεταφορά θερμότητας και αλατότητας: 
Τα διανύσματα χρησιμοποιούνται για τη μελέτη της μεταφοράς θερμότητας και διαλυμένων ουσιών, 
όπως το αλάτι, μέσω των ωκεανών. 
4. Αλληλεπίδραση με την ατμόσφαιρα: 
Η αλληλεπίδραση των ανέμων με την επιφάνεια της θάλασσας (μέσω τριβής) αναπαρίσταται 
διανυσματικά για να κατανοηθεί η μετάδοση ενέργειας από την ατμόσφαιρα στον ωκεανό. 
5. Κυματομορφές και παλίρροιες: 
Η κίνηση των κυμάτων και των παλιρροιών περιγράφεται με διανύσματα για τη μελέτη της ταχύτητας και 
της ενέργειάς τους. 
6. Ωκεανογραφικοί χάρτες και μοντέλα: 
Στα αριθμητικά μοντέλα και τους χάρτες, τα διανύσματα χρησιμοποιούνται για να δείξουν την κίνηση των 
ρευμάτων σε διάφορες περιοχές του ωκεανού. 
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Ο διανυσματικός χώρος R3 

• Είναι γνωστό ότι τα σημεία του επιπέδου μπορούν να παρασταθούν ως 
διατετεταγμένα ζεύγη αριθμών. (u1, u2) 

• Στον τρισδιάστατο χώρο αντίστοιχα  το 
σύνολο των διατεταγμένων τριάδων (u1, u2, 
u3) πραγματικών αριθμών το καρτεσιανό 
γινόμενο R × R × R, συμβολίζεται με R3. 
 

• Oι συντεταγμένες του διανύσματος u είναι οι αριθμοί 
u1 και u2 και θα γράφουμε v = (u1, u2). 
 

• τα μοναδιαία διανύσματα κατά μήκος των αξόνων x 
και y αντίστοιχα που συμβολίζονται ως i = (1, 0) και j = 
(0, 1). 
 

• Το σύνολο των διατεταγμένων ζευγών (u1, u2) με u1, 
u2 ∈ R, είναι το καρτεσιανό γινόμενο R×R και 
συμβολίζεται με R2. 



Βασικοί Ορισμοί 

Παράδειγμα 1 



Ιδιότητες 



Ασκήσεις 



Ασκήσεις 



Ασκήσεις 
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Εσωτερικό Γινόμενο 

Για δύο οποιαδήποτε διανύσματα  
u = (u1, u2, u3) 
v = (v1, v2, v3)  

του R3, το εσωτερικό γινόμενο  

u · v  
είναι ο πραγματικός αριθμός (όχι διάνυσμα) 

Ιδιότητες 
Παράδειγμα 2 
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Εσωτερικό Γινόμενο 

Μέτρο ή μήκος 

Γεωμετρική ερμηνεία: μήκος  (ή μέτρο του διανύσματος  u) 

Παράδειγμα 3 
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Εσωτερικό Γινόμενο 

Απόσταση διανυσμάτων 
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Εσωτερικό Γινόμενο 

Απόσταση διανυσμάτων 

Ερώτημα 1 

Ποια είναι η απόσταση του μοναδιαίου i από το j; 
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Εσωτερικό Γινόμενο 

Απόσταση διανυσμάτων 

Ερώτημα 2 

Ποια είναι η απόσταση του (1, 1, 1) από το (1, 1, 0); 
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Εσωτερικό Γινόμενο 

Γωνία διανυσμάτων 

Απόδειξη 

Νόμος συνημιτόνων 



Παράδειγμα 3 

Εσωτερικό Γινόμενο 

Γωνία διανυσμάτων 

Γωνία για τα διανύσματα 
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Εσωτερικό Γινόμενο 

Θεώρημα 1.2 

Ποιο ειναι το εσωτερικο γινομενο 2 καθετων διανυσματων; 

Γωνία διανυσμάτων 
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Εσωτερικό Γινόμενο 

Γωνία διανυσμάτων 

Ερώτημα 4 
Δείξτε ότι i · i = j · j = k · k = 1 
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Εσωτερικό Γινόμενο 

Γωνία διανυσμάτων 

Ερώτημα 5 
Δείξτε ότι  i · j = i · k = j · k = 0 
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Εσωτερικό Γινόμενο 

Γωνία διανυσμάτων 

Ερώτημα 6 

Ποιά γωνία σχηματίζουν τα διανύσματα i + j + k και i + j − k; 
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Εσωτερικό Γινόμενο 

Θεώρημα Πυθαγόρα 

Απόδειξη 

Θεώρημα Cauchy-Schwarz 



Θεώρημα Cauchy-Schwarz 

Αν ένα από τα διανύσματα είναι μηδέν ισχύει η ισότητα 0 = 0 

Αρα cosθ=1, ισχύει η ισότητα  

Αν το ένα δεν είναι πολλαπλάσιο του άλλου, τότε |cos θ| < 1. ισχύει η ανισότητα  



Θεώρημα Cauchy-Schwarz 

Παράδειγμα 4 
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Θεώρημα Τριγωνικής Ανισότητας 
Για όλα τα διανύσματα u και v του R3 ισχύει 

Ανισότητα  Cauchy-Schwarz  Ανάπτυγμα τετραγώνου 

Υψώνουμε στο τετράγωνο  το αριστερό μέλος και επεκτείνουμε το τετράγωνο του μέτρου 
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Προβολή μεταξύ διανυσμάτων 

u = λe + z, όπου z κάθετο στο e 

Κάθε διάνυσμα u γράφεται ως άθροισμα ενός διανύσματος κατά 
τη διεύθυνση του e και ενός κάθετου σ΄ αυτό 

Πολλαπλασιάζοντας εσωτερικά με e προκύπτει 

Απόδειξη 

u · e = λ |e|2 + z · e = λ |e|2  

Το λ είναι η συνιστώσα του u πάνω στο e και το λe είναι η προβολή του u πάνω στο e.  

Ο αριθμός λ είναι πόσο “μέρος ” του u βρίσκεται στη διεύθυνση του e 
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Προβολή μεταξύ διανυσμάτων 

Βρείτε την προβολή του u = (2, 1, 2) πάνω στο e = (1, 0, 0). Αναλύστε το u σε ένα διάνυσμα 
κατά τη διεύθυνση του e, και ένα διάνυσμα z κάθετο σ’αυτό. 

Παράδειγμα 5 
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Προβολή μεταξύ διανυσμάτων 

Γιατι το μήκος της προβολής του u πάνω στο e είναι |u · e| / |e|? 

Παράδειγμα 6 
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Ασκήσεις 
Εσωτερικό Γινόμενο 
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Ασκήσεις 
Εσωτερικό Γινόμενο 



Ασκήσεις 
Εσωτερικό Γινόμενο 
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Ασκήσεις 
Εσωτερικό Γινόμενο 
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Ασκήσεις 
Εσωτερικό Γινόμενο 
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Ασκήσεις 
Εσωτερικό Γινόμενο 
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Ασκήσεις 
Εσωτερικό Γινόμενο 
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Ασκήσεις 
Εσωτερικό Γινόμενο 
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Ασκήσεις 
Εσωτερικό Γινόμενο 
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