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A
Εισαγωγή

Τυχαίες Μεταβλητές και Κατανοµές

Περιγραφική στατιστική ανάλυση και συµπερασµατολογία

Ενώ η περιγραφική στατιστική ασχολείται µε την αποτελεσµατκή περιγραφή (απεικόνιση,

διερεύνηση και περίληψη) δεδοµένων/µετρήσεων, ο απώτερος στόχος της στατιστικής

ανάλυσης είναι η εξαγωγή συµπερασµάτων σχετικά µε τα χαρακτηριστικά και τις ιδιότητες ενός

πληθυσµού µε ϐάση τις µετρήσεις που περιλαµβάνονται σε ένα δείγµα

Πληθυσµός και δείγµα

Βασικό εργαλείο στην εξαγωγή συµπερασµάτων για τα χαρακτηριστικά µιας µεταβλητής που

περιγράφει έναν πληθυσµό είναι η µοντελοποίηση της κατανοµής της, δηλαδή της συχνότητας

εµφάνισης των διαφόρων τιµών της µεταβλητής. Στο σηµείο αυτό υπεισέρχεται η έννοια της

ϑεωρητικής στατιστικής κατανοµής που χρησιµεύει ως αφαιρετικό µοντέλο για την µεταβλητή και

τον πληθυσµό, σε αντίθεση µε τη δειγµατική ή εµπειρική κατανοµή που χρησιµοποιείται ως

εφαλτήριο για την επιλογή µιας ϑεωρητικής κατανοµής και την εκτίµηση των παραµέτρων της

Στόχοι του µαθήµατος αυτού

I εξοικίωση µε τις ϐασικές έννοιες που σχετίζονται µε τις στατιστικές κατανοµές ως

µοντέλα κατανοµής συχνοτήτων τυχαίων µεταβλήτών

I σύντοµη επισκόπηση διαφόρων τύπων στατιστικών κατανοµών που υπεισέρχονται

στη στατιστική ανάλυση χωρικών δεδοµένων
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A
Γενικά για τις Στατιστικές Κατανοµές

Ορισµοί

Τυχαία µεταβλητή (ΤΜ)

Μια µεταβλητή X που µπορεί να πάρει µια σειρά τιµών ή πραγµατοποιήσεων,

{xi , i = 1, . . . ,N} για ένα πληθυσµό, το N µπορεί να είναι άπειρο N →∞, για ένα δείγµα, το N είναι πεπερασµένο

Στατιστική κατανοµή

΄Ενας πίνακας ή µια µαθηµατική συνάρτηση, που αντιστοιχεί τιµές µιας µεταβλητής µε

πιθανότητες εµφάνισής τους
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∆ιακριτή ή συνεχής ΤΜ

I διακριτή: ΤΜ που µπορεί να πάρει ένα πεπερασµένο σύνολο διακριτών τιµών,

π.χ., απαριθµητικές µεταβλητές : πληθυσµός, αριθµός ατυχηµάτων. . .
I συνεχής : ΤΜ που µπορεί να πάρει άπειρες τιµές µέσα σε κάποιο διάστηµα,

π.χ., ϑερµοκρασία, ταχύτητα, απόσταση. . .
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A
Γενικά για τις Στατιστικές Κατανοµές

Συνάρτηση Μάζας Πιθανότητας

Ορισµός

Συνάρτηση που αντιστοιχεί σε κάθε τιµή xi µιας διακριτής ΤΜ X την πιθανότητα f(xi)
εµφάνισης της τιµής αυτής : f(xi) = Prob{X = xi}, µε f(xi) ≥ 0 και

∑
f(xi) = 1.

Π.χ., η πιθανότητα εµφάνισης ενός αριθµού µελών οικογένειας στα νοικοκυριά µιας χώρας:

xi 1 2 3 4 5 6

f(xi) 0 0.125 0.250 0.375 0.250 0

1 2 3 4 5 6
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4
Probability mass function

household size

p
ro

b
ab

ili
ty

Φ. Κυριακίδης (Παν. Αιγαίου) Χωρική Ανάλυση Τυχαίες Μεταβλητές & Κατανοµές 4 / 22



A
Γενικά για τις Στατιστικές Κατανοµές

Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας

Ορισµός ΣΠΠ

Συνάρτηση fX (x) η οποία δίνει την πιθανότητα εµφάνισης τιµών µιας συνεχούς τυχαίας

µεταβλητής X µέσα σε ένα απειροελάχιστο διάστηµα [x − ε, x + ε]:

fX (x) = Prob{X ∈ [x − ε, x + ε]}
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Σηµείωση

Το εµβαδόν κάτω από την καµπύλη της ΣΠΠ είναι πάντα 1:
∫ +∞
−∞ fX (x)dx = 1
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A
Γενικά για τις Στατιστικές Κατανοµές

Συνάρτηση Αθροιστικής Μάζας

Ορισµός

Συνάρτηση που αντιστοιχεί σε κάθε τιµή xi µιας διακριτής ΤΜ X την πιθανότητα F(xi)

εµφάνισης τιµών µικρότερων ή ίσων της τιµής xi : F(xi) = Prob{X ≤ xi} =
∑i

j=1
f(xj)

xi 1 2 3 4 5 6

F(xi) 0.000 0.125 0.375 0.750 1.000 1.000
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Μια συνάρτηση αθροιστικής µάζας δεν µπορεί να είναι ϕθίνουσα
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A
Γενικά για τις Στατιστικές Κατανοµές

Συνάρτηση Κατανοµής

Ορισµός ΣΚ

Συνάρτηση FX (y) η οποία δίνει την πιθανότητα εµφάνισης τιµών x µιας συνεχούς
τυχαίας µεταβλητής X , οι οποίες είναι µικρότερες ή ίσες της τιµής y :

FX (y) = Prob{X ≤ y} =
∫ y

−∞
fX (x) dx
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Σηµειώσεις
I η (ποτέ ϕθίνουσα) ΣΚ είναι το ολοκλήρωµα της ΣΠΠ fX (x) για όλες τις τιµές x ≤ y ,

ή αλλιώς η ΣΠΠ (όχι πάντα ορίσιµη) είναι η παράγωγος της ΣΠ

I πιθανότητα εµφάνισης τιµών στο διάστηµα (a, b]: f(X ∈ (a, b])
= Prob{a < X ≤ b} = Prob{X ≤ b} − Prob{X ≤ a} = FX (b)− FX (a)
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A
Συνάρτηση Ποσοστηµορίων και Τυχαία ∆ειγµατοληψία

Συνάρτηση Ποσοστηµορίων

Αντίστροφη συνάρτηση κατανοµής

Συνάρτηση που αντιστοιχεί σε κάθε πιθανότητα p την τιµή της µεταβλητής xp, για την

οποία υπάρχει πιθανότητα p να µην εµφανιστούν τιµές µεγαλύτερες της – η τιµή xp

λέγεται το p-ποσοστηµόριο :

xp = F
−1

X (p), όπου p = FX (xp)
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A
Συνάρτηση Ποσοστηµορίων και Τυχαία ∆ειγµατοληψία

Τυχαία ∆ειγµατοληψία

∆ιαδικασία δειγµατοληψίας από µια συνεχή ΣΚ
1. προσοµοίωση ενός τυχαίου αριθµού p από την οµοιόµορφη κατανοµή στο

διάστηµα [0, 1]
2. υπολογισµός του αντίστοιχου ποσοστηµόριου : xp = F

−1

X (p)
3. επανάληψη των παραπάνω ϐηµάτων για την παραγωγή S προσοµοιωµένων τιµών

{xpi
, i = 1, . . . , S}
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I οι προσοµοιωµένες τιµές ακολουθούν την κατανοµή FX (x) τόσο πιστότερα όσο

µεγαλώνει ο αριθµός S

I οι προσοµοιωµένες τιµές χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό της αβεβαιότητας

στα εξερχόµενα (outputs) µοντέλων και την ανάλυση των επιπτώσεων τηςΦ. Κυριακίδης (Παν. Αιγαίου) Χωρική Ανάλυση Τυχαίες Μεταβλητές & Κατανοµές 9 / 22

A
Αναµενόµενη Τιµή και ∆ιακύµανση

Αναµενόµενη Τιµή E{X}

Ορισµός

Μέση τιµή E{X} = µ µιας τυχαίας µεταβλητής X , ή αλλιώς σταθµισµένο – µε ϐάση τη

ΣΠΠ fX (x) – άθροισµα ή ολοκλήρωµα όλων των πιθανών τιµών x µιας ΤΜ X

Για διακριτές τυχαίες µεταβλητές

Χρησιµοποιώντας K πιθανές τιµές {x1, . . . , xK}:

E{X} = µ =
K∑

k=1

xk fX (xk)

Η αναµενόµενη τιµή µπορεί να µην ανήκει στο σύνολο των πραγµατοποιήσιµων τιµών

Για συνεχείς τυχαίες µεταβλητές

E{X} = µ =

∫ +∞

−∞
x fX (x)dx
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A
Αναµενόµενη Τιµή και ∆ιακύµανση

∆ιακύµανση V{X}

Ορισµός

Αναµενόµενη τιµή της τυχαίας µεταβλητής (X − µ)2, δηλαδή των τετραγωνικών

αποκλίσεων (x − µ2) των τιµών x της µεταβλητής X από την αναµενόµενη τιµή της

µ = E{X}

Για διακριτές τυχαίες µεταβλητές

Χρησιµοποιώντας K πιθανές τιµές {x1, . . . , xK}:

V{X} = σ2 =
K∑

k=1

(xk − µ)2
fX (xk)

Για συνεχείς τυχαίες µεταβλητές

V{X} = σ2 = E{(X − µ)2} =
∫ +∞

−∞
(x − µ)2

fX (x)dx
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A
∆ιακριτές Κατανοµές

∆ιακριτή Οµοιόµορφη Κατανοµή στο ∆ιάστηµα [a, b]

Συνάρτηση µάζας πιθανότητας

fX (x) = Prob{X = x} = 1

K
, x = 1, . . . , K
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Σηµειώσεις
I για µια οµοιόµορφη ΤΜ X : E{X} = K+1

2
, και V{X} = (K−1)2

12

I η οµοιλοµορφη κατανοµή υποδηλώνει ότι οποιαδήποτε (από τις K ) τιµή της ΤΜ έχει

την ίδια πιθανότητα πραγµατοποίησης 1/K όπως κάθε άλλη τιµή – έλλειψη γνώσης

σχετικά µε τα συµβάντα x , εκτός των ορίων [a, b] πραγµατοποίησής τους
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A
∆ιακριτές Κατανοµές

Η Κατανοµή Poisson

Συνάρτηση µάζας πιθανότητας

fX (x) = Prob{X = x} = µxe−µ

x!
, x = 0, 1, . . . ,∞
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Σηµειώσεις
I αναµενόµενη τιµή E{X} = µ: µέσος ϱυθµός εµφάνισης (συχνότητα) µε µονάδα

µέτρησης τον αριθµό εµφάνισης στο µοναδιαίο διάστηµα

I για µια Poisson ΤΜ X : E{X} = µ = V{X}
I χρησιµοποιείται ως µοντέλο κατανοµής για τον αριθµό συµβάντων σε µια περίοδο,

π.χ., αριθµός ανεµοστρόβιλων σε µια περιοχή µέσα σε ένα διάστηµα 100 ετών
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A
Συνεχείς Κατανοµές

Συνεχής Οµοιόµορφη Κατανοµή στο ∆ιάστηµα [a, b]

΄Ολες οι τιµές της µεταβλητής έχουν την ίδια πιθανότητα πραγµατοποίησης

Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας – ΣΠΠ

Συνάρτηση fX (x) µε παραµέτρους τα όρια a και b του διαστήµατος [a, b]. Αναµενόµενη

τιµή E{X} = E{X} = b+a

2
και διακύµανση V{X} = (b−a)2

12
:

fX (x) =

{
1

b−a
αν a ≤ x ≤ b

0 σε κάθε άλλη περίπτωση

Συνάρτηση αθροιστικής κατανοµής – ΣΚ

FX (x) =


0 αν x ≤ a

x−a

b−a
αν a ≤ x ≤ b

1 αν x ≥ b
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A
Συνεχείς Κατανοµές

Εκθετική Κατανοµή

Συνεχής µορφή της γεωµετρικής κατανοµής, που χρησιµοποιείται για την µοντελοποίηση (τυχαίου) χρόνου αναµονής

Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας – ΣΠΠ

Συνάρτηση fX (x) µε παράµετρο την αναµενόµενη τιµή E{X} = µ = 1/λ, όπου λ είναι ο

ϱυθµός συµβάντων στο µοναδιαίο διάστηµα. Επίσης, V{X} = µ2 = 1/λ2
:

fX (x) = λe
−λx , x ≥ 0

Συνάρτηση αθροιστικής κατανοµής – ΣΚ

FX (x) = 1− e
−λx , x ≥ 0
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A
Συνεχείς Κατανοµές

Τυχαία ∆ειγµατοληψία Από Μια Εκθετική Κατανοµή

∆ιαδικασία

I δηµιουργία τυχαίων αριθµών από µια οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα [0, 1]:

p = [0.2140 0.6435 0.3200 0.9601 0.7266 0.4120 0.7446 0.2679 0.4399 0.9334]

I χρησιµοποίηση της συνάρτησης ποσοστηµορίων, δηλαδή λύση της εξίσωσης

αθροιστικής κατανοµής p = FX (x), εδώ εκθετικής µε λ = 1/2, ως προς το x :

p = 1− e
− 1

2
x ⇒ ln(e− 1

2
x) = ln(1− p)⇒ x = −2 ln(1− p)

I για τη δηµιουργία προσοµοιωµένων τιµών x της µεταβλητής X :

x = [0.4816 2.0628 0.7713 6.4428 2.5936 1.0621 2.7298 0.6237 1.1593 5.4181]
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Κανονική Κατανοµή

Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας – ΣΠΠ

Συνάρτηση fX (x) µε παραµέτρους την αναµενόµενη τιµή E{X} = µ και διακύµανση

V{X} = σ2:

fX (x) =
1

σ
√

2π
e
− 1

2
( x−µ

σ )2

Συνάρτηση αθροιστικής κατανοµής – ΣΚ

∆εν υπάρχει εξίσωση, αλλά υπολογίζεται µε αριθµητικές µεθόδους ολοκλήρωσης :

FX (x) =

∫ x

−∞
fX (y)dy =

∫ x

−∞

1

σ
√

2π
e
− 1

2
( y−µ

σ )2

dy
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Κανονική και Τυπική Κανονική Κατανοµή

Τυπική και µη τυπική κανονική ΣΠΠ

X ∼ N(µ, σ2) µε fX (x) =
1

σ
√

2π
e
− 1

2
( x−µ

σ )2

Z ∼ N(0, 1) µε f(z) =
1√
2π

e
− 1

2
z

2

Z ∼ N(0, 1) υποδηλώνει ότι η ΤΜ Z ακολουθεί µια τυπική κανονική ΣΠΠ

Από µη τυπική σε τυπική κανονική ΣΠΠ

κανονικοποίηση των x-δεδοµένων, δηλαδή υπολογισµός των z-scores

X ∼ N(µ, σ2) z =
x − µ
σ

τώρα Z ∼ N(0, 1)

Από τυπική σε µη τυπική κανονική κατανοµή

αντίστροφη κανονικοποίηση : πολλαπλασιασµός των z-δεδοµώνων µε την τυπική

απόκλιση σ και πρόσθεση της αναµενόµενης τιµής µ:

Z ∼ N(0, 1) x = zσ + µ τώρα X ∼ N(µ, σ2)
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Παραδείγµατα

Κανονική ΣΠΠ

−6 −4 −2 0 2 4 6
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

value

p
ro

b
ab

ili
ty

Examples of three Gaussian PDFs

N(0,1)
N(0,2)
N(0,0.5)

−6 −4 −2 0 2 4 6
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

value

fr
eq

ue
nc

y

Examples of three Gaussian PDFs

N(0,1)
N(1,1)
N(−1,1)

Κανονική ΣΚ
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Παραδείγµατα (2)

Λογαριθµική ΣΠΠ και ΣΠ

0 5 10 15 20 25 30
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14
Example of a Lognormal PDF

value

fr
eq

u
en

cy

0 5 10 15 20 25 30
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

value

fr
eq

u
en

cy

Example of a Lognormal CDF

Εκθετική ΣΠΠ και ΣΚ
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Θεωρητικές και ∆ειγµατικές ή Εµπειρικές Κατανοµές

Προσαρµογή (fitting) ϑεωρητικής κατανοµής σε δεδοµένα
I εκτίµηση παραµέτρων της ϑεωρητικής κατανοµής από τα δεδοµένα

I χρησιµοποίηση της ϑεωρητικής κατανοµής αντί αυτής των δεδοµένων – γενίκευση

από την εµπειρική στη ϑεωρητική κατανοµή

Χρησιµότητα ϑεωρητικών κατανοµών
I εξοµάλυνση δειγµατικής µεταβλητότητας (sampling variation) εξ΄ αιτίας του µικρού

αριθµού δειγµάτων/µετρήσεων

I συµπύκνωση πληροφορίας και παρέκταση (extrapolation) πιθανοτήτων για τιµές

που δεν έχουν παρατηρηθεί στο δείγµα

Σηµειώσεις
I υπάρχουν πολλά µοντέλα (εξισώσεις) ϑεωρητικών κατανοµών, τα περισσότερα

από τα οποία διαθέτουν µία µόνο επικρατούσα τιµή (mode)

I όµως, πολλές µεταβλητές στη ϕύση δεν είναι δυνατόν να µοντελοποιηθούν µε µια

απλή παραµετρική κατανοµή

I υπάρχουν και πιο γενικευµένα µοντέλα µειγµάτων ϑεωρητικών κατανοµών (µε

περισσότερες της µίας επικρατούσες τιµές), που παρουσιάζουν όµως µεγαλύτερη

δυσκολία στην εκτίµηση των (περισσότερων) παραµέτρων τους. . .
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Πέρα Από τις Μονοµεταβλητές Κατανοµές

Πολυµεταβλητές κατανοµές

I έως το σηµείο αυτό, έγινε µια επισκόπηση των κυριότερων ϑεωρητικών

κατανοµών, οι οποίες αφορούν στην περιγραφή ενός µόνο χαρακτηριστικού ή

µεταβλητής ενός πληθυσµού

I στη χωρική στατιστική, όµως, συχνά υπεισέρχεται η έννοια της πολυµεταβλητής

κατανοµής, δηλαδή µιας κατανοµής που ορίζεται σε ένα πολυδιάστατο (> 1) χώρο

και περιγράφει την από κοινού κατανοµή 2 ή περισσότερων µεταβλητών

I η γενική µορφή µιας διµεταβλητής, για παράδειγµα, συνάρτησης πυκνότητας

πιθανότητας (ΣΠΠ) είναι :

fX1,X2
(x1, x2;θ)

όπου X1 και X2 δηλώνουν 2 τυχαίες µεταβλητές, x1 και x2 δηλώνουν 2

συγκεκριµένες τιµές (πραγµατοποιήσεις) των ΤΜ, και θ είναι ένα διάνυσµα

παραµέτρων, µε στοιχεία όπως η αναµενόµενες τιµές και οι τυπικές αποκλίσεις

των 2 ΤΜ. Στη συγκεκριµένη περίπτωση, το γράφηµα της παραπάνω ΣΠΠ είναι τρισδιάστατο,

όπου οι 2 διαστάσεις αντιστοιχούν στις τιµές των 2 µεταβλητών και η 3η διάσταση αντιστοιχεί

στις τιµές της πιθανότητας εµφάνισης κάθε ζεύγους τιµών {x1, x2}
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