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A
Εισαγωγή

Χωρικό Σηµειακό Πρότυπο

Σύνολο σηµειακών ϑέσεων µε καταγεγραµµένα συµβάντα, π.χ., ϑέσεις δέντρων,

ϑέσεις εκδήλωσης νόσου ή εγκληµατικής ενέργειας
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Για το µάθηµα αυτό :

I ϐασική παραδοχή: όλες οι ϑέσεις συµβάντων έχουν καταγραφεί

I αντικείµενο ανάλυσης : χωρική κατανοµή ϑέσεων συµβάντων κι όχι άλλων ιδιοτήτων που

έχουν τυχόν καταµετρηθεί στις ϑέσεις αυτές

Στόχος µαθήµατος

΄Ελεγχος υποθέσεως τυχαίας χωρικής κατανοµής συµβάντων σηµειακού προτύπου :

Επισκόπηση σχετικών εννοιών και επι µέρους ϐηµάτων που ακολουθούνται στη

διαδικασία ελέγχου
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Εισαγωγή

΄Ελεγχος Υποθέσεως Τυχαίου Σηµειακού Προτύπου

Προεπισκόπηση

1. µηδενική υπόθεση : Επιλογή µιας τυχαίας (στοχαστικής) διεργασίας ως το γενεσιουργό

µηχανισµό για ένα παρατηρούµενο σηµειακό πρότυπο.

Μια στοχαστική διεργασία είναι µια µαθηµατική εξίσωση, ή ένα σύνολο εξισώσεων ή

κανόνων, γενικά ένας µηχανισµός, που ¨γεννά¨ σηµειακά πρότυπα στο χώρο.

Στην περίπτωση του µαθήµατος αυτού, η µηδενική υπόθεση είναι η παραδοχή ότι τα

συµβάντα κατανείµονται εντελώς τυχαία στην περιοχή µελέτης, ή αλλιώς ότι προέρχονται

από µια εντελώς τυχαία χωρική διεργασία

2. στατιστική δειγµατοληψία : κατασκευή (προσοµοίωση) πολλαπλών εναλλακτικών σηµειακών

προτύπων (µε τυχαίο τρόπο) από τη στοχαστική διεργασία. Τα σηµειακά πρότυπα αυτά

ονοµάζονται δείγµατα ή πραγµατοποιήσεις της στοχαστικής διεργασίας

3. επιλογή στατιστικού, π.χ., της εµπειρικής συνάρτησης Ĝ(d): µέσω του οποίου το

παρατηρούµενο σηµειακό πρότυπο ϑα συγκρίθει µε τα πολλαπλά πρότυπα που

προσοµοιώθηκαν. Το ιστόγραµµα των τιµών του στατιστικού που υπολογίζονται από τα

προσοµοιωµένα σηµειακά πρότυπα είναι µια προσέγγιση της δειγµατοληπτικής κατανοµής
του στατιστικού µε ϐάση τη µηδενική υπόθεση

4. έλεγχος υποθέσεως : Απόρριψη ή όχι της µηδενικής υπόθεσης µε ϐάση το ϐαθµό στον

οποίο διαφέρει το παρατηρούµενο στατιστικό από τη δειγµατοληπτική κατανοµή του εν λόγω

στατιστικού
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Εισαγωγή

Βασικές ΄Εννοιες

Σηµειακά συµβάντα

Σύνολο n ϑέσεων συµβάντων που καταγράφηκαν σε µια περιοχή µελέτης :

{ui , i = 1, . . . , n}, ui ∈ D

ui = διάνυσµα συντεταγµένων της ϑέσης του συµβάντος i, π.χ., σε 2 διαστάσεις ui = (xi yi),

n = αριθµός συµβάντων, ∈ = ανήκει, D = περιοχή µελέτης

Γενικευµένη ή µέση ένταση λ
Εκτιµάται ως : λ̂ =

n

|D|
, όπου |D| = είναι το µέτρο (εµβαδόν) της υπο µελέτης περιοχής D.

Με άλλα λόγια, στις δύο διαστάσεις, λ̂ είναι η ένταση στη µοναδιαία επιφάνεια

Τοπική ένταση λ(s)
Αριθµός συµβάντων (συχνότητα) σε µια οποιοδήποτε υποδιαίρεση του χώρου

(περιοχή/ζώνη/φατνίο) s δια το εµβαδόν |s| του υπο-χώρου αυτού
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Εντελώς Τυχαία Χωρική Σηµειακή ∆ιεργασία

Εντελώς Τυχαία Χωρική Σηµειακή ∆ιεργασία (ΕΤΧΣ∆)

Μη µαθηµατικός ορισµός

Μια στοχαστική χωρική διεργασία που ϑεωρείται ως ο µηχανισµός δηµιουργίας

πολλαπλών χωρικών σηµειακών προτύπων, µε τα εξής χαρακτηριστικά :

I η ένταση λ (αναµενόµενος αριθµός συµβάντων στη µοναδιαία επιφάνεια) είναι

σταθερή στην περιοχή µελέτης D⇒ απουσία εξωγενών ή περιβαλλοντικών

επιδράσεων

I η ϑέση εµφάνισης ενός συµβάντος είναι ανεξάρτητη από την εµφάνιση ενός

άλλου συµβάντος⇒ απουσία αλληλεπιδράσεων µεταξύ συµβάντων

∆ύο µορφές εντελώς τυχαίας ΧΣ∆

I ∆ιωνυµική (Binomial) σηµειακή διεργασία : Αν προσοµοιώσει κανείς M τυχαία

σηµειακά πρότυπα στην περιοχή D, κάθε πρότυπο ϑα περιέχει τον ίδιο αριθµό n

τυχαίων συµβάντων

I Poisson σηµειακή διεργασία : Ο αριθµός των συµβάντων nm που εµφανίζονται

τυχαία στο πρότυπο m είναι πραγµατοποίηση µιας τυχαίας µεταβλητής N µε

κατανοµή Poisson. Στην περίπτωση M προσοµοιωµένων σηµειακών προτύπων,

υπάρχουν M αριθµοί συµβάντων {nm,m = 1, . . . ,M}
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Εντελώς Τυχαία Χωρική Σηµειακή ∆ιεργασία

Κατανοµή Poisson

Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας

Μια διακριτή τυχαία µεταβλητή (ΤΜ) N ακολουθεί την κατανοµή Poisson, µε αναµενόµενη

τιµή µ = E{N}, όταν η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της ΤΜ N δίνεται ως :

fN(n) =
µn

n!
exp(−µ)
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I πιθανότητα εµφάνισης αριθµού συµβάντων n σε ένα χώρο µε µέτρο

(µήκος/εµβαδόν/όγκο) |D|, όπου µ = λ|D| και λ είναι η µέση ένταση στο

µοναδιαίο εµβαδόν

I η αναµενόµενη τιµή µ και η διακύµανση σ2 της ΤΜ N είναι ίσες : µ = σ2
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Εντελώς Τυχαία Χωρική Σηµειακή ∆ιεργασία

Προσοµοίωση Από µια Σηµειακή ∆ιεργασία Poisson

∆ιαδικασία προσµοίωσης

Για την κατασκευή M προσοµοιωµένων σηµειακών προτύπων, όπου nm είναι ο αριθµός

των συµβάντων του προτύπου m:

1. προσοµοίωση M αριθµών {nm,m = 1, . . . ,M} από µια ΤΜ µε κατανοµή Poisson µε

αναµενόµενη τιµή λ|D|. Οι M αριθµοί αντιστοιχούν στους αριθµούς συµβάντων των

M σηµειακών προτύπων που ϑα προσοµοιωθούν

2. προσοµοίωση nm τυχαίων ϑέσεων συµβάντων σε ένα παραλληλόγραµµο που

περικλείει (περιγράφει) την περιοχή µελέτης D. Αυτό επιτυγχάνεται µε την

προσοµοίωση nm Ϲευγών τιµών συντεταγµένων από δύο ανεξάρτητες ΤΜ µε

οµοιόµορφη κατανοµή στα διαστήµατα [xmin, xmax ] και [ymin, ymax ] που αντιστοιχούν

στις δύο πλευρές του παραλληλογράµµου

3. απόρριψη προσοµοιωµένων ϑέσεων που δεν εµπίπτουν στην περιοχή D, και

επανάληψη των ϐηµάτων 1 και 2 µέχρι να προσοµοιωθούν nm ϑέσεις µέσα στην

περιοχή D

4. επανάληψη των ϐηµάτων 2 και 3 µε ένα άλλο προσοµοιωµένο αριθµό συµβάντων,

nm′ , για την προσοµοίωση ενός άλλου, m
′, σηµειακού προτύπου
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Εντελώς Τυχαία Χωρική Σηµειακή ∆ιεργασία

Παραδείγµατα Εντελώς Τυχαίων Σηµειακών Προτύπων

3 πραγµατοποιήσεις (προσοµοιωµένα χωρικά σηµειακά πρότυπα) από µια εντελώς

τυχαία διεργασία µε n = 100 συµβάντα σε µια τετραγωνική περιοχή 100× 100:
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Χαρακτηριστικά

I δεν αναµένονται συγκεντρώσεις συµβάντων στο χώρο, αλλά είναι πιθανή η κατά

τόπους τυχαία συγκέντρωσή τους

I όταν εµφανίζονται ϑύλακες µε συγκεντρωµένα συµβάντα, ο αριθµός, η ϑέση και

το σχήµα/έκταση των ϑυλάκων αυτών είναι τυχαία και αλλάζουν από πρότυπο σε

πρότυπο
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Εντελώς Τυχαία Χωρική Σηµειακή ∆ιεργασία

Παραδείγµατα Μη Εντελώς Τυχαίων Σηµ. Προτύπων (1)

3 πραγµατοποιήσεις (προσοµοιωµένα χωρικά σηµειακά πρότυπα) από µια µη εντελώς

τυχαία διεργασία µε n = 100 συµβάντα σε µια τετραγωνική περιοχή 100× 100:
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Χαρακτηριστικά

I στην περίπτωση αυτή, αναµένονται συγκεντρώσεις συµβάντων στο χώρο λόγω της

επίδρασης εξωγενών (περιβαλλοντικών) παραγόντων που αυξάνουν την

πιθανότητα εµφάνισης συµβάντων σε διάφορες υπο-περιοχές

I ο αριθµός, η ϑέση και το σχήµα/έκταση των ϑυλάκων αυτών είναι δεν αλλάζουν

σηµαντικά από πρότυπο σε πρότυπο
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A
Εντελώς Τυχαία Χωρική Σηµειακή ∆ιεργασία

Παραδείγµατα Μη Εντελώς Τυχαίων Σηµ. Προτύπων (2)

3 πραγµατοποιήσεις (προσοµοιωµένα χωρικά σηµειακά πρότυπα) από µια µη εντελώς

τυχαία διεργασία µε n = 100 συµβάντα σε µια τετραγωνική περιοχή 100× 100:
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Χαρακτηριστικά

I στην περίπτωση αυτή, εµφανίζονται συγκεντρώσεις συµβάντων στο χώρο λόγω της

αλληλεπίδρασης µεταξύ τους κι όχι λόγω της επίδρασης εξωγενών

(περιβαλλοντικών) παραγόντων

I η ϑέση των ϑυλάκων συγκέντρωσης συµβάντων αλλάζει σηµαντικά από πρότυπο

σε πρότυπο κι όχι τόσο το σχήµα και ο αριθµός των ϑυλάκων
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Περιγραφή Προσοµοιωµένου ή Παρατηρούµενου Προτύπου

Ανακεφαλαίωση

I µέχρι στιγµής, είδαµε µε ποιόν τρόπο προσοµοιώνονται χωρικά σηµειακά πρότυπα

από µια εντελώς τυχαία σηµειακή διεργασία, είτε αυτή λέγεται ∆ιωνυµική

διεργασία είτε διεργασία Poisson

I µια στοχαστική χωρική διεργασία οδηγεί σε πολλαπλά σηµειακά πρότυπα, κι ο

στόχος µας τώρα είναι τα συγκρίνουµε (µε ϐάση κάποια ποσοτικά στατιστικά) το

παρατηρούµενο σηµειακό πρότυπο µε τα M προσοµοιωµένα σηµειακά πρότυπα

Τρόποι περιγραφής χωρικής κατανοµής ενός σηµειακού προτύπου

I ανάλυση έντασης : καταµέτρηση έντασης συµβάντων σε ϕατνία, ή εκτίµηση

επιφάνειας έντασης µε χρήση πυρήνα

I ανάλυση αλληλεπίδρασης : µελέτη της κατανοµής των αποστάσεων µεταξύ

πλησιεστέρων συµβάντων, ή των αποστάσεων µεταξύ συµβάντων γενικότερα

(εξαιρουµένων των µηδενικών αποστάσεων)
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∆ειγµατοληπτική Κατανοµή του Στατιστικού dmin (1)

Μεταβλητή περιγραφής σηµειακού προτύπου

Απόσταση µεταξύ πλησιέστερων συµβάντων. Για ένα πρότυπο (δείγµα) µε n συµβάντα,

υπάρχουν n τέτοιες αποστάσεις {dmin

i
, i = 1, . . . , n}, όπου d

min

i είναι η απόσταση από το

συµβάν µε διάνυσµα συντεταγµένων ui στο πλησιέστερο συµβάν

Στατιστικό δείγµατος

Μέση απόσταση µεταξύ πλησιέστερων συµβάντων : dmin =
1

n

n∑
i=1

d
min

i

Κατασκευή της δειγµατοληπτικής κατανοµής του στατιστικού

µέσω προσοµοίωσης από τη µηδενική υπόθεση :

1. προσοµοίωση ενός δείγµατος, δηλαδή ενός χωρικού σηµειακού προτύπου, από την

εντελώς τυχαία χωρική σηµειακή διεργασία µε µέση ένταση λ

2. υπολογισµός της τιµής του στατιστικού dmin από το προσοµοιωµένο πρότυπο

3. επανάληψη των ϐηµάτων (1) και (2), πολλές, π.χ. M = 1000, ϕορές για τον υπολογισµό M

προσοµοιωµένων τιµών στατιστικού dmin

4. το ιστόγραµµα των M προσοµοιωµένων τιµών dmin αποτελεί (κατά προσέγγιση) τη

δειγµατοληπτική κατανοµή του εν λόγω στατιστικού µε βάση τη µηδενική υπόθεση
Φ. Κυριακίδης (Παν. Αιγαίου) Χωρική Ανάλυση ΄Ελεγχος Τυχαίου Σηµειακού Προτύπου 12 / 28



A
∆ειγµατοληπτικές Κατανοµές Στατιστικών Για Εντελώς Τυχαία Σηµειακά Πρότυπα

∆ειγµατοληπτική Κατανοµή του Στατιστικού dmin (2)

∆ύο πραγµατοποιήσεις (δείγµατα) από µια ∆ιωνυµική τυχαία διαδικασία µε n = 50
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dmin = 7.13 dmin = 8.13

∆ειγµατοληπτική κατανοµή ή ιστόγραµµα τιµών dmin που υπολογίστηκαν από M = 500

προσοµοιωµένα εντελώς τυχαία σηµειακά πρότυπα, µε n = 50 συµβάντα στο καθένα
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A
∆ειγµατοληπτικές Κατανοµές Στατιστικών Για Εντελώς Τυχαία Σηµειακά Πρότυπα

∆ειγµατοληπτική Κατανοµή του Στατιστικού dmin (3)

∆ύο πραγµατοποιήσεις (δείγµατα) από µια ∆ιωνυµική τυχαία διαδικασία µε n = 100
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CSR−generated point pattern (n=100)
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dmin = 4.88 dmin = 5.67

∆ειγµατοληπτική κατανοµή ή ιστόγραµµα τιµών dmin που υπολογίστηκαν από 500

προσοµοιωµένα εντελώς τυχαία σηµειακά πρότυπα, µε n = 100 συµβάντα στο καθένα
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mean     
std dev. 
minimum  
q(0.25)  
median   
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500 
5.23
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A
∆ειγµατοληπτικές Κατανοµές Στατιστικών Για Εντελώς Τυχαία Σηµειακά Πρότυπα

∆ιάστηµα Εµπιστοσύνης για το Στατιστικό dmin

∆ειγµατοληπτικές κατανοµές του στατιστικού dmin µε ϐάση 1000 εντελώς τυχαία

προσοµοιωµένα σηµειακά πρότυπα µε αναµενόµενο (µέσο) αριθµό συµβάντων n = 50

(αριστερά) και n = 100 (δεξιά) σε µια περιοχή 100× 100
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∆ιάστηµα εµπιστοσύνης (∆Ε)

Για επίπεδο σηµαντικότητας α, εδώ α = 0.1, τα ποσοστηµόρια που αντιστοιχούν στις

αθροιστικές πιθανότητες α/2 και 1− (α/2), οριοθετούν το 1− α ∆Ε για το επίπεδο

αυτό. Στο παράδειγµα αριστερά, οι τιµές 6.52 και 8.54 είναι τα 0.05 και 0.95 ποσοστηµόρια, και

οριοθετούν το ∆Ε µέσα στο οποίο ϐρίσκεται η τιµή της µεταβλητής dmin για το 90% των

προσοµοιωµένων σηµειακών προτύπων µε ϐάση τη µηδενική υπόθεση
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A
∆ειγµατοληπτικές Κατανοµές Στατιστικών Για Εντελώς Τυχαία Σηµειακά Πρότυπα

Θεωρητικά Αναµενόµενη Τιµή για το Στατιστικό dmin

∆ειγµατοληπτικές κατανοµές του στατιστικού dmin που υπολογίστηκαν από 1000 εντελώς τυχαία

προσοµοιωµένα σηµειακά πρότυπα µε αναµενόµενο (µέσο) αριθµό συµβάντων n = 50

(αριστερά) και n = 100 (δεξιά) σε µια περιοχή 100× 100
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Θεωρητικά αναµενόµενη τιµή

΄Εχει αποδειχθεί µαθηµατικά ότι, για µια εντελώς τυχαία σηµειακή διεργασία Poisson και

για µια περιοχή µε σχετικά απλή γεωµετρία, η αναµενόµενη τιµή του στατιστικού dmin

δίνεται από τη σχέση : E{Dmin} = 0.5
√
|D|/n + 0.051(P/n) + 0.041(P/n

3/2), όπου |D|
και P είναι, αντίστοιχα, το εµβαδόν και η περίµετρος της περιοχής D. Στο παράδειγµα

αριστερά, ο µέσος όρος των 1000 προσοµοιωµένων τιµών dmin είναι 7.548, και προσεγγίζει την

αντίστοιχη ϑεωρητικά αναµενόµενη τιµή E{Dmin} = 7.525
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A
∆ειγµατοληπτικές Κατανοµές Στατιστικών Για Εντελώς Τυχαία Σηµειακά Πρότυπα

∆ειγµατοληπτική Κατανοµή του Στατιστικού Ĝ(d) (1)

Μεταβλητή περιγραφής σηµειακού προτύπου

Απόσταση µεταξύ πλησιέστερων συµβάντων. Για ένα πρότυπο (δείγµα) µε n συµβάντα,

υπάρχουν n τέτοιες αποστάσεις {dmin

i
, i = 1, . . . , n}

Στατιστικό δείγµατος

Συνάρτηση αθροιστικής κατανοµής n τιµών απόστασεων µεταξύ πλησιέστερων

συµβάντων : Ĝ(d) = ποσοστό των n αποστάσεων d
min

i
≤ d

Κατασκευή της δειγµατοληπτικής κατανοµής του στατιστικού

µέσω προσοµοίωσης από τη µηδενική υπόθεση :

1. προσοµοίωση ενός δείγµατος, δηλαδή ενός χωρικού σηµειακού προτύπου, από την

εντελώς τυχαία χωρική σηµειακή διεργασία µε µέση ένταση λ

2. υπολογισµός της τιµής του στατιστικού Ĝ(d) από το προσοµοιωµένο πρότυπο

3. επανάληψη των ϐηµάτων (1) και (2), πολλές, π.χ. M = 1000, ϕορές για τον υπολογισµό M

προσοµοιωµένων τιµών στατιστικού Ĝ(d)

4. η δέσµη των M προσοµοιωµένων συναρτήσεων Ĝ(d) αποτελεί (κατά προσέγγιση) τη

δειγµατοληπτική κατανοµή του εν λόγω στατιστικού µε βάση τη µηδενική υπόθεση
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A
∆ειγµατοληπτικές Κατανοµές Στατιστικών Για Εντελώς Τυχαία Σηµειακά Πρότυπα

∆ειγµατοληπτική Κατανοµή του Στατιστικού Ĝ(d) (2)

∆ειγµατοληπτικές κατανοµές του στατιστικού Ĝ(d), που κατασκευάστηκαν από 500

προσοµειωµένα σηµειακά πρότυπα (από τη Poisson διεργασία) µε αναµενόµενο αριθµό

συµβάντων E{N} = 50 (αριστερά) και E{N} = 100 (δεξιά) σε µια τετραγωνική περιοχή 100× 100
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΄Οσο περισσότερα τυχαία συµβάντα εµφανίζονται σε µια περιοχή, τόσο πιο γρήγορα (σε

µικρότερες αποστάσεις d) ανέρχεται και τόσο πιο συγκεντρωµένη είναι η δέσµη των

προσοµοιωµένων συναρτήσεων Ĝ(d)

Η ελάχιστη Ĝmin(d) και η µέγιστη Ĝmax(d) τιµή των εµπειρικών συναρτήσεων Ĝ(d) για την

απόσταση d, που υπολογίστηκαν από M προσοµοιωµένα σηµειακά πρότυπα, ορίζουν ένα

διάστηµα εµπιστοσύνης (∆Ε) για επίπεδο σηµανιτκότητας α = 1/(M + 1)
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A
∆ειγµατοληπτικές Κατανοµές Στατιστικών Για Εντελώς Τυχαία Σηµειακά Πρότυπα

Θεωρητικά Αναµενόµενη Τιµή του Στατιστικού Ĝ(d)

Ελάχιστες και µέγιστες τιµές του στατιστικού Ĝ(d) για κάθε απόσταση d, που υπολογίστηκαν από

500 προσοµειωµένα σηµειακά πρότυπα (από τη Poisson διεργασία) µε αναµενόµενο αριθµό

συµβάντων E{N} = 50 (αριστερά) και E{N} = 100 (δεξιά) σε µια τετραγωνική περιοχή 100× 100
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Θεωρητικά αναµενόµενη τιµή

΄Εχει αποδειχθεί µαθηµατικά ότι, για µια εντελώς τυχαία σηµειακή διεργασία Poisson και

για µια περιοχή µε σχετικά απλή γεωµετρία, η αναµενόµενη τιµή του στατιστικού Ĝ(d)
δίνεται από τη σχέση : E{Ĝ(d)} = 1− exp(−λπd

2). Στα παραπάνω παραδείγµατα, οι

ϑεωρητικά αναµενόµενες τιµές της εµπειρικής συνάρτησης Ĝ(d) απεικονίζονται µε κόκκινους

κύκλους για τις αποστάσεις d
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A
∆ειγµατοληπτικές Κατανοµές Στατιστικών Για Εντελώς Τυχαία Σηµειακά Πρότυπα

∆ειγµατοληπτική Κατανοµή του Στατιστικού L̂(d) (1)

Μεταβλητή περιγραφής σηµειακού προτύπου

Απόσταση µεταξύ συµβάντων, εξαιρουµένων των µηδενικών αποστάσεων. Για ένα

πρότυπο (δείγµα) µε n συµβάντα, υπάρχουν n
2 − n τέτοιες αποστάσεις

Στατιστικό δείγµατος

Συνάρτηση αθροιστικής κατανοµής n
2 − n απόστασεων µεταξύ συµβάντων (επί το

εµβαδόν |D| της περιοχής): K̂ (d). Το στατιστικό αυτό έχει ϑεωρητικά αναµενόµενη τιµή

(για µια εντελώς τυχαία σηµειακή διεργασία) E{K̂ (d)} = πd
2, και συνίσταται η

µετατροπή του στο στατιστικό L̂(d) =
√

K̂ (d)/π − d µε ϑεωρητικά αναµενόµενη τιµή 0

Κατασκευή της δειγµατοληπτικής κατανοµής του στατιστικού

µέσω προσοµοίωσης από τη µηδενική υπόθεση :

1. προσοµοίωση ενός δείγµατος, δηλαδή ενός χωρικού σηµειακού προτύπου, από την

εντελώς τυχαία χωρική σηµειακή διεργασία µε µέση ένταση λ

2. υπολογισµός της τιµής του στατιστικού L̂(d) από το προσοµοιωµένο πρότυπο

3. επανάληψη των ϐηµάτων (1) και (2), πολλές, π.χ. M = 1000, ϕορές για τον υπολογισµό M

προσοµοιωµένων τιµών στατιστικού L̂(d)

4. η δέσµη των M προσοµοιωµένων συναρτήσεων L̂(d) αποτελεί (κατά προσέγγιση) τη

δειγµατοληπτική κατανοµή του εν λόγω στατιστικού µε βάση τη µηδενική υπόθεσηΦ. Κυριακίδης (Παν. Αιγαίου) Χωρική Ανάλυση ΄Ελεγχος Τυχαίου Σηµειακού Προτύπου 20 / 28
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∆ειγµατοληπτικές Κατανοµές Στατιστικών Για Εντελώς Τυχαία Σηµειακά Πρότυπα

∆ειγµατοληπτική Κατανοµή του Στατιστικού L̂(d) (2)

∆ειγµατοληπτικές κατανοµές του στατιστικού L̂(d) (ελάχιστη, µέση και µέγιστη τιµή για κάθε

απόσταση d), που κατασκευάστηκαν από 500 εντελώς τυχαία προσοµειωµένα σηµειακά πρότυπα

(από µια Poisson διεργασία) µε αναµενόµενο αριθµό συµβάντων E{N} = 50 (αριστερά) και

E{N} = 100 (δεξιά) σε µια τετραγωνική περιοχή 100× 100.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

inter−event distances

Lh
at

 v
al

ue
s

Envelope and expected Lhat under CSR (50 events)

 

 

max
expected
min

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

inter−event distances

Lh
at

 v
al

ue
s

Envelope and expected Lhat under CSR (100 events)

 

 

max
expected
min

΄Οσο περισσότερα τυχαία συµβάντα εµφανίζονται σε µια περιοχή, τόσο πιο συγκεντρωµένη είναι

η δέσµη των προσοµοιωµένων εµπειρικών συναρτήσεων L̂(d)

Η ελάχιστη L̂min(d) και η µέγιστη L̂max(d) τιµή των εµπειρικών συναρτήσεων L̂(d) για την

απόσταση d, που υπολογίστηκαν από M προσοµοιωµένα σηµειακά πρότυπα, ορίζουν

ένα διάστηµα εµπιστοσύνης για επίπεδο σηµανιτκότητας α = 1/(M + 1)
Φ. Κυριακίδης (Παν. Αιγαίου) Χωρική Ανάλυση ΄Ελεγχος Τυχαίου Σηµειακού Προτύπου 21 / 28

A
΄Ελεγχος Υποθέσεως Εντελώς Τυχαίου Σηµειακού Προτύπου

΄Ελεγχος Υποθέσεως µε Βάση το Στατιστικό d̄min (I)

∆ειγµατοληπτική κατανοµή
του στατιστικού dmin για µια ΕΤΧΣ∆
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Sampling distribution of d̄min under CSR (n=100)
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# of data
mean     
std dev. 
minimum  
q(0.25)  
median   
q(0.75)  
maximum  

500 
5.23
0.29
4.33
5.03
5.23
5.42
6.05

∆ύο παρατηρούµενα σηµειακά πρότυπα µε n = 100 συµβάντα
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dmin = 7.86 dmin = 1.17

Ερώτηση: Μπορεί να ϑεωρηθεί ότι τα 2 αυτά πρότυπα προέρχονται από µια εντελώς τυχαία ΧΣ∆;
Η απάντηση είναι όχι, και µπορεί να δωθεί µε µεγάλη εµπιστοσύνη, γιατί το πρότυπο στα αριστερά

(δεξιά) έχει πολύ µεγαλύτερη (µικρότερη) τιµή dmin απ΄ ότι αναµένεται µε ϐάση τη µηδενική

υπόθεση της ΕΤΧΣ∆.
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A
΄Ελεγχος Υποθέσεως Εντελώς Τυχαίου Σηµειακού Προτύπου

΄Ελεγχος Υποθέσεως µε Βάση το Στατιστικό d̄min (II)

Παρατηρούµενο πρότυπο µε n = 100 συµβάντα,

και δειγµατοληπτική κατανοµή του στατιστικού dmin για µια ΕΤΧΣ∆
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dmin = 5.18

Ερώτηση: Είναι το παρατηρούµενο πρότυπο πιο συγκεντρωµένο απ΄ ότι αναµένεται για

µια ΕΤΧΣ∆; Η απάντηση είναι πιθανότατα όχι, γιατί η παρατηρούµενη τιµή dmin = 5.18

(κατακόρυφη γραµµή) ϐρίσκεται στο κέντρο της δειγµατοληπτικής κατανοµής του

στατιστικού dmin για τη µηδενική υπόθεση µιας ΕΤΧΣ∆

Φ. Κυριακίδης (Παν. Αιγαίου) Χωρική Ανάλυση ΄Ελεγχος Τυχαίου Σηµειακού Προτύπου 23 / 28

A
΄Ελεγχος Υποθέσεως Εντελώς Τυχαίου Σηµειακού Προτύπου

΄Ελεγχος Υποθέσεως µε Βάση το Στατιστικό d̄min (III)

Παρατηρούµενο σηµειακό πρότυπο µε n = 100 συµβάντα, και δειγµατοληπτική

κατανοµή του στατιστικού dmin για µια ΕΤΧΣ∆

0 20 40 60 80 100
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100
Observed point pattern (n=100)

4 4.5 5 5.5 6 6.5
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

d̄min

Sampling distribution of d̄min under CSR (n=100)

fr
eq

ue
nc

y

dmin = 4.65

Ερώτηση: Είναι το παρατηρούµενο πρότυπο πιο συγκεντρωµένο απ΄ ότι αναµένεται για

µια ΕΤΧΣ∆; Η ερώτηση αυτή υποδηλώνει ότι ενδιαφερόµαστε για µικρότερες τιµές dmin

από αυτές που αντιστοιχούν σε µια ΕΤΧΣ∆, δηλαδή µας ενδιαφέρει πόσο στα αριστερά

της δειγµατοληπτικής κατανοµής ϐρίσκεται η παρατηρούµενη τιµή

Απάντηση: Το εµβαδό των ϱαβδών στα αριστερά της παρατηρούµενης τιµής

dmin = 4.65 ποσοτικοποιεί την πιθανότητα p να ανήκει η παρατηρούµενη τιµή στη

δειγµατοληπτική κατανοµή του στατιστικού. Στη συγκεκριµένη περίπτωση : p = 0.017
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A
΄Ελεγχος Υποθέσεως Εντελώς Τυχαίου Σηµειακού Προτύπου

΄Ελεγχος Υποθέσεως µε Βάση το Στατιστικό Ĝ(d) (I)

2 παρατηρούµενα σηµειακά πρότυπα µε n = 100 συµβάντα
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Ερώτηση: Είναι τα πρότυπα αυτά τυχαία ή όχι;
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Πιθανότατα όχι, γιατί η παρατηρούµενη εµπειρική συνάρτηση Ĝ(d) δεν εµπίπτει στα

όρια της δειγµατοληπτικής κατανοµής του στατιστικού Ĝ(d) µε ϐάση µια ΕΤΧΣ∆Φ. Κυριακίδης (Παν. Αιγαίου) Χωρική Ανάλυση ΄Ελεγχος Τυχαίου Σηµειακού Προτύπου 25 / 28

A
΄Ελεγχος Υποθέσεως Εντελώς Τυχαίου Σηµειακού Προτύπου

΄Ελεγχος Υποθέσεως µε Βάση το Στατιστικό Ĝ(d) (II)

Παρατηρούµενο πρότυπο

µε n = 100 συµβάντα
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n=100 random events in a study region

Ερώτηση: Είναι το παρατηρούµενο σηµειακό πρότυπο τυχαίο ή όχι;
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Πιθανότατα ναι, γιατί η παρατηρούµενη συνάρτηση Ĝ(d) ϐρίσκεται στο κέντρο της

δειγµατοληπτικής κατανοµής του στατιστικού Ĝ(d) µε ϐάση µια ΕΤΧΣ∆
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A
΄Ελεγχος Υποθέσεως Εντελώς Τυχαίου Σηµειακού Προτύπου

΄Ελεγχος Υποθέσεως µε Βάση το Στατιστικό L̂(d)

Παρατηρούµενα

πρότυπα, n = 100
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n=100 random events in a study region
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n=100 clustered events in a study region

0 10 20 30 40 50
−14

−12

−10

−8

−6

−4

−2

0

2

event-to-event distance, d

L̂
(d
)

Observed L̂(d) function and its S.D. under CSR

 

 

minimum
mean
maximum
observed

0 10 20 30 40 50
−15

−10

−5

0

5

10

15

event-to-event distance, d

L̂
(d
)

Observed L̂(d) function and its S.D. under CSR

 

 

minimum
mean
maximum
observed

Η παρατηρούµενη εµπειρική συνάρτηση L̂(d) ϐρίσκεται υψηλότερα (για µικρές

αποστάσεις d) από ότι αναµένεται µε ϐάση µια ΕΤΧΣ∆⇒ συγκεντρωτικότητα
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A
Ανακεφαλαίωση

Βασικά Σηµεία ∆ιάλεξης

΄Ελεγχος υποθέσεως για χωρικά σηµειακά πρότυπα

I ποσοτικοποίηση απόκλισης µεταξύ της τιµής του στατιστικού, π.χ., dmin ή Ĝ(d), που

υπολογίστηκε από ένα σηµειακό πρότυπο από τις αντίστοιχες αναµενόµενες τιµές

του στατιστικού µε ϐάση µια µηδενική υπόθεση (εδώ µια ΕΤΣΧ∆)

I απόρριψη της µηδενικής υπόθεσης αν η παραπάνω απόκλιση υπερβαίνει ένα

υποκειµενικά ορισµένο όριο (επίπεδο σηµαντικότητας)

Μια εντελώς τυχαία σηµειακή διεργασία υποδηλώνει : (ι) χωρικά σταθερή αναµενόµενη

ένταση συµβάντων, και (ιι) απουσία αλληλεπιδράσεων µεταξύ συµβάντων

∆ειγµατοληπτική κατανοµή στατιστικού

I κατανοµή τιµών ενός στατιστικού που υπολογίζονται από προσοµοιωµένα δείγµατα

(εδώ χωρικά σηµειακά πρότυπα) µε ϐάση µια µηδενική υπόθεση (εδώ µια ΕΤΧΣ∆).

Σηµείωση: Τα πολλαπλά σηµειακά πρότυπα προσοµοιώνονται στην ίδια περιοχή

µελέτης µε τον ίδιο (αναµενόµενο) αριθµό συµβάντων όπως και στο

παρατηρούµενο πρότυπο

I µια δειγµατοληπτική κατανοµή µπορεί να κατασκευαστεί και µαθηµατικά χωρίς

προσοµοίωση, αλλά για περιοχές µελέτης µε σχετικά απλό γεωµετρικό σχήµα

(υπεισέρχονται επίσης και άλλα προβλήµατα λόγω επιδράσεων ορίων)
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