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A
Εισαγωγικές ΄Εννοιες

Εισαγωγή

∆εδοµένα: Μετρήσεις χωρικής µεταβλητής σε διάφορες µονάδες παρατήρησης

(σταθµοί, pixel). Συχνά, οι µονάδες παρατήρησης είναι λίγες και διεσπαρµένες στο

χώρο, π.χ., ϐροχοµετρικοί σταθµοί

Στόχος: Εκτίµηση/πρόβλεψη, µέσω της χωρικής παρεµβολής, άγνωστων τιµών της

µεταβλητής σε τυχαία σηµεία στο χώρο, και ποσοτικοποίηση της σχετικής αβεβαιότητας.

Συχνά, τα σηµεία εκτίµησης αντιστοιχούν στους κόµβους ενός κανονικού καννάβου,

οπότε ορίζεται µία ¨επιφάνεια¨ παρεµβαλόµενων τιµών και µία ¨επιφάνεια¨

αβεβαιότητας παρεµβολής
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Σκοπός του µαθήµατος: Μία εισαγωγή στη γεωστατιστική µέθοδο χωρικής παρεµβολής

Kriging. Θα δωθεί έµφαση στο Απλό Kriging, όπου η αναµενόµενη τιµή της µεταβλητής

σε κάθε σηµείο (παρατήρησης ή εκτίµησης) ϑεωρείται γνωστή
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A
Εισαγωγικές ΄Εννοιες

Συµβολισµός και Ορολογία

∆εδοµένα: Σύνολο N µετρήσεων {z(sn), n = 1, . . . ,N} µιας χωρικής µεταβλητής Z ,

που λήφθηκαν σε N µονάδες παρατήρησης {sn, n = 1, . . . ,N}, π.χ., sn είναι το σηµείο

παρατήρησης n. Οι N αυτές µετρήσεις µπορούν να συγκεντρωθούν σε ένα (N × 1)

διάνυσµα µετρήσεων zs = [z(sn), n = 1, . . . ,N]T

Στόχος: Πρόβλεψη/εκτίµηση, µε ϐάση τις N γνωστές µετρήσεις, ενός συνόλου M

άγνωστων τιµών {z(tm),m = 1, . . . ,M} της µεταβλητής Z σε M σηµεία

{tm,m = 1, . . . ,M}, π.χ., στους κόµβους ενός κανονικού καννάβου

Ορολογία:
I συχνά, οι µετρήσεις καλούνται δεδοµένα πηγής (source data), ενώ οι άγνωστες

τιµές καλούνται τιµές στόχου (target values), και ανάλογα οι αντίστοιχες µονάδες

παρατήρησης ή εκτίµησης – source and target zones or supports

I ϑεωρείται, προς το παρόν, ότι τόσο τα δεδοµένα πηγής όσο και οι τιµές στόχου

αφορούν σε µία και µόνο µεταβλητή Z , και οι αντίστοιχες µονάδες παρατήρησης

είναι σηµειακές

I τέλος, ϑεωρείται (για χάρη ευκολίας) ότι όλες οι N µετρήσεις συνεισφέρουν στην

εκτίµηση της άγνωστης τιµής z(tm), δηλαδή, παρουσιάζεται η περίπτωση της

καθολικής (global) χωρικής παρεµβολής
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A
Εισαγωγικές ΄Εννοιες

Αναµενόµενες Τιµές και ∆ιαταράξεις ή Αποκλίσεις

Γνωστές αναµενόµενες τιµές ή επιδράσεις πρώτου ϐαθµού :

I στα N σηµεία παρατήρησης {sn, n = 1, . . . ,N} ορίζεται ένα (N × 1) διάνυσµα

αναµενόµενων τιµών µs = [µ(sn), n = 1, . . . ,N]T , όπου µ(sn) = E{Z(sn)} είναι ο

µακροπρόθεσµος µέσος όρος (¨κλιµατολογία¨) της µεταβλητής Z στο σηµείο sn

I στο σηµείο εκτίµησης tm ορίζεται η αναµενόµενη τιµή µ(tm) = E{Z(tm)}, ή ο

µακροπρόθεσµος µέσος όρος (¨κλιµατολογία¨) της µεταβλητής Z στο σηµείο tm

∆ιαταράξεις ή αποκλίσεις από αναµενόµενες τιµές:
I στα N σηµεία παρατήρησης {sn, n = 1, . . . ,N} ορίζεται ένα (N × 1) διάνυσµα

διαταράξεων rs = [r(sn), n = 1, . . . ,N]T = zs − µs , όπου r(sn) = z(sn)− µ(sn)
είναι η απόκλιση (παρατήρηση - αναµενόµενη τιµή) στο σηµείο sn

I στο σηµείο εκτίµησης tm ορίζεται η άγνωστη διατάραξη r(tm) = z(tm)− µ(tm)

Αν δεν µπορούν να διαφοροποιηθούν τα στοιχεία του διανύσµατος µs και η τιµή µ(tm),

τότε µπορεί κανείς να ορίσει µια χωρικά σταθερή αναµενόµενη τιµή

µ(sn) = µ = µ(tm), ∀n,m, ϐάσει, για παράδειγµα, του µέσου όρου των N µετρήσεων
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Γεωστατιστική Χωρική Παρεµβολή

Γραµµική Χωρική Παρεµβολή

διαταράξεων, αφού απαλειφθούν οι τοπικές διαφορές σε επιδράσεις πρώτου ϐαθµού

Γραµµική παρεµβολή: Η προβλεπόµενη διατάραξη r̂(tm) στο σηµείο εκτίµησης tm

υπολογίζεται ως ένα σταθµισµένο άθροισµα των γνωστών N διαταράξεων

{r(sn) = [z(sn)− µ(sn)], n = 1, . . . ,N}:

r̂(tm) =
N∑

n=1

wm(sn)r(sn) και ẑ(tm) = µ(tm) + r̂(tm)

wm(sn) είναι η συνεισφορά (ϐάρος) της γνωστής διατάραξης r(sn) στην εκτίµηση της άγνωστης

διατάραξης r(tm) στο σηµείο εκτίµησης tm

Προσδιορισµός βαρών παρεµβολής: Τα N ϐάρη {wmn, n = 1, . . . ,N} είναι συνήθως

συνάρτηση της χωρικής διάταξης των σηµείων πηγής και στόχου, και ειδικότερα,

συνάρτηση των N αποστάσεων στόχου-πηγών {dmn, n = 1, . . . ,N} µεταξύ του σηµείου

εκτίµησης tm και των N σηµείων παρατήρησης. Με άλλα λόγια, πρώτα τα ϐάρη

υπολογίζονται µε ϐάση τη χωρική διάταξη των σηµείων εκτίµησης και παρατήρησης, και

κατόπιν αντιστοιχίζονται µε τις παρατηρούµενες µετρήσεις ή διαταράξεις. . .
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A
Γεωστατιστική Χωρική Παρεµβολή

Γεωστατιστική Χωρική Παρεµβολή

∆ιαδικασία:

1. ϑεωρείται ότι οι αναµενόµενες τιµές µεταβάλλονται στο χώρο; Υπάρχει

πληροφορία ικανή να διαφοροποιήσει χωρικά τις αναµενόµενες τιµές;

I αν ναι, υπολόγισε τις διαταράξεις στα σηµεία παρατήρησης από τις γνωστές

αναµενόµενες τιµές

I αν όχι, ϑεώρησε ότι όλες οι αναµενόµενες τιµές είναι ίσες (µ = χωρικά σταθερή,

κοινή αναµενόµενη τιµή)

2. υπολογισµός του εµπειρικού ηµιβαριογράµµατος των διαταράξεων = διακριτή

µορφή µιας (αναποδογυρισµένης) συνάρτησης πυρήνα. Ολόκληρη η συνάρτηση

δεν είναι συνήθως διαθέσιµη, λόγω του µικρού αριθµού δεδοµένων

3. προσαρµογή ενός έγκυρου µοντέλου ηµιβαριογράµµατος στο εµπειρικό

ηµιβαριόγραµµα. Με άλλα λόγια, εκτίµηση των παραµέτρων (επίδραση κόκκου,

οροφή και εύρος) ενός ϑεωρητικού µοντέλου ηµιβαριογράµµατος

4. εφαρµογή της µεθόδου του απλού Kriging για εκτίµηση των άγνωστων

διαταράξεων και της σχετικής αβεβαιότητας

5. πρόσθεση των αναµενόµενων τιµών σε κάθε σηµείο εκτίµησης για να

µετασχηµατιστούν τα προβλεπόµενα διαταράξεις σε προβλεπόµενες τιµές της

µεταβλητής Z
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A
Γεωστατιστική Χωρική Παρεµβολή

Παράδειγµα Χωρικής Παρεµβολής Kriging

Μετρήσεις βροχόπτωσης και ηµιβαριόγραµµα:

NDJ 1981-82 average precipitation (in mm)
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A
Γεωστατιστική Χωρική Παρεµβολή

Μοντέλο Ηµιβαριογράµµατος και Συσχετογράµµατος
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Σχέσεις µεταξύ µοντέλων: όταν η οροφή σ(0) = γ(∞) = σ2 = V{Z} του µοντέλου

ηµιβαριογράµµατος γ(d) είναι πεπερασµένη:

I Semivariogram→ covariogram: σ(d) = σ(0)− γ(d)

I Covariogram→ correlogram: ρ(d) =
σ(d)

σ(0)

I Semivariogram→ correlogram: ρ(d) = 1− γ(d)

σ(0)

I Covariogram→ semivariogram: γ(d) = σ(0)− σ(d)
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A
Χωρική Παρεµβολή µε τη Μέθοδο Kriging

Η Μέθοδος Simple Kriging

I γνωστή αναµενόµενη τιµή µ(sn) – ¨κλιµατολογία¨ – και διακύµανση σ2(tm) –

διασπορά – της χωρικής µεταβλητής Z σε οποιαδήποτε σηµείο (πηγή και στόχο).

Συχνά, λόγω της απουσίας επαρκούς πληροφορίας, γίνεται η παραδοχή ότι τα

στατιστικά αυτά είναι σταθερά σε όλη την περιοχή µελέτης, µ(sn) = µ = µ(tm) και

σ2(tm) = σ2 = σ2(sn). Αυτό συνεπάγεται την απουσία περιβαλλοντικών

παραγώντων (επιδράσεων πρώτης τάξης)

I πρόβλεψη ẑ(tm) της άγνωστης τιµης z(tm) της µεταβλητής Z σε ένα σηµείο στόχο

tm ως ένα σταθµισµένο άθροισµα N διαταράξεων – (z(sn)− µ) – στα N σηµεία

παρατήρησης sn + αναµενόµενη τιµή µ της µεταβλητής στο σηµείο στόχο tm

I τα ϐάρη λαµβάνουν υπόψη :

I συσχέτιση/συνδιακύµανση µεταξύ των σηµείων πηγής και στόχου,

I πλεονασµό (συσχέτιση) µεταξύ των σηµείων πηγής, και

I µορφή, π.χ., εκθετική, του µοντέλου ηµιβαριογράµµατος ή συσχετογράµµατος

I διακύµανση σφάλµατος εκτίµησης σ̂2(tm) = αξιοπιστία της εκτίµησης στο σηµείο

στόχο tm. Η αρχική διακύµανση σ2(tm) της µεταβλητής στο σηµείο στόχο tm

µειώνεται λόγω της ¨σταθµισµένης¨ επιρροής των ¨κοντινών¨ σηµείων πηγής :

I ¨κοντά¨ = στατιστική εγγύτητα (συσχέτιση)

I ¨σταθµισµένο¨ = λαµβάνωντας υπ΄ όψη τον πλεονασµό των σηµείων πηγής (ϐαρη SK)
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A
Χωρική Παρεµβολή µε τη Μέθοδο Kriging

Παρεµβαλλόµενη Τιµή SK

[̂z(tm)− µ(tm)] =
N∑

n=1

wm(sn)[z(sn)− µ(sn)] = wT

m
rs = wT

m
[zs − µs]

I wm = [wm(sn), n = 1, . . . ,N]T : (N × 1) διάνυσµα των ϐρών που ανατίθενται σε N

σηµεία πηγής για πρόβλεψη στο σηµείο στόχου tm

I rs = [z(sn)− µ(sn), n = 1, . . . ,N]T : (N × 1) διανυσµα των διαταράξεων από

γνωστές αναµενόµενες τιµές µ(sn) στα σηµεία πηγής

[̂z(tm)− µ(tm)]︸ ︷︷ ︸
r̂(tm)

=
[

wm(s1) · · · wm(sn) · · · wm(sN)
]︸ ︷︷ ︸

wT
m



z(s1)− µ(s1)
.
.
.

z(sn)− µ(sn)
.
.
.

z(sN)− µ(sN)


︸ ︷︷ ︸

rs

Χρήση µοντέλου ηµιβαριογράµµατος γ(d) για τον καθορισµό των N ϐαρών.

Συνήθως, χρησιµοποιείται το µοντέλο συνδιακύµανσης σ(d)
για λόγους υπολογιστικής ευκολίας
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A
Χωρική Παρεµβολή µε τη Μέθοδο Kriging

Απαιτούµενη Πληροφορία για Kriging (1)

Αποστάσεις από σηµεία πηγής σε σηµείο στόχο και µεταξύ σηµείων πηγής:

dm =



d1m

.

.

.

dnm

.

.

.

dNm

 ανδ D =



0 · · · d1n′ · · · d1N

.

.

.
. . .

.

.

.
. . .

.

.

.

dn1 · · · 0 · · · dnN

.

.

.
. . .

.

.

.
. . .

.

.

.

dN1 · · · dNn′ · · · 0



I όπως σε οποιαδήποτε άλλη µέθοδο χωρικής παρεµβολής, υπολογίζονται οι

αποστάσεις των N σηµείων πηγής sn από το σηµεία στόχου tm, δηλαδή λαµβάνεται

υπόψη η σχετική διάταξη των σηµείων πηγής και στόχου Υποσηµείωση: Το διάνυσµα

dm αλλάζει από ένα σηµείο στόχου tm σε ένα άλλο, εξού και ο δείκτης m

I σε αντίθεση µε άλλες µεθόδους χωρικής παρεµβολής, η µέθοδος Kriging

λαµβάνει υπόψη και τις αποστάσεις µεταξύ των σηµείων πηγής, δηλαδή τη διάταξη

των σηµείων πηγής. Υποσηµείωση: Στην καθολική (global) παρεµβολή, ο πίνακας D των

αποστάσεων µεταξύ των σηµείων πηγής παραµένει ο ίδιος για όλα τα σηµεία στόχου

Φ. Κυριακίδης (Παν. Αιγαίου) Χωρική Ανάλυση Χωρική Παρεµβολή µε Απλό Kriging 11 / 30

A
Χωρική Παρεµβολή µε τη Μέθοδο Kriging

Απαιτούµενη Πληροφορία για Kriging (2)
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145.0

(N × 1) διανύσµα αποστάσεων σηµείων πηγής από σηµείο στόχου:

dm =
[

3.61 4.47 6.71 8.06 8.94 9.49 13.45
]

T

το στοιχείο n
′ του πίνακα dm είναι dnm

(N × N) πίνακας αποστάσεων µεταξύ των σηµείων πηγής:

D =



0.00 2.24 8.00 11.05 10.05 13.00 16.97

2.24 0.00 10.05 10.44 12.17 13.04 17.80

8.00 10.05 0.00 13.04 2.24 12.37 12.65

11.05 10.44 13.04 0.00 15.00 4.12 11.05

10.05 12.17 2.24 15.00 0.00 13.93 13.15

13.00 13.04 12.37 4.12 13.93 0.00 7.00

16.97 17.80 12.65 11.05 13.15 7.00 0.00


το στοιχείο n, n′ του πίνακα D είναι dnn′
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Απαιτούµενη Πληροφορία για Kriging (3)

Από πινακες αποστάσεων σε πίνακες µοντέλων συνδιακύµανσης: Οποιαδήποτε τιµή

απόστασης dnm και dnn′ , δηλ. οποιαδήποτε στοιχείο των πινάκων dm και D, µπορεί να

µετατραπεί, µέσω του µοντέλου συνδιακύµανσης, σε µια τιµή συνδιακύµανσης σ(dnm)
και σ(dnn′)

Συνδιακυµάνσεις από πηγή σε στόχο και από πηγή σε πηγή:

σm =



σ(d1m)
.
.
.

σ(dnm)
.
.
.

σ(dNm)

 ανδ Σ =



σ(0) · · · σ(d1n′) · · · σ(d1N)
.
.
.

. . .
.
.
.

. . .
.
.
.

σ(dn1) · · · σ(0) · · · σ(dnN)
.
.
.

. . .
.
.
.

. . .
.
.
.

σ(dN1) · · · σ(dNn′) · · · σ(0)


I διάνυσµα συνδιακύµανσης από σηµεία πηγής σε σηµεία στόχου σm: (N × 1)

διάνυσµα µε τιµές µοντέλου συνδιακύµανσης σ(dnm) ανάµεσα σε N σηµεία

πηγής και tm σηµεία στόχου

I πίνακας συνδιακύµανσης ανάµεσα σε σηµεία πηγής Σ: (N × N) πίνακας µε τιµές

µοντέλουλ συνδιακύµανσης σ(dnn′) ανάµεσα σε οποιαδήποτε δύο σηµεία πηγής

που ϐρίσκονται σε απόσταση dnn′
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Απαιτούµενη Πληροφορία για Kriging (4)
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Local data configuration
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ρ (d)

d

Correlogram model

0.0 5.0 10.0 15.0 20.0 25.0 30.0

0.00

0.20

0.40

0.60

0.80

1.00

ρ(d) = exp(
−3d

10

)



3.61

4.47

6.71

8.06

8.94

9.49

13.45


︸ ︷︷ ︸

dm

→ 1



exp(−3× 3.61/10)
exp(−3× 4.47/10)
exp(−3× 6.71/10)
exp(−3× 8.06/10)
exp(−3× 8.94/10)
exp(−3× 9.49/10)
exp(−3× 13.45/10)


︸ ︷︷ ︸

σm=sill exp(−3dm/range)

=



0.34

0.26

0.13

0.09

0.07

0.06

0.02



Αυτές ϑα ήταν οι τιµές των ϐαρών,

αν δεν είχε ληφθεί υπόψη η συσχέτιση µεταξύ δεδοµένων πηγής
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Απαιτούµενη Πληροφορία για Kriging (5)
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Local data configuration

55.0 60.0 65.0 70.0 75.0 80.0

125.0

129.0

133.0

137.0

141.0

145.0

ρ (d)

d

Correlogram model

0.0 5.0 10.0 15.0 20.0 25.0 30.0

0.00

0.20

0.40

0.60

0.80

1.00

ρ(d) = exp(
−3d

10

)



0.00 2.24 8.00 11.05 10.05 13.00 16.97

2.24 0.00 10.05 10.44 12.17 13.04 17.80

8.00 10.05 0.00 13.04 2.24 12.37 12.65

11.05 10.44 13.04 0.00 15.00 4.12 11.05

10.05 12.17 2.24 15.00 0.00 13.93 13.15

13.00 13.04 12.37 4.12 13.93 0.00 7.00

16.97 17.80 12.65 11.05 13.15 7.00 0.00


︸ ︷︷ ︸

D

→



1.00 0.51 0.09 0.04 0.05 0.02 0.01

0.51 1.00 0.05 0.04 0.03 0.02 0.00

0.09 0.05 1.00 0.02 0.51 0.02 0.02

0.04 0.04 0.02 1.00 0.01 0.29 0.04

0.05 0.03 0.51 0.01 1.00 0.02 0.02

0.02 0.02 0.02 0.29 0.02 1.00 0.12

0.01 0.00 0.02 0.04 0.02 0.12 1.00


︸ ︷︷ ︸

Σ=sill exp(−3D/range)

Ο πίνακας Σ ποσοτικοποιεί την αλληλεπίδραση (πλεονασµό)

µεταξύ των δεδοµένων πηγής
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Απαιτούµενη Πληροφορία για Kriging (6)

Συνδιακύµανση από πηγή σε στόχο και από πηγή σε πηγή:

σm =



σ(d1m)

.

.

.

σ(dnm)

.

.

.

σ(dNm)


ανδ Σ =



σ(0) · · · σ(d1n′ ) · · · σ(d1N)

.

.

.

.
.
.

.

.

.

.
.
.

.

.

.

σ(dn1) · · · σ(0) · · · σ(dnN)

.

.

.

.
.
.

.

.

.

.
.
.

.

.

.

σ(dN1) · · · σ(d
Nn′ ) · · · σ(0)


I διάνυσµα συνδιακύµανσης µεταξύ σηµείων πηγής και στόχου σm: περιγράφει τη

στατιστική ¨εγγύτητα¨ (συσχέτιση) µεταξύ δεδοµένων πηγής και αγνώστων τιµών

στόχου z(tm). Η συσχέτιση αυτή είναι συνάρτηση της απόστασης µεταξύ των

σηµείων πηγής και στόχου και όχι της της πραγµατικής (άγνωστης) τιµής στόχου

z(tm). ΄Οσο µεγαλύτερες είναι οι τιµές του διανύσµατος σm, τόσο ισχυρότερη

είναι η προβλεπτική ικανότητα των δεδοµένων πηγής (στην περίπτωση που κάθε

δεδοµένο πηγής έχει εξεταστεί ξεχωριστά)

I πίνακας συνδιακύµανσης µεταξύ σηµείων πηγής Σ: περιγράφει τον πλεονασµό

των δεδοµένων πηγής. Για ϑετική χωρική αυτοσυσχέτιση ισχύει ότι όσο πιο

οµαδοποιηµένα (clustered) είναι τα σηµεία πηγής, τόσο πιο πλεονάζοντα είναι τα

δεδοµένα τους (λιγότερη περιεχόµενη πληροφορία). Μια οµαδοποιηµένη διάταξη

των σηµείων πηγής µεταφράζεται σε µεγαλύτερες τιµές στον πίνακα Σ
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Σύστηµα Εξισώσεων Απλού Kriging (1)

 σ(s1) · · · σ(s1, sN)
.
.
.

. . .
.
.
.

σ(sN , s1) · · · σ(sN)


 wm(s1)

.

.

.

wm(sN)

 =

 σ(s1, tm)
.
.
.

σ(sN , tm)


Σwm = σm

I ένα σύστηµα N εξισώσεων µε N αγνώστους (τα ϐάρη wm) για την πρόβλεψη τιµών

στο σηµείο tm. Υπάρχουν M τέτοια συστήµατα για M σηµεία στόχου, εφόσον το σm

αλλάζει από ένα σηµείο στόχου σε ένα άλλο

I µια εκδοχή του συστήµατος κανονικών εξισώσεων που χρησιµοποιείται σε αρκετές

εφαρµογές γραµµικής παλινδρόµησης. Για το Kriging, η εξαρτηµένη µεταβλητή

αντιστοιχεί στο σηµείο στόχου tm και υπάρχουν N προβλεπτικές µεταβλητές (µε

χωρική υστέρηση) που αντιστοιχούν στα N σηµεία πηγής

I η µέθοδος Kriging είναι επίσης γνωστή µε διάφορα ονόµατα σε διάφορους

επιστηµονικούς κλάδους, π.χ., collocation στις αποτυπώσεις, Yule-Walker

εξισώσεις σε µοντέλα χρονοσειρών, Wiener πρόβλεψη στην ηλεκτρική µηχανική,

αντικειµενική παρεµβολή στις ατµοσφαιρικές επιστήµες

I κατά τη 2ου-ϐαθµού στασιµότητα : σ(sn) = σ(0), σ(sn, sn′) = σ(0)ρ(dnn′) και

σ(sn, tm) = σ(0)ρ(dnm), και προκύπτει ότι τα ϐάρη δεν εξαρτώνται από την οροφή σ(0)
Φ. Κυριακίδης (Παν. Αιγαίου) Χωρική Ανάλυση Χωρική Παρεµβολή µε Απλό Kriging 17 / 30

A
Χωρική Παρεµβολή µε τη Μέθοδο Kriging

Σύστηµα Εξισώσεων Απλού Kriging (2)

477

(2)

696

(1)

227

(4)
646

(6)
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(3)

791

(5)
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(7)

?

Local data configuration

55.0 60.0 65.0 70.0 75.0 80.0

125.0

129.0

133.0

137.0

141.0

145.0

ρ (d)

d

Correlogram model

0.0 5.0 10.0 15.0 20.0 25.0 30.0

0.00

0.20

0.40

0.60

0.80

1.00

ρ(d) = exp(
−3d

10

)



1.00 0.51 0.09 0.04 0.05 0.02 0.01

0.51 1.00 0.05 0.04 0.03 0.02 0.00

0.09 0.05 1.00 0.02 0.51 0.02 0.02

0.04 0.04 0.02 1.00 0.01 0.29 0.04

0.05 0.03 0.51 0.01 1.00 0.02 0.02

0.02 0.02 0.02 0.29 0.02 1.00 0.12

0.01 0.00 0.02 0.04 0.02 0.12 1.00


︸ ︷︷ ︸

Σ



wm(s1)
wm(s2)
wm(s3)
wm(s4)
wm(s5)
wm(s6)
wm(s7)


︸ ︷︷ ︸

wm

=



0.34

0.26

0.13

0.09

0.07

0.06

0.02


︸ ︷︷ ︸

σm

το στοιχείο n, n′ του πίνακα Σ είναι σnn′ = 1× exp(−3× dnn′/10)
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Επίλυση Συστήµατος Εξισώσεων Απλού Kriging (1)

 wm(s1)
.
.
.

wm(sN)

 =

 σ(s1) · · · σ(s1, sN)
.
.
.

. . .
.
.
.

σ(sN , s1) · · · σ(sN)


−1  σ(s1, tm)

.

.

.

σ(sN , tm)


wm = Σ−1σm

I το διάνυσµα ϐαρών wm προκύπτει από την επίλυση ενός διαφορετικού συστήµατος

για κάθε σηµείο στόχου tm, εφόσον τα στοιχεία του σm αλλάζουν από το ένα

σηµείο στόχου στο άλλο

I το σύστηµα έχει µια µοναδική λύση (υπάρχει ένα και µόνο ένα διάνυσµα ϐαρών

wm) αν και µόνο αν ο πίνακας συνδιακύµανσης µεταξύ σηµείων πηγής Σ είναι

ϑετικά ορισµένος. Για 2ης-τάξης στασιµότητα, αυτό σηµαίνει ότι ένα έγκυρο

µοντέλο συνδιακύµανσης σ(d;θ), π.χ., εκθετικό, µε θ να περιέχει την οροφή και

το εύρος, χρησιµοποιείται για τη συµπλήρωση του Σ· σε αυτήν την περίπτωση το

σ(d;θ) = σ(0)ρ(d;θ) και τα ϐάρη δεν εξαρτώνται από την οροφή σ(0): wm(s1)
.
.
.

wm(sN)

 =
1

σ(0)

 1 · · · ρ(d1N)
.
.
.

. . .
.
.
.

ρ(dN1) · · · 1


−1

σ(0)

 ρ(d1m)
.
.
.

ρ(dNm)
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Επίλυση Συστήµατος Εξισώσεων Απλού Kriging (2)



wm(s1)
wm(s2)
wm(s3)
wm(s4)
wm(s5)
wm(s6)
wm(s7)


︸ ︷︷ ︸

wm

=



1.36 −0.69 −0.09 −0.02 0.00 0.00 −0.01

−0.69 1.35 0.00 −0.02 0.00 −0.01 0.01

−0.09 0.00 1.36 −0.01 −0.69 −0.01 −0.01

−0.02 −0.02 −0.01 1.09 0.00 −0.32 −0.01

0.00 0.00 −0.69 0.00 1.35 −0.01 −0.01

0.00 −0.01 −0.01 −0.32 −0.01 1.11 −0.12

−0.01 0.01 −0.01 −0.01 −0.01 −0.12 1.02


︸ ︷︷ ︸

Σ−1



0.34

0.26

0.13

0.09

0.07

0.06

0.02


︸ ︷︷ ︸

σm

prediction = 592.17
variance = 8.58

0.116

(2)

0.267

(1)

0.064
(4) 0.028

(6)

0.102

(3)

-0.001

(5)

0.007
(7)

?

SK weights

55.0 60.0 65.0 70.0 75.0 80.0

125.0

129.0

133.0

137.0

141.0

145.0

αρχικό διάνυσµα ϐαρών (wm = σm) τροποποιηµένο από τον πίνακα Σ−1 που

εµπεριέχει τον πλεονασµό των δεδοµένων π.χ., wm(s1) = 0.27 αντί ρ(d1m) = 0.34
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Οριακές Τιµές Βαρών Απλού Kriging

 wm(s1)
.
.
.

wm(sN)

 =
1

σ(0)

 1 · · · ρ(d1N)
.
.
.

. . .
.
.
.

ρ(dN1) · · · 1


−1

σ(0)

 ρ(d1m)
.
.
.

ρ(dNm)


I αν οι αποστάσεις µεταξύ σηµείων πηγής dnn′ είναι µεγαλύτερες από το έυρος του

συσχετογράµµατος, τότε ρ(dnn′) = 0, και Σ = σ(0)I, ο (N × N) µοναδιαίος

πίνακας διαβαθµισµένος κατά σ(0). Αυτό συνεπάγεται ότι wm(sn) = ρ(dnm), δηλ.,

ϐάρη = συσχετίσεις µεταξύ πηγών και στόχου

I γενικά, Σ 6= σ(0)I, π.χ., οι αποστάσεις µεταξύ σηµείων πηγής είναι µικρότερες του

εύρους του συσχετογράµµατος, συνεπώς ο πίνακας Σ−1 µεταβάλλει τα αρχικά

ϐάρη σm. Π.χ., η επιρροή (ϐάρη) σηµείων πηγής σε συστάδες µειώνεται

I για σηµεία πηγής ¨αποµακρυσµένα¨ (πέραν του εύρους του συσχετογράµµατος)

από τα σηµεία στόχο tm, ρ(dnm) = 0 και wm(sn) = 0, ∀n. ∆ηλ., όλα τα ϐάρη είναι

ίσα µε 0

I για πρόβλεψη σε σηµείο πηγής, tm ≡ sn, το διάνυσµα πηγής στόχου σm είναι το

ίδιο µε τη n-ιοστή στήλη σn του πίνακα Σ. ΄Ετσι προκύπτει wm(sn) = 1 αν sn ≡ tm,

και wm(sn) = 0 διαφορετικά. ∆ηλ., µόνο το σηµείο πηγής που συµπίπτει µε το

σηµείο στόχο λαµβάνει µη µηδενικό (= 1) ϐάρος
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Μοντέλα Συνδιακύµανσης και Βάρη Απλού Kriging (1)

∆ύο µοντέλα συνδιακύµανσης µε διαφορετικό εύρος :

Α: σ(d) = 10 exp(
−3d

10
) Β: σ(d) = 10 exp(

−3d
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)
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Covariogram model
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Covariogram model

∆ύο σύνολα βαρών Simple Kriging:

prediction = 592.17
variance = 8.58

0.116

(2)

0.267

(1)

0.064
(4) 0.028

(6)

0.102

(3)

-0.001

(5)

0.007
(7)

?

SK weights using covariogram model (A)

.0

.0

.0

.0

.0

.0

prediction = 571.93
variance = 5.74

0.167

(2)

0.372

(1)

0.131
(4) 0.058

(6)

0.193

(3)

-0.009

(5)

0.019
(7)

?

SK weights using covariogram model (B)

.0

.0

.0

.0

.0

.0

για µικρότερο έυρος (αριστερά) τα ϐάρη τείνουν στο 0
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Μοντέλα Συνδιακύµανσης και Βάρη Απλού Kriging (2)

∆ύο µοντέλα συνδιακύµανσης µε διαφορετική µορφή:

Α: σ(d) = 10 exp(
−3d

10
) Β: σ(d) = 10 exp(

−3d
2
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Covariogram model
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Covariogram model

∆ύο σύνολα βαρών Simple Kriging:

prediction = 592.17
variance = 8.58
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SK weights using covariogram model (A)
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Τα Gaussian µοντέλα συνδιακύµανσης αποδίδουν µεγαλύτερα ϐάρη σε γειτονικά δεδοµένα.

Είναι πιθανή η εµφάνιση αρνητικών ϐαρών
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Προβλεπόµενη Τιµή και ∆ιακύµανση Kriging (1)

Εφόσον τα ϐάρη του Απλού Kriging υπολογιστούν ως wm = Σ−1σm,

χρησιµοποιούνται στη συνέχεις στις παρακάτω εξισώσεις για να υπολογιστεί η

πρόβλεψη ẑ(tm) και η σχετική διακυµάνση σ̂(tm) σφάλµατος πρόβλεψης (αβεβαιότητα)

Προβλεπόµενη τιµή:

ẑ(tm) = µ(tm) + wT

mrs = µ(tm) + [wm(s1) · · · wm(sN)]

 z(s1)− µ(s1)
.
.
.

z(sN)− µ(sN)


∆ιακύµανση σφάλµατος πρόβλεψης:

σ̂(tm) = σ(tm)− wT

mσm = σ(tm)− [wm(s1) · · · wm(sN)]

 σ(s1, tm)
.
.
.

σ(sN , tm)


ẑ(tm) = µ(tm) +

∑
N

n=1
wm(sn)[z(sn)− µ(sn)] ανδ σ̂(tm) = σ(tm)−

∑
N

n=1
wm(sn)σ(sn, tm)
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Προβλεπόµενη Τιµή και ∆ιακύµανση Kriging (2)

Κατά τη 2-ης τάξης στασιµότητα, όπου µ(sn) = µ = µ(tm), ∀n,m
Προβλεπόµενη τιµή:

ẑ(tm) = µ+
N∑

n=1

wm(sn)[z(sn)− µ] = µ+
N∑

n=1

wm(sn)z(sn)−
N∑

n=1

wm(sn)µ

=
N∑

n=1

wm(sn)z(sn) + [1−
N∑

n=1

wm(sn)]µ

σταθµισµένο άθροισµα N δεδοµένων πηγής + σταθµισµένη αναµενόµενη τιµή µ
ϐάρος αναµενόµενης τιµής µ = συµπληρωµατική του 1 του αθροίσµατος των ϐαρών

∆ιακύµανση του σφάλµατος πρόβλεψης:

σ̂(tm) = σ(0)− [wm(s1) · · · wm(sN)]

 σ(d1m)
.
.
.

σ(dNm)

 = σ(0)−
N∑

i=1

wm(sn)σ(dnm)

το οποίο µπορεί επίσης να γραφτεί ως : σ̂(tm) = σ(0)
[
1−∑

N

n=1
wm(sn)ρ(dnm)

]
Φ. Κυριακίδης (Παν. Αιγαίου) Χωρική Ανάλυση Χωρική Παρεµβολή µε Απλό Kriging 25 / 30

A
Χωρική Παρεµβολή µε τη Μέθοδο Kriging

Οριακές Τιµές Προβλεπόµενης Τιµής και ∆ιακύµανσης Kriging

ẑ(tm) = µ(tm) +
N∑

n=1

wm(sn)[z(sn)− µ(sn)] σ̂(tm) = σ(tm)−
N∑

n=1

wm(sn)σ(sn, tm)

I για σηµεία πηγής ¨αποµακρυσµένα¨ (πέραν του εύρους συσχέτισης) από το

σηµείο στόχο tm, όλα τα ϐάρη ισούνται µε 0. Σ΄ αυτήν την περίπτωση, r̂(tm) = 0,

συνεπώς ẑ(tm) = µ(tm) και σ̂(tm) = σ(0): η πρόβλεψη στο σηµείο στόχου ισούται

µε τη γνωστή αναµενόµενη τιµή µ(tm) και η διακύµανση ισούται µε τη γνωστή

αβεβαιότητα σ(tm). Κατά της 2-ης τάξης στασιµότητα, ẑ(tm) = µ και

σ̂(tm) = σ(0) = σ2

I για πρόβλεψη σε σηµείο πηγής, tm ≡ sn, ẑ(sn) = z(sn) και σ̂(sn) = 0: η πρόβλεψη

αναπαράγει τις γνωστές τιµές των σηµείων πηγής και η διακύµανση είναι µηδέν

(εφόσον δεν υπάρχει σφάλµα µέτρησης). Το Απλό Kriging είναι µια µέθοδος

ακριβούς χωρικής παρεµβολής

I για όλα τα υπόλοιπα σηµεία στόχους, οι προβλέψειςεξαρτώνται από τη διάταξη των

σηµείων πηγής και τις τιµές τους, ενώ οι διακυµάνσεις εξαρτώνται µόνο από τη

διάταξη των σηµείων πηγής. Τόσο οι προβλέψεις όσο και οι διακυµάνσεις

εξαρτώνται από το µοντέλο συνδιακύµανσης που χρησιµοποιείται : σ(d;θ), στην

περίπτωση της 2ης-τάξης στασιµότητας
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∆ιαδικασία Χωρικής Παρεµβολής Απλού Kriging

1. 1-ου ϐαθµού επιδράσεις (αναµενόµενες τιµές ή ¨κλιµατολογίες¨) ϑεωρούνται

γνωστές: υπολογισµός διαταράξεων στα σηµεία πηγής

2. υπολογισµός ηµιβαριογράµµατος διαταράξεων και προσαρµογή ενός ϑεωρητικού

µοντέλου. Μετατροπή µοντέλου ηµιβαριογράµµατος σε µοντέλο συνδιακύµανησς

3. υπολογισµός του πίνακα D των (N × N) αποστάσεων µεταξύ σηµείων πηγών, και

µετατροπή του D, µέσω του µοντέλου συνδιακύµανσης, σε πίνακα Σ µε τιµές

συνδιακύµανσης µεταξύ σηµείων πηγς

4. εξετάζουµε ένα σύνολο M σηµείων στόχου {tm,m = 1, . . . ,M} στους κόµβους

κανονικής καννάβου ή όχι

5. για κάθε σηµείο στόχο tm:

5.1 υπολογισµός του (N × 1) διάνυσµατος dm αποστάσεων µεταξύ tm και όλων των N

σηµείων πηγής, και µετατοπή στο (N × 1) διάνυσµα σm τιµών συνδιακύµανσης µεταξύ

σηµείων πηγής και σηµείου στόχου

5.2 επίλυση του σύστηµατος και υπολογισµό N ϐάρών. Υπολογισµός της προβλεπόµενης

τιµής ẑ(tm) και της διακύµανσης σ̂(tm) του σφάλµατος πρόβλεξης

6. µετάβαση σε ένα άλλο σηµείο στόχο tm′ και επανάληψη των ϐηµάτων 5.1 και 5.2

Φ. Κυριακίδης (Παν. Αιγαίου) Χωρική Ανάλυση Χωρική Παρεµβολή µε Απλό Kriging 27 / 30

A
Χωρική Παρεµβολή µε τη Μέθοδο Kriging

Απλό Kriging µε Τοπική Γειτονία

΄Ιδια διαδικασία όπως και πριν αλλά: σε κάθε σηµείο στόχο tm, χρησιµοποιούµε µόνο τα

πλησιέστερα Nm << N δεδοµένα πηγής {z(sn), n = 1, . . . ,Nm} που εµπίπτουν σε µία

γειτονία του σηµείου tm για να υπολογίσουµε τον (Nm × Nm) πίνακα συνδιακύµανσεων

Σ µεταξύ γειτονικών σηµείων πηγής και το (Nm × 1) διάνυσµα συνδιακυµάνσεων

γειτονικών σηµείων πηγής και στόχου σm

Υπέρ:
I δεν χρειάζεται να αποθηκεύσουµε και να αντιστρέψουµε ένα µεγάλο (N × N)

πίνακα Σ στην περίπτωση µεγάλου N (πολλά σηµεία πηγής), παρά µόνο έναν

πολύ µικρότερο (Nm × Nm) υπο-πίνακα του Σ
I εστιάζοντας σε µια τοπική γειτονιά µπορεί κανείς να συµπεριλάβει στην πρόβλεψη

µόνο τα σχετικά µε το σηµείο tm δεδοµένα πηγής

Κατά:
I πρέπει να οριστούν κανόνες για τον καθορισµό της γειτονίας αναζήτησης.

∆εν είναι δύσκολο : κύκλος µε ακτίνα ∼ εύρος του µοντέλου ηµιβαριογράµµατος

I µε πολύ µικρή γειτονία αναζήτησης µειώνεται ο αριθµός Nm δεδοµένων πηγής

που συµπεριλαµβάνονται στην πρόβλεψη, και αυξάνεται η σχετική αβεβαιότητα

Kriging τοπικής γειτονίας χρησιµοποιείται ευρέως σε εφαρµογές της γεωστατιστικής
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Παράδειγµα Χωρικής Παρεµβολής Kriging

∆εδοµένα βροχόπτωσης και ηµιβαριόγραµµα:

NDJ 1981-82 average precipitation (in mm)
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Παρεµβολή Kriging και επιφάνεια διακυµάνσεων σφάλµατος παρεµβολής:
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Ανακεφαλαίωση

Γεωστατιστική χωρική εκτίµηση µε χρήση Απλού Kriging:
I γνωστή αναµενόµενη τιµή (¨κλιµατολογία¨) σε οποιαδήποτε σηµείο

I στατιστική εγγύτητα (συσχέτιση) µεταξύ σηµείων/δεδοµένων πηγής και στόχου

I ο πλεονασµός (συσχέτιση) µεταξύ δεδοµένων πηγής αναδιανείµει τα ϐάρη των

γειτονικών σηµείων (µειώνει τα ϐάρη σηµείων πηγής σε clusters)

Βασικές διαφορές από άλλες µεθόδους:
I όλα εξαρτώνται από το µοντέλο συνδιακύµανσης (το οποίο συνήθως δηµιουργείται

από ένα µοντέλο ηµιβαριογράµµατος), γεγονός που αντικατοπτρίζει την αντίληψη

ότι τα ϐάρη παρεµβολής πρέπει να αντιπροσωπεύουν την υφή (τραχύτητα ή

οµαλότητα) της χωρικής κατανοµής των διαταράξεων µιας µεταβλητής

I το αποτέλεσµα του Kriging είναι ένα σύνολο παρεµβαλλόµενων τιµών, καθώς και

ένα σύνολο µέτρων αξιοπιστίας για τις προβλεπόµενες τιµές. Τα µέτρα αυτά

κωδικοποιούνται σε διακυµάνσεις σφαλµάτων πρόβλεψης, τα οποία είναι

ανεξάρτητα από τις πραγµατικές τιµές των δεδοµένων και εξαρτώνται µόνο από τη

διάταξη των µετρήσεων και το µοντέλο της συνδιακύµανσης. Οι διακυµάνσεις

σφάλµατος του Kriging χρησιµοποιούνται συχνά σε εφαρµογές σχεδιασµού

δειγµατοληψίας
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