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A
Εισαγωγικές ΄Εννοιες

Εισαγωγή

∆εδοµένα

Μετρήσεις µιας χωρικής µεταβλητής (spatial attribute) που έχουν καταµετρηθεί σε

διάφορες µονάδες παρατήρησης, π.χ., σηµεία δειγµατοληψίας. Συνήθως, τα σηµεία

παρατήρησης είναι λίγα και χωρικά διεσπαρµένα (σε µή κανονική διάταξη)
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Σκοπός του µαθήµατος

Επισκόπηση ϐασικών µεθόδων χωρικής παρεµβολής, δηλ. της πρόβλεψης (εκτίµησης),

µε ϐάση τις γνωστές µετρήσεις, άγνωστων τιµών της εν λόγω µεταβλητής σε διάφορα

σηµεία (ή πολύγωνα). Συχνά, χωρική παρεµβολή µετρήσεων γίνεται στους κόµβους ενός

κανονικού καννάβου για την κατασκευή εκτιµόµενης ¨επιφάνειας¨ τιµών µιας µεταβλητής
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A
Εισαγωγικές ΄Εννοιες

Συµβολισµός και Ορολογία (1)

∆εδοµένα

Σύνολο N µετρήσεων µιας µεταβλητής {z(sn), n = 1, . . . ,N} σε N µονάδες

παρατήρησης {sn, n = 1, . . . ,N}, π.χ., sn είναι το σηµείο παρατήρησης n

Στόχος χωρικής παρεµβολής

Πρόβλεψη (εκτίµηση), µε ϐάση τις N γνωστές µετρήσεις, M άγνωστων τιµών

{z(tm),m = 1, . . . ,M} σε ένα σύνολο M σηµείων {tm,m = 1, . . . ,M}, για

παράδειγµα, στους κόµβους ενός καννάβου

Ορολογία

I συχνά, οι µετρήσεις καλούνται δεδοµένα πηγής (source data), ενώ οι άγνωστες

τιµές καλούνται τιµές στόχου (target values), και ανάλογα οι αντίστοιχες µονάδες

παρατήρησης ή πρόβλεψης – source and target zones or supports

I ϑεωρείται, προς το παρόν, ότι τόσο τα δεδοµένα πηγής όσο και οι τιµές στόχου

αφορούν σε µία και µόνο µεταβλητή Z , και οι αντίστοιχες µονάδες παρατήρησης

είναι σηµειακές
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A
Εισαγωγικές ΄Εννοιες

Συµβολισµός και Ορολογία (2)

∆εδοµένα

Σύνολο N µετρήσεων µιας µεταβλητής {z(sn), n = 1, . . . ,N} σε N µονάδες παρατήρησης

{sn, n = 1, . . . ,N}, π.χ., sn είναι το σηµείο παρατήρησης n

Στόχος χωρικής παρεµβολής

Υπολογισµός, µε ϐάση τις N γνωστές µετρήσεις, M παρεµβαλλόµενων (προβλεπόµενων) τιµών

{ẑ(tm),m = 1, . . . ,M} σε ένα σύνολο M σηµείων {tm,m = 1, . . . ,M}.

Ισοδύναµα, παρεµβολή σε ένα σηµείο tm και κατόπιν επανάληψη παρεµβολής σε άλλα M − 1

σηµεία, χωρίς να λαµβάνεται υπ΄ όψη η παρεµβαλλόµενη τιµή ẑ(tm) στο σηµείο tm

Ορολογία

I όταν όλες οι N µετρήσεις πηγής χρησιµοποιούνται για πρόβλεψη σε κάθε σηµείο tm, η

µέθοδος χωρικής παρεµβολής ονοµάζεται καθολική (global). ΄Οταν χρησιµοποιείται µόνο

ένα υποσύνολο N(tm) << N µετρήσεων, π.χ., των πλησιέστερων 5 για κάθε σηµείο tm, η

µέθοδος ονοµάζεται τοπική (local)

I ακριβής (exact) µέθοδος : όταν η ϑέση πρόβλεψης tm ταυτίζεται µε τη ϑέση παρατήρησης

sn, η προβλεπόµενη τιµή αναπαραγάγει την αντίστοιχη µέτρηση : ẑ(sn) = z(sn)

I κυρτή (convex) µέθοδος : οι εκτιµώµενες τιµές δεν είναι µικρότερες (µεγαλύτερες) από τη

µικρότερη (µεγαλύτερη) µέτρηση στο δείγµα
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A
Εισαγωγικές ΄Εννοιες

Γραµµική Χωρική Παρεµβολή

Γραµµική συνδιασµός µετρήσεων

Η προβλεπόµενη τιµή ẑ(tm) στο σηµείο tm εκφράζεται ως ένα σταθµισµένο άθροισµα

των N µετρήσεων {z(sn), n = 1, . . . ,N}:

ẑ(tm) =
N∑

n=1

wmnz(sn)

wmn = ϐάρος που αποδίδεται στη µέτρηση z(sn) κατά την πρόβλεψη της άγνωστης τιµής z(tm) στο

σηµείο tm. ΄Οταν τα σηµεία στόχου αντιστοιχούν στους κόµβους ενός κανονικού καννάβου, µιλάµε

για µια ¨επιφάνεια¨ προβλεπόµενων τιµών

Προσδιορισµός ϐαρών παρεµβολής

Τα N ϐάρη {wmn, n = 1, . . . ,N} είναι συνήθως συνάρτηση της χωρικής διάταξης των

σηµείων πηγής και στόχου, και ειδικότερα, συνάρτηση των N αποστάσεων

στόχου-πηγών {dmn, n = 1, . . . ,N} µεταξύ του σηµείου πρόβλεψης tm και των N

σηµείων παρατήρησης. Με άλλα λόγια, πρώτα τα ϐάρη υπολογίζονται µε ϐάση τη

χωρική διάταξη των σηµείων πρόβλεψης και παρατήρησης, και κατόπιν αντιστοιχίζονται

µε τις παρατηρούµενες µετρήσεις. . .
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A
Παρεµβολή Πλησιέστερου Γείτονα

Μέθοδος Πλησιέστερου Γείτονα

Βάρη παρεµβολής

Συνάρτηση των αποστάσεων µεταξύ των σηµείων πρόβλεψης και παρατήρησης :

1 για το σηµείο παρατήρησης που είναι πλησιέστερος γείτονας του σηµείου tm,

0 για όλα τα υπόλοιπα σηµεία παρατήρησης :

wmn =

{
1 αν dmn = min{dmn, n = 1, . . . ,N}
0 διαφορετικά

Τα ϐάρη παίρνουν τιµές 0 ή 1 και έχουν άθροισµα 1

Παρεµβαλλόµενη τιµή

Η προβλεπόµενη τιµή ẑ(tm) ταυτίζεται µε τη µέτρηση z(sn) του σηµείου παρατήρησης sn,

το οποίο ϐρίσκεται πλησιέστερα στο σηµείο πρόβλεψης tm:

ẑ(tm) =
N∑

n=1

wmnz(sn) = 1 · z(sn) +
N∑

n′=1

n′ 6=n

0 · z(sn′)
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A
Παρεµβολή Πλησιέστερου Γείτονα

Πολύγωνο Επιρροής Σηµείου

I η περιοχή γύρω από ένα σηµείο παρατήρησης sn, µέσα στην οποία ένα

οποιοδήποτε σηµείο (πρόβλεψης) tm ϐρίσκεται πλησιέστερα στο σηµείο sn απ΄ ότι

σε οποιοδήποτε άλλο σηµείο παρατήρησης sn′ . Γνωστό και ως πολύγωνο Voronoi

ή Thiessen. Το σύνολο των N πολυγώνων επιρροής ονοµάζεται ψηφίδωση Dirichlet

I τα όρια του πολυγώνου υπολογίζονται από την τοµή ευθειών, οι οποίες ορίζονται

κάθετα στα µεσοδιαστήµατα των ευθύγραµµων τµηµάτων που ενώνουν το σηµείο

παρατήρησης sn µε τα πλησιέστερα σηµεία παρατήρησης

I τα πολύγωνα επιρροής δεν ορίζονται για σηµεία παρατήρησης κοντά στα όρια της

περιοχής µελέτης (λόγω απουσίας γειτόνων έξω από την περιοχή)

polygon boundaries:perpendicular bisectors:

+

+

+

+ +

+

+

Polugon of influence of a sample

sample locations:  +

+
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A
Παρεµβολή Πλησιέστερου Γείτονα

Παράδειγµα Παρεµβολής Πλησιέστερου Γείτονα
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Χαρακτηριστικά

(ι) οι εκτιµώµενες τιµές απαρτίζουν µια ασυνεχή ¨επιφάνεια¨ µε ¨µπαλλώµατα¨

(patches) , (ιι) κυρτή (convex) µέθοδος, (ιιι) ακριβής (exact) µέθοδος,

(ι) η τοπική και η καθολική εφαρµογή της µεθόδου ταυτίζονται
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A
Χωρική Παρεµβολή Μέσω Τριγωνισµού Delaunay

Τριγωνισµός Delaunay

Ορισµός και χαρακτηριστικά

I τρία σηµεία παρατήρησης αποτελούν ένα τρίγωνο Delaunay, εάν τα αντίστοιχα

πολύγωνα επιρροής τους έχουν µία κοινή κορυφή

I ένα τρίγωνο Delaunay προσεγγίζει κατά το δυνατόν το ισόπλευρο τρίγωνο

I ένα σύστηµα τριγώνων Delaunay ορίζει ένα Triangulated Irregular Network (TIN),

µια δοµή δεδοµένων που χρησιµοποιείται ευρός στην ψηφιακή αναπαράσταση και

µοντελοποίηση αναγλύφου

+

+

+
+

+

sample locations:  +

+

From polygons of influence to Delaunay triangles

Delaunay triangles:

+
+

polygon boundaries:
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A
Χωρική Παρεµβολή Μέσω Τριγωνισµού Delaunay

Παρεµβολή Delaunay

s
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m23

A
m12

A
3m13

Triangles defined between 3 source points and 1 target point

total area = A
123

A123 είναι το εµβαδόν του τριγώνου µε κορυφές τα σηµεία παρατήρησης s1, s2, s3

Υπολογισµός ϐαρών παρεµβολής

(ι) εύρεση των τριών σηµείων παρατήρησης, π.χ., s1, s2, και s3, που αποτελούν το τρίγωνο

Delaunay µέσα στο οποίο εµπεριέχεται το σηµείο πρόβλεψης tm, και (ιι) απόδοση

ϐάρους στο σηµείο s1 ανάλογα µε το εµβαδόν Am23 του απέναντι τριγώνου :

wm1 =
Am23

A123

, wm2 =
Am13

A123

, wm3 =
Am12

A123

Τα ϐάρη έχουν άθροισµα 1 και κυµαίνονται µέσα στο διάστηµα [0, 1]
΄Οσο µικραίνει η απόσταση µεταξύ του σηµείου πρόβλεψης tm και ενός σηµείου παρατήρησης s1,

τόσο αυξάνει το εµβαδόν Am23 του απέναντι τριγώνου, και τόσο αυξάνει το αντίστοιχο ϐάρος wm1
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A
Χωρική Παρεµβολή Μέσω Τριγωνισµού Delaunay

Παράδειγµα Παρεµβολής Delaunay

Η προβλεπόµενη τιµή ẑ(tm) είναι το σταθµισµένο άθροισµα των παρατηρούµενων

µετρήσεων, π.χ., z(s1), z(s2) και z(s3), οι οποίες ϐρίσκονται στις κορυφές του τριγώνου

Delaunay που εµπεριέχει το σηµείο πρόβλεψης tm:

ẑ(tm) =
N∑

n=1

wmnz(sn) =
Am23

A123

· z(s1) +
Am13

A123

· z(s2) +
Am12

A123

· z(s3)
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Η ¨επιφάνεια¨ των εκτιµόµενων τιµών εµφανίζει ασυνέχεις στις ακµές των τριγώνων Delaynay και

απαρτίζεται από τριγωνικές ΅οψεις¨. Ακριβής και κυρτή, τοπική µέθοδος χωρικής παρεµβολής
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A
Χωρική Παρεµβολή Μέσω Τριγωνισµού Delaunay

Εναλλακτικός Ορισµός Παρεµβολής Delaunay
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I µε ϐάση µόνο τις συντεταγµένες [x1 y1], [x2 y2], και [x3 y3], των κορυφών s1, s2 και s3 του

τριγώνου Delaunay που εµπεριέχει το σηµείο πρόβλεψης tm µε συντεταγµένες [xm ym]
I προσαρµογή επιπέδου µε εξίσωση : z = β01 + β1x + β2y στις µετρήσεις z1 = z(s1),

z2 = z(s2), και z3 = z(s3):

β01 + β1x1 + β2y1 = z1

β01 + β1x2 + β2y2 = z2

β01 + β1x3 + β2y3 = z3

I επίλυση συστήµατος 3 εξισώσεων µε 3 αγνώστους για την εκτίµηση των παραµέτρων

β0, β1, β2 της εξίσωσης του επιπέδου που ¨περνά¨ από τις µετρήσεις z(s1), z(s2), z(s3)
I µε ϐάση τις συντεταγµένες του σηµείου πρόβλεψης tm = [xm ym] και την εξίσωση του

επιπέδου, υπολογισµός της προβλεπόµενης τιµής : ẑ(tm) = β̂01 + β̂1xm + β̂2ym
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A
Χωρική Παρεµβολή Τοπικού Μέσου

Τοπικός Μέσος ΄Ορος Μετρήσεων

Τα βάρη παρεµβολής είναι συνάρτηση του πλήθους N(tm) των σηµείων παρατήρησης

που εµπεριέχονται σε ένα κύκλο ακτίνας r , ή r(tm) στην προσαρµοζόµενη (adaptive)

περίπτωση, µε κέντρο το σηµείο πρόβλεψης tm:

wmn =

{
1/N(tm) αν dmn ≤ r

0 διαφορετικά

Το άθροισµα των ϐαρών είναι 1, και οι τιµές τους κυµαίνονται στο διάστηµα [0, 1]

∆ιαδικασία:
1. ορισµός ενός κύκλου ακτίνας r ή r(tm), µε κέντρο το σηµείο πρόβλεψης tm

2. εύρεση του πλήθους N(tm) των σηµείων παρατήρησης που εµπίπτουν στον κύκλο

3. καθένα από τα N(tm) σηµεία παρατήρησης λαµβάνει ϐάρος 1/N(tm), ενώ σε

καθένα από τα υπόλοιπα σηµεία παρατήρησης (εκτός του κύκλου) αντιστοιχεί

ϐάρος 0

Εναλλακτικά, ϑα µπορούσε κανείς να ορίσει ένα µέγιστο αριθµό Ñ(tm) < N(tm) πλησιέστερων

σηµείων παρατήρησης µέσα σε κάθε γειτονία του σηµείου πρόβλεξης tm
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Χωρική Παρεµβολή Τοπικού Μέσου

Παράδειγµα Χωρικής Παρεµβολής Τοπικού Μέσου ΄Ορου

Η προβλεπόµενη τιµή ẑ(tm) είναι ο µέσος όρος των N(tm) µετρήσεων που εµπίπτουν

µέσα στον κύκλο µε ακτίνα r και κέντρο το σηµείο πρόβλεψης tm:

ẑ(tm) =
N∑

n=1

wmnz(sn) =

N(tm)∑
n=1

1

N(tm)
z(sn) +

N−N(tm)∑
n′=1

0z(sn′)

Local mean interpolation results (r=0.5)
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Local mean interpolation results (r=0.8)
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(i) η οµαλότητα (smoothness) της εκτιµόµενης ¨επιφάνειας¨ εξαρτάται από την ακτίνα r ,

(ii) κυρτή αλλά όχι ακριβής µέθοδος παρεµβολής, (iii) µόνο η τοπική εφαρµογή της µεθόδου

έχει νόηµα, (iv) προσαρµοζόµενες (adaptive) παραλλαγές της µεθόδου έχουν αναπτυχθεί (µε

ακτίνα που µεταβάλλεται χωρικά)
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A
Χωρική Παρεµβολή Αντιστρόφων Αποστάσεων

Μέθοδος Αντιστρόφων Αποστάσεων (1)

477
696

227
646

606
791

783

?

Local data configuration

55.0 60.0 65.0 70.0 75.0 80.0

125.0

129.0

133.0

137.0

141.0

145.0

4.5
3.6

8.1
9.5

6.7
8.9

13.5

?

Distance of each sample from point "?"

55.0 60.0 65.0 70.0 75.0 80.0

125.0

129.0

133.0

137.0

141.0

145.0

Στη µέθοδο αυτή, τα ϐάρη παρεµβολής ορίζονται αντιστρόφως ανάλογα (σε δύναµη p)

της απόστασης dmn µεταξύ του σηµείου πρόβλεψης tm και του σηµείου παρατήρησης sn:

wmn =
d
−p

mn

N∑
n=1

d
−p

mn

=
1/d

p

mn

N∑
n=1

1/d
p

mn

Τα ϐάρη κυµαίνονται στο διάστηµα [0, 1] µε άθροισµα 1 (λόγω του παρονοµαστή). Το ϐάρος wmn

τείνει στο άπειρο όταν το σηµείο πρόβλεψης ταυτίζεται µε κάποιο σηµείο παρατήρησης tm ≡ sn
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A
Χωρική Παρεµβολή Αντιστρόφων Αποστάσεων

Μέθοδος Αντιστρόφων Αποστάσεων (2)

0.2088
0.2610

0.1160
0.0989

0.1402
0.1056

0.0696

?

Weight received by each sample for p=1

55.0 60.0 65.0 70.0 75.0 80.0

125.0

129.0

133.0

137.0

141.0

145.0

0.2324
0.7093

0.0123
0.0055

0.0318
0.0077

0.0010

?

Weight received by each sample for p=5

55.0 60.0 65.0 70.0 75.0 80.0

125.0

129.0

133.0

137.0

141.0

145.0

Η επίδραση της τιµής του εκθέτη
I p→ 0: τα ϐάρη οµογενοποιούνται : wmn ' 1/N, ∀n.

Η προβλεπόµενη τιµή ẑ(tm) τείνει στο µέσο όρο των N µετρήσεων

I p→ +∞: το πλησιέστερο σηµείο παρατήρησης, π.χ., sn, λαµβάνει το µεγαλύτερο

ϐάρος : wmn ' 1, ενώ wmn′ ' 0, ∀n′ 6= n.

Η προβλεπόµενη τιµή ẑ(tm) τείνει στη µέτρηση z(sn) του πλησιέστερου σηµείου

παρατήρησης sn (παρεµβολή πλησιέστερου γείτονα)

Φ. Κυριακίδης (Παν. Αιγαίου) Χωρική Ανάλυση Στοιχεία Χωρικής Παρεµβολής 16 / 34



A
Χωρική Παρεµβολή Αντιστρόφων Αποστάσεων

Παραδείγµατα Παρεµβολής Αντιστρόφων Αποστάσεων

IDW (p=2) interpolation results
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Local (r=0.5) IDW (p=5) interpolation results

 

 

−123.5 −123 −122.5 −122 −121.5
36

36.5

37

37.5

38

38.5

2

4

6

8

10

12

14

Η οµαλότητα (smoothness) της εκτιµόµενης ¨επιφάνειας¨ τιµών εξαρτάται από τον εκθέτη

p, (ιι) ακριβής και κυρτή µέθοδος παρεµβολής, (ιιι) καθολικές και τοπικές παραλλαγές

της µεθόδου είναι διαθέσιµες, καθώς και προσαρµοζόµενες παραλλαγές (µε τιµή

εκθέτη p που µεταβάλλεται στο χώρο)
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A
Χωρική Παρεµβολή µε τη Μέθοδο Kernel

Εναλλακτική Ερµηνεία του Βάρους Παρεµβολής

Η εξίσωση της παρεµβολής : ẑ(tm) =
∑

N

n=1
wmnz(sn) για το σηµείο πρόβλεψης tm,

µπορεί να ερµηνευθεί και ως η σχέση που ορίζει τον τρόπο (wmn) µε τον οποίο η κάθε

µέτρηση z(sn) συνεισφέρει στην προβλεπόµενη τιµή ẑ(tm)

Επίδραση µίας µέτρησης στο χώρο

I µια µέτρηση z(sn) στο σηµείο παρατήρησης sn ¨διαχέεται¨ σε οποιοδήποτε σηµείο

tm µε ϐάση την τιµή του ϐάρους wmn, που συνήθως είναι συνάρτηση της απόστασης

dmn µεταξύ του σηµείου πρόβλεψης tm και του σηµείου παρατήρησης sn

I αν οι τιµές του ϐάρους κυµαίνονται στο διάστηµα [0, 1], τότε η τιµή wmn αντιστοιχεί

στο ποσοστό της µέτρησης z(sn) που ¨φτάνει¨ µέχρι το σηµείο tm

I για ένα συγκεκριµένο σηµείο παρατήρησης sn και για M σηµεία πρόβλεψης

{tm,m = 1, . . . ,M}, αντιστοιχούν M ϐάρη {wmn,m = 1, . . . ,N}, τα οποία

ποσοτικοποιούν την ¨επίδραση¨ του συγκεκριµένου σηµείου παρατήρησης sn στα

M σηµεία πρόβλεψης (δηλ. στο χώρο), ανεξάρτητα από την οποιαδήποτε τιµή z(sn)
που έχει µετρηθεί στο σηµείο sn
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A
Χωρική Παρεµβολή µε τη Μέθοδο Kernel

Συναρτήσεις Πυρήνα (Kernel)

Φθίνουσες συναρτήσεις απόστασης

Η χωρική επίδραση ή επιρροή µιας µέτρησης ορίζεται συνήθως ως µία ϕθίνουσα

συνάρτηση k(d; θ) της απόστασης d µεταξύ του σηµείου µέτρησης και οποιουδήποτε

άλλου σηµείου στο χώρο (θ είναι µια παράµετρος). Τέτοιες συναρτήσεις µπορεί να

είναι : η αντίστροφη συνάρτηση k(d) = 1/(d
p), η εκθετική συνάρτηση

k(d) = exp(−d/r), και η Γκαουσιανή (Gaussian) συνάρτηση k(d) = exp(−(d/r)2),

όπου r είναι µία παράµετρος που καθορίζει το ϱυθµό ελάττωσης. Στις παραπάνω

περιπτώσεις θ = p, r , και r , αντίστοιχα
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A
Χωρική Παρεµβολή µε τη Μέθοδο Kernel

Συνάρτηση Πυρήνα για ΄Ενα Σηµείο Μέτρησης

Χωρική επιρροή µέτρησης

I για ένα σηµείο µέτρησης sn ορίζεται ένα (M × 1) διάνυσµα

dn = [‖tm − sn‖,m = 1, . . . ,M]T αποστάσεων µεταξύ όλων των M σηµείων

πρόβλεψης {tm,m = 1, . . . ,M} και του σηµείου sn

I στις παραπάνω αποστάσεις αντιστοιχεί ένα (M × 1) διάνυσµα

kn = [k(‖tm − sn‖; θ),m = 1, . . . ,M]T τιµών συνάρτησης πυρήνα για το σηµείο sn
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Χωρική Παρεµβολή µε τη Μέθοδο Kernel

Χωρική Παρεµβολή µε Μία Μέτρηση

Βάρη παρεµβολής και συνάρτηση πυρήνα

I σε ένα σηµείο µέτρησης sn αντιστοιχεί ένα (M × 1) διάνυσµα

kn = [k(‖tm − sn‖; θ),m = 1, . . . ,M]T τιµών συνάρτησης πυρήνα για τα M σηµεία

πρόβλεψης {tm,m = 1, . . . ,M}
I για ένα σηµείο µέτρησης sn το σύνολο των τιµών συνάρτησης πυρήνα kn αποτελεί

και τις τιµές του ϐάρους µε το οποίο η µέτρηση z(sn) ϑεωρείται ότι συνεισφέρει

στην πρόβλεψη σε κάθε σηµείο tm, ως : ẑ(tm) = wmnz(sn) = k(‖tm − sn‖; θ)z(sn)
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Τψπιςαλλψ, προβαβιλιτψ δενσιτψ ϕυνςτιονς (Π∆Φς) πλαψ τηε ϱολε οφ κερνελ

ϕυνςτιονς
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A
Χωρική Παρεµβολή µε τη Μέθοδο Kernel

Χωρική Παρεµβολή µε Πολλές Μετρήσεις

ẑ(tm) =
N∑

n=1

wmnz(sn) =

N∑
n=1

k(‖tm − sn‖; θ)z(sn)

N∑
n=1

k(‖tm − sn‖; θ)
=

N∑
n=1

k(‖tm − sn‖; θ)
N∑

n=1

k(‖tm − sn‖; θ)
z(sn)

Παρατηρήσεις

I η συνάρτηση πυρήνα k(‖t − s‖; θ) ποσοτικοποιεί τη ¨χωρική διάχυση¨ στο σηµείο

στόχο t µίας και µόνο µέτρησης πηγής στο σηµείο s. Ο πυρήνας k(‖tm − sn‖; θ),

δηλαδή, αναφέρεται σε ένα και µόνο σηµείο παρατήρησης sn

I στην πράξη, όµως, υπάρχουν N τέτοια σηµεία παρατήρησης, και συνεπώς πρέπει

να ληφθεί υπ΄ όψη η ¨χωρική διάχυση¨ και των N αντίστοιχων µετρήσεων. Αυτό

επιτυγχάνεται διαιρώντας τον αρχικό πυρήνα k(‖tm − sn‖; θ) του σηµείου sn µε το

άθροισµα όλων των N πυρήνων

I συνεπώς, το τελικό ϐάρος παρεµβολής wmn του σηµείου παρατήρησης sn στο

σηµείο πρόβλεψης tm είναι το ποσοστό συνεισφοράς του πυρήνα k(‖tm − sn‖; θ)
του σηµείου παρατήρησης sn σε σχέση µε τη συνολική συνεισφορά των πυρήνων

όλων των N σηµείων παρατήρησης
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Χωρική Παρεµβολή µε τη Μέθοδο Kernel

Υπολογισµός Βαρών Παρεµβολής

I άθροισµα N τιµών πυρήνα στο σηµείο πρόβλεψης tm: k̃m =
∑

N

n=1
k(‖tm − sn‖; θ)

και ορισµός (M × 1) διανύσµατος k̃ = [k̃m,m = 1, . . . ,M]T

I διαίρεση της αρχικής τιµής του πυρήνα kmn µε την αντίστοιχη τιµή του αθροίσµατος

στο σηµείο tm για τον υπολογισµό του ϐάρους παρεµβολής: wmn = kmn/k̃m.

Ορισµός του (M × 1) διανύσµατος ϐαρών wn = [wmn,m = 1, . . . ,M]T ως

wn = kn � k̃. Τα στοιχεία wmn του διανύσµατος wn παίρνουν τιµές στο διάστηµα

[0, 1] και έχουν άθροισµα 1 για κάθε σηµείο tm (ϑεωρούνται ποσοστά)

10 20 30 40 50 60 70 80 90
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

target point index

1/
di

st
an

ce

1/distance vectors for 2 source points at x=30 & x=70

 

 
x=30
x=70

10 20 30 40 50 60 70 80 90
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

to
ta

l k
er

ne
l v

al
ue

target point index

Sum of kernels for 2 source points at x=30 and x=70

10 20 30 40 50 60 70 80 90
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

target point index

1/
di

st
an

ce
 / 

su
m

(1
/d

is
ta

nc
e)

Weights vectors for 2 source points at x=30 and x=70

 

 
x=30
x=70

Φ. Κυριακίδης (Παν. Αιγαίου) Χωρική Ανάλυση Στοιχεία Χωρικής Παρεµβολής 23 / 34

A
Χωρική Παρεµβολή µε τη Μέθοδο Kernel

Χωρική Παρεµβολή και Επαλληλία Πυρήνων

I διάχυση µέτρησης z(sn) στο σηµείο tm = κλιµάκωση – πολλαπλασιασµός µε την τιµή

της µέτρησης z(sn) – του ϐάρους wmn. Για το σηµείο µέτρησης sn, υπάρχουν M

τέτοιες τιµές, δηλαδή ένα (M × 1) διάνυσµα wnz(sn) που εµπεριέχει το πρότυπο

χωρικής διάχυσης της µέτρησης z(sn)
I οι τελικές παρεµβαλόµενες τιµές προέρχονται από την επαλληλία (υπέρθεση ή

άθροισµα) των N τέτοιων προτύπων διάχυσης :

ẑ(tm) =
N∑

n=1

[k(‖tm − sn‖; θ)z(sn)]/
N∑

n=1

k(‖tm − sn‖; θ), m = 1, . . . ,M

ẑ =
N∑

n=1

[knz(sn)]� k̃ =
N∑

n=1

[knz(sn)]�
N∑

n=1

kn
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Χωρική Παρεµβολή µε τη Μέθοδο Kernel

Επιλογή Πυρήνα και Εκτίµηση Παραµέτρων

ẑ(tm) =
N∑

n=1

wmnz(sn) =
N∑

n=1

k(‖tm − sn‖; θ)
N∑

n=1

k(‖tm − sn‖; θ)
z(sn)

Επιλογή συνάρτησης πυρήνα;

I η µέθοδος παρεµβολής µε πυρήνα εφαρµόζεται συχνά χωρίς να γίνεται αυτό

αντιληπτό : µέθοδος πλησιέστερου γείτονα, µέθοδος αντίστροφων αποστάσεων

I συνήθως επιλέγονται πυρήνες µε το σχήµα της κανονικής κατανοµής του Gauss

I η σωστή επιλογή της συνάρτησης πυρήνα, όµως, προϋποθετει ένα µοντέλο της

χωρικής διάχυσης µιας µέτρησης, πράγµα το οποίο είναι εφικτό µόνο σε λίγες

σχετικά περιπτώσεις (συνήθως µέσω νόµων ϕυσικής, π.χ., διάδοση ϑερµότητας)

Εκτίµηση παραµέτρων πυρήνα;

I όταν επιλεγεί κάποια παραµετρική συνάρτηση πυρήνα, το επόµενο ϐήµα είναι η

εκτίµηση της (ή των) παραµέτρου της θ (κάτι τέτοιο δεν είναι απαραίτητο για τη µέθοδο

πλησιέστερου γείτονα και την ψηφίδωση Delaunay)

I σε γενικές γραµµές, ο υπολογισµός παραµέτρων ϐασίζεται στην ελαχιστοποίηση

της διακύµανσης των σφαλµάτων πρόβλεψης/παρεµβολής γνωστών τιµών που

αποκρύφθηκαν από το δείγµα των µετρήσεων
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A
΄Αλλες Μέθοδοι Χωρικής Παρεµβολής

Splines και Radial Basis Functions

I έχουν αναπτυχθεί δύο συναφείς µέθοδοι χωρικής παρεµβολής, η µέθοδος Spline

και η µέθοδος Radial Basis Functions (RBF), στις οποίες η επιφάνεια των

παρεµβαλλόµενων τιµών κατασκευάζεται κάτω από τους εξής περιορισµούς

(constraints): (ι) πιστότητα στις µετρήσεις στα σηµεία παρατήρησης,

και (ιι) πιστότητα σε ένα µοντέλο οµαλότητας (smoothness) της επιφάνειας, το

οποίο εκφράζεται µε τη µορφή µερικών παραγώγων (partial derivatives)

I επιπρόσθετα, οι παραπάνω µέθοδοι χωρικής παρεµβολής µοντελοποιούν µε

σαφήνεια το γεγονός ότι η παρουσία πολλών µετρήσεων ϑα πρέπει να οδηγεί σε

αλλίωση/παραµόρφωση του πυρήνα που αντιστοιχεί σε κάθε σηµείο µέτρησης

I οι παραπάνω µέθοδοι επιλύουν παρόµοια συστήµατα γραµµικών εξισώσεων για

τον υπολογισµό των ϐαρών παρεµβολής, αλλά διαφέρουν ως προς τις

συναρτήσεις πυρήνα που επιλέγονται. Η µέθοδος RBF χρησιµοποιεί Gaussian

πυρήνες, ενώ η µέθοδος spline χρησιµοποιεί πυρήνες που αντιστοιχούν στο όνοµα

της µεθόδου, π.χ., cubic spline ή thin-plate spline
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Παράδειγµα Χωρικής Παρεµβολής Spline
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Bi−harminic spline interpolation results
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Χαρακτηριστικά

(1) η οµαλότητα (smoothness) της ¨επιφάνειας¨ των παρεµβαλλόµενων τιµών εξαρτάται

από το όνοµα της συνάρτησης spline, εδώ, δι-αρµονικό (bi-harmonic) spline, (2) είναι

ακριβής και µη κυρτή µέθοδος παρεµβολής, (3) υπάρχουν καθολικές και τοπικές

παραλλαγές της µεθόδου, (4) υπάρχουν και εξοµαλυντικά (smoothing) splines, στις

οποίες οι µετρήσεις δεν αναπαραγονται λόγω της ύπαρξης σφάλµατος µέτρησης –

measurement error, (5) οδηγεί σε µη λογικές τιµές σε σηµεία πρόβλεψης µακριά από το

κυρτό κύτος (convex hull) των σηµείων παρατήρησης
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Γεωστατιστικές Μέθοδοι Χωρικής Παρεµβολής

I έχει αναπτυχθεί µια γεωστατιστική µέθοδος χωρικής παρεµβολής, η µέθοδος Kriging, µε

πολλαπλές παραλλαγές, η οποία ϐασίζεται στην έννοια του ηµιβαριογράµµατος ή του

συσχετογράµµατος για τον υπολογισµό των ϐαρών της χωρικής παρεµβολής

I η µέθοδος Kriging επιλύει ένα διαφορετικό σύστηµα γραµµικών εξισώσεων απ΄ ότι οι

µέθοδοι RBF και splines, αλλά έχει αποδειχθεί ότι τα ϐάρη που προκύπτουν είναι όµοια σε

συγκεκριµένες περιπτώσεις

I επιπρόσθετα, το ηµιβαριόγραµµα και το συσχετόγραµµα έχουν στατιστική ερµηνεία, και

συνδέονται στενά µε την έννοια ενός τυχαίου πεδίου. Το ίδιο όµως ισχύει και για τις

συναρτήσεις πυρήνα, οι οποίες µπορούν να συνδεθούν µε τις γεωστατιστικές έννοιες του

ηµιβαριογράµµατος και του συσχετογράµµατος

I για παράδειγµα, αν κανείς εφαρµόσει χωρική παρεµβολή µε τη µέθοδο RBF

χρησιµοποιώντας Gaussian πυρήνες, ϑα καταλήξει στα ίδια αποτελέσµατα µε την εφαρµογή

της µέθόδου Kriging χρησιµοποιώντας ένα Gaussian µοντέλο συσχετογράµµατος.

Παροµοίως, τα αποτελέσµατα της χωρικής παρεµβολής µε τη µέθοδο cubic spline είναι ίδια

µε αυτά που προκύπτουν από την εφαρµογή της µεθόδου Kriging µε ένα κυβικό µοντέλο

ηµιβαριογράµµατος. . .

Αυτό που διαφοροποιεί τη γεωστατιστική µέθοδο παρεµβολής Kriging από τις παραπάνω

µεθόδους είναι : (ι) η αναζήτηση της συνάρτησης πυρήνα από τα δεδοµένα µέσω του εµπειρικού

ηµιβαριογράµµατος, και (ιι) η ποσοτικοποίηση της αβεβαιότητας κάθε παρεµβαλλόµενης τιµής
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Σφάλµα Παρεµβολής

∆εδοµένα επικύρωσης

Σύνολο µετρήσεων, των οποίων οι ϑέσεις (σηµεία παρατήρησης) δεν

συµπεριλήφθηκαν στον υπολογισµό των ϐαρών παρεµβολής.

Εναλλακτικά : Σύνολο M
′ σηµείων πρόβλεψης µε αντίστοιχες γνωστές τιµές

Σφάλµα παρεµβολής

∆ιαφορά µεταξύ προβλεπόµενης ẑ(tm) και γνωστής µέτρησης z(tm) στο σηµείο

επικύρωσης tm (όπου η αντίστοιχη µέτρηση είναι γνωστή):

e(tm) = ẑ(tm)− z(tm)

∆ιασταυρωµένη επικύρωση leave-one-out cross-validation

Κατασκευή ενός συνόλου δεδοµένων επικύρωσης µε τη µικρότερη απώλεια µετρήσεων :

(ι) απόκρυψη µιας γνωστής µέτρησης, (ιι) πρόβλεψή της από τις N − 1 λοιπές µετρήσεις

χρησιµοποιώντας κάποια επιλεγµένη µέθοδο παρεµβολής ή κάποιες τιµές παραµέτρων,

(ιιι) επανάληψη των ϐηµάτων (ι) και (ιι) για τις N − 1 λοιπές µετρήσεις για τον υπολογισµό N

cross-validation προβλέψεων και αντίστοιχων σφαλµάτων
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Κατανοµές Σφαλµάτων

Μέσος όρος σφάλµατος (µεροληψία) κοντά στο 0;
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Στατιστικά Σφαλµάτων

Μέτρα κεντρικής τάσης

I µέσος όρος σφαλµάτων ή µεροληψία (bias): ME = 1

M

∑
M

m=1
e(tm) = ē

I µέσο απόλυτο σφάλµα (mean absolute error): MAE = 1

M

∑
M

m=1
|e(tm)|

Μέτρα διασποράς

I άθροισµα τετραγωνικών σφαλµάτων (sum of squared error): SSE =
M∑

m=1

[e(tm)− ē]2

I διακύµανση σφαλµάτων (error variance): VE =
1

M

∑
M

m=1
[e(tm)− ē]2

Μέσο τετραγωνικό σφάλµα (mean squared error)

MSE =
1

M

M∑
m=1

e
2(tm)

Σηµείωση : MSE = µεροληψία2 + διακύµανση, σφάλµατος
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Συσχέτιση Προβλέψεων και Παρατηρήσεων

∆ιασπορόγραµµα προβλεπόµενων και παρατηρούµενων τιµών

I ϐέλτιστη περίπτωση όταν τα σηµεία (Ϲευγάρια τιµών {z(tm), ẑ(tm)}) ϐρίσκονται πολύ

κοντά στη διχοτόµο

I ο συντελεστής συσχέτισης ρ
Z Ẑ

, ή ο συντελεστής προσδιορισµού R
2 ενός

γραµµικού µοντέλου, αποτελούν περιγραφικά στατιστικά του διασπορογράµµατος
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Μεγαλύτερες τιµές συντελεστή συσχέτισης (κοντά στο +1),

υποδηλώνουν καλύτερη συµφωνία προβλεπόµενων και παρατηρούµενων τιµών,

και συνεπώς καλύτερα αποτελέσµατα χωρικής παρεµβολής
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Βασικά Σηµεία ∆ιάλεξης (1)

Χωρική παρεµβολή

I πρόβλεψη (εκτίµηση), µε ϐάση γνωστές µετρήσεις µιας χωρικής µεταβλητής,

άγνωστων τιµών αυτής σε ένα σύνολο σηµείων, είτε διεσπαρµένων είτε σε

κανονικό κάνναβο (επιφάνεια τιµών)

I γραµµική χωρική παρεµβολή = σταθµισµένο άθροισµα µετρήσεων

I ο προσδιορισµός των ϐαρών της χωρικής παρεµβολής ϐασίζεται στη χωρική

διάταξη των σηµείων παρατήρησης σε σχέση µε το εκάστοτε σηµείο πρόβλεψης

Μέθοδοι χωρικής παρεµβολής

I πλησιέστερου γείτονα – Nearest Neighbor ή Voronoi

I τριγωνισµού Delaunay – Triangulated Irregular Network

I τοπικού µέσου όρου – Local Mean

I αντίστροφων αποστάσεων – Inverse Distance Weighting

I συναρτήσεων πυρήνα – Kernel functions

I συναρτήσεων Radial Basis Functions και Splines

I γεωστατιστικές µέθοδοι – ϐασιζόµενες στο ηµιβαριόγραµµα
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Βασικά Σηµεία ∆ιάλεξης (2)

Εκτίµηση ποιότητας χωρικής παρεµβολής

I απόκρυψη κάποιων παρατηρήσεων (δεδοµένα επικύρωσης) και πρόβλεψη αυτών

από τις υπόλοιπες µετρήσεις (cross-validation)

I σφάλµατα παρεµβολής (διαφορά προβλεπόµενων και παρατηρούµενων τιµών)

και κατανοµή αυτών

I µέσος όρος σφαλµάτων (µεροληψία) και διασπορά σφαλµάτων

I µέσο τετραγωνικό σφάλµα (MSE) = µεροληψία2 + διακύµανση (σφαλµάτων)

I διαγνωστικά στατιστικά γραφήµατα, όπως το διασπορόγραµµα προβλεπόµενων και

παρατηρούµενων τιµών – συντελεστής συσχέτισης διασπορογράµµατος : όσο

µεγαλύτερος (κοντά στο +1) τόσο πιο ακριβής η παρεµβολή

΄Αλλες χρήσεις της διασταυρωµένης επικύρωσης (cross-validation)

I επιλογή ϐέλτιστης µεθόδου παρεµβολής από ένα σύνολο µεθόδων, µε ϐάση τα

χαρακτηριστικά των αντίστοιχων κατανοµών σφαλµάτων

I υπολογισµός ϐέλτιστης τιµής παραµέτρου παρεµβολής, όπως ο εκθέτης στη

µέθοδο των αντίστροφων αποστάσεων
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