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Πρόλογος
Η Κβαντοµηχανική είναι ένα από τα πλέον ϐασικά µαθήµατα του προγράµµατος σπουδών
του Τµήµατος Φυσικής (Τ.Φ.). Ο λόγος είναι ότι σ’ αυτήν στηρίζεται η εξήγηση και η µε-
λέτη όλων σχεδόν των ϕαινοµένων που µας οδήγησαν στις επαναστατικές ανακαλύψεις των
τελευταίων εκατό ετών. Μερικά µόνο από αυτά, είναι η δοµή των Στοιχειωδών Σωµατιδίων,
των Πυρήνων, του Περιοδικού Πίνακα των Στοιχείων, της Στερεάς Κατάστασης της ΄Υλης, της
Νανοτεχνολογίας. Επιπλέον αποτελεί ϐασική γνώση για τη µελέτη της Αστροφυσικής και της
Κοσµολογίας.

Η καταννόηση της Κβαντοµηχανικής παρουσιάζει µια σχετική δυσκολία σε σύγκριση µε
τις άλλες ϑεωρίες της Φυσικής, επειδή η δοµή και η ‘‘γλώσσα’’ που χρησιµοποιεί είναι πολύ
πιο αφηρηµένη και συµπαγής από ότι, για παράδειγµα, η ‘‘γλώσσα’’ της Νευτώνειας Μη-
χανικής. Μια άλλη δυσκολία προκύπτει από τον τρόπο µε τον οποίο εξηγεί τα ϕαινόµενα
του µικρόκοσµου σε ‘‘ατοµική’’ κλίµακα που ϕαίνεται ότι έρχεται σε αντίθεση µε την ‘‘κοινή
λογική’’. ∆ηλαδή, µε το σύνολο των ‘‘προκαταλήψεων’’ που αποκτά ο άνθρωπος από τα πρώ-
τα χρόνια της Ϲωής του. Για παράδειγµα η κοινή λογική λέγει ότι αν ϱίξουµε ένα σώµα µε
ενέργεια µικρότερη από τη µέγιστη τιµή ενός ϕράγµατος δυναµικού, αυτό ϑα ανακλαστεί και
δεν ϑα ϐρεθεί από την άλλη µεριά του ϕράγµατος. Η Κβαντοµηχανική απαντάει ότι υπάρχει
κάποια πιθανότητα να ϐρεθεί από την άλλη µεριά του ϕράγµατος. Με άλλα λόγια, ενώ η Νευ-
τώνεια Μηχανική είναι µια αιτιοκρατική ϑεωρία, η Κβαντοµηχανική είναι µια πιθανοκρατική
ϑεωρία. Τέλος, ένα χαρακτηριστικό της Κβαντοµηχανικής είναι ότι τα συµπεράσµατά της
δίνονται και γίνονται αντιληπτά µέσα από τη ‘‘γλώσσα’’ των µαθηµατικών.

Τα παραπάνω έχουν ως αποτέλεσµα να εµφανίζονται κάποιες δυσκολίες στο γράψιµο ενός
εισαγωγικού ϐιβλίου ή σηµειώσεων Κβαντοµηχανικής επειδή κατά τη διατύπωση των διαφό-
ϱων ϕυσικών εννοιών και ιδιοτήτων πρέπει να ανοίγονται µεγάλες παρενθέσεις που αναφέρον-
ται στις απαραίτητες µαθηµατικές έννοιες που συνήθως δεν έχουν διδαχθεί σε προηγούµενα
µαθήµατα. ΄Εγινε προσπάθεια να ξεπεραστεί αυτή η δυσκολία µε τη ϐοήθεια τριών παραρ-
τηµάτων όπου υπάρχουν οι ϐασικότερες από τις µαθηµατικές έννοιες που είναι απαραίτητες
στην καταννόηση της Κβαντοµηχανικής. Το κυρίως µέρος των σηµειώσεων αποτελείται από
τέσσερα κεφάλαια που καλύπτουν την ύλη του µαθήµατος της Κβαντοµηχανική Ι. Στο πρώτο
κεφάλαιο γίνεται µια σύντοµη ανασκόπηση της Παλαιάς Κβαντοµηχανικής και των υλοκυ-
µάτων. Η ύλη αυτή ϑεωρείται γνωστή από το µάθηµα του 2ου εξαµήνου ‘‘ Ατοµική - Μοριακή
Φυσική’’. Στο δεύτερο κεφάλαιο εισάγεται η εξίσωση του Schrödinger και διατυπώνονται τα
αξιώµατα της Κβαντοµηχανικής. Στα δύο τελευταία κεφάλαια γίνεται εφαρµογή σε µονοδιά-
στατα και τρισδιάστατα προβλήµατα της Κβαντοµηχανικής.

Είναι σκόπιµο να σηµειωθεί ότι οι παρούσες σηµειώσεις δεν γράφηκαν για να αντικατα-
στήσουν ή να συµπληρώσουν την υπάρχουσα πλούσια διεθνή αλλά και Ελληνική ϐιβλιογρα-
ϕία. Σκοπός των σηµειώσεων είναι να ϐοηθήσουν του ϕοιτητές του Τ.Φ. στην προετοιµασία
τους για τις εξετάσεις.

Κατά τη συγγραφή των σηµειώσεων συµβουλεύτηκα αλλά και επηρεάστηκα κυρίως από
δύο ϐιβλία. Το ϐιβλίο του Οµότιµου Καθηγητή του Τ.Φ. του Α.Π.Θ., κ. Μ. Γρυπαίου: ‘‘Μα-
ϑήµατα Κβαντοµηχανικής’’, Τόµος Α΄ (Θεσσαλονίκη 1972) και Τόµος Β΄ (Θεσσαλονίκη 1980),
που επί σειρά ετών ήταν το ϐασικό σύγγραµµα Κβαντοµηχανικής του Τµήµατός µας και ένα
από τα πρώτα ϐιβλία Κβαντοµηχανικής της Ελληνικής ϐιβλιογραφίας. Επίσης το ϐιβλίο του
∆ρ. Σ. Τραχανά, ∆ιευθυντή των Πανεπιστηµιακών Εκδόσεων Κρήτης, ‘‘Κβαντοµηχανική Ι’’
(Κρήτη 2005).

Σ.Η.Μ.
Θεσσαλονίκη 2011
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Κεφάλαιο 1

Παλαιά Κβαντική Θεωρία – Υλοκύµατα

Στα τέλη του 19ου αιώνα η Κλασική Φυσική είχε ϕτάσει σε τέτοιο σηµείο ολοκλήρωσης ώστε
σε πολλούς ϕυσικούς κυριαρχούσε η αντίληψη ότι ο οριακός στόχος της Φυσικής, να ϕτάσει
σε µια τελική ερµηνεία του υλικού κόσµου, είχε πραγµατοποιηθεί. Αυτή η αντίληψη ήταν
δικαιολογηµένη αφού η Κλασική Φυσική εξηγούσε έναν πολύ µεγάλο αριθµό πειραµατικών
δεδοµένων, που ϑεµελίωναν την εγκυρότητά της. Ενώ επικρατούσε αυτή η αντίληψη άρχισαν
να συγκεντρώνονται πειραµατικά δεδοµένα που δεν µπορούσαν να εξηγηθούν µε τις τότε
γνωστές Φυσικές ϑεωρίες: τη Μηχανική του Νεύτωνα, τη Θερµοδυναµική - Στατιστική Φυσική
και την Ηλεκτροµαγνητική Θεωρία του Maxwell.

Τα πειραµατικά δεδοµένα που δηµιουργούσαν ερωτηµατικά προέρχονταν από έναν άγνω-
στο µέχρι τότε κόσµο, τον κόσµο του µικρόκοσµου ενώ η Κλασική Φυσική είχε ϑεµελιωθεί
µε τις παρατηρήσεις του µακρόκοσµου. Στους Φυσικούς της κλασικής γενιάς, η παραδοχή:
Οι κλασικοί νόµοι ισχύουν εξ ίσου καλά και για τα ϕαινόµενα του µικρόκοσµου, ϑεωρούνταν
λογική και αυτονόητη.

Επειδή οι ϑεωρίες της Κλασικής Φυσικής δεν µπορούσαν να ϑεωρηθούν λανθασµένες,
αφού εξηγούσαν όλα σχεδόν τα µέχρι τότε δεδοµένα, αυτό σήµαινε, ότι έπρεπε να ϐρεθεί µια
νέα ϑεωρία που ϑα εξηγούσε τα νέα πειραµατικά δεδοµένα και δε ϑα έρχονταν σε αντίθεση µε
τις παλαιότερες ϑεωρίες. Η νέα αυτή ϑεωρία που ονοµάζεται Κβαντική Θεωρία, στη σηµερινή
της µορφή είναι ϑεµελιωµένη σε µια σειρά πειραµατικών δεδοµένων που είναι :

• ∆εδοµένα που οδηγούν στο δυϊσµό της ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας.
• ∆εδοµένα που οδηγούν στο ασυνεχές των ενεργειακών καταστάσεων του ατόµου.
• ∆εδοµένα που καθιερώνουν το δυϊσµό της ύλης.

Κλείνοντας τη µικρή εισαγωγή αναφέρουµε ότι, η Κβαντική ϑεωρία είναι το αναγκαίο
εργαλείο για τη µελέτη των ϕαινοµένων του µικρόκοσµου. Συγκεκριµένα η Κβαντική ϑεωρία
είναι απαραίτητη για τη µελέτη της Ατοµικής και Μοριακής Φυσικής, της Πυρηνικής Φυσικής
και της Φυσικής των Στοιχειωδών Σωµατιδίων, της Στερεάς Κατάστασης της ύλης, αλλά και
για τη µελέτη της Αστροφυσικής.

1.1 Η Ακτινοβολία του Μελανού σώµατος.

Από τη Γενική Φυσική είναι γνωστό ότι τα διάφορα σώµατα, σε αρκετά µεγάλη ϑερµοκρασία,
εκπέµπουν ηλεκτροµαγνητική (Η.Μ.) ακτινοβολία. Το είδος της ακτινοβολίας εξαρτάται από
τη ϑερµοκρασία, τη ϕύση και το σχήµα του σώµατος. ΄Ενα από τα ϐασικά µεγέθη που
καθορίζουν την Η.Μ. ακτινοβολία σε δεδοµένο χώρο είναι η ανά µονάδα όγκου ηλεκτρική και
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2 Παλαιά Κβαντική Θεωρία – Υλοκύµατα

µαγνητική ενέργεια. Η ενεργειακή πυκνότητα της Η.Μ. ακτινοβολίας είναι: dU
dV

= |E|2 + |H|2,
όπου E = ένταση του ηλεκτρικού πεδίου, H = ένταση του µαγνητικού πεδίου.

Είναι λογικό να υποθέσει κανείς ότι η εκπεµπόµενη ακτινοβολία οφείλεται στη ϑερµι-
κή διέγερση των ηλεκτρικών ϕορτίων της ύλης, επειδή αυτά όταν επιταχύνονται εκπέµπουν
Η.Μ. ακτινοβολία. ΄Ολα τα σώµατα εκπέµπουν Η.Μ. ακτινοβολία στο περιβάλλον τους αλ-
λά συγχρόνως απορροφούν απ’ αυτό. ΄Οταν ο ϱυθµός εκποµπής είναι ίσος µε το ϱυθµό
απορρόφησης, τότε λέµε ότι έχει αποκατασταθεί ϑερµοδυναµική ισορροπία.

Θα εξετάσουµε την Η.Μ. ακτινοβολία µέσα σε µια κοιλότητα, υποθέτοντας ότι έχει αποκα-
τασταθεί ϑερµοδυναµική ισορροπία. ∆ηλαδή η ενέργεια που εκπέµπεται από τα τοιχώµατα
της κοιλότητας είναι ίση µε την ενέργεια που απορροφάται από αυτά. Το µέγεθος που
ενδιαφερόµαστε να υπολογίσουµε και να συγκρίνουµε µε τα πειραµατικά δεδοµένα είναι
η ϕασµατική κατανοµή της ενεργειακής πυκνότητας, uν. ∆ηλαδή η πυκνότητα της
ενέργειας ανά µονάδα περιοχής συχνότητας. Το uνdν είναι η πυκνότητα της ενέργειας µε
συχνότητα µεταξύ ν και ν + dν. ΄Εχει ϐρεθεί ότι η uν µέσα στην κοιλότητα είναι ανεξάρτητη
του σχήµατος και του υλικού των τοιχωµάτων της, εξαρτάται µόνο από τη ϑερµοκρασία.

Η ϕασµατική κατανοµή, uν, µελετάται πειρα-
µατικά αν ανοίξουµε µια µικρή οπή στο τοίχωµα
της κοιλότητας (όπως µια πόρτα σ’ ένα ϕούρνο). Η
κοιλότητα αυτή (µε τη µικρή τρύπα) ενεργεί ως µε-
λανό σώµα. ∆ηλαδή κάθε ακτινοβολία που πέφτει
σ’ αυτήν απ’ έξω απορροφάται τελείως.

Για τη ϕασµατική κατανοµή της ενεργειακής
πυκνότητας του µελανού σώµατος ϐρέθηκε :

Σχήµα 1.1:

1. uν = uν(ν, T ), δηλαδή η uν εξαρτάται από τη συχνότητα και τη ϑερµοκρασία.
2. Η ολική ενεργειακή πυκνότητα είναι (Νόµος του Stefan):

u =

∫ ∞

0

uνdν = u(T ) = σT 4

όπου σ είναι η σταθερά του Stefan. ∆ηλαδή η ενεργειακή πυκνότητα είναι συνάρτηση µόνο
της ϑερµοκρασίας.

3. Η ϕασµατική κατανοµή, uν, είναι της µορφής του Σχ. 1.2.

0
0

u
νν

T
2
 > T

1

T
1

νν

Σχήµα 1.2:

Συγκεκριµένα για την uν ισχύουν τα εξής:
• uν ∼ ν2T για µικρά ν.
• Υπάρχει ένα µέγιστο.
• uν → 0 πολύ γρήγορα για µεγάλα ν.
• Για κάθε ν η uν είναι της µορφής:

uν = ν3f
( ν

T

)
ή λmaxT = σταθερά

(Νόµος µετατόπισης του Wien).

Με τη ϐοήθεια των νόµων της ϑερµοδυναµικής ϐρέθηκε η σχέση: uν = ν3f(ν/T ), αλλά
η µορφή της συνάρτησης f(ν/T ) δεν ήταν δυνατό να ϐρεθεί για κάθε ν, ενώ για µεγάλα ν
είναι της µορφής f( ν

T
) = e−αν/T όπου α µία σταθερά. Το πρόβληµα λοιπόν ήταν να ϐρεθεί η

uν(ν, T ) που να εξηγεί τα παραπάνω δεδοµένα.
Μέσα στην κοιλότητα υπάρχει σε ισορροπία Η.Μ. ακτινοβολία η οποία δηµιουργεί στάσιµα

κύµατα. Η πυκνότητα της ενέργειας, uνdν, µε συχνότητα µεταξύ ν και ν+dν που εκπέµπεται
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προς τα έξω µέσω της µικρής οπής είναι ανάλογη µε την (ολική) ενέργεια όλων των στάσιµων
Η.Μ. κυµάτων που έχουν συχνότητα µεταξύ ν και ν + dν. Εποµένως η ϕασµατική κατανοµή
της ενεργειακής πυκνότητας, uν, ισούται µε τον αριθµό των στάσιµων Η.Μ. κυµάτων που
δηµιουργούνται µέσα στην κοιλότητα µε συχνότητα µεταξύ ν και ν + dν ανά µονάδα όγκου
επί τη µέση τιµή της ενέργειας, 〈E〉, κάθε στάσιµου Η.Μ. κύµατος. ∆ηλαδή

uν =
dZν,ν+dν

dν

1

V
〈E〉 (1.1)

Το dZν+dν

dν
1
V

είναι ο αριθµός των στάσιµων Η.Μ. κυµάτων µέσα στην κοιλότητα µε συχνό-
τητες ν έως ν + dν, ανά µονάδα περιοχής συχνότητας και ανά µονάδα όγκου. Μπορεί να
δειχτεί ότι:

dZν+dν

dν

1

V
=

8πν2

c3
(1.2)

όπου c είναι η ταχύτητα του ϕωτός. Οπότε:

uν =
8πν2

c3
〈E〉 (1.3)

1.1.1 Κλασική ερµηνεία

Ας εξετάσουµε σύντοµα πως η Κλασική Φυσική προσπαθεί να εξηγήσει την ακτινοβολία του
µελανού σώµατος. Για να ϐρεθεί η uν ϑα πρέπει να ϐρεθεί η µέση τιµή της ενέργειας, 〈E〉,
των στάσιµων κυµάτων.

Η 〈E〉 σύµφωνα µε την κλασική ϕυσική µπορεί να ϐρεθεί αν δεχθούµε ότι η ακτινοβολία
που είναι παγιδευµένη στην κοιλότητα ανταλλάσσει ενέργεια µε τα τυχώµατα της κοιλότητας
κατά συνεχή τρόπο (δηλαδή για κάθε ν). Η 〈E〉 ϐρίσκεται υπολογίζοντας το ολοκλήρωµα

〈E〉 =

∫ ∞

0

EΠ(E)dE = · · · = kT (1.4)

όπου k η σταθερά του Boltzmann και Π(E)dE η πιθανότητα ένα στάσιµο κύµα να έχει
ενέργεια µεταξύ E και E + dE, που σύµφωνα µε τα πορίσµατα της Στατιστικής Μηχανικής
είναι:

Π(E)dE =
1

kT
e−

E
kT dE (1.5)

΄Ετσι, η ϕασµατική κατανοµή της ενεργειακής πυκνότητας του µελανού σώµατος, σύµ-
ϕωνα µε την Κλασική Φυσική είναι:

uν =
8πν2

c3
kT (1.6)

Η σχέση αυτή είναι γνωστή ως νόµος των Rayleight-Jeans.
Παρατηρούµε ότι η uν που δίνεται από την (1.6) ϐρίσκεται σε συµφωνία µε τα πειραµατικά

δεδοµένα της ακτινοβολίας τους µελανού σώµατος µόνο για µικρά ν, η uν είναι ανάλογη του
ν2. Για µεγάλες τιµές της συχνότητας η uν ϐρίσκεται σε ασυµφωνία µε τα πειραµατικά
δεδοµένα αφού αυξάνει µονότονα για 0 ≤ ν < ∞ και εποµένως ούτε µέγιστο παρουσιάζει
ούτε τείνει γρήγορα στο µηδέν για ν → ∞. Συνέπεια αυτών είναι ότι η ολική ενεργειακή
πυκνότητα (δηλαδή η ενεργειακή πυκνότητα για όλο το ϕάσµα των συχνοτήτων) είναι άπειρη:

u =

∫ ∞

0

uνdν =
8πkT

c3

∫ ∞

0

ν2dν →∞ ! (1.7)
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ενώ αυτή πρέπει να είναι πεπερασµένη.
Το συµπέρασµα που ϐγαίνει από τα παραπάνω είναι ότι η εφαρµογή της Κλασικής Φυ-

σικής στη µελέτη του ϕάσµατος του µελανού σώµατος, οδηγεί σε συµπεράσµατα που δε
συµφωνούν µε όλα τα πειραµατικά δεδοµένα. Αυτό σηµαίνει ότι πρέπει να ϐρεθεί µια νέα
ϑεωρία που να τα εξηγεί. Η ϑεωρία αυτή είναι η ϑεωρία των quanta που εισήχθηκε από τον
Planck και µε την οποία ϑα ασχοληθούµε στη συνέχεια.

1.1.2 Θεωρία των quanta του Planck

Αν ϑέλουµε η uν, που δίνεται από τη σχέση (1.3), να συµφωνεί µε τα πειραµατικά δεδοµένα ϑα
πρέπει η 〈E〉 να µην είναι ίση µε kT αλλά αυτή να είναι συνάρτηση της συχνότητας, έτσι ώστε
για µεγάλα ν η uν να είναι της µορφής e−αν/T . Για το λόγο αυτόν ο Planck υπέθεσε ότι η Η.Μ.
ακτινοβολία της κοιλότητας δεν ανταλλάσσει ενέργεια µε το περιβάλλον κατά συνεχή τρόπο,
αλλά κατά διακεκριµένες ποσότητες ε, τις οποίες ονόµασε κβάντα (quanta). ∆έχτηκε
δηλαδή ότι η ενέργεια ενός στάσιµου Η.Μ. κύµατος µέσα στην κοιλότητα παίρνει ασυνεχείς
τιµές ή όπως αλλιώς λέµε η ενέργεια είναι κβαντισµένη. Οι µόνες επιτρεπτές τιµές της
ενέργειας είναι ακέραια πολλαπλάσια µιας στοιχειώδους ποσότητας της ενέργειας, δηλαδή:

E → En = nε , n = 0, 1, 2, . . . (1.8)

΄Ετσι η µέση τιµή της ενέργειας ενός ταλαντωτή, εφόσον η κατανοµή της ενέργειας είναι
ασυνεχής, δεν υπολογίζεται µε τη ϐοήθεια του ολοκληρώµατος της σχέσης (1.4) αλλά µε τη
ϐοήθεια της σχέσεως:

〈E〉 =
∞∑

n=0

EnΠ(En) = · · · = ε

eε/kT − 1
(1.9)

όπου Π(En) = e−En/kTP∞
n=0 e−En/kT είναι η πιθανότητα ένα στάσιµο κύµα να έχει ενέργεια En = nε.

Η αντικατάσταση της (1.9) στην (1.3) δίνει:

uν =
8πν2

c3

ε

eε/kT − 1
(1.10)

Από την έκφραση αυτήν της uν παρατηρούµε ότι αν ϑέλουµε αυτή να συµφωνεί µε το
νόµο µετατόπισης του Wien, uν = ν3f(ν/T ), ϑα πρέπει το ε να είναι ανάλογο του ν. ∆ηλαδή

ε = hν και En = nhν , n = 0, 1, 2, . . . (1.11)

όπου η σταθερά αναλογίας h λέγεται σταθερά του Planck.
΄Ετσι η ϕασµατική κατανοµή της ενεργειακής πυκνότητας γράφεται:

uν =
8πν2

c3

hν

e
hν
kT − 1

(1.12)

Εύκολα µπορεί να δειχθεί ότι ο τύπος (1.12) ικανοποιεί όλα τα πειραµατικά δεδοµένα.

1.1.3 Φωτοηλεκτρικό ϕαινόµενο

΄Ενα άλλο ϕαινόµενο που δεν εξηγείται µε τις ϑεωρίες της Κλασικής Φυσικής είναι και το
ϕωτοηλεκτρικό ϕαινόµενο. Αυτό µαζί µε την ακτινοβολία του µελανού σώµατος ανήκουν στην
κατηγορία των πειραµατικών δεδοµένων που µας οδηγούν στο δυϊσµό της Η.Μ. ακτινοβολίας.
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Φωτοηλεκτρικό ϕαινόµενο είναι η εκποµπή ηλεκτρονίων από ένα µέταλλο που προκαλεί-
ται από την πρόσπτωση ορατής ή υπεριώδους ακτινοβολίας. Από τη µελέτη του προκύπτουν
τα εξής:

1. Η ένταση του ϱεύµατος (ϕορτίο/χρόνος) είναι ανάλογη της ϕωτεινής ϱοής.
2. Η κινητική ενέργεια των ηλεκτρονίων εξαρτάται από τη συχνότητα του ϕωτός και δεν

εξαρτάται από την ένταση της ϕωτεινής ϱοής.
3. Η εκποµπή ηλεκτρονίων γίνεται µόνο όταν η συχνότητα της προσπίπτουσας ακτινοβο-

λίας είναι µεγαλύτερη κάποιας οριακής συχνότητας.

Οι ϑεωρίες της Κλασικής Φυσικής δίνουν εξήγηση µόνο στο 1. Η εξήγηση όλων των
πειραµατικών δεδοµένων έγινε από τον Einstein ο οποίος επέκτεινε την ιδέα των κβάντα του
Planck και δέχτηκε ότι : Η ηλεκτροµαγνητική ακτινοβολία απορροφάται, εκπέµπεται αλλά και
διαδίδεται στο χώρο µε την ταχύτητα του ϕωτός κατά κβάντα. Τα κβάντα αυτά ονοµάστηκαν
ϕωτόνια. Η ενέργεια κάθε ϕωτονίου είναι:

E = hν (1.13)

όπου h είναι η σταθερά του Planck.
Με αυτήν την παραδοχή είναι δυνατό να εξηγηθούν όλα τα πειραµατικά δεδοµένα του

ϕωτοηλεκτρικού ϕαινοµένου και επιπλέον είναι δυνατό να ϐρεθεί πειραµατικά η τιµή της
σταθεράς h που συµπίπτει µε την τιµή που ϐρίσκεται από τη ϑεωρία του Planck.

1.2 Γραµµικά ϕάσµατα των ατόµων – Θεωρία του Bohr

Τα διάφορα σώµατα (στερεά, υγρά, αέρια) εκπέµπουν ηλεκτροµαγνητική ακτινοβολία. Το
ϕάσµα εκποµπής των στερεών και των υγρών είναι συνεχές, ενώ των αερίων είναι γραµµικό.
Οι ϕασµατικές γραµµές των αερίων κατατάσσονται σε διάφορες οµάδες πού λέγονται ϕασµα-
τικές σειρές. Οι γραµµές κάθε σειράς είναι πυκνότερες προς την πλευρά των µεγαλύτερων
συχνοτήτων και σε µια ορισµένη ϑέση σχηµατίζεται ένα σηµείο συσσώρευσης.

Βρέθηκε εµπειρικά ότι τα µήκη κύµατος των ϕασµατικών γραµµών των διαφόρων σειρών
του ατόµου του υδρογόνου δίνονται από τη σχέση:

ν̄ ≡ 1

λ
= R(

1

n′2
− 1

n2
) n′ = 1, 2, 3, . . . , n = n′ + 1 (1.14)

όπου R είναι µια εµπειρική σταθερά, που λέγεται σταθερά του Rydberg, µε τιµή R =
109677, 6 cm−1.

Η έρευνα των γραµµικών ϕασµάτων και άλλων στοιχείων έδειξε ότι αυτά µπορούν να
περιγραφούν µε εµπειρικούς τύπους, πολυπλοκότερους αλλά παρόµοιας µορφής µε τον
τύπο (1.14). Βρέθηκε ότι ισχύει η εξής αρχή που είναι γνωστή ως συνδυαστική αρχή
του Ritz: Το ϕάσµα κάθε στοιχείου χαρακτηρίζεται πλήρως από µια ακολουθία ϕασµατικών
όρων, ν1, ν2, ν3, . . ., τέτοιων ώστε : κάθε ϕασµατική γραµµή µπορεί να γραφεί ως διαφορά δύο
ϕασµατικών όρων.

Η εξήγηση των παραπάνω πειραµατικών δεδοµένων ήταν αδύνατη µε την Κλασική Φυ-
σική. Σύµφωνα µε την Η.Μ. ϑεωρία ένα ϕορτισµένο σωµατίδιο, που εκτελεί επιταχυνόµενη
κίνηση, εκπέµπει ακτινοβολία. Το είδος της ακτινοβολίας εξαρτάται από το αν η κίνηση είναι
περιοδική ή απεριοδική.

Αν η κίνηση είναι απεριοδική τότε εκπέµπεται ακτινοβολία το ϕάσµα της οποίας είναι
συνεχές. Αν η κίνηση είναι περιοδική τότε εκπέµπεται ακτινοβολία της οποίας το ϕάσµα είναι
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διακεκριµένο (δηλαδή γραµµικό) και ϑα περιέχει µια συγκεκριµένη συχνότητα ν0 καθώς και
τις ανώτερες αρµονικές της (νn = nν0). Αυτό όµως δεν παρατηρείται.

Θα πρέπει πάντως να παρατηρηθεί ότι σύµφωνα µε την Κλασική Φυσική µια περιοδική
κίνηση ενός ϕορτισµένου σωµατιδίου είναι αδύνατη, επειδή λόγω της εκπεµποµένης ακτινο-
ϐολίας το σωµατίδιο ϑα χάνει συνεχώς ενέργεια οπότε το πλάτος της ταλάντωσης ϑα µικραίνει,
µε αποτέλεσµα η κίνηση να γίνεται απεριοδική και το ϕάσµα να είναι συνεχές. Οι δυσκολίες
αυτές, στην εξήγηση των γραµµικών ϕασµάτων των ατόµων, ξεπεράστηκαν από τον Bohr που
αντιµετώπισε το πρόβληµα µε έναν ανορθόδοξο.

Για την εξήγηση των γραµµικών ϕασµάτων του ατόµου του υδρογόνου και των υδρογο-
νοειδών ατόµων, ο Bohr δέχτηκε δύο αξιώµατα που είναι γνωστά ως συνθηκές του Bohr.

• Πρώτη συνθήκη του Bohr
1α. Τα ηλεκτρόνια ενός ατόµου είναι δυνατό να κινούνται γύρω από τον πυρήνα σε

κλειστές (κυκλικές) ‘‘τροχιές’’ χωρίς να εκπέµπουν ακτινοβολία, δηλαδή E =σταθερά.
1β. ΄Ολες οι τροχιές δεν είναι επιτρεπτές, αλλά µόνο ένα διακεκριµένο σύνολο τροχιών

που καθορίζεται από τη σχέση:

Pφ = n
h

2π
= n~ n = 1, 2, 3, . . . (1.15)

∆ηλαδή η στροφορµή Pφ πρέπει να είναι ακέραιο πολλαπλάσιο της σταθεράς ~ = h/2π.
• ∆εύτερη συνθήκη του Bohr
΄Ενα ηλεκτρόνιο µπορεί να κάνει µετάπτωση από µια ευσταθή τροχιά σε µια άλλη µικρό-

τερης (ή µεγαλύτερης) ενέργειας µε εκποµπή (ή απορρόφηση) ενός ϕωτονίου του οποίου η
συχνότητα δίνεται από την σχέση:

hν = Eαρχ − Eτελ (1.16)

Αν Eαρχ > Eτελ έχουµε εκποµπή ϕωτονίου, ενώ για Eαρχ < Eτελ έχουµε απορρόφηση
ϕωτονίου.
Σηµείωση. Η συνθήκη 1α τέθηκε για να δικαιολογηθεί η ευστάθεια των ατόµων, επειδή
δέχτηκε το πλανητικό υπόδειγµα του Rutherford για τα άτοµα. Το υπόδειγµα του Ruther-
ford, που εξηγεί τα πειραµατικά δεδοµένα των Geiger-Marsden, δέχεται ότι τα ηλεκτρόνια
των ατόµων περιφέρονται γύρω από τον πυρήνα όπως οι πλανήτες γύρω από τον ήλιο. Επειδή
όµως αυτά εκτελούν επιταχυνόµενη κίνηση, πρέπει να εκπέµπουν ακτινοβολία, δηλαδή να
χάνουν ενέργεια, οπότε τελικά ϑα έπεφταν στον πυρήνα. Κάτι τέτοιο όµως δεν παρατηρείται
και τα άτοµα κάτω από πολύ διαφορετικές συνθήκες παραµένουν σταθερά.

Με τη ϐοήθεια της πρώτης συνθήκης του Bohr, µπορεί να δειχτεί ότι για τα υδρογονοειδή
άτοµα η ακτίνα της κυκλικής τροχιάς και η ενέργεια του ηλεκτρονίου είναι αντίστοιχα:

a = an =
~2

me2Z
n2 = a0

n2

Z
, a0 =

~2

me2
= 0, 529 · 10−8cm = 0, 529 A

o

(1.17αʹ)

E = En = −me4Z2

2~2

1

n2
(1.17βʹ)

όπου m, e και Z είναι η µάζα και το ϕορτίο του ηλεκτρονίου και Z ο ατοµικός αριθµός του
υδρογονοειδούς ατόµου (Ze το ϕορτίο του πυρήνα). Η σταθερά a0, που λέγεται ακτίνα του
Bohr, είναι ένα χαρακτηριστικό µέγεθος των ατόµων.

Με τη ϐοήθεια της δεύτερης συνθήκης και της σχέσης (1.17βʹ) ϐρίσκεται ότι:

ν̄ =
1

λ
= RZ2(

1

n′2
− 1

n2
), n = n′ + 1, n′ + 2, . . . (1.18)
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όπου R = 2π2me4/ch3. Αν αντικαταστήσουµε τις γνωστές σταθερές των m, e, c και h ϐρίσκε-
ται ότι R = 109737, 3 cm−1. Η τιµή αυτή ϐρίσκεται σε πολύ καλή συµφωνία µε την αντίστοιχη
τιµή του R που ϐρέθηκε εµπειρικά.

Παρατηρούµε ότι η σχέση (1.18) συµφωνεί µε τα εµπειρικά συµπεράσµατα των ϕασµατι-
κών µετρήσεων. ΄Ετσι ϐλέπουµε ότι ο κυµατάριθµος (ν̄) εκφράζεται ως διαφορά δύο ϕασµα-
τικών όρων, όπως απαιτεί η συνδυαστική αρχή του Ritz. Οι διάφορες ϕασµατικές γραµµές
λαµβάνονται αν ϑέσουµε n′ = 1 (σειρά Lyman για Z = 1), n′ = 2 (σειρά Balmer για Z = 1)
κ.λ.π. Σύµφωνα µε τη ϑεωρία του Bohr οι γραµµές της σειράς Lyman αντιστοιχούν σε µετα-
πτώσεις των ηλεκτρονίων από τροχιές µε n = 2, 3, 4, . . . στην τροχιά µε n′ = 1

Από τις σχέσεις (1.17βʹ) µπορούν να ϐρεθούν η ακτίνα του ατόµου του Υδρογόνου καθώς
και οι δυνατές τιµές της ενέργειας, αν αντικαταστήσουµε τις γνωστές τιµές των σταθερών h, m
και e από πίνακα των σταθερών. ΄Ετσι ϐρέθηκε ότι:

an = a0n
2 cm → a1 = a0 = 0, 529A

o

En = −13, 6

n2
eV → E1 = −13, 6 eV, E2 = −3, 4 eV

και
∆E = E2 − E1 = 10, 2 eV

∆ηλαδή, για να διεγερθεί το άτοµο του Υδρογόνου απαιτείται ενέργεια 10, 2 eV. Η τιµή
αυτή της ενέργειας είναι πολύ µεγαλύτερη από την ενέργεια που ανταλλάσσουν τα άτοµα κατά
τις ϑερµικές κρούσεις και η οποία σε ϑερµοκρασία δωµατίου (T = 293o K) είναι : kT = 1

40
eV.

∆ηλαδή, για µια µεγάλη περιοχή ϑερµοκρασιών η πλειονότητα των ατόµων παραµένει στη
ϐασική κατάσταση.

Τέλος µπορεί να δειχθεί ότι για µεγάλους κβαντικούς αριθµούς n και n′ και για |n −
n′| = 1, η συχνότητα της ϕασµατικής γραµµής συµπίπτει µε τη συχνότητα που υπολογίζεται
κλασικά. Η τελευταία παρατήρηση αποτελεί µια µερική περίπτωση µιας γενικότερης αρχής,
της αρχής της αντιστοιχίας που διατυπώνεται ως εξής: Για µεγάλες τιµές δύο κβαντικών
αριθµών n και n′, που χαρακτηρίζουν δύο κβαντικές καταστάσεις και για µικρές διαφορές
|n−n′| µεταξύ αυτών, τα κβαντικά αποτελέσµατα τείνουν ασυµπτωτικά στα αντίστοιχα κλασικά.

1.2.1 Επιτυχίες και δυσκολίες της παλαιάς Κβαντοµηχανικής.

Η παλαιά Κβαντοµηχανική που περιγράψαµε σύντοµα γνώρισε αρχικά επιτυχία κυρίως στην
κατανόηση των ϕασµάτων εκποµπής των υδογονοειδών ατόµων (H, He+, Li++, . . .). Εξήγησε
επίσης αρκετά καλά τα ϕάσµατα περιστροφής και δόνησης των διατοµικών µορίων. Είχε
όµως δύο ϐασικά µειονεκτήµατα.

Πολλά πειραµατικά δεδοµένα, όπως η πρόβλεψη της έντασης των ϕασµατικών γραµµών
ή η µελέτη των µη περιοδικών κινήσεων, για παράδειγµα η σκέδαση ενός ηλεκτρονίου από
ένα άτοµο, δεν ήταν δυνατό να µελετηθούν µε την παλαιά κβαντοµηχανική.

Εκτός από τις δυσκολίες στην εξήγηση όλων των πειραµατικών δεδοµένων η ϑεωρία αυτή
δεν στηρίϹεται σε κάποιο ϑεωρητικό υπόβαθρο. Οι συνθήκες του Bohr καθώς και η γενίκευσή
τους µε τις συνθήκες των Wilson-Sommerfeld, είχαν εισαχθεί κατά τεχνητό τρόπο για να
εξηγήσουν ορισµένα πειραµατικά δεδοµένα που δεν ήταν κατανοητά κλασικά. ∆ηλαδή από
ϑεωρητικής σκοπιάς υπήρχε αρκετή αυθαιρεσία.

Παρά τις δυσκολίες, η Παλαιά Κβαντοµηχανική ϐοήθησε σηµαντικά στην κατανόηση των
πειραµατικών δεδοµένων και κυρίως στο ότι ϕάνηκε ότι αυτή πρέπει να είναι ο πρόδροµος
µια νέας ϑεωρίας την οποία οι ϕυσικοί της εποχής εκείνης άρχισαν να αναζητούν.
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1.3 Υλοκύµατα

Με την ερµηνεία της ακτινοβολίας του µελανού σώµατος και του ϕωτοηλεκτρικού ϕαινοµένου,
ανατράπηκε η κλασική αντίληψη για την Η.Μ. ακτινοβολία και εισήχθηκε η υπόθεση του
δυϊσµού του ϕωτός. Η ανατροπή αυτή έγινε σε δύο ϐήµατα. Στο πρώτο ϐήµα ο Planck
(1900) διατύπωσε την υπόθεση ότι οι ενεργειακές καταστάσεις του Η.Μ. πεδίου µέσα σε µια
κοιλότητα είναι κβαντισµένες. Στο δεύτερο ϐήµα ο Einstein (1905), για την εξήγηση του
ϕωτοηλεκτρικού ϕαινοµένου, δέχτηκε το σωµατιδιακό χαρακτήρα του Η.Μ. πεδίου. ∆ηλαδή
ότι το ϕως εκπέµπεται, διαδίδεται και απορροφάται κατά κβάντα, τα οποία ονοµάστηκαν
ϕωτόνια.

Η ίδια πορεία ακολουθήθηκε και για τα σωµατίδια, την άλλη οντότητα της Κλασικής
Φυσικής. ΄Ετσι, για να εξηγηθούν τα ϕασµατοσκοπικά δεδοµένα, ο Bohr (1913) υπέθεσε
ότι οι ενεργειακές καταστάσεις των ηλεκτρονίων στα άτοµα είναι κβαντισµένες. Στη συνέχεια
ο de Broglie (1925) είδε ότι ο µόνος τρόπος για να εξηγηθεί η κβάντωση των ενεργειακών
καταστάσεων των ηλεκτρονίων, ήταν να τους αποδοθούν και κυµατικές ιδιότητες µαζί µε τις
σωµατιδιακές.

Ας δούµε ποια είναι η ορµή ενός ϕωτονίου ενέργειας E. Η ενέργεια του ϕωτονίου δίνεται,
συναρτήσει της συχνότητας του Η.Μ. κύµατος, από τη σχέση:

E = hν =
h

2π
2πν = ~ω (1.19)

Από την ειδική ϑεωρία της σχετικότητας γνωρίζουµε ότι η ενέργεια, E και η ορµή, p, ενός
σώµατος µε µάζα ηρεµίας m0 συνδέονται µε τη σχέση:

E2 = c2p2 + m2
0c

4 (1.20)

όπου c η ταχύτητα του ϕωτός. Η ταχύτητα του σώµατος είναι :

v =
∂E

∂p
=

pc2

E
(1.21)

Στην περίπτωση που το σώµα είναι ϕωτόνιο ϑα έχουµε v = c, οπότε από την (1.21) έχουµε:

E = pc και m0 = 0 (1.22)

Από τις σχέσεις (1.19) και (1.22) παίρνουµε:

p =
hν

c
=

h

λ
(1.23)

∆ηλαδή, ένα ϕωτόνιο ενέργειας E = hν έχει ορµή που δίνεται από τη σχέση (1.23). Η σχέση
αυτή συνδέει την ορµή του ϕωτονίου (σωµατιδίου που χαρακτηρίζεται από τοπικότητα) µε το
µήκος κύµατος της ακτινοβολίας (κύµατος που είναι εκτεταµένο στο χώρο).

Ας ϑεωρήσουµε τώρα ένα υλικό σηµείο (σωµατίδιο) µε µάζα ηρεµίας m0, που κινείται µε
ορµή p. Η ϐασική ιδέα του de Broglie ήταν να αντιστοιχίσει στο υλικό σηµείο ένα κύµα του
οποίου το µήκος κύµατος ικανοποιεί την ίδια σχέση:

λ =
h

p
(1.24)

Το κύµα αυτό ονοµάζεται υλικό κύµα ή υλοκύµα. ΄Η διαφορετικά, η ϐασική ιδέα του de
Broglie ήταν να επεκτείνει το δυϊσµό του ϕωτός και να δεχτεί ότι σε κάθε υλικό σηµείο ‘‘προσά-
πτεται’’ (αντιστοιχεί) ένα είδος κύµατος, το υλοκύµα. ∆ηλαδή πρότεινε το δυϊσµό σωµατιδίου
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κύµατος. ΄Ετσι, τόσο το ϕως, όσο και τα διάφορα σωµατίδια ήταν δυνατό να ϑεωρηθούν ως
διαφορετικές µορφές ενός νέου είδους ‘‘συστήµατος’’, το οποίο άλλοτε συµπεριφέρεται ως
σωµατίδιο και άλλοτε ως κύµα.

Αν η ιδέα του de Broglie αποδεικνύονταν ορθή, ϑα ήταν δυνατό να αποτελέσει τη ϐάση
µιας νέας ϑεωρίας για τα ϕαινόµενα του µικρόκοσµου, εφόσον ϐέβαια µπορούσε να εξηγηθεί
ο κβαντικός χαρακτήρας αυτών των ϕαινοµένων. ΄Ετσι, για παράδειγµα, οι διακεκριµένες
τιµές της ενέργειας ϑα µπορούσαν να προκύψουν κατά ανάλογο τρόπο µε την εµφάνιση
διακεκριµένου συνόλου επιτρεπτών τιµών συχνοτήτων, για τα στάσιµα κύµατα που δηµιουρ-
γούνται µέσα σε µία κοιλότητα, εφόσον ισχύει παρόµοια σχέση µε την E = hν και για τα
υλοκύµατα. 1

Η δυσκολία που υπήρχε για να γίνει αποδεκτή η υπόθεση του de Broglie, ήταν ότι δεν
υπήρχαν, την εποχή εκείνη, άµεσες ενδείξεις για την ύπαρξη των υλοκυµάτων. Αυτό όµως
µπορούσε να αιτιολογηθεί από το γεγονός ότι το µήκος κύµατος των υλοκυµάτων ήταν τόσο
µικρό, ώστε δεν ήταν δυνατό να ϕανεί ο κυµατικός χαρακτήρας από τα υπάρχοντα (τότε)
πειραµατικά δεδοµένα. Η πειραµατική επαλήθευση της υπόθεσης του de Broglie έγινε από
τους Davisson και Germer οι οποίοι υπολόγισαν το µήκος κύµατος των ηλεκτρονίων από
τα πειράµατα περίθλασης δέσµης ηλεκτρονίων από επιφάνεια Νικελίου. Το υπολογιζόµενο
µήκος κύµατος του ηλεκτρονίου για την πειραµατική του ταχύτητα συµφωνούσε ακριβώς µε
αυτό που λαµβάνεται από τη σχέση (1.24).

Η εξίσωση αυτή µπορεί να εφαρµοστεί και για άλλα σωµατίδια εκτός του ηλεκτρονίου αν
είναι γνωστή η µάζα και η ταχύτητά τους. Για παράδειγµα, αν η ταχύτητα του µορίου του
υδρογόνου στους 200 oC είναι 105 cm

sec
ενώ η µάζα του είναι 3, 3 · 10−24 gr το µήκος κύµατός

του σ’ αυτήν τη ϑερµοκρασία είναι:

λ =
h

p
=

h

mv
=

6, 62 · 10−27 gr · cm2 · sec−1

3, 3 · 10−24gr · 105cm · sec−1
≈ 2 · 10−8 cm = 2 A

o

Το µήκος κύµατος που αντιστοιχεί σ’ ένα αυτοκίνητο 1000 Kgr που κινείται µε ταχύτητα
50 Km την ώρα είναι της τάξης: 10−34cm = 10−26 A

o
(!). Αυτή είναι µια πολύ µικρή τιµή

µήκους κύµατος που δεν µπορεί να µετρηθεί µε οποιαδήποτε γνωστή τεχνική. Από αυτά
τα παραδείγµατα γίνεται ϕανερό ότι το µήκος κύµατος κατά de Broglie µπορεί να µετρηθεί
πειραµατικά µόνο για πολύ µικρά σώµατα, όπως ηλεκτρόνια, πρωτόνια, άτοµα κ.λ.π.

Σηµείωση. ΄Οταν χρησιµοποιείται η σχέση (1.24) για τα διάφορα σωµατίδια (ηλεκτρόνια
νουκλεόνια, άτοµα κλπ.) κινητικής ενέργειας E, τη γράφουµε µε την παρακάτω χρηστική
µορφή:

λ =
h

p
=

h√
2mE

= 2π
~c√

2mc2E
(1.25)

Αν η ενέργεια είναι γνωστή σε eV, επειδή:

mec
2 ' 0, 51 · 106eV, mp ' mn ' 1836 me , ~c = 1973, 3 eVA

o

1Η συνθήκη του Bohr, Pφ = n~, µπορεί να προκύψει ότι είναι ισοδύναµη µε τη συνθήκη δηµιουργίας
στάσιµων κυµάτων γύρω από τον πυρήνα. Για να είναι δυνατός ο σχηµατισµός στάσιµων κυµάτων πρέπει το
µήκος της ‘‘τροχιάς’’ του ηλεκτρονίου να είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του µήκους κύµατός του: 2πr = nλ. Η
αντικατάσταση του λ από τη σχέση του de Broglie (λ = h/p), δίνει:

2πr = n
h

p
⇒ pr = n

h

2π
⇒ Pφ = n~
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το µήκος κύµατος ενός ηλεκτρονίου (λe) και ενός νουκλεονίου (λN) ενέργειας E = E[eV]
είναι, αντίστοιχα:

λe = 2π
1973, 3 eVA

o

√
2 · 0, 51 · 106eV · E[eV]

' 12, 4√
E

A
o

, λN '
√

me

mN

λe =
1√
1836

λe ' 1

42, 85
λe A

o

∆ηλαδή το µήκος κύµατος ενός νουκλεονίου είναι περίπου 43 ϕορές µικρότερο από αυτό του
ηλεκτρονίου της ιδίας ενέργειας.

Το πρόβληµα που δηµιουργήθηκε, από ϑεωρητικής πλευράς, ήταν η εισαγωγή παρό-
µοιων σχέσεων µε τις σχέσεις (1.19) και (1.23) για τα υλοκύµατα. Αυτό πέτυχε ο de Broglie
χρησιµοποιώντας τη ϑεωρία της σχετικότητας. Πριν προχωρήσουµε όµως σ’ αυτό, ϑα πρέπει
να αναφέρουµε µερικούς ορισµούς και ιδιότητες των κυµάτων καθώς και τι είδους κύµατα
πρέπει να αντιστοιχίσουµε στα σωµατίδια.

1.3.1 Επίπεδα κύµατα – κυµατοδέµατα

Αν έχουµε µία χρονική και τοπική µεταβολή ενός ϕυσικού µεγέθους, f(x, t), που είναι της
µορφής: f(x ± vt), τότε λέµε ότι η συνάρτηση f(x, t) παριστά ένα κύµα (σε µια διάσταση).
Η f(x, t) ικανοποιεί την εξίσωση κύµατος:

∂2f

∂x2
=

1

v2

∂2f

∂t2
(1.26)

Οι συναρτήσεις:

f1(x, t) = C0 sin(kx− ωt) , f2(x, t) = C0 cos(kx− ωt) (1.27)

παριστάνουν κύµατα, η πρώτη ένα ηµιτονοειδές (αρµονικό) κύµα, η δεύτερη ένα συνηµιτο-
νοειδές (αρµονικό) κύµα. Η σταθερά ω (ω = 2πν) λέγεται κυκλική συχνότητα, όπου ν η
συχνότητα και 1/ν = T η περίοδος. Η ποσότητα:

ϕ = kx− ωt (1.28)

λέγεται ϕάση του κύµατος. Η ταχύτητα µε την οποία κινούνται τα σηµεία σταθερής ϕάσης
λέγεται ϕασική ταχύτητα του κύµατος και είναι:

vph =

(
dx

dt

)

ϕ=σταθ.
=

ω

k
(1.29)

Από την (1.29) ϐλέπουµε ότι για k > 0 (vph > 0) το κύµα διαδίδεται προς τα δεξιά ενώ για
k < 0 (vph < 0) το κύµα διαδίδεται προς τα αριστερά. Αν για µία χρονική στιγµή η διαφορά
ϕάσης δύο σηµείων (x1 και x2) είναι 2π (∆ϕ = 2π), η απόσταση αυτών των δύο σηµείων
λέγεται µήκος κύµατος. ΄Ετσι έχουµε:

|ϕ2 − ϕ1| = |kx2 − ωt− (kx1 − ωt)| = |k(x2 − x1)| ή 2π = |k|λ → λ =
2π

|k| (1.30)

Από τις (1.29) και (1.30) και τη σχέση ω = 2πν, έχουµε:

|vph| = λν (1.31)
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Σχήµα 1.3: ∆ύο στιγµιότυπα ενός αρµο-
νικού κύµατος

Το |k| λέγεται κυµατάριθµος και δίνει τον αριθµό των µηκών κύµατος µεταξύ δύο σηµείων
που έχουν διαφορά ϕάσης 2π. Το k (ή καλύτερα το k) λέγεται κυµατοδιάνυσµα και έχει τη
διεύθυνση και ϕορά διάδοσης του κύµατος.

Στο Σχήµα 1.3 ϕαίνονται τα στιγµιότυπα ενός ηµιτονοειδούς κύµατος τις χρονικές στιγµές
t = t0 και t = t1. Τη χρονική στιγµή t = t0 η συνάρτηση f1(x, t) έχει τη µορφή της συνεχούς
γραµµής ενώ τη χρονική στιγµή t = t1 > t0 η συνάρτηση έχει όµοια µορφή αλλά είναι
µετατοπισµένη προς τα δεξιά, εφόσον k > 0. ∆ηλαδή µε την πάροδο του χρόνου το κύµα
κινείται προς τα δεξιά.

Στην κυµατική είναι πολύ χρήσιµη η µιγαδική παράσταση ενός κύµατος:

f(x, t) = C0e
i(kx−ωt) (1.32)

Η συνάρτηση αυτή περιγράφει επίσης ένα κύµα που κινείται µε ταχύτητα vph = ω/k. Το
πραγµατικό ή το ϕανταστικό µέρος της f(x, t) παριστάνει το ϕυσικό µέγεθος για το οποίο
ενδιαφερόµαστε. Στην περίπτωση που έχουµε µία µονοχρωµατική ακτινοβολία µήκους κύ-
µατος λ, που διαδίδεται κατά τον άξονα των x, η f(x, t) (ή f1(x, t), ή f2(x, t)) µπορεί να
παριστάνει την ένταση του ηλεκτρικού ή µαγνητικού πεδίου. Τα κύµατα που παριστάνουν
οι συναρτήσεις f1, f2 και f (σχέσεις 1.27 και 1.32) εκτείνονται απεριόριστα και λέγονται
επίπεδα κύµατα ή µονοχρωµατικά κύµατα, εφόσον αναφερόµαστε σε Η.Μ. ακτινοβολία.

Ας ϑεωρήσουµε τώρα µια ετεροχρωµατική ακτινοβολία, δηλαδή µία επαλληλία µονοχρω-
µατικών ακτινοβολιών:

f(x, t) = C1f1(x, t) + C2f2(x, t) + · · · =
∑

n

Cnei(knx−ωnt) (1.33)

Κάθε όρος της (1.33) παριστάνει µία µονοχρωµατική συνιστώσα ή µία ϕασµατική γραµ-
µή. Στην περίπτωση που έχουµε συνεχές ϕάσµα αντί διακεκριµένου, η εταιροχρωµατική
ακτινοβολία παρίσταται υπό µορφή ολοκληρώµατος:

f(x, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
C(k)ei(kx−ωt)dk (1.34)

Η ολοκλήρωση εκτείνεται από το −∞ έως +∞ ώστε να περιλαµβάνονται στον ίδιο τύπο
επίπεδα κύµατα που διαδίδονται προς τα δεξιά και προς τα αριστερά. Η (1.34), επειδή
ω = vphk, γράφεται ακόµη:

f(x, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
C(k)eik(x−vpht)dk (1.35)

Εποµένως, σύµφωνα µε τη ϑεωρία των µετασχηµατισµών Fourier, ο όρος C(k) είναι ο µετα-
σχηµατισµός Fourier της f(x, t), δηλαδή

C(k) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x, t)e−ik(x−vpht)dx =

1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x, t)e−i(kx−ωt)dx (1.36)
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Αν είναι γνωστή η f(x, 0), η C(k) µπορεί να ϐρεθεί από την (1.36) ϑέτοντας t = 0, έτσι :

C(k) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x, 0)e−ikxdx (1.37)

Αναφέρεται ότι η ποσότητα |C(k)|2dk παριστάνει την ένταση της ακτινοβολίας στο διάστη-
µα µεταξύ k και k + dk.

Από τη σχέση (1.33) ή καλύτερα από τις σχέσεις (1.34) και (1.36) ϐλέπουµε ότι, αν το C(k)
εκλεγεί κατάλληλα, είναι δυνατό το κύµα που παρίσταται από την f(x, t) (σχέση 1.34) να έχει
σηµαντικές τιµές µόνο σ’ ένα πεπερασµένο διάστηµα του άξονα των x και να είναι µηδέν ή
να έχει αµελητέες τιµές έξω από αυτό το διάστηµα. Σ’ αυτήν την περίπτωση λέµε ότι έχουµε
µια κυµατοοµάδα ή ένα κυµατόδεµα. Στιγµιότυπα τέτοιων κυµατοδεµάτων ϕαίνονται στο
Σχ. 1.4.

Σχήµα 1.4: Στιγµιότυπα δύο κυµατοδεµάτων

Η µελέτη των κυµατοδεµάτων παρουσιάζει ενδιαφέρον στην κυµατοµηχανική επειδή απο-
σκοπούµε στην αντιστοιχία σωµατιδίου–κύµατος. Για το λόγο αυτό ϑα πρέπει η µορφή του
κύµατος να είναι τέτοια ώστε να είναι δυνατό να αντιστοιχίσουµε στη διάδοσή του την κλασική
κίνηση του σωµατιδίου, που έχει καθορισµένη ϑέση και ορµή.

Ο σχηµατισµός ενός κυµατοδέµατος οφείλεται στο γεγονός ότι τα µονοχρωµατικά κύµατα
που αποτελούν το κυµατόδεµα, συµβάλλουν ϑετικά µόνο σε µια περιοχή του άξονα των x, ενώ
συµβάλλουν αρνητικά έξω απ’ αυτήν. Στο Σχήµα 1.5 ϕαίνεται η δηµιουργία ενός κυµατοδέ-
µατος µε τη συµβολή (επαλληλία) αρµονικών κυµάτων.

Σχήµα 1.5: Στιγµιότυπα κυµατοδέµατος, από επαλληλία επτά αρµονικών κυµάτων για τις χρονικές
στιγµές t = 0 και t = t1 (t1 > 0).

Ας υποθέσουµε τώρα ότι έχουµε συνεχή κατανοµή µονοχρωµατικών ακτινοβολιών που
συµβάλλουν για το σχηµατισµό του κυµατοδέµατος και ότι η συνάρτηση C(k) είναι µια
συνάρτηση Gauss της µορφής:

C(k) =
( a√

π

)1/2

e−a2k2/2 (1.38)

Παρατηρούµε ότι για |k| > 1/a η C(k) είναι αµελητέα, δηλαδή η C(k) είναι συγκεντρω-
µένη στην περιοχή k = 0 µε πλάτος τάξης ∆k ' 1/a.
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Η f(x, t) (σχέση 1.34) για t = 0 γράφεται :

f(x, 0) =
1√
2π

∫ ∞

−∞

( a√
π

)1/2

e−a2k2/2 eikx dk (1.39)

Η έκφραση της f(x, 0) της (1.39) είναι ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier µιας
συνάρτησης Gauss, που ως γνωστό είναι πάλι συνάρτηση Gauss της µορφής:

f(x, 0) =
( 1

a
√

π

)1/2

e−x2/(2a2) (1.40)

Για τα παραπάνω ϐλέπε και το ϐιβλίο ‘‘ Μαθηµατικές Μέθοδο Φυσικής’’, σελ. 327.
Παρατηρούµε ότι η f(x, 0) είναι αµελητέα για |x| > a και αυτή είναι συγκεντρωµένη στην

περιοχή x = 0 µε πλάτος τάξης ∆x ' a (Σχ.4β).
΄Αρα

(∆x)(∆k) ' 1

Η σχέση αυτή είναι η σχέση απροσδιοριστίας του Heisenberg για κυµατοδέµατα. Η ακριβής
διατύπωση της σχέσης αυτής προϋποθέτει ακριβή ορισµό των ∆x και ∆k.

1.3.2 Ακριβής µορφή της σχέσης απροσδιοριστίας

Ας ϑεωρήσουµε το κυµατόδεµα:

f(x, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
C(k)ei(kx−ωt)dk

Για τις συναρτήσεις f(x, t) και C(k) µπορεί να αποδειχτεί το ϑεώρηµα του Parseval
∫ ∞

−∞
|f(x, t)|2dx =

∫ ∞

−∞
|C(k)|2dk = N

Ορίζουµε τα παρακάτω µεγέθη, σύµφωνα και µε τους αντίστοιχους ορισµούς της Στατιστικής:
• Μέση τιµή του x ή κέντρο του κυµατοδέµατος:

〈x〉 =
1

N

∫ ∞

−∞
x|f(x, t)|2dx (1.41)

• Τυπική απόκλιση ή ηµιεύρος του κυµατοδέµατος: ∆x = +
√

(∆x)2, όπου:

(∆x)2 =
1

N

∫ ∞

−∞
(x− 〈x〉)2|f(x, t)|2dx (1.42)

• Μέση τιµή του k ή κέντρο της ϕασµατικής γραµµής:

〈k〉 =
1

N

∫ ∞

−∞
k|C(k)|2dk (1.43)

• Τυπική απόκλιση ή ηµιεύρος της ϕασµατικής γραµµής: ∆k = +
√

(∆k)2, όπου:

(∆k)2 =
1

N

∫ ∞

−∞
(k − 〈k〉)2|C(k)|2dk (1.44)
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Με τη ϐοήθεια των παραπάνω ορισµών µπορεί να δειχθεί ότι :

(∆x)(∆k) ≥ 1

2
(1.45)

Από τη σχέση αυτή είναι ϕανερό ότι είναι αδύνατο το ηµιεύρος ενός κυµατοδέµατος και το
ηµιεύρος της αντίστοιχης ϕασµατικής γραµµής να είναι ταυτόχρονα µηδέν. Τέλος µπορεί να
δειχθεί ότι στην περίπτωση που το C(k) είναι µια συνάρτηση Gauss τότε έχουµε το ελάχιστο
γινόµενο αβεβαιοτήτων.
΄Ασκηση. Να ϐρεθεί το γινόµενο των αβεβαιοτήτων για το κυµατόδεµα της σχέσης (1.40).
∆ιαπιστώσετε ότι σε αυτήν την περίπτωση έχετε το ελάχιστο γινόµενο αβεβαιοτήτων.

1.3.3 ∆ιάδοση κυµατοδέµατος

Στο προηγούµενο εδάφιο είδαµε πως σχηµατίζεται ένα κυµατόδεµα. Στη συνέχεια ϑα δούµε
πως διαδίδεται αυτό µε διασκεδασµό, που συµβαίνει όταν το κυµατόδεµα διαδίδεται σ’ ένα
µέσο µε δείκτη διάθλασης η 6= 1 (η = c/v), οπότε η ϕασική ταχύτητα κάθε µονοχρωµατικού
κύµατος έχει διαφορετική τιµή. ∆ηλαδή η ϕασική ταχύτητα είναι συνάρτηση του k:

vph = vph(k) και ω = kvph(k) = ω(k) (1.46)

Σ’ αυτήν την περίπτωση περιµένουµε ότι το σχήµα του κυµατοδέµατος ϑα αλλάζει κατά την
κίνησή του. Θα εξετάσουµε την κίνηση του κυµατοδέµατος υποθέτοντας τα εξής:

1. Η συνάρτηση C(k) είναι αµελητέα εκτός από µία µικρή περιοχή ∆k γύρω από την
τιµή k0. ∆ηλαδή το κυµατόδεµα είναι σχεδόν µονοχρωµατικό.

2. Η ω(k) είναι µια ϐραδέως µεταβαλλόµενη συνάρτηση του k. ∆ηλαδή, στο κατά Taylor
ανάπτυγµα της ω(k) ως προς το σηµείο k0 µπορούµε να παραλείψουµε τους όρους δεύτερης
και ανώτερης τάξης και να γράψουµε:

ω(k) ' ω0 +

(
dω

dk

)

k=k0

(k − k0) (1.47)

Με τη ϐοήθεια της (1.47) ο εκθέτης της ολοκληρωτέας συνάρτησης του κυµατοδέµατος της
(1.34) γράφεται :

kx− ωt ' (k0x− ω0t) +
[
x−

(dω

dk

)
k=k0

t
]
(k − k0) (1.48)

Η αντικατάσταση του kx − ωt από τη (1.48) στο ολοκλήρωµα της (1.34), µετά από µια ανα-
διάταξη των όρων που προκύπτουν, οδηγεί στην παρακάτω µορφή του κυµατοδέµατος:

f0(x, t) = A
(
x− (dω

dk

)
k=k0

t
)
ei(k0x−ω0t) (1.49)

όπου:

A
(
x− (

dω

dk

)
k=k0

t
)

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
C(k) e

�
i

�
x−( dω

dk )
k=k0

t

�
(k−k0)

�

dk (1.50)

Η σχέση (1.49) παριστάνει ένα κύµα µήκους κύµατος λ0 = 2π/|k0| και ϕασικής ταχύτητας
vph = ω0/k0. Η συνάρτηση A

(
x − (dω

dk

)
k=k0

t
)
, που µπορεί να ϑεωρηθεί ως το πλάτος του

κύµατος f0(x, t), κινείται χωρίς µεταβολή του σχήµατός του µε ταχύτητα:

vgr =

(
dx

dt

)

Α=σταθ.
=

(
dω

dk

)

k=k0

(1.51)
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Την ταχύτητα αυτήν την καλούµε οµαδική ταχύτητα και είναι η ταχύτητα µετατόπισης
ενός σηµείου σταθερής τιµής πλάτους, A, δηλαδή η ταχύτητα µε την οποία µετατοπίζεται το
κυµατόδεµα f0(x, t) ‘‘ως όλον’’. Η ταχύτητα αυτή παριστάνει συνήθως την ταχύτητα διάδοσης
της ενέργειας. Η σχέση µεταξύ της vgr και vph ϐρίσκεται από τη σχέση (1.51) και την vph =
ω/k:

vgr = vph(k0) + k0

(
dvph

dk

)

k=k0

= vph(λ0)− λ0

(
dvph

dλ

)

λ=λ0

(1.52)

Αν συµβαίνει vgr < vph τότε έχουµε οµαλό διασκεδασµό, ενώ στην περίπτωση του ανώµα-
λου διασκεδασµού ισχύει vgr > vph. Τέλος στην περίπτωση που το υλοκυµατόδεµα διαδίδεται
χωρίς διασκεδασµό έχουµε vgr = vph. Το σχήµα του κυµατοδέµατος παραµένει σταθερό µε
την πάροδο του χρόνου µόνο στην περίπτωση που vgr = vph.

Θα πρέπει να αναφέρουµε ότι τα πιο πάνω ισχύουν για µικρά χρονικά διαστήµατα και
αυτό επειδή για µεγάλα χρονικά διαστήµατα οι όροι που παραλείφθηκαν στο κατά Taylor
ανάπτυγµα της ω(k) δεν είναι αµελητέοι πολλαπλασιαζόµενοι µε το χρόνο. Αυτό έχει ως
συνέπεια το πλάτος A του διαµορφωµένου κύµατος f0(x, t) να µην έχει την απλή µορφή
A(x− vgrt) αλλά πολυπλοκότερη.

1.3.4 Κύµατα σε τρεις διαστάσεις.

Η µορφή ενός αρµονικού κύµατος σε τρεις διαστάσεις είναι :

f(r, t) = C0e
i(k r−ωt) = C0e

i(kxx+kyy+kzz−ωt) (1.53)

όπου k = (kx, ky, kz) ένα διάνυσµα που καλείται κυµατοδιάνυσµα ή διάνυσµα διάδοσης µε
µέτρο |k| = k = 2π/λ και που έχει τη διεύθυνση και ϕορά διάδοσης του κύµατος.

Με επαλληλία τέτοιων επιπέδων κυµάτων, όλων των δυνατών κατευθύνσεων και τιµών του
k έχουµε σχηµατισµό κύµατος της µορφής:

f(r, t) =
1

(2π)3/2

∫
C(k)ei(k r−ωt)dk (1.54)

όπου η ολοκλήρωση εκτείνεται σ’ όλον τον χώρο των k. Από τη σχέση αυτή, σύµφωνα µε όσα
εκτέθηκαν για µία διάσταση, έχουµε:

C(k) =
1

(2π)3/2

∫
f(r, t)e−i(k r−ωt)dr (1.55)

Αν η f(r, t) έχει σηµαντικές τιµές σ’ ένα τµήµα του χώρου και αµελητέες έξω απ’ αυτό
τότε η f(r, t) παριστάνει ένα κυµατόδεµα. Η οµαδική ταχύτητα ενός κυµατοδέµατος που
διαδίδεται στο χώρο δίνεται από τη σχέση:

vgr = gradkω =
∂ω

∂kx

x0 +
∂ω

∂ky

y0 +
∂ω

∂kz

z0 (1.56)

Το κέντρο του κυµατοδέµατος ορίζεται ως το σηµείο που έχει συντεταγµένες 〈x〉, 〈y〉, 〈z〉,
όπου:

〈x〉 =
1

N

∫
x|f |2dr, 〈y〉 =

1

N

∫
y|f |2dr, 〈z〉 =

1

N

∫
z|f |2dr (1.57)
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Το µέσον κυµατοδιάνυσµα ορίζεται ως αυτό που έχει συντεταγµένες 〈kx〉, 〈ky〉, 〈kz〉, όπου:

〈kx〉 =
1

N

∫
kx|C|2dk, 〈ky〉 =

1

N

∫
ky|C|2dk, 〈kz〉 =

1

N

∫
kz|C|2dk (1.58)

Ανάλογα µε τη µία διάσταση ορίζονται και τα ηµιεύρη ∆x, ∆y, ∆z, ∆kx, ∆ky, ∆kz.
Στις σχέσεις (1.57) έως και (1.58) το N είναι :

N =

∫
|f |2dr =

∫
|C|2dk (1.59)

Τέλος, οι σχέσεις αβεβαιότητας γράφονται :

∆x ∆kx ≥ 1

2
, ∆y ∆ky ≥ 1

2
, ∆z ∆kz ≥ 1

2
(1.60)

1.3.5 Σχέση του De Broglie

΄Οπως αναφέραµε στο εδάφιο 1.3 η ϐασική υπόθεση του de Broglie ήταν να αντιστοιχίσει σ’
ένα σωµατίδιο ορµής p, ένα κύµα, µήκους κύµατος λ. Στην περίπτωση που το σωµατίδιο
είναι εντοπισµένο σε µια περιοχή του χώρου είναι λογικό να αντιστοιχίσουµε σ’ αυτό όχι ένα
επίπεδο κύµα αλλά ένα κυµατόδεµα αρκετά µικρού εύρους.

Στη συνέχεια ϑα αναφέρουµε πως είναι δυνατό να οδηγηθούµε στη σχέση του de Broglie,
p = ~k = h/λ για ένα ελεύθερο σωµατίδιο. Για την απόδειξη της σχέσης αυτής ϑα κάνουµε
τις εξής υποθέσεις:

1. Η κλασική τροχιά ενός σωµατιδίου ενέργειας E είναι η ίδια µε την ακτίνα του κύµατος
που αντιστοιχεί σε συχνότητα ν = E/h (ω = E/~), δηλαδή δεχόµαστε τη σχέση:

E = hν ⇒ E = ~ω

2. Η ταχύτητα του σωµατιδίου ισούται µε την οµαδική ταχύτητα του κυµατοδέµατος που
αντιστοιχεί σ’ αυτό, δηλαδή v = vgr.

Η ενέργεια και η ορµή ενός ελεύθερου σωµατιδίου είναι αντίστοιχα:

E =
p2

2m
και v =

∂E

∂p
=

p

m
(1.61)

ενώ η οµαδική ταχύτητα µπορεί να γραφεί :

vgr =
dω

dk
=

1

~
dE

dk
=

1

~
dE

dp

dp

dk
(1.62)

Επειδή όµως δεχτήκαµε ότι v = vgr και v = dE/dp η (1.62) γράφεται :

dE

dp
=

1

~
dE

dp

dp

dk
⇒ dp = ~dk

Με ολοκλήρωση και λαµβάνοντας τη σταθερά ολοκλήρωσης ίση µε το µηδέν, έχουµε:

p = ~k ή p =
h

λ
(1.63)

Στην περίπτωση των τριών διαστάσεων, αν χρησιµοποιήσουµε τις σχέσεις:

v = gradpE και vgr = gradkω (1.64)
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έχουµε:
p = ~k (1.65)

Κλείνοντας το εδάφιο αυτή, ϕαίνεται αµέσως ότι οι σχέσεις αβεβαιότητας (1.60) µε τη
ϐοήθεια της (1.65) γράφονται :

∆x∆px ≥ ~
2
, ∆y∆py ≥ ~

2
, ∆z∆pz ≥ ~

2
(1.66)

1.4 Κυµατοσυνάρτηση ελευθέϱου σωµατιδίου

Το κύµα που αντιστοιχεί στην κίνηση ενός σωµατιδίου το ονοµάζουµε υλοκύµα και τη συνάρ-
τηση που περιγράφει την κίνησή του την ονοµάζουµε κυµατοσυνάρτηση και τη συµβολί-
Ϲουµε µε Ψ(x, t) (ή Ψ(r, t) για κίνηση στο χώρο). ΄Ετσι όπως ένα επίπεδο κύµα παριστάνεται
από την συνάρτηση:

f(x, t) = C(k)ei(k x−ωt) (1.67)

ένα επίπεδο υλοκύµα που περιγράφει την κίνηση ενός ελεύθερου σωµατιδίου ενέργειας E =
p2/2m, αφού ω = E/~ και p = ~k παριστάνεται από την κυµατοσυνάρτηση:

Ψp(x, t) = a(p) exp
[ i

~
(p x− Et)

]
= a(p) exp

[ i

~
(
p x− p2

2m
t
)]

(1.68)

Με κατάλληλη επαλληλία τέτοιων επιπέδων κυµάτων µπορεί να κατασκευαστεί ένα κυµατό-
δεµα του οποίου η κυµατοσυνάρτηση είναι :

Ψ(x, t) =
1√
2π~

∫
a(p) exp

[ i

~
(p x− Et)

]
dp (1.69)

όπου το πλάτος της συνιστώσας µε ορµή p δίνεται (σε αντιστοιχία µε τη (1.36) ) από τη σχέση:

a(p) =
1√
2π~

∫
Ψ(x, t) exp

[− i

~
(p x− Et)

]
dx (1.70)

Η ισότητα του Parseval στην περίπτωση αυτή γράφεται :
∫
|Ψ(x, t)|2dx =

∫
|a(p)|2dp (1.71)

Αν έχουµε κίνηση στο χώρο, οι σχέσεις (1.69) και (1.70) γράφονται :

Ψ(r, t) =
1

(2π~)3/2

∫
a(p) exp

[ i

~
(p r− Et)

]
dp (1.72)

a(p) =
1

(2π~)3/2

∫
Ψ(r, t) exp

[− i

~
(p r− Et)

]
dr (1.73)

Σηµείωση. Είναι ενδιαφέρον να εξετάσουµε αν υπάρχει κάποια σχέση µεταξύ της ϕασι-
κής και της οµαδικής ταχύτητας, για ένα υλοκυµατόδεµα που περιγράφει την κίνηση ενός
ελεύθερου σωµατιδίου (E = p2

2m
).

Για τη ϕασική ταχύτητα και την οµαδική ταχύτητα έχουµε αντίστοιχα:

vph =
ω

k
=
~ω
~k

=
E

p
=

p

2m
και vgr =

dE

dp
=

p

m
(1.74)
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Από τις σχέσεις αυτές ϐλέπουµε ότι για ένα υλοκυµατόδεµα ισχύει :

vph =
vgr

2
(1.75)

Παρατηρούµε ότι αν και το σωµάτιο κινείται ελεύθερα η ϕασική ταχύτητα του υλοκυµα-
τοδέµατος είναι διαφορετική από την οµαδική του ταχύτητα. Αυτό σηµαίνει ότι τα υλοκυµα-
τοδέµατα υφίστανται διασκεδασµό και όταν ακόµη διαδίδονται στον κενό χώρο. Αυτό γίνεται
ϕανερό και από τη σχέση (1.74) η οποία, αφού p = ~k γράφεται :

vph =
~

2m
k (1.76)

Εποµένως, σύµφωνα µ’ αυτά που αναφέραµε στο εδάφιο 1.3.3, ϑα έχουµε διασκεδα-
σµό του υλοκυµατοδέµατος (άπλωµα του υλοκυµατοδέµατος) αφού η ϕασική ταχύτητα είναι
συνάρτηση του k.



Κεφάλαιο 2

Η εξίσωση του Schrödinger

Στο προηγούµενο κεφάλαιο είδαµε ότι τα πειραµατικά δεδοµένα του µικρόκοσµου υποδεικ-
νύουν ότι σε κάθε σωµατίδιο αντιστοιχεί ένα υλοκύµα που στην περίπτωση του ελεύθερου
σωµατιδίου ενέργειας E = p2

2m
είναι της µορφής:

Ψ(r, t) =
1

(2π~)3/2

∫
a(p)e

i
~ (pr−Et)dp (2.1αʹ)

όπου
a(p) =

1

(2π~)3/2

∫
Ψ(r, t)e−

i
~ (pr−Et)dr (2.1βʹ)

Από την κυµατική γνωρίζουµε ότι ένα κυµατόδεµα είναι λύση της κυµατικής εξίσωσης.
Τίθεται τώρα το ερώτηµα, τα υλοκύµατα και γενικά τα υλοκυµατοδέµατα της µορφής (2.1αʹ)
ποια διαφορική εξίσωση (∆.Ε.) ικανοποιούν; Εκτός από αυτό το ερώτηµα υπάρχει και το πιο
γενικό ερώτηµα: Στην περίπτωση που το σωµατίδιο κινείται υπό την επίδραση δυνάµεων, τα
αντίστοιχα υλοκυµατοδέµατα ποια ∆.Ε. ικανοποιούν; Τέλος, ποια είναι η ϕυσική σηµασία
της κυµατοσυνάρτησης Ψ(r, t);

Η απάντηση στα δύο πρώτα ερωτήµατα δόθηκε από το Schrödinger ενώ στο τρίτο από το
Born.

2.1 Η εξίσωση του Schrödinger

2.1.1 Ελεύθερο σωµατίδιο

Η ∆.Ε. που ϑέλουµε να ϐρούµε ώστε να έχει ως λύση την κυµατοσυνάρτηση Ψ(r, t) της
σχέσης (2.1αʹ), δηλαδή την κυµατοσυνάρτηση ενός ελεύθερου σωµατιδίου, ϑα πρέπει να
είναι συµβιβαστή µε τα παρακάτω:

1. Να ισχύουν οι σχέσεις:

E =
p2

2m
, p = ~k , E = ~ω (ή ~

2k2

2m
= ~ω) (2.2)

2. Να είναι γραµµική και οµογενής, ώστε να ισχύει η αρχή της επαλληλίας. ∆ηλαδή, αν
Ψ1 και Ψ2 είναι δύο λύσεις της Ϲητούµενης ∆.Ε. και ο γραµµικός συνδυασµός:

Ψ = c1Ψ1 + c2Ψ2

να είναι επίσης λύση της ∆.Ε.

19
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Αν δεν ισχύει η αρχή της επαλληλίας δε ϑα µπορούµε να εξηγήσουµε τα ϕαινόµενα
συµβολής που παρατηρούνται στο πείραµα.

Εποµένως η διαφορική εξίσωση που Ϲητάµε µπορεί να περιέχει τις εκφράσεις:

Ψ ,
∂Ψ

∂t
,

∂2Ψ

∂t2
, . . . ,

∂Ψ

∂x
,

∂2Ψ

∂x2
, . . . κλπ

όχι όµως δυνάµεις ή γινόµενα αυτών.
3. Να έχει σταθερούς συντελεστές, ώστε για V = 0 όλα τα σηµεία του χώρου και του

χρόνου να είναι ισοδύναµα. Επίσης οι συντελεστές πρέπει να είναι ανεξάρτητοι από τα
µεταβαλλόµενα χαρακτηριστικά του σωµατιδίου (ϑέση και ορµή) και να εξαρτάται µόνο από
τις αµετάβλητες παραµέτρους και από τις αναγκαίες ϕυσικές σταθερές.

Θα µπορούσε ϐέβαια να υποθέσει κανείς ότι η Ϲητούµενη ∆.Ε. µπορεί να προκύψει από
την κυµατική εξίσωση:

∇2f =
1

v2
ph

∂2f

∂t2
(2.3)

Θέτοντας f → Ψ και 1
v2

ph
= k2

ω2 = ~2k2

~2ω2 = p2

E2 , η (2.3) γράφεται:

∇2Ψ(r, t) =
p2

E2

∂2Ψ

∂t2
(2.4)

Μπορούµε όµως να επαληθεύσουµε ότι ενώ τα επίπεδα υλοκύµατα:

Ψp(r, t) = a(p)e
i
~ (pr−Et)

ικανοποιούν την (2.4) η ψ(r, t) που δίνεται από την (2.1αʹ) και είναι µια επαλληλία επιπέδων
υλοκυµάτων, επαληθεύουν την (2.4) εφόσον E2 = p2. Αυτό όµως είναι ασυµβίβαστο µε την
πρώτη σχέση των (2.2). Εποµένως η Ϲητούµενη ∆.Ε. πρέπει να είναι διαφορετικής µορφής
από την (2.4).

Θα δοκιµάσουµε τώρα αν η Ϲητούµενη ∆.Ε. είναι της µορφής:

∇2Ψ = α
∂Ψ

∂t
(2.5)

Θα υπολογίσουµε πρώτα το∇2Ψ = ∂2Ψ
∂x2 + ∂2Ψ

∂y2 + ∂2Ψ
∂z2 . Για τις µερικές παραγώγους έχουµε:

∂Ψ

∂x
=

1

(2π~)3/2

∫
a(p)(

i

~
px)e

i
~ (pr−Et)dp,

∂2Ψ

∂x2
=

1

(2π~)3/2

∫
a(p)(−p2

x

~2
)e

i
~ (pr−Et)dp (2.6)

Οι µερικές παράγωγοι ∂2Ψ/∂y2 και ∂2Ψ/∂z2 είναι της ίδιας µορφής µε την (2.6), µε τη
διαφορά όπου p2

x ϑα υπάρχει p2
y και p2

z, αντίστοιχα. ΄Ετσι έχουµε:

∇2Ψ =
1

(2π~)3/2
(− 1

~2
)

∫
a(p)p 2e

i
~ (pr−Et)dp (2.7)

Η παραγώγιση της Ψ(r, t) ως προς το χρόνο, δίνει:

∂Ψ

∂t
=

1

(2π~)3/2

∫
a(p)(−iE

~
)e

i
~ (pr−Et)dp

και επειδή E = p2

2m
έχουµε:
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∂Ψ

∂t
=

1

(2π~)3/2
(− i

~2m
)

∫
a(p)p 2e

i
~ (pr−Et)dp (2.8)

Η αντικατάσταση των (2.7) και (2.8) στην (2.5) δίνει

− 1

~2
= − i

~2m
α ή α = (−2m

~2
)(i~)

΄Ετσι η (2.5) γράφεται:

− ~
2

2m
∇2Ψ = i~

∂Ψ

∂t
(2.9)

Η εξίσωση αυτή είναι η εξαρτηµένη από το χρόνο εξίσωση του Schrödinger για ελεύθε-
ϱο σωµατίδιο. Εύκολα µπορεί να δειχθεί ότι και τα επίπεδα κύµατα a(p)ei(pr−Et)/~ την
επαληθεύουν.

Η εξίσωση (2.9) έχει περίπου την ίδια µορφή µε την κυµατική εξίσωση, (2.3), οι λύσεις
της οποίας είναι τα κύµατα της Κλασικής Φυσικής. Οι δύο εξισώσεις όµως παρουσιάζουν τις
εξής διαφορές:

1. Η εξίσωση (2.9) περιέχει την πρώτη µερική παράγωγο ως προς τον χρόνο, ∂Ψ
∂t

, ενώ η
(2.3) τη δεύτερη µερική παράγωγο ως προς το χρόνο, ∂2f

∂t2
. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα ενώ τα

επίπεδα κύµατα:

cos(kr− ωt), sin(kr− ωt) και ei(kr−ωt) (2.10)

είναι λύσεις της (2.3) µόνο η ei(kx−ωt) είναι λύση της (2.9). ΄Η διαφορετικά, ενώ οι συναρτή-
σεις της (2.10) είναι ιδιοσυναρτήσεις των τελεστών: − ~2

2m
∇2 και 1

v2
ph

∂2

∂t2
, µόνο η εκθετική

συνάρτηση είναι ιδιοσυνάρτηση του τελεστή: i~ ∂
∂t

Το γεγονός ότι η εξίσωση (2.9) είναι πρώτης τάξης ως προς το χρόνο έχει ως συνέπεια η
τιµή της κυµατοσυνάρτησης Ψ(r, t) σε µια χρονική στιγµή t = 0, να είναι επαρκής για να
καθορίσουµε τη χρονική εξέλιξη του συστήµατος, όπως συµβαίνει και στην Κλασική Φυσική.
Αν η εξίσωση ήταν δευτέρας τάξης ως προς το χρόνο ϑα χρειάζονταν επιπλέον να δοθεί και η
τιµή της ∂/∂t για t = 0.

2. Οι συντελεστές των ∇2f και ∂2f
∂t2

στην (2.3) είναι πραγµατικοί αριθµοί ενώ στην (2.9)
εµφανίζεται η ϕανταστική µονάδα i. Εποµένως οι λύσεις της (2.9) είναι µιγαδικές συναρ-
τήσεις. Αυτό, εκ πρώτης όψεως, είναι ενοχλητικό επειδή η λύση της (2.9) ϕαίνεται ότι δεν
µπορεί να περιγράφει µια µετρήσιµη ποσότητα. Στο ερώτηµα, τι µπορεί να περιγράφει, ϑα
δοθεί απάντηση στο επόµενο εδάφιο. Μπορούµε εποµένως να συµπεράνουµε ότι στην Κβαν-
τική Μηχανική η χρήση των µιγαδικών συναρτήσεων είναι αναπόφευκτη ενώ στην Κλασική
Φυσική η χρήση αυτών είναι προαιρετική και αποσκοπεί στην απλπούστευση των µαθηµατικών
πράξεων.

Σε σχέση µε την εξίσωση (2.9) παρατηρούµε ότι εµφανίζεται η σταθερά ~ που σηµαίνει
ότι αυτή παίζει καθοριστικό ϱόλο όπου εµφανίζονται κβαντικά ϕαινόµενα.

2.1.2 Αντιστοιχία δυναµικών µεταβλητών µε τελεστές

Παρατηρώντας την εξίσωση (2.9) ϕαίνεται ότι δεν εξαρτάται άµεσα από κάποια δυναµική
µεταβλητή. Πως µπορεί εποµένως να είναι το µηχανικό ισοδύναµο της κλασικής εξίσωσης
της κίνησης;
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Μια απάντηση µπορούµε να δώσουµε αν συγκρίνουµε την (2.9), γράφοντάς την λίγο
διαφορετικά:

i~
∂

∂t
Ψ =

(−i~∇)2

2m
Ψ (2.11)

µε την κλασική εξίσωση της κίνησης ενός ελεύθερου σωµατιδίου, που είναι:

E =
p 2

2m
(2.12)

Οι δύο αυτές εξισώσεις παρουσιάζουν µια τυπική οµοιότητα (!) που οδήγησε το Schrödin-
ger να εισαγάγει αξιωµατικά την κυµατική εξίσωση για ένα σωµατίδιο που κινείται σ’ ένα
δυναµικό.

Συγκρίνοντας τις εξισώσεις (2.11) και (2.12) µπορούµε να συµπεράνουµε ότι η κβαντο-
µηχανική περιγραφή της κίνησης ενός ελεύθερου σωµατιδίου µπορεί να επιτευχθεί αν στην
ενέργεια και στην ορµή του σωµατιδίου που εµφανίζονται στην κλασική έκφραση, σχέση (2.12),
αντιστοιχίσουµε τους ερµιτιανούς τελεστές:

E → Ê = i~
∂

∂t
και p → p̂ = −i~∇ (2.13)

Με ϐάση αυτήν την αντιστοιχία µεταξύ των παρατηϱήσιµων ϕυσικών µεγεθών E και p µε
τελεστές και της αντιστοιχίας:

r → r̂ = r και t → t̂ = t (2.14)

µπορούν να δοθούν οι εκφράσεις και άλλων τελεστών όπως του τελεστή της στροφορµής:

L = r× p → L̂ = r̂× p̂ = r× (−i~∇) (2.15)

και του τελεστού του Hamilton:

H =
p 2

2m
+ V (r, t) → Ĥ = − ~

2

2m
∇2 + V (r, t) (2.16)

Για ένα σωµατίδιο που κινείται σε περιοχή όπου εξασκείται σ’ αυτό δύναµη F που προέρ-
χεται από τη δυναµική συνάρτηση V (r, t), δηλαδή F = −∇V (r, t), η κλασική εξίσωση της
κίνησης είναι :

E = H ή E =
p 2

2m
+ V (r, t) (2.17)

Σηµείωση 1. Το σύµβολο E χρησιµοποιείται όταν αναφερόµαστε σε µια συγκεκριµένη
σταθερή τιµή της ενέργειας του σωµατιδίου ενώ το σύµβολο H και το όνοµα συνάρτηση του
Hamilton ή Χαµιλτονιανή όταν εξετάζουµε την ολική ενέργεια ως µια συνάρτηση των p και r.

Η εξίσωση τελεστών που αντιστοιχεί στην (2.17) είναι:

Ê = Ĥ ή i~
∂

∂t
= − ~

2

2m
∇2 + V (r, t) (2.18)

Η κβαντοµηχανική κυµατική εξίσωση προκύπτει από την (2.18) αν οι τελεστές της εξίσω-
σης επιδράσουν στην κυµατοσυνάρτηση Ψ(r, t):

i~
∂

∂t
Ψ(r, t) = − ~

2

2m
∇2Ψ(r, t) + V (r, t)Ψ(r, t) (2.19)
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ή

i~
∂

∂t
Ψ(r, t) = ĤΨ(r, t) (2.20)

Η εξίσωση αυτή είναι η εξαρτηµένη από το χρόνο εξίσωση του Schrödinger για
ένα σωµατίδιο που κινείται σε δυναµικό V (r, t). Η εξαρτηµένη από το χρόνο εξίσωση του
Schrödinger συσχετίζει το ϱυθµό µεταβολής της κυµατοσυνάρτησης (ενός κβαντικού συστή-
µατος) µε την ολική του ενέργεια ή ακριβέστερα, µε τον τελεστή του Hamilton.

Στην περίπτωση που έχουµε σύστηµα Ν σωµατιδίων η συνάρτηση του Hamilton είναι:

HN =
N∑

n=1

p 2
n

2mn

+ V (r, t) (2.21)

και η εξίσωση του Schrödinger είναι :

i~
∂Ψ(r1, r2, . . . , rn, t)

∂t
= ĤNΨ(r1, r2, . . . , rN , t) (2.22)

όπου

ĤN =
N∑

n=1

− ~2

2mn

∇2
n + V (r1, r2, . . . , rN , t)

Σηµείωση 2. Αν δεν έγινε κατανοητό µε όσα αναφέρθηκαν έως τώρα τονίζεται ότι τα
παραπάνω δεν αποτελούν απόδειξη της εξίσωσης του Schrödinger, η οποία όπως και κάθε
ϑεµελιώδης ϕυσικός νόµος δεν αποδεικνύεται. Ο σκοπός των αναφερθέντων σ’ αυτό το εδάφιο
ήταν να δείξει ότι η εξίσωση αυτή αποτελεί µια λογική εκλογή που µπορεί να γίνει µε ϐάση
τα πειραµατικά δεδοµένα. Η συµφωνία των πειραµατικών δεδοµένων (σε όλων των ειδών των
µοριακών, ατοµικών και πυρηνικών συστηµάτων) µε τις ϑεωρητικές προβλέψεις της εξίσωσης
του Schrödinger µαρτυρούν την ορθότητά της. Θα πρέπει να αναφερθεί ότι η παραπάνω
εκλογή δεν είναι ο µόνος τρόπος που µας οδηγεί από την Κλασική Μηχανική στην Κβαντική
Μηχανική. Υπάρχουν και άλλοι τρόποι που στηρίζονται σε εξ ίσου ‘‘προφανείς’’ οµοιότητες.
Παρατήρηση. Εύκολα µπορεί να δειχθεί ότι τα επίπεδα κύµατα ei(pr−Et)/~ είναι ιδιοσυ-
ναρτήσεις των τελεστών: r̂ = r, p̂ = −i~∇ και Ê = i~ ∂

∂t
που αντιστοιχούν στις ιδιοτιµές r, p

και E, αντίστοιχα. ∆ηλαδή

r̂ e
i
~ (pr−Et) = r e

i
~ (pr−Et), p̂ e

i
~ (pr−Et) = p e

i
~ (pr−Et), Ê e

i
~ (pr−Et) = E e

i
~ (pr−Et)

΄Ασκηση. Η σύγκριση των σχέσεων (2.11) και (2.12) µπορεί να µας οδηγήσει, είτε στην
αντιστοιχία

p → p̂ = −i~∇
είτε στην αντιστοιχία

p → p̂ = +i~∇
Μπορείτε να δώσετε µια εξήγηση γιατί προτιµάται η πρώτη;

2.2 Φυσική σηµασία της κυµατοσυνάρτησης

Μέχρι τώρα δεν έχουµε αναφέρει τι µπορεί να παριστά η κυµατοσυνάρτηση Ψ(r, t) που
αντιστοιχεί σ’ ένα σωµατίδιο και είναι λύση της εξίσωσης του Schrödinger. ΄Οπως αναφέρθηκε
στη εδάφιο 2.1.1 η Ψ(r, t) είναι µια µιγαδική συνάρτηση και εποµένως δεν είναι δυνατό
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να δοθεί σε αυτήν άµεση ϕυσική ερµηνεία αφού τα ϕυσικά µεγέθη που µετρώνται είναι
πραγµατικοί αριθµοί. `Ετσι αν ϑέλουµε να δοθεί ϕυσική ερµηνεία, αυτή ϑα πρέπει να δοθεί
σε παράγωγο µέγεθος της. Μια υπόδειξη για την πιθανή ερµηνεία που µπορεί να δοθεί στο
παράγωγο µέγεθος της Ψ(r, t) δίνεται πάλι από την κλασική κυµατική ϑεωρία.

Είναι γνωστό ότι η πυκνότητα της ενέργειας ενός Η.Μ. κύµατος είναι ανάλογη του µέτρου
της έντασης του ηλεκτρικού πεδίου, E 2 και µαγνητικού πεδίου, H 2. Το ολοκλήρωµα της
πυκνότητας της ενέργειας σε όλο το χώρο δίνει την ολική ενέργεια του κύµατος που είναι
ανεξάρτητη του χρόνου.

Στα υλοκύµατα η κυµαινόµενη ποσότητα είναι η κυµατοσυνάρτηση Ψ(r, t) που είναι µι-
γαδική συνάρτηση. Το µέτρο της όµως ή καλύτερα το τετράγωνο του µέτρου της, |Ψ(r, t)|2,
είναι πραγµατική συνάρτηση και εποµένως ϑα µπορούσε να δοθεί ϕυσική ερµηνεία σε αυτό.
Είναι λογικό να υποθέσουµε ότι, όπου το |Ψ(r, t)|2 παίρνει µεγάλη τιµή εκεί είναι πιθανότερο
να ϐρίσκεται το σωµατίδιο παρά όπου αυτό παίρνει µικρές τιµές. ΄Ετσι, η ϕυσική ερµηνεί-
α που δίνεται στο |Ψ(r, t)|2 είναι αυτή της πυκνότητας πιθανότητας. ∆ηλαδή, αν σε ένα
σωµατίδιο αντιστοιχεί η κυµατοσυνάρτηση Ψ(r, t) τότε κατά µια µέτρηση της ϑέσης του σω-
µατιδίου, η πιθανότητα να ϐρίσκεται αυτό τη χρονική στιγµή t στον όγκο dr = dxdydz στο
σηµείο r είναι ανάλογη του |Ψ(r, t)|2dr:

dΠ = c|Ψ(r, t)|2dr

Η σταθερά αναλογίας c µπορεί να προκύψει από την απαίτηση η πιθανότητα να ϐρεθεί το
σωµατίδιο σε όλο το χώρο είναι µονάδα:

Π = c

∫

V→∞
|Ψ(r, t)|2dr = 1

΄Ετσι
c =

1∫
V→∞ |Ψ(r, t)|2dr

οπότε η πυκνότητα πιθανότητας είναι:

ρ(r, t) =
Ψ∗(r, t)Ψ(r, t)∫
V→∞ |Ψ(r, t)|2dr (2.23)

Αν οι κυµατοσυναρτήσεις είναι κανονικοποιηµένες, η ρ(r, t) γράφεται :

ρ(r, t) = Ψ∗(r, t)Ψ(r, t) (2.24)

Πάντως για να είναι δυνατό να ερµηνευτεί η ρ(r, t) = Ψ∗Ψ ως πυκνότητα πιθανότητας, ϑα
πρέπει: ∫

V→∞
ρ(r, t)dr = 1 (2.25)

για κάθε χρονική στιγµή.
Αυτό σηµαίνει ότι οι κυµατοσυναρτήσεις Ψ(r, t) πρέπει να είναι τέτοιες ώστε : α) Το ολο-

κλήρωµα της (2.25) να είναι ανεξάρτητο του χρόνου. ϐ) Το ολοκλήρωµα της (2.25) να
συγκλίνει. Αυτό σηµαίνει ότι κατά την επίλυση ενός κβαντοµηχανικού προβλήµατος πρέ-
πει να εξασφαλίζεται ότι η κυµατοσυνάρτηση έχει τέτοια συµπεριφορά ώστε το ολοκλήρωµα
(2.25) να υπάρχει, ή διαφορετικά η Ψ(r, t) πρέπει να είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιµη.
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Σηµείωση. Στα πειράµατα σκέδασης γίνονται αποδεκτές και κυµατοσυναρτήσεις που δεν
είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιµες, όπως για παράδειγµα τα επίπεδα κύµατα: Ψp(r, t) =

a(p)e
i
~ (pr−Et). Σε αυτήν την περίπτωση ορίζεται η σχετική πυκνότητα πιθανότητας.

Το ολοκλήρωµα της ρ(r, t) σ’ όλον το χώρο είναι ανεξάρτητο του χρόνου, εφόσον ισχύουν
κατάλληλες συνθήκες ώστε ο τελεστής το Hamilton να είναι ερµιτιανός, όπως προκύπτει από
την επόµενη πρόταση.

Πρόταση. Αν Ψ1(r, t) και Ψ2(r, t) είναι δύο λύσεις της εξίσωσης του Schrödinger, τότε το
ολοκλήρωµα (εσωτερικό γινόµενο):

(Ψ1, Ψ2) =

∫

V→∞
Ψ∗

1(r, t)Ψ2(r, t)dr (2.26)

είναι ανεξάρτητο του χρόνου (εφόσον ο τελεστής του Hamilton είναι ερµιτιανός).

Απόδειξη. Για να είναι το Ψ1, Ψ2) ανεξάρτητο του χρόνου, αρκεί να δειχθεί ότι:

d

dt
(Ψ1, Ψ2) = 0 (2.27)

Το αριστερό µέρος της (2.27) γράφεται :

d

dt

(
Ψ1, Ψ2

)
=

(∂Ψ1

∂t
, Ψ2

)
+

(
Ψ1,

∂Ψ2

∂t

)

Η αντικατάσταση των ∂Ψ1

∂t
και ∂Ψ2

∂t
από την εξίσωση του Schrödinger δίνει :

d

dt
(Ψ1, Ψ2) = (

1

i~
ĤΨ1, Ψ2) + (Ψ1,

1

i~
ĤΨ2) =

1

−i~
(ĤΨ1, Ψ2) +

1

i~
(Ψ1, ĤΨ2)

=
1

i~
[− (ĤΨ1, Ψ2) + (Ψ1, ĤΨ2)

]
= 0

Αφού (ĤΨ1, Ψ2) = (Ψ1, ĤΨ2), εφόσον ο τελεστής Ĥ είναι ερµιτιανός.

2.2.1 Εξίσωση συνέχειας. Πυκνότητα ϱεύµατος πιθανότητας.

Σε διάφορους κλάδους της ϕυσικής, όπως για παράδειγµα στην Υδροδυναµική και στην
Ηλεκτροδυναµική, ισχύει µια ϐασική εξίσωση που λέγεται εξίσωση συνέχειας. Στην υδρο-
δυναµική η εξίσωση αυτή εκφράζει τη διατήρηση της µάζας κινούµενου ϱευστού, ενώ στην
ηλεκτροδυναµική εκφράζει τη διατήρηση του ηλεκτρικού ϕορτίου. Μια τέτοια εξίσωση συνέ-
χειας µπορεί να γραφεί για κάθε (µονόµετρο) ϕυσικό µέγεθος που διατηρείται. Στην Κβαντο-
µηχανική ένα µονόµετρο µέγεθος είναι η πιθανότητα

∫
V→∞ Ψ∗Ψdr. Περιµένουµε εποµένως

να ισχύει µια εξίσωση συνέχειας και στην Κβαντοµηχανική.
Θα εξετάσουµε πως οδηγούµαστε στην εξίσωση συνέχειας πρώτα στην Υδροδυναµική και

στη συνέχεια στην Κβαντοµηχανική.

Ο όγκος V του σχήµατος 2.1 που περικλείεται από την επιφάνεια S είναι τµήµα µιας
περιοχής µέσα στην οποία κινείται ϱευστό πυκνότητας ρ = ρ(r, t) µε ταχύτητα v = v(r, t).
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Το γινόµενο της πυκνότητας επί την ταχύτητα j = ρv
λέγεται πυκνότητα ϱεύµατος. Η πυκνότητα ϱεύµα-
τος του ϱευστού είναι η µάζα του ϱευστού που διέρχεται
ανά µονάδα χρόνου, δια της µονάδας επιφάνειας κάθε-
τα προς την ταχύτητα του ϱευστού. Η µάζα του ϱευστού
που περνά από τη στοιχειώδη επιφάνεια dS ανά µονάδα
χρόνου είναι:

ρ(r, t)v(r, t)dS = j(r, t)dS (2.28)

dS
V

n v

S

Σχήµα 2.1:

Η συνολική µάζα του ϱευστού που περνά απ’ όλη την επιφάνεια S ανά µονάδα χρόνου
είναι : ∫

S
ρ(r, t)v(r, t)dS =

∫

S

j(r, t)dS (2.29)

Το ολοκλήρωµα αυτό παριστά τη µεταβολή της µάζας του ϱευστού, που υπάρχει µέσα στον
όγκο V, ανά µονάδα χρόνου. Αλλά η µεταβολή της µάζας του ϱευστού που περιέχεται στον
όγκο V παρίσταται µε το ολοκλήρωµα:

− d

dt

∫

V
ρ dr

Εποµένως, έχουµε: ∫

S

jdS = − d

dt

∫

V
ρ dr (2.30)

Αν ο όγκος V είναι ανεξάρτητος του χρόνου η (2.30) γράφεται :
∫

S
j dS = −

∫

V

∂ρ

∂t
dr (2.31)

Το πρώτο ολοκλήρωµα της (2.31), µε εφαρµογή του ϑεωρήµατος του Gauss γράφεται :
∫ ∫

S
jdS =

∫ ∫ ∫

V
∇ j dr

΄Ετσι, η (2.31) παίρνει τη µορφή:
∫

V

[∇j +
∂ρ

∂t

]
dr = 0 (2.32)

Επειδή η σχέση αυτή ισχύει για κάθε όγκο V, ϑα έχουµε, εφόσον οι ολοκληρωτέες ποσότητες
είναι συνεχείς:

∇j(r, t) +
∂ρ(r, t)

∂t
= 0 (2.33)

Η σχέση αυτή λέγεται εξίσωση συνέχειας και εκφράζει τον εξής νόµο διατήρησης: Η
µεταβολή της συνολικής µάζας του ϱευστού που περιέχεται σ’ έναν όγκο V είναι ίση µε τη
ϱοή της πυκνότητας ϱεύµατος του ϱευστού, j(r, t), που διέρχεται δια της επιφάνειας που
περικλείει τον όγκο V.

Οι εξισώσεις (2.30) και (2.33) εκφράζουν τον ίδιο νόµο διατήρησης, η πρώτη υπό ολο-
κληρωτική µορφή και η δεύτερη υπό διαφορική µορφή. Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι η
παραπάνω εξίσωση συνέχειας ισχύει εφόσον δεν υπάρχουν στον όγκο V σηµεία από όπου
πηγάζει ή απορροφάται ϱευστό.
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Στην περίπτωση της Κβαντοµηχανικής, εφόσον ο τελεστής του Hamilton είναι ερµιτιανός,
δηλαδή εφόσον το δυναµικό είναι πραγµατικό, µπορούµε να ϐρούµε µια εξίσωση συνέχειας.
΄Οπως είναι ϕανερό στην πυκνότητα ϱεύµατος ϑα αντιστοιχεί τώρα η πυκνότητα ϱεύµατος
πιθανότητας, j(r, t), την µορφή της οποίας ϑα ϐρούµε παρακάτω.

Αν έχουµε ένα χρονικά σταθερό όγκο V και Ψ(r, t) είναι η λύση της εξίσωσης Schrödinger,
ϑα ισχύει :

d

dt

∫

V
ρdr =

∫

V

∂ρ

∂t
dr =

∫

V

∂(Ψ∗Ψ)

∂t
dr =

∫

V

(∂Ψ∗

∂t
Ψ + Ψ∗∂Ψ

∂t

)
dr (2.34)

Επίσης εφόσον ο τελεστής του Hamilton είναι ερµιτιανός, οπότε το δυναµικό V (r, t) είναι
πραγµατική συνάρτηση, ϑα ισχύει:

i~
∂Ψ

∂t
= − ~

2

2m
∇2Ψ + V Ψ και − i~

∂Ψ∗

∂t
= − ~

2

2m
∇2Ψ∗ + V Ψ∗ (2.35)

Η αντικατάσταση των σχέσεων της (2.35) στην (2.34) δίνει :
∫

V

∂ρ

∂t
dr =

∫

V

[(−i~
2m

∇2Ψ∗ +
iV

~
Ψ∗)Ψ + Ψ∗( i~

2m
∇2Ψ− iV

~
Ψ

)]
dr

=
i~
2m

∫

V
(Ψ∗∇2Ψ−Ψ∇2Ψ∗)dr (2.36)

Επειδή όµως:
∇(

Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗) = Ψ∗∇2Ψ−Ψ∇2Ψ∗

η (2.36) γράφεται : ∫

V

∂ρ

∂t
dr =

i~
2m

∫

V
∇(

Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗)dr (2.37)

Αν ορίσουµε ως ϱεύµα πυκνότητας πιθανότητας την ποσότητα:

j(r, t) = − i~
2m

(
Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗) (2.38)

καταλήγουµε στην εξίσωση:
∫

V

∂ρ

∂t
dr +

∫

V
∇j(r, t)dr = 0 (2.39)

και επειδή αυτή ισχύει για κάθε όγκο V καταλήγουµε στην εξίσωση συνέχειας υπό διαφορική
µορφή:

∂ρ(r, t)

∂t
+ ∇j(r, t) = 0 (2.40)

Η σχέση αυτή που είναι συνέπεια της εξίσωσης του Schrödinger, εκφράζει τον εξής νόµο
διατήρησης: Αν η πιθανότητα εύρεσης ενός σωµατιδίου σ’ έναν όγκο V µικραίνει µε την πάροδο
του χρόνου, τότε η πιθανότητα εύρεσης αυτού εκτός του όγκου V µεγαλώνει κατά το ποσό αυτό.
Η ϕυσική σηµασία της εξίσωσης συνέχειας είναι ανάλογη µε αυτήν της Υδροδυναµικής. ∆η-
λαδή το ολοκλήρωµα της j(r, t) σε µια επιφάνεια είναι η πιθανότητα να περάσει το σωµατίδιο
µέσα από την επιφάνεια στη µονάδα του χρόνου.

Ας δούµε τώρα την αναλογία της σχέσης (2.28) της Υδροδυναµικής µε τη σχέση (2.38) της
Κβαντοµηχανικής. Λόγω της αντιστοιχίας:

p̂ = −i~∇ → p
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ϑα έχουµε:
−i
~
m

∇ =
p̂

m
= v̂ → p

m
= v

οπότε η j(r, t) γράφεται:

j(r, t) =
−i~
2m

(
Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗) =

1

2

[
Ψ∗(− i~

m
∇Ψ

)
+ Ψ

(− i~
m

∇Ψ
)∗

]

∆ηλαδή
j(r, t) = Re

[
Ψ∗(− i~

m
∇Ψ

)]
= Re

[
Ψ∗ p̂

m
Ψ

]
= Re

[
Ψ∗v̂Ψ

]
(2.41)

Εποµένως το ϱεύµα πυκνότητας πιθανότητας είναι πάλι της µορφής:

(πυκνότητα)× (ταχύτητα)

Από τη σχέση (2.41) συµπεραίνουµε ότι το ϱεύµα πυκνότητας πιθανότητας δεν υπόκειται
σε άµεση µέτρηση, όπως συµβαίνει µε την πυκνότητα πιθανότητας, επειδή αυτό προϋποθέτει
ταυτόχρονη µέτρηση της ϑέσης και της ορµής, που έρχεται σε αντίθεση µε τις σχέσεις της
αβεβαιότητας.

2.3 Παράσταση της εξίσωσης του Schrödinger στο χώρο
των ορµών

Η κυµατοσυνάρτηση Ψ(r, t) που είναι λύση της εξίσωσης του Schrödinger λέγεται και κυµα-
τοσυνάρτηση στο χώρο των ϑέσεων. Αυτή όπως έχουµε αναφέρει είναι εν γένει ένα υλοκυµα-
τόδεµα της µορφής:

Ψ(r, t) =
1

(2π~)3/2

∫
a(p) e

i
~ (pr−Et)rdp =

1

(2π~)3/2

∫
φ(p, t) e

i
~prdp (2.42αʹ)

Η φ(p, t) = a(p) e−
i
~ Et, που είναι ο µετασχηµατισµός Fourier της Ψ(r, t):

φ(p, t) =
1

(2π~)3/2

∫
Ψ(r, t) e−

i
~ prdr (2.42βʹ)

λέγεται κυµατοσυνάρτηση στο χώρο των ορµών.
Είναι ενδιαφέρον να δούµε ποια είναι η εξαρτηµένη από το χρόνο εξίσωση του Schrödinger

στο χώρο των ορµών, δηλαδή η ∆.Ε που έχει ως λύση την κυµατοσυνάρτηση φ(p, t). Αυτή
ϐρίσκεται παραγωγίζοντας την (2.42βʹ) µερικώς ως προς το χρόνο και αντικαθιστώντας τη ∂Ψ

∂t

που προκύπτει από τη σχέση (2.19). Η εξίσωση που καταλήγουµε είναι:

i~
∂φ(p, t)

∂t
=

1

(2π~)3/2

∫
e−

i
~ pr

[
− ~2

2m
∇2 + V (r, t)

]
Ψ(r, t)dr (2.43)

Ο πρώτος όρος στο ολοκλήρωµα αυτής της σχέσης µπορεί να απλοποιηθεί, µε παραγοντική
ολοκλήρωση, υποθέτοντας ότι ισχύουν κατάλληλες οριακές συνθήκες ώστε να µηδενίζονται
οι συνοριακοί όροι που προκύπτουν. Αν γίνει η παραγοντική ολοκλήρωση του πρώτου όρου
και αντικαταστήσουµε την Ψ(r, t) από τη σχέση (2.42αʹ) παίρνουµε την εξίσωση:

i~
∂φ(p, t)

∂t
=

p2

2m
φ(p, t) +

1

(2π~)3

∫
e−

i
~ pr V (r, t) e

i
~ p′ r φ(p′, t)drdp′ (2.44)
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Η εξίσωση αυτή, που είναι µια ολοκληροδιαφορική εξίσωση µε άγνωστη συνάρτηση τη
φ(p, t) µπορεί να γίνει διαφορική εξίσωση αν το δυναµικό είναι αναλυτική συνάρτηση του r.
Πράγµατι για το ανάδελτα: ∇p = x0

∂
∂px

+ y0
∂

∂py
+ z0

∂
∂pz

έχουµε:

i~∇p e−
i
~ pr = r e−

i
~ pr

και σύµφωνα µε γνωστή πρόταση της ϑεωρίας των τελεστών ϑα ισχύει και η σχέση:

V̂ (i~∇p, t) e−
i
~ pr = V (r, t) e−

i
~ pr (2.45)

Αν αντικαταστήσουµε το δεύτερο µέλος της σχέσης αυτής µε το πρώτο στη σχέση (2.44),
προκύπτει:

i~
∂φ(p, t)

∂t
=

p2

2m
φ(p, t) +

1

(2π~)3
V̂ (i~∇p, t)

∫
e−

i
~ pr e

i
~ p′ rφ(p′, t)drdp′

=
p2

2m
φ(p, t) + V̂ (i~∇p, t)

∫
φ(p′, t)dp′

1

(2π~)3

∫
e

i
~ (p′−p)r dr

︸ ︷︷ ︸
δ(p′−p)

(2.46)

Με τη ϐοήθεια της ολοκληρωτικής παράστασης της συνάρτησης δ στις τρεις διαστάσεις η
σχέση (2.46) γράφεται:

i~
∂φ(p, t)

∂t
=

p2

2m
φ(p, t) + V̂ (i~∇p, t) φ(p, t) (2.47)

Η εξίσωση αυτή είναι η εξαρτηµένη από το χρόνο εξίσωση του Schrödinger για την κυ-
µατοσυνάρτηση φ(p, t), δηλαδή στο χώρο των ορµών. Μερικές ϕορές λύνεται ευκολότερα η
(2.47) παρά η εξίσωση του Schrödinger στο χώρο των ϑέσεων. Η κυµατοσυνάρτηση Ψ(r, t)
ϐρίσκεται στη συνέχεια από τη σχέση (2.42αʹ).

Από τα παραπάνω γίνεται ϕανερό ότι όταν εργαζόµαστε στο χώρο των ορµών, η αντιστοιχία
δυναµικών µεταβλητών µε τους τελεστές επιτυγχάνεται µε τη ϐοήθεια του κανόνα:

p → p̂ = p, r → r̂ = i~∇p (2.48)

Τέλος, η ϕυσική σηµασία που δίνεται στην φ(p, t) είναι αντίστοιχη µε αυτήν της Ψ(r, t).
Το µέγεθος |φ(p, t)|2dp εκφράζει την πιθανότητα εύρεσης της ορµής ενός σωµατιδίου στο
στοιχειώδη όγκο dp = dpxdpydpz στην περιοχή του p, τη χρονική στιγµή t. ∆ηλαδή το
|φ(p, t)|2 είναι η πυκνότητα πιθανότητας στο χώρο των ορµών, εφόσον η φ(p, t) είναι κανονι-
κοποιηµένη.

Για να ισχύουν τα παραπάνω, πρέπει το ολοκλήρωµα
∫ |φ(p, t)|2dp να συγκλίνει και να

είναι ανεξάρτητο το χρόνου. Αυτό πράγµατι συµβαίνει και η φ(p, t) είναι κανονικοποιηµένη,
εφόσον η Ψ(r, t) είναι (λόγω της ισότητας του Parseval) και οι αντίστοιχες ιδιότητες έχουν
αποδειχθεί σε προηγούµενο εδάφιο.

Είναι ϕανερό ότι η κυµατοσυνάρτηση στο χώρο των ϑέσεων και η κυµατοσυνάρτηση στο
χώρο των ορµών αποτελούν δύο ισοδύναµες περιγραφές της ίδιας κατάστασης ενός ϕυσικού
συστήµατος και αναφερόµαστε σε αυτές ως αναπαραστάσεις της κατάστασης του συστή-
µατος.
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2.4 Αναµενόµενη τιµή δυναµικής µεταβλητής

Η ερµηνεία της ρ(r, t), ως πυκνότητας πιθανότητας της ϑέσης, δίνει τη δυνατότητα υπο-
λογισµού της µέσης τιµής της ϑέσης ενός σωµατιδίου ή ενός ϕυσικού µεγέθους που είναι
συνάρτηση των συντεταγµένων του σωµατιδίου: F (r) = F (x, y, z). Σύµφωνα µε αυτά που
αναφέρονται στο Παράρτηµα Γʹ, για µια συνεχή κατανοµή πιθανοτήτων, έχουµε:

〈r〉 =

∫
r ρ(r, t)dr =

∫
r|Ψ(r, t)|2dr (2.49αʹ)

〈F (r)〉 =

∫
F (r) ρ(r, t)dr =

∫
F (r)|Ψ(r, t)|2dr (2.49βʹ)

Με όµοιο τρόπο ορίζουµε τη µέση τιµή της ορµής, ή ϕυσικού µεγέθους που είναι συνάρ-
τηση της ορµής του σωµατιδίου: G(p) = G(px, py, pz):

〈p〉 =

∫
p|φ(p, t)|2dp και 〈G(p)〉 =

∫
G(p)|φ(p, t)|2dp (2.50)

Η µέση τιµή της ορµής γράφεται και µε τη µορφή:

〈p〉 =

∫
Ψ∗(r, t)(−i~∇)Ψ(r, t)dr (2.51)

Η σχέση αυτή αποδεικνύεται αν ξεκινήσουµε από το δεύτερο µέλος της και αντικαταστήσουµε
την Ψ(r, t) από τη σχέση (2.42αʹ). ΄Ετσι έχουµε:

∫
Ψ∗(r, t)(−i~∇)Ψ(r, t)dr =

1

(2π~)3

∫
φ∗(p, t)e−

i
~pr(−i~∇)φ(p′, t) e

i
~p

′rdp dp′ dr

=
1

(2π~)3

∫
φ∗(p, t)e−

i
~prφ(p′, t)p′e

i
~p

′rdpdp′dr

=

∫
φ∗(p, t)φ∗(p′, t)p′ dp dp′

1

(2π~)3

∫
e

i
~ (p′−p)rdr

=

∫
φ∗(p, t)dp

∫
φ∗(p′, t)p′δ(p′ − p)dp′

=

∫
φ∗(p, t)φ(p, t)pdp =

∫
p|φ(p, t)|2dp = 〈p〉 (2.52)

Με όµοιο τρόπο µπορεί να δειχθεί ότι αν η G(p) είναι αναλυτική συνάρτηση της ορµής,
ισχύει:

〈G(p)〉 =

∫
Ψ∗(r, t)G(−i~∇)Ψ(r, t)dr (2.53)

Αντίστοιχες εκφράσεις ισχύουν για τα 〈r〉 και 〈F (r)〉 αν εργαστούµε στο χώρο των ορµών:

〈r〉 =

∫
φ∗(p, t)(−i~∇p)φ(p, t)dp, 〈F (r)〉 =

∫
φ∗(p, t)F (−i~∇p)φ(p, t)dp (2.54)

Από τα παραπάνω οδηγούµαστε να ορίσουµε τη µέση τιµή ενός ϕυσικού µεγέθους, που
είναι συνάρτηση της ϑέσης και της ορµής. Η έκφραση εξαρτάται από την παράσταση στην
οποία εργαζόµαστε:

〈F (r,p)〉 =

∫
Ψ∗(r, t)F (r,−i~∇)Ψ(r, t)dr (2.55)

〈F (r,p)〉 =

∫
φ∗(p, t)F (i~∇p,p)φ(p, t)dp (2.56)
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2.5 Η χρονοανεξάρτητη εξίσωση του Schrödinger

Σε µια µεγάλη κατηγορία προβληµάτων, η δυναµική ενέργεια V (r, t) δεν εξαρτάται από το
χρόνο, δηλαδή V (r, t) = V (r). Στην περίπτωση αυτή η εξίσωση (2.20) έχει ένα σύνολο λύσεων
που µπορούν να αναλυθούν και να δώσουν πληροφορίες για το σύστηµα που εξετάζεται. Οι
λύσεις αυτές έχουν τα ίδια χαρακτηριστικά µε τα στάσιµα κύµατα ενός µουσικού οργάνου.
∆ηλαδή, δεν αντιστοιχούν σε οδεύοντα κύµατα αλλά σε δονήσεις κατά τις οποίες το πλάτος
ενός δοσµένου χωρικά σχήµατος αυξοµειώνεται µε το χρόνο.

΄Οταν V (r, t) = V (r), οπότε ο τελεστής του Hamilton δεν εξαρτάται από το χρόνο, οι λύσεις
της (2.20) µπορούν να ϐρεθούν χρησιµοποιώντας τη µέθοδο χωρισµού των µεταβλητών
κατά την οποία Ϲητάµε λύσεις της µορφής:

Ψ(r, t) = T (t)u(r) (2.57)

Η αντικατάσταση της (2.57) στην εξίσωση (2.20) δίνει:

i~u(r)
dT (t)

dt
= T (t)Ĥu(r) (2.58)

∆ιαιρούµε και τα δύο µέλη της (2.58) µε το γινόµενο T (t)u(r) και οδηγούµαστε στην εξίσωση:

i~
dT (t)

dt

T (t)
=

Ĥu(r)

u(r)

Παρατηρούµε ότι στην εξίσωση αυτή το αριστερό µέλος εξαρτάται µόνο από το χρόνο και το
δεξιό µόνο από τη ϑέση. Επειδή τα t και r είναι ανεξάρτητες µεταβλητές πρέπει και τα δύο
µέλη να είναι ίσα µε µια σταθερά, τη σταθερά διαχωρισµού:

i~
dT (t)

dt

T (t)
=

Ĥu(r)

u(r)
= E (2.59)

Από την (2.59) προκύπτει:

dT (t)

T (t)
= − i

~
E dt ⇒ TE(t) = c e−i E

~ t (2.60)

όπου c είναι αυθαίρετη σταθερά.
Από την (2.59) προκύπτει επίσης:

ĤuE(r) = EuE(r) (2.61)

Η αντικατάσταση της TE(t) από τη (2.60) και της uE(r) στην (2.57) µας οδηγεί σε λύσεις
της µορφής:

ΨE(r, t) = e−iEt/~uE(r) (2.62)

Η παράµετρος E είναι η σταθερά διαχωρισµού και έχει διαστάσεις ενέργειας, όπως προ-
κύπτει από τη µορφή της (2.60). Αυτή είναι ιδιοτιµή του τελεστή του Hamilton και αντιπρο-
σωπεύει την ολική ενέργεια του συστήµατος. Οι λύσεις της εξίσωσης (2.61) που προκύπτουν
από συγκεκριµένες τιµές την ενέργειας λέγονται κυµατοσυναρτήσεις καθορισµένης τιµής
ενέργειας. Η εξίσωση (2.61) λέγεται ανεξάρτητη από το χρόνο ή στάσιµη εξίσωση του
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Schrödinger και είναι γραµµική και οµογενής εξίσωση δεύτερης τάξης µε µερικές παραγώ-
γους. Αυτή γράφεται και ως εξής, χρησιµοποιώντας την έκφραση του τελεστή του Hamilton
(στο χώρο των ϑέσεων):

− ~2

2m
∇2uE(r) + V (r)uE(r) = EuE(r) (2.63)

Λόγω της µορφής της εξίσωσης (2.20) και της µορφής της λύσης (2.62), οδηγούµαστε στο
συµπέϱασµα ότι τα στάσιµα κύµατα ταλαντώνονται αρµονικά µε το χρόνο µε συχνότητα που
σχετίζεται µε την ολική ενέργεια του συστήµατος:

ν =
ω

2π
=

1

2π

E

~

Σηµείωση. Η αντίστοιχη εξίσωση της (2.63) στο χώρο των ορµών, ϐρίσκεται µε χωρισµό των
µεταβλητών της (2.47), ϑέτοντας φ(p, t) = X(p)T (t). Η εξίσωση στην οποία καταλήγουµε
είναι:

p2

2m
XE(p) + V (i~∇p)XE(p) = EXE(p) (2.64)

Η εξίσωση αυτή χρησιµοποιείται σπανιότερα.
Η ανεξάρτητη από το χρόνο εξίσωση του Schrödinger είναι µια εξίσωση ιδιοτιµών. Η

εξίσωση αυτή µαζί µε τις συνθήκες που επιβάλουµε στις λύσεις της, ώστε ο Ĥ να είναι
ερµιτιανός τελεστής, έχει λύσεις για ορισµένες τιµές της παραµέτρου E, που δεχόµαστε ότι
είναι οι δυνατές τιµές της ενέργειας που µπορεί να έχει το σωµατίδιο που ϐρίσκεται υπό την
επίδραση του δυναµικού V (r). ∆ηλαδή, δεχόµαστε ότι:

α) Οι λύσεις της ανεξάρτητης από το χρόνο εξίσωσης του Schrödinger αντιπροσωπεύουν
ϕυσικές καταστάσεις µε απόλυτα καθορισµένη ενέργεια, ίση µε την ιδιοτιµή E του Ĥ.

ϐ) Οι µόνες δυνατές τιµές που µπορούν να προκύψουν από µετρήσεις της ενέργειας είναι οι
ιδιοτιµές E του τελεστή του Hamilton.

Αν η κατάσταση του συστήµατος περιγράφεται από την κυµατοσυνάρτηση ΨE(r, t) =

uE(r)e−iEt/~, όπου uE : ĤuEn(r) = EuE(r), για τη µέση τιµή της ενέργειας ϑα έχουµε:

〈E〉ΨE
= 〈Ĥ〉ΨE

=
(
uE(r)e−iEt/~, ĤuE(r)e−iEt/~) = (e−iEt/~)∗e−iEt/~(uE(r), ĤuE(r)

)

=
(
uE(r), EuE(r)

)
= E

(
uE(r), uE(r)

)
= E

Εποµένως, µπορούµε να πούµε ότι αν η κατάσταση του συστήµατος περιγράφεται από
την κυµατοσυνάρτηση ΨE(r, t) = uE(r)e−iEt/~, τότε η µέτρηση της ενέργειας του συστήµατος
ϑα δώσει µε ϐεβαιότητα ως αποτέλεσµα την ιδιοτιµή E του Ĥ. Στην περρίπτωση αυτή η
αβεβαιότητα ∆E = ∆Ĥ είναι µηδέν σύµφωνα µε τη σχέση (Γʹ.25γʹ).

Λόγω της γραµµικότητας και οµογένειας της εξαρτηµένης από το χρόνο εξίσωσης του
Schrödinger, η γενική λύση της, Ψ(r, t), µπορεί να προκύψει µε επαλληλία των κυµατοσυ-
ναρτήσεων ΨE(r, t).

Για διακεκριµένο ϕάσµα ιδιοτιµών της ενέργειας η Ψ(r, t) είναι:

Ψ(r, t) =
∑

n

cnΨn(r, t) =
∑

n

cne−iEnt/~un(r) (2.65αʹ)

Αν γνωρίζουµε την Ψ(r, t) τη χρονική στιγµή t = 0, τότε ο υπολογισµός των συντελεστών cn

από τη σχέση cn =
(
un(r), Ψ(r, 0)

)
και η αντικατάστασή τους στην (2.65αʹ) δίνει τη χρονική

εξέλιξη της κυµατοσυνάρτησης.
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Για συνεχές ϕάσµα ιδιοτιµών της ενέργειας η Ψ(r, t) είναι:

Ψ(r, t) =

∫ EB

EA

c(E)ΨE(r, t)dE =

∫ EB

EA

c(E) e−iEt/~uE(r)dE (2.65βʹ)

Αν η κατάσταση του συστήµατος περιγράφεται από την κυµατοσυνάρτηση Ψ(r, t), τότε η
µέση τιµή της ενέργειας, ως προς αυτήν την κυµατοσυνάρτηση, ϑα είναι (ϐλέπε και εδάφιο
Γʹ.2.1):

〈E〉Ψ =
(
Ψ, ĤΨ

)
=

( ∑
n

cne−iEnt/~un, Ĥ
∑
m

cme−iEmt/~um

)

=
∑

n

∑
m

(cn)∗(e−iEnt/~)∗cme−iEmt/~Em

(
un, um

)
︸ ︷︷ ︸

δnm

Εποµένως
〈E〉Ψ =

∑
n

|cn|2En (2.66)

Η σύγκριση αυτής της σχέσης µε τον ορισµό της µέσης τιµής µιας διακριτής τυχαίας µετα-
ϐλητής

(
ϐλέπε σχέση (Βʹ.5)

)
µας οδηγεί να δεχτούµε ότι: όταν η κατάσταση ενός συστήµατος

περιγράφεται από την κανονικοποιηµένη κυµατοσυνάρτηση Ψ(r, t), η πιθανότητα κατά µία
µέτρηση της ενέργειας του συστήµατος να πάρουµε ως αποτέλεσµα την ιδιοτιµή En είναι:

Π(En) = |cn|2 = |(un, Ψ
)|2 (2.67)

Το άθροισµα των πιθανοτήτων |cn|2 πρέπει να είναι ίσο µε 1. Αυτό πράγµατι συµβαίνει
εφόσον η Ψ είναι κανπονικοποιηµένη, όπως µπορεί εύκολα να δειχθεί.

2.5.1 Ιδιότητες των στασίµων καταστάσεων

Η επίλυση ενός κβαντοµηχανικού προβλήµατος, όταν η δυναµική ενέργεια δεν εξαρτάται από
το χρόνο, ανάγεται στην επίλυση της εξίσωσης (2.63) µε οριακές και λοιπές συνθήκες που
προκύπτουν από τις γενικές συνθήκες, που πρέπει να ικανοποιεί η κυµατοσυνάρτηση και
που ϑα αναφερθούν στο επόµενο εδάφιο. Ο προσδιορισµός της uE(r) σε συνδυασµό µε τη
σχέση (2.62) µας δίνει τις κυµατοσυναρτήσεις (καταστάσεις) καθορισµένης τιµής ενέργειας
ΨE(r, t). Για τις καταστάσεις καθορισµένης τιµής ενέργειας παρατηρούµε ότι :

ρ(r, t) = |ΨE(r, t)|2 = |e−iEt/~|2|uE(r)|2 = |uE(r)|2 = ρ(r)

∆ηλαδή, όταν η κατάσταση ενός συστήµατος περιγράφεται από µια κυµατοσυνάρτηση καθο-
ϱισµένης τιµής της ενέργεια, η πιθανότητα να ϐρεθεί το σύστηµα σε µια περιοχή του χώρου
είναι ανεξάρτητη του χρόνου. Ο καταστάσεις αυτές λέγονται στάσιµες.

Οι καταστάσεις καθορισµένης τιµής ενέργειας, ΨE(r, t), έχουν ορισµένες χαρακτηριστικές
ιδιότητες που αναφέρουµε παρακάτω.

1. Σύµφωνα µε τη σχέση (2.62), η εξάρτηση από το χρόνο των ΨE(r, t) καθορίζεται
µονοσήµαντα από την τιµή της ενέργειας.

2. Είναι ορθογώνιες µεταξύ τους, εφόσον υπάρχουν κατάλληλες συνθήκες ώστε ο τελεστής
του Hamilton να είναι ερµιτιανός. ∆ηλαδή:

(
ΨEα , ΨEβ

)
=

∫
eiEαt/~u∗Eα

(r) e−iEβt/~uEβ
(r)dr = ei(Eα−Eβ)t/~(uEα , uEβ

)
= 0
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εφόσον Eα 6= Eβ.
3. Αν an και yn είναι οι ιδιοτιµές και οι ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή Â, Âyn = anyn,

που αντιστοιχεί στο ϕυσικό µέγεθος A, τότε η µέση τιµή των αποτελεσµάτων των µετρήσεων
του µεγέθους A όταν η κατάσταση του συστήµατος περιγράφεται από την κανονικοποιηµένη
κυµατοσυνάρτηση Ψ είναι:

〈Â〉Ψ = (Ψ, ÂΨ) =

∫
Ψ∗ÂΨdr (2.68αʹ)

Στην κατάσταση Ψ =
∑

n cnyn, η πιθανότητα να εµφανιστεί (µετρηθεί) η ιδιοτιµή an που
αντιστοιχεί στην ιδιοσυνάρτηση yn του Â είναι:

Π(an) = |cn|2 = |(yn, Ψ)|2 (2.68βʹ)

3α. Η αναµενόµενη τιµή ενός ϕυσικού µεγέθους, ο τελεστής του οποίου δεν εξαρτάται κα-
τά άµεσο τρόπο από το χρόνο, ως προς µια κυµατοσυνάρτηση καθορισµένης τιµής ενέργειας
είναι σταθερά:

〈Â〉ΨE
=

∫
Ψ∗

E(r, t)ÂΨE(r, t)dr =

∫
u∗E(r)ÂuE(r)dr = 〈Â〉uE

= σταθ.

3β. Η πιθανότητα Π(an) εύρεσης µιας ορισµένης τιµής an, του παραπάνω ϕυσικού, είναι
ανεξάρτητη του χρόνου. Πράγµατι, σύµφωνα µε τη σχέση (2.68βʹ) έχουµε:

Π(an) = |(yn, ΨE)|2 = |e−iEt/~|2|(yn(r), uE(r)
)|2 = |(yn(r), uE(r)

)|2 = σταθ.

Στα παραπάνω υποθέσαµε ότι ο τελεστής Â έχει διακεκριµένο ϕάσµα ιδιοτιµών. Ανάλογα
ισχύουν και για συνεχές ϕάσµα ιδιοτιµών.

3γ. Αν η κυµατοσυνάρτηση Ψ δεν είναι καθορισµένης τιµής ενέργειας, τότε η µέση τιµή
ενός τελεστή Ĝ ως προς την Ψ εξαρτάται από το χρόνο. Αν επιπλέον ο τελεστής Ĝ δεν εξαρτάται
από το χρόνο, ο ϱυθµός µεταβολής της µέσης τιµής του τελεστή είναι:

d〈Ĝ〉
dt

=
1

i~
〈[Ĝ, Ĥ

]〉 (2.69)

Η σχέση αυτή µας λέει ότι, αν ένας τελεστή που δεν εξαρτάται από το χρόνο, αντιµετατίθεται
µε τον τελεστή του Hamilton, η µέση τιµή του είναι ένα διατηρούµενο µέγεθος, δηλαδή µια
σταθερά της κίνησης. Για παράδειγµα οι µέσες τιµές του τελεστή της στροφορµής, l̂, και η
προβολής της επάνω σ΄ έναν άξονα, σε κεντρικά πεδία δυνάµεων είναι σταθερές της κίνησης,
αφού

[̂
l, Ĥ

]
=

[
l̂i, Ĥ

]
= 0, i = x, y, z, σύµφωνα µε τη σχέση (Γʹ.58).

Για την απόδειξη της (2.69) ξεκινάµε από τον ορισµό της µέσης τιµής, αντικαθιστούµε τον
παράγοντα ∂Ψ

∂t
που προκύπτει από την εξίσωση του Schrödinger, ∂Ψ

∂t
= 1

i~ĤΨ και λαµβάνουµε
υπόψη ότι ο τελεστής του Hamilton είναι ερµιτιανός. ΄Ετσι έχουµε: :

d

dt
〈Ĝ〉 =

d

dt

(
Ψ, ĜΨ

)
=

(∂Ψ

dt
, ĜΨ

)
+

(
Ψ, Ĝ

∂Ψ

dt

)

=
( 1

i~
ĤΨ, ĜΨ

)
+

(
Ψ, Ĝ

1

i~
ĤΨ

)
= − 1

i~
(
Ψ, ĤĜΨ

)
+

1

i~
(
Ψ, ĜĤΨ

)

=
1

i~
(
Ψ, (ĜĤ − ĤĜ)Ψ

)
=

1

i~
(
Ψ,

[
Ĝ, Ĥ

]
Ψ

)
=

1

i~
〈[Ĝ, Ĥ

]〉
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2.6 Συνθήκες για την κυµατοσυνάρτηση

Η λύση µιας ∆.Ε. εξαρτάται από τη µορφή της ∆.Ε., αλλά και από τις συνθήκες που πρέπει να
ικανοποιεί η λύση της. ΄Ετσι, για τη λύση της εξίσωσης του Schrödinger ενός κβαντοµηχανι-
κού προβλήµατος πρέπει να γνωρίζουµε τις συνθήκες που πρέπει να ικανοποιεί η κυµατοσυ-
νάρτηση Ψ(r, t). Οι συνθήκες αυτές πρέπει να εξασφαλίζουν ότι τα µεγέθη ρ(r, t) = |Ψ(r, t)|2
και j(r, t) = i~

2m

(
Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗) να έχουν συµπεριφορά που υπαγορεύεται από τη ϕυσική

ερµηνεία τους ως πυκνότητας πιθανότητας και ως ϱεύµατος πυκνότητας πιθανότητας. Αυτό
συνδέεται µε τη συνθήκη ο τελεστής του Hamilton να είναι ερµιτιανός. ΄Ετσι:

1. Η Ψ πρέπει να είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιµη:

∫
|Ψ|2dr = πεπερασµένο. (2.70)

Η συνθήκη αυτή εφαρµόζεται στα προβλήµατα δεσµίων καταστάσεων, δηλαδή, όταν η
κίνηση του σωµατιδίου, λόγω των δυνάµεων που εξασκούνται σ’ αυτό, περιορίζεται σ’ ένα
ορισµένο τµήµα του χώρου. Επίσης, αν το σωµατίδιο είναι ελεύθερο, όταν κατά την κίνησή
η ϑέση του είναι αρχικά καλά καθορισµένη, οπότε η κυµατοσυνάρτηση του σωµατιδίου είναι
ένα κυµατόδεµα. Συνέπεια της (2.70) είναι ο καθορισµός της οριακής συνθήκης στις
µεγάλες αποστάσεις. Για να ικανοποιείται η (2.70), πρέπει το µέτρο της κυµατοσυνάρτησης,
να τείνει στο µηδέν για µεγάλες αποστάσεις γρηγορότερα του r−3/2. Από τη συνθήκη (2.70)
έπεται, ότι η |Ψ| µπορεί να απειρίζεται για r = 0 όχι όµως γρηγορότερα από r−3/2.

Σηµείωση. Σε ορισµένα προβλήµατα, όπως στη σκέδαση, χρησιµοποιούµε µερικές ϕορές
και µη τετραγωνικά ολοκληρώσιµες κυµατοσυναρτήσεις.

2. Η Ψ και οι πρώτες µερικές παράγωγοι της πρέπει να είναι συνεχείς και µονότιµες.

Η συνθήκη αυτή ισχύει µόνο όταν το δυναµικό είναι πεπερασµένο (συνεχές ή ασυνεχές).
Αν υπάρχει ϐαθµίδα δυναµικού άπειρου ύψους σε µια επιφάνεια. η κυµατοσυνάρτηση είναι
µηδέν σε αυτή, η συνιστώσα όµως του ∇Ψ κατά µήκος της κάθετης προς την επιφάνεια είναι
ακαθόριστη.

Οι παραπάνω γενικές συνθήκες για την κυµατοσυνάρτηση συνεπάγονται αντίστοιχες συν-
ϑήκες, προκειµένου για δυναµικό V = V (r), για την κυµατοσυνάρτηση uE(r) και την
∇uE(r) της ανεξάρτητης από το χρόνο εξίσωσης του Schrödinger. Από τις συνθήκες αυτές
προκύπτουν, ανάλογα µε το πρόβληµα, οι οριακές συνθήκες των uE(r) καθώς και επιπρό-
σθετες συνθήκες κανονικότητας (συνέχειας και µονοτίµου) των uE(r) και της ∇uE(r). ΄Ετσι,
έχουµε να επιλύσουµε πρόβληµα οριακών τιµών, στο οποίο η παράµετρος που υπάρχει σχετί-
Ϲεται µε την ενέργεια. Από την επίλυση του προβλήµατος ιδιοτιµών προκύπτει το ενεργειακό
ϕάσµα το οποίο µπορεί να είναι διακεκριµένο, συνεχές ή µικτό.

2.7 Οι ϐασικές αρχές της Κβαντοµηχανικής

Η έως τώρα συζήτηση, πιστεύω ότι ήταν αρκετή ώστε να µπορέσουµε να συνοψίσουµε τις
ϐασικές αρχές της Κβαντοµηχανικής µε µια λιτή αλλά περιεκτική διατύπωση υπό µορφή
µερικών αξιωµάτων.

Αξίωµα 1. Σε κάθε κατάσταση ενός ϕυσικού συστήµατος αντιστοιχεί µια κυµατοσυνάρτηση,
δηλαδή ένα διάνυσµα του χώρου Hilbert. Η κυµατοσυνάρτηση περιέχει όλες τις πειραµατικά
ελέγξιµες πληροφορίες για την κατάσταση του ϕυσικού συστήµατος.



36 Η εξίσωση του Schrödinger

Αξίωµα 2. Σε κάθε ϕυσικό µέγεθος A αντιστοιχεί ένας ερµιτιανός τελεστής Â, οι ιδιοσυναρ-
τήσεις του οποίου αποτελούν ένα πλήρες σύνολο ιδιοσυναρτήσεων:

Âψn = anψn, an ∈ R

Οι µόνες δυνατές τιµές που προκύπτουν κατά τη µέτρηση του µεγέθους A είναι οι ιδιοτιµές
του τελεστή Â.
Σηµείωση. Αν το ϕυσικό µέγεθος εξαρτάται από τις δυναµικές µεταβλητές της ϑέσης και της
ορµής, η κατασκευή του τελεστή Â µπορεί να γίνει χρησιµοποιώντας την αναπαράσταση στο
χώρο των ϑέσεων, δηλαδή µε τις αντικαταστάσεις:

r → r̂ = r, p → p̂ = −i~∇r, E → Ê = i~
∂

∂t
, t → t̂ = t

Μπορεί όµως να γίνει και µε τη χρησιµοποίηση της αναπαράστασης στο χώρο των ορµών:

p → p̂ = p r → p̂ = i~∇p, E → Ê = i~
∂

∂t
, t → t̂ = t

Αξίωµα 3. Η µέση τιµή των αποτελεσµάτων των µετρήσεων του µεγέθους A όταν η κατάσταση
του συστήµατος περιγράφεται από την κανονικοποιηµένη κυµατοσυνάρτηση Ψ είναι:

〈A〉 = 〈Â〉 = (Ψ, ÂΨ) =

∫
Ψ∗ÂΨdr

Στην κατάσταση Ψ =
∑

n cnψn η πιθανότητα να εµφανιστεί (µετρηθεί) η ιδιοτιµή an που
αντιστοιχεί στην ιδιοσυνάρτηση ψn του Â είναι:

Π(an) = |cn|2 = |(ψn, Ψ)|2

Αξίωµα 4. Η κατάσταση του ϕυσικού συστήµατος µετά από µια µέτρηση δίνεται από την
ιδιοσυνάρτηση της ιδιοτιµής που µετρήθηκε.
Αξίωµα 5. Η χρονική εξέλιξη της κατάστασης ενός κβαντοµηχανικού συστήµατος διέπεται
από την εξίσωση του Schrödinger:

i~
∂

∂t
Ψ = ĤΨ

όπου Ĥ ο τελεστής της Χαµιλτονιανής του συστήµατος.
Σηµείωση. Σύµφωνα µε το αξίωµα 4, η µέτρηση του παρατηρήσιµου µεγέθους A επιφέρει
δραστική και µη ελεγχόµενη αλλαγή στην κυµατοσυνάρτηση (διάνυσµα) που περιγράφει την
κατάσταση του συστήµατος πριν από τη µέτρηση. Ανεξάρτητα µε ποιά είναι αυτή η κατάσταση
πριν από τη µέτρηση, αµέσως µετά από τη µέτρηση το σύστηµα ϑα περιγράφεται από την
ιδιοσυνάρτηση που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή (του Â) που µετρήθηκε. ∆ηλαδή, η µέτρηση του
µεγέθους A ‘‘εξαναγκάζει’’ το σύστηµα να µεταπέσει από την αρχική κατάσταση σε µια από
τις ιδιοκαταστάσεις του τελεστή Â. ∆ηλαδή:

Ψ µέτρηση του A−−−−−−−−−−→ ψn

όπου Ψ η κυµατοσυνάρτηση που περιγράφει το σύστηµα πριν από τη µέτρηση και ψn η
ιδιοσυνάρτηση που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή an (Âψn = anψn) που µετρήθηκε.

Επειδή, γενικά δεν είναι δυνατό να προβλέψουµε µε ϐεβαιότητα ποια ιδιοτιµή ϑα πάρουµε
κατά τη µέτρηση, δεν είναι δυνατό να γνωρίζουµε µε ϐεβαιότητα σε ποια ιδιοσυνάρτηση ϑα
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ϐρεθεί το σύστηµα µετά τη µέτρηση. Αυτό που γνωρίζουµε είναι η πιθανότητα µετάπτω-
σης του συστήµατος σε κάποια από τις δυνατές ιδιοκαταστάσεις του Â. ∆ηλαδή η µέτρηση
δίνει περισσότερες πληροφορίες για το σύστηµα αµέσως µετά τη µέτρηση παρά λίγο πριν τη
µέτρηση. Η µόνη εξαίρεση είναι όταν η κατάσταση του συστήµατος περιγράφεται από την
ιδιοσυνάρτηση του µεγέθους που µετράµε. ∆ηλαδή:

ψn µέτρηση του A−−−−−−−−−−→ ψn

2.8 Ανακεφαλαίωση

Στην Κβαντοµηχανική κάθε δυναµική µεταβλητή µπορεί να παρασταθεί µε έναν ερµιτιανό
τελεστή. Σε κάθε τέτοιο τελεστή προσεταιρίζεται µια γραµµική εξίσωση που έχει λύσεις µόνο
για ορισµένες ιδιοτιµές του τελεστή. Οι αντίστοιχες λύσεις της γραµµικής εξίσωσης λέγονται
ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή. Οι ιδιοτιµές του ερµιτιανού τελεστή είναι πραγµατικοί αριθ-
µοί, ορίζουν τις πιθανές τιµές της ϕυσικής µεταβλητής και χαρακτηρίζονται από ορισµένους
κβαντικούς αριθµούς. Οι αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις ορίζουν τις πιθανές καταστάσεις του
ϕυσικού συστήµατος και ικανοποιούν τις συνθήκες της ορθοκανονικότητας και της πληρό-
τητας.

Στη γενική περίπτωση που το ϕυσικό σύστηµα χαρακτηρίζεται από έναν αριθµό δυναµι-
κών µεταβλητών, η κατάστασή του περιγράφεται από µια κυµατοσυνάρτηση (διάνυσµα της
κατάστασης) ψα(x). Το α είναι ο δείκτης της κατάστασης, δηλαδή ένα σύνολο ιδιοτιµών της
ϕυσικής ποσότητας ή ένα σύνολο αντίστοιχων κβαντικών αριθµών που καθορίζει την κατά-
σταση του συστήµατος. Το x είναι ο δείκτης της αναπαράστασης, δηλαδή το σύνολο των
µεταβλητών από τις οποίες εξαρτάται η κυµατοσυνάρτηση, που µπορεί να είναι οι συντε-
ταγµένες της ϑέσης, της ορµής, οι δυνατοί προσανατολισµοί του σπιν σε µαγνητικό πεδίο
κλπ. Το τετράγωνο του µέτρου της κυµατοσυνάρτησης καθορίζει την πιθανότητα να ϐρεθεί
το σύστηµα στο συγκεκριµένο ‘‘σηµείο’’ x για ένα δοσµένο α.

Αν q και φq(x) είναι οι ιδιοτιµές και ιδιοσυναρτήσεις του ερµιτιανού τελεστή Q̂, Q̂φq(x) =
qφq(x) και οι φq(x) αποτελούν ένα πλήρες ορθοκανονικό σύστηµα:

∫
φ∗q′(x)φq(x)dx = 〈φq′ |φq〉 = 〈q′|q〉 = δq′q

η κυµατοσυνάρτηση ψα(x) µπορεί να αναπτυχθεί ως προς τις ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή Q̂:

ψα(x) =
∑

q

ca,qφq(x), ca,q = (φq(x), ψα(x)) (2.71)

Το µέτρο στο τετράγωνο των συντελεστών ca,q χαρακτηρίζει την πιθανότητα το ϕυσικό µέγεθος
να έχει την τιµή q όταν το σύστηµα ϐρίσκεται στην κατάσταση α. Εποµένως µπορούµε να ϑεω-
ϱήσουµε το σύνολο των συντελεστών ca,q του αναπτύγµατος (2.71) ως την κυµατοσυνάρτηση
της κατάστασης α στην q−αναπαράσταση.

Τα παραπάνω γίνονται περισσότερο διαφανή µε το συµβολισµό του Dirac και γράφοντας
τις κυµατοσυναρτήσεις ψα(x) και φq(x) καθώς και τους συντελεστές ca,q µε τη µορφή:

ψα(x) ≡ 〈x|α〉, φq(x) ≡ 〈x|q〉, ca,q ≡ 〈q|α〉 (2.72)

Με τη ϐοήθεια αυτών, η σχέση (2.71), που περιγράφει το µετασχηµατισµό της κατάστασης α
από τη q−αναπαϱάσταση (συνάρτηση cα,q) στη x−αναπαράσταση (συνάρτηση ψα(x)), µπορεί
να γραφεί µε τη µορφή:

〈x|α〉 =
∑

q

〈x|q〉〈q|α〉 (2.73)
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Από τη σχέση αυτή συµπεραίνουµε ότι η ιδιοσυνάρτηση 〈x|q〉 ≡ φq(x) του τελεστή Q̂ στη
x−αναπαράσταση µετασχηµατίζει µια κατάσταση από τη q−αναπαράσταση στη x−αναπαρά-
σταση. Γράφοντας το µετασχηµατισµό αυτό µε τη µορφή 〈x|q〉 δίνεται έµφαση στη συµµετρία
µεταξύ του δείκτη x της αναπαράστασης και του δείκτη q της κατάστασης. Ο αντίστροφος
µετασχηµατισµός 〈q|x〉 συµπίπτει µε το 〈x|q〉∗.

Εύκολα ϐρίσκεται η έκφραση του πίνακα ενός τελεστή από τη µια αναπαράσταση στην
άλλη:

〈x′|Ô|x〉 = 〈x′|ÎÔÎ|x〉 =
∑

q′q

〈x′|q′〉〈q′|Ô|q〉〈q|x〉

Η αλλαγή από τη µια αναπαράσταση στην άλλη, δηλαδή η αλλαγή από ορισµένες ανε-
ξάρτητες µεταβλητές σε άλλες, λέγεται κανονικός µετασχηµατισµός και περιγράφεται µε ένα
µοναδιαίο τελεστή (unitary operator) ή µετασχηµατισµό. Οι ϕυσικές ιδιότητες του συστή-
µατος µένουν αµετάβλητες υπό την επίδραση ενός µοναδιαίου τελεστή.

2.9 Ασκήσεις Κεφαλαίου 2

Η κατανόησης όσων αναφέρθηκαν στα προηγούµενα εδάφια στηρίζεται κατά ένα µεγάλο
µέρος στην εφαρµογή των εννοιών και της ϑεωρίας σε ορισµένες ασκήσεις. Οι παρακά-
τω ασκήσεις εξυπηρετούν αυτόν τον σκοπό αλλά υπάρχουν και ορισµένες που µπορούν να
ϑεωρηθούν ως συµπλήρωµα της ϑεωρίας. Οι ασκήσεις που είναι συµπλήρωµα της ϑεωρίας
σηµειώνονται µε ένα *.
1. Η συνάρτηση ψ(x, t) = f(x) cos ωt, όπου f(x) τετραγωνικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση,
είναι δυνατό να περιγράφει την κατάσταση ενός σωµατιδίου;

2. Η κατάσταση ενός σωµατιδίου, τη χρονική στιγµή t = 0, περιγράφεται από την κυµατοσυν-
άρτηση:

u(x) =
1√
2
(u1(x) + u2(x)) (2.74αʹ)

όπου u1(x) και u2(x) κανονικοποιηµένες πραγµατικές κυµατοσυναρτήσεις καθορισµένης
τιµής ενέργειας E1 και E2, αντίστοιχα. Επιπλέον η u1(x) είναι άρτια συνάρτηση και η u2(x)
περιττή συνάρτηση. Να δειχθεί ότι:
α) Η µέση τιµή της ενέργειας του σωµατιδίου και η αβεβαιότητά της είναι, αντίστοιχα:

〈E〉 =
1

2
(E1 + E2), ∆E =

1

2
|E1 − E2| (2.74βʹ)

ϐ) Αν 〈x〉0 είναι η µέση τιµή της ϑέσης τη χρονική στιγµή t = 0, τότε η µέση τιµή της ϑέσης
οποιαδήποτε χρονική στιγµή είναι:

〈x〉t = 〈x〉0 cos ωt, όπου ω = (E2 − E1)/~ (2.74γʹ)

3. Η κατάσταση ενός σωµατιδίου περιγράφεται από την κυµατοσυνάρτηση:

u(x) = N
(
u1(x) + 2u2(x) + u3(x)

)

όπου u1(x), u2(x) και u3(x) κανονικοποιηµένες ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή Â, που αντι-
στοιχεί στο παρατηρήσιµο ϕυσικό µέγεθος A, µε αντίστοιχες ιδιοτιµές: a1 = −1, a2 = 0 και
a3 = 1. Να δειχθεί ότι ο παράγοντας κανονικοποίησης N , η µέση τιµή 〈Â〉 και η αβεβαιότητα
∆Â του µεγέθους A είναι:

N =
1√
6

, 〈Â〉 = 0, ∆Â =
1√
3
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4. Η κανονικοποιηµένη κυµατοσυνάρτηση που περιγράφει την κίνηση του ηλεκτρονίου του
ατόµου του υδρογόνου στη ϐασική κατάσταση είναι:

u(r) =
1√
πa3

0

e−r/a0 , 0 ≤ r < ∞ (2.75αʹ)

όπου a0 = ~2
me

είναι η ακτίνα του Bohr, m είναι η µάζα και e το ϕορτίο του ηλεκτρονίου. Ο
πυρήνας ϑεωρείται ακίνητος στην αρχή των αξόνων. Να δειχθεί ότι:
α) Η µέση τιµή της απόστασης του ηλεκτρονίου από τον πυρήνα είναι:

〈r〉 = 4π

∫ ∞

0

r3u2(r)dr = · · · = 3

2
a0 (2.75βʹ)

ϐ) Η ακτινική πυκνότητα πιθανότητας (πιθανότητα ανά µονάδα ακτινικού διαστήµατος),
ρ(r) = 4πr2|u(r)|2, γίνεται µέγιστη στην απόσταση r = a0 από τον πυρήνα.

5. Να δειχθεί ότι, αν το δυναµικό V (r) αυξηθεί κατά τη σταθερή ποσότητα V0, για κάθε
r, τότε οι κυµατοσυναρτήσεις της ανεξάρτητης από το χρόνο εξίσωσης του Schrödinger δεν
µεταβάλλονται. Ποιά µεταβολή γίνεται στις ιδιοτιµές της ενέργειας;

6. Ξεκινώντας από τα αντίστοιχα ϱεύµατα πυκνότητας πιθανότητας, να δείξετε ότι οι κυµα-
τοσυναρτήσεις :

u1(r) =
1

r
eikr και u2(r) =

1

r
e−ikr

παριστάνουν σφαιρικά εξερχόµενο και εισερχόµενο κύµα, αντίστοιχα.

7*. Να δειχθεί ότι ο τελεστής της ορµής µπορεί να γραφεί µε τη µορφή:

p̂ =
im

~
[
Ĥ, r

]
(2.76)

Υπόδειξη. Ξεκινήστε από το δεξιό µέλος της (2.76) κάντε την αντικατάσταση Ĥ = 1
2m

(
p̂2

x + p̂2
y + p̂2

z

)
+

V (r) και αναπτύξτε τον αντιµεταθέτη.

8*. Να δειχθεί ότι:
〈p̂〉uE

= 0 (2.77)

όπου uE ιδιοσυνάρτηση του τελεστή του Hamilton.
Υπόδειξη. Ξεκινήστε από τον ορισµό της µέσης τιµής και αντικαταστήστε τον τελεστή της ορµής από
τη σχέση (2.76).

9*. Να δειχθεί ότι για τις µέσες τιµές των τελεστών r̂ = r και p̂ = −i~∇, ως προς την
κυµατοσυνάρτηση Ψ(r, t), ισχύουν οι σχέσεις:

d〈r〉
dt

=
〈p̂〉
m

και d〈p̂〉
dt

= 〈−∇V 〉 (2.78)

Υπόδειξη. Χρησιµοποιείστε τις σχέσεις (2.69) και (2.76).
Σηµείωση. Οι σχέσεις αυτές λέγονται συνήθως ϑεώρηµα του Ehrenfest. Από αυτές γίνεται ϕανερό
ότι οι σχέσεις της Νευτώνειας Μηχανικής : dr

dt = p
m και dp

dt = −∇V , ισχύουν στην Κβαντοµηχα-
νική για τις αντίστοιχες µέσες τιµές των τελεστών r̂ = r και p̂ ως προς τις λύσεις της εξίσωσης του
Schrödinger.
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10. Για σωµατίδιο που κινείται σε δυναµικό V (x) να δειχθεί ότι ισχύει:

d

dt
〈x2〉 =

1

m
〈x̂p̂x + p̂xx̂〉

11. Ελεύθερο σωµατίδιο κινείται στον x−άξονα.
α) Να δειχθεί ότι η µέση τιµή της ορµής είναι χρονικά αναλλοίωτη και ότι η µέση τιµή της
ϑέσης είναι γραµµική συνάρτηση του χρόνου.
ϐ) Να ϐρεθεί η χρονική εξάρτηση των µέσων τιµών του 〈x2〉 και 〈x̂p̂x + p̂xx̂〉.
γ) Να δειχθεί ότι µπορούµε να εκλέξουµε µια χρονική στιγµή t = t0 έτσι ώστε:

(∆x)2
t =

(∆x)2
0

m2
(t− t0)

2 + (∆x)2
0

12. Σωµατίδιο κινείται στο x− άξονα υπό την επίδραση δυναµικού της µορφής: V (x) = −kx
(π.χ. οµογενές ηλεκτρικό πεδίο ή πεδίο ϐαρύτητας).
α) Να ϐρεθεί χρονική εξέλιξη της µέσης τιµής της ϑέσης και της ορµής.
ϐ) Να δειχθεί ότι η αβεβαιότητα της ορµής είναι χρονικά αναλλοίωτη.

13. Σωµατίδιο κινείται σε µια διάσταση υπό την επίδραση δυναµικού αρµονικού ταλαντωτή:
V (x) = 1

2
kx2, k = σταθερά του ‘‘ελατηρίου’’. Αν η κατάσταση του σωµατιδίου περιγράφεται

από την κυµατοσυνάρτηση:

uλ(x) = N e−λx2/2

Να δειχθεί ότι:
α) Το σωµατίδιο έχει καθορισµένη τιµή της ενέργειας µόνον όταν η παράµετρος λ έχει την τιµή
λ =

√
km/~ και για αυτήν την τιµή του λ η ενέργεια του σωµατιδίου είναι E = 1

2
~
√

k
m

= 1
2
~ω,

όπου ω =
√

k
m

είναι η συχνότητα της κλασικής κίνησης.
ϐ) Η µέση τιµή του τελεστή του Hamilton (µέση ενέργεια) ως προς την κυµατοσυνάρτηση
uλ(x) είναι:

〈E〉 = 〈Ĥ〉 =
1

2m
〈p̂2〉+

k

2
〈x2〉 = · · · = 1

2m

~2λ

2
+

k

4λ

γ) Να γίνει η γραφική παράσταση της µέσης ενέργειας ως συνάρτηση της παραµέτρου λ και να
διαπιστώσετε ότι υπάρχει ένα ελάχιστο για λ = λ0 =

√
km/~ µε ελάχιστη τιµή: Emin = 1

2
~ω.

14. Ο τελεστής του Hamilton ενός σωµατιδίου που κινείται υπό την επίδραση δυναµικού
αρµονικού ταλαντωτή είναι: Ĥ = 1

2m
p̂2 + k

2
x̂2. Να δειχθεί ότι ισχύει η σχέση:

x̂ =
1

i~
[
Ĥ, p̂

]

και ότι η µέση τιµή του τελεστή της ϑέσης ως προς τις ιδιοσυναρτήσεις του Ĥ είναι µηδέν.

15. Η κυµατοσυνάρτηση ενός ελεύθερου σωµατιδίου, τη χρονική στιγµή t = 0 είναι:

ψ(x, 0) = N

∫ ∞

−∞
e|k|/k0+ikxdk

α) Να υπολογιστεί το γινόµενο (∆x)(∆p) τη χρονική στιγµή t = 0.
ϐ) Ποια είναι η πιθανότητα Π(p1, t) ώστε η ορµή του σωµατιδίου τη χρονική στιγµή t 6= 0 να
ϐρίσκεται µεταξύ −p1 και p1;
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16. Οι τελεστές Â και B̂ αντιστοιχούν στα παρατηρήσιµα ϕυσικά µεγέθη A και B. Οι ιδιοτι-
µές και οι ιδιοσυναρτήσεις των Â και B̂ είναι αντίστοιχα α1, α2, |ψ1〉, |ψ2〉 και β1, β2, |ϕ1〉, |ϕ2〉.
Οι ιδιοκαταστάσεις των Â και B̂ συνδέονται µεταξύ τους µε τις σχέσεις:

|ψ1〉 =
1

5
(3|ϕ1〉+ 4|ϕ2〉) , |ψ2〉 =

1

5
(4|ϕ1〉 − 3|ϕ2〉)

α) Αν κατά τη µέτρηση του µεγέθους A πάρουµε ως αποτέλεσµα την τιµή α1, ποια είναι η
κατάσταση του συστήµατος αµέσως µετά τη µέτρηση;
ϐ) Αν στη συνέχεια γίνει µια µέτρηση του µεγέθους B ποιες είναι οι δυνατές τιµές που ϑα
πάρουµε και µε ποια πιθανότητα;
γ) Αµέσως µετά τη µέτρηση του B µετράµε το µέγεθος A ξανά. Ποια είναι η πιθανότητα να
έχουµε ως αποτέλεσµα την τιµή α1;

17. Η κατάσταση ενός σωµατιδίου, που ϐρίσκεται σε συµµετρικό δυναµικό (V (x) = V (−x)),
τη χρονική στιγµή t = 0, περιγράφεται από την κυµατοσυνάρτηση:

ψ(x, 0) = N
[
3u0(x) + u2(x) + 2u3(x)

]

όπου ui(x) είναι ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή Ĥ : Ĥui(x) = Eiui(x).
α) Να ϐρεθεί η τιµή του παράγοντα κανονικοποίησης N για t = 0 και t > 0.
ϐ) Η ψ(x, 0) έχει καθορισµένη πάριτυ;

γ) Τη χρονική στιγµή t > 0 µετριέται η πάριτυ της κατάστασης ψ(x, t).
γ1) Ποια είναι η πιθανότητα το αποτέλεσµα της µέτρησης να είναι +1 και ποια να είναι −1;

γ2) Ποια είναι η κυµατοσυνάρτηση που περιγράφει το σύστηµα αµέσως µετά τη µέτρηση,
όταν η µέτρηση δώσει +1 και ποια όταν δώσει −1;

γ3) Είναι η πάριτυ σταθερά της κίνησης;
γ4) Ποια είναι η µέση τιµή της ενέργειας πριν από τη µέτρηση και αµέσως µετά τη µέτρηση;

18*. Η εξίσωση του Schrödinger δυο αλληλεπιδρώντων σωµατιδίων µάζας m1 και m2 είναι:

i~
∂

∂t
Ψ(r1, r2, t) =

[
− ~2

2m1

∇2
1 −

~2

2m2

∇2
2 + V (r1 − r2)

]
Ψ(r1, r2, t) (2.79αʹ)

όπου r1, r2 τα διανύσµατα ϑέσης των δύο σωµατιδίων και ∇2
i = ∂2

∂x2
i

+ ∂2

∂y2
i

+ ∂2

∂z2
i
, i = 1, 2.

Να δειχθεί ότι µε την εισαγωγή των διανυσµάτων του κέντρου µάζας και της σχετικής
απόστασης:

R =
m1r1 + m2r2

M
= µ

( r1

m1

+
r2

m2

)
, r = r1 − r2, M = m1 + m2, µ =

m1 + m2

M

η εξίσωση του Schrödinger διαχωρίζεται στις δύο εξισώσεις:

i~
∂

∂t
Ψcm(R, t) = − ~2

2M
∇2

RΨcm(R, t) (2.79βʹ)

i~
∂

∂t
Ψr(r, t) = − ~

2

2µ
∇2

rΨr(r, t) + V (r)Ψ(r, t) (2.79γʹ)

Η εξίσωση (2.79βʹ) είναι η εξίσωση του Schrödinger ελευθέρου σωµατιδίου µάζας M που
περιγράφει τη µεταφορική κίνηση του κέντρου µάζας. Η εξίσωση (2.79γʹ) είναι η εξίσωση του
Schrödinger σωµατιδίου µάζας µ που περιγράφει τη σχετική κίνηση των δύο σωµατιδίων.
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Υπόδειξη. ∆είξτε ότι:

∇1 =
m1

M
∇R + ∇r, ∇2 =

m2

M
∇R −∇r, και 1

m1
∇2

1 +
1

m2
∇2

2 =
1
M
∇2

R +
1
µ
∇2

r

Αντικαταστήστε στην εξίσωση (2.79αʹ) και εφαρµόστε τη µέθοδο χωρισµού των µεταβλητών, Ϲητώντας
λύσεις της µορφής:

Ψ(r1, r2, t) = Ψcm(R, t)Ψr(r, t)

19*. Να δειχθεί ότι αν x0 είναι ένα σηµείο πεπερασµένης ασυνέχειας του δυναµικού V (x)
τότε η κυµατοσυνάρτηση u(x) είναι συνεχής στην περιοχή αυτού του σηµείου.
Υπόδειξη. Ολοκληρώστε και τα δύο µέλη της ανεξάρτητης από το χρόνο εξίσωσης του Schrödinger
από x0 − ε1 έως x0 + ε2 για να οδηγηθείτε στη σχέση:

lim
ε1 → 0
ε2 → 0

[du(x)
dx

∣∣∣
x0+ε2

− du(x)
dx

∣∣∣
x0−ε1

]
= 0 ⇒ du(x)

dx

∣∣∣
x0+0

=
du(x)

dx

∣∣∣
x0−0

20*. Να δειχθεί ότι οι ιδιοτιµές τις ενέργειας ενός δέσµιου µονοδιάστατου προβλήµατος,
οπότε lim

x→±∞
u(x) = 0, δεν είναι εκφυλισµένες.

Υπόδειξη. Υποθέσετε ότι στην ιδιοτιµή E αντιστοιχούν οι ιδιοσυναρτήσεις u1(x) και u2(x). Γράψτε
την εξίσωση του Schrödinger για τις u1(x) και u2(x) και ϐρείτε µια σχέση µεταξύ αυτών. Από τη
σχέση αυτή και επειδή lim

x→±∞ui(x) = 0, i = 1, 2, συµπεράνατε ότι οι u1(x) και u2(x) είναι γραµµικά
εξαρτηµένες.



Κεφάλαιο 3

Προβλήµατα µιας διάστασης

Αν και τα πραγµατικά κβαντικά συστήµατα είναι τριών διαστάσεων, υπάρχουν ορισµένες πε-
ϱιπτώσεις όπου αυτά συµπεριφέρονται προσεγγιστικά σαν να έχουµε κίνηση σε µια διάσταση.
Επίσης µπορούµε να ϐγάλουµε χρήσιµα συµπεράσµατα αν κάνουµε την απλοποιηµένη υπό-
ϑεση ότι όλα συµβαίνουν σε µια διάσταση. Η µελέτη των προβληµάτων µιας διάστασης, λόγω
της σχετικής απλότητας έναντι των τρισδιάστατων προβληµάτων, ϐοηθάει επίσης στην κατα-
νόηση όσων αναφέρθηκαν στο Κεφάλαιο 2. Θα ασχοληθούµε µε προβλήµατα ενός σωµατιδίου
υπό την επίδραση δυναµικού που δεν εξαρτάται από το χρόνο, µε έµφαση στις στάσιµες ιδιο-
καταστάσεις. Οι καταστάσεις αυτές παρουσιάζουν µεγάλο ενδιαφέρον επειδή: α) Η κάθε
κατάσταση αντιστοιχεί σε µια χαρακτηριστική ενέργεια. ϐ) Αν το σύστηµα ϐρίσκεται αρχι-
κά σε µια τέτοια κατάσταση, παραµένει σε αυτήν συνέχεια. γ) Η εύρεση των ιδιοτιµών και
ιδιοσυναρτήσεων του τελεστή του Hamilton ϐοηθούν στην εύρεση της χρονικής εξέλιξης της
κυµατοσυνάρτησης που περιγράφει µια οποιαδήποτε κατάσταση.

3.1 ∆έσµιες και µη δέσµιες καταστάσεις

Στην περίπτωση που ένα σωµατίδιο κινείται κατά τον άξονα των x η εξίσωση του Schrödinger
γράφεται

− ~
2

2m

d2u(x)

dx2
+ V (x)u(x) = Eu(x) (3.1)

Το είδος της κατάστασης του σωµατιδίου εξαρτάται από το δυναµικό V (x) και από τις τιµές
της ενέργειας E του σωµατιδίου. Αν η µορφή του V (x) είναι τέτοια ώστε lim

x→±∞
V (x) = V±

(χωρίς να περιορίζεται η γενικότητα του προβλήµατος ϑεωρούµε ότι V− > V+) τότε ανάλογα
µε τις τιµές της ενέργειας του σωµατιδίου διακρίνουµε τις περιπτώσεις:
• Για E > V −: οι καταστάσεις δεν είναι δέ-
σµιες, το ενεργειακό ϕάσµα είναι συνεχές και
διπλά εκφυλισµένο.
• Για V + < E < V−: οι καταστάσεις δεν είναι
δέσµιες, το ενεργειακό ϕάσµα είναι συνεχές και
δεν είναι εκφυλισµένο.
• Για E < V +: οι καταστάσεις είναι δέσµιες, το
ενεργειακό ϕάσµα είναι διακεκριµένο και δεν
είναι εκφυλισµένο.

 x

V
(x

)

+ E<V_

+

V <E<V VV+

_
_E>V

Σχήµα 3.1:

43
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3.1.1 Ελεύθερο σωµατίδιο

Η απλούστερη περίπτωση που µπορούµε να λύσουµε την εξίσωση του Schrödinger είναι
αυτή του ελεύθερου σωµατιδίου, όταν το σωµατίδιο κινείται χωρίς την επίδραση εξωτερικών
δυνάµεων και εποµένως το δυναµικό είναι µηδέν. Για V (x) = 0, η εξίσωση του Schrödinger
είναι:

− ~
2

2m

d2u(x)

dx2
= Eu(x), x ∈ (−∞,∞) (3.2αʹ)

Για ευκολία έχει παραληφθεί ο δείκτης της ιδιοτιµής από την κυµατοσυνάρτηση. Η (3.2αʹ)
γράφεται ακόµη:

u′′(x) + k2u(x) = 0, k2 =
2mE

~2
(3.2βʹ)

Η γενική λύση αυτής είναι:1

u(x) = A+eikx + A−e−ikx (3.2γʹ)

Οι συναρτήσεις u(x) και u′(x) είναι συνεχείς συναρτήσεις στο διάστηµα x ∈ (−∞,∞) για
κάθε τιµή των αυθαίρετων σταθερών A± και ϕραγµένες για x → ±∞ για κάθε πραγµατική
τιµή k, δηλαδή για E ≥ 0. Αν το k δεν είναι πραγµατικός αριθµός, η u(x) ϑα απειρίζεται
είτε για x = +∞ είτε για x = −∞. Επειδή δεν υπάρχουν άλλοι περιορισµοί το ϕάσµα των
ιδιοτιµών της ενέργειας είναι συνεχές και σε κάθε τιµή της ενέργειας αντιστοιχούν οι δύο
γραµµικά ανεξάρτητες κυµατοσυναρτήσεις:

u+(x) = A+eikx και u−(x) = A−e−ikx (3.2δʹ)

αφού οι σταθερές A± παραµένουν αυθαίρετες. ∆ηλαδή, το ϕάσµα των ιδιοτιµών της ενέργειας
είναι διπλά εκφυλισµένο.

Οι λύσεις u±(x) είναι συγχρόνως και ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή της ορµής p̂ = −i~ d
dx

:

p̂u±(x) = −i~A±
d

dx
e±ikx = ±~ku±(x) (3.2εʹ)

Οι ιδιοτιµές του p̂ είναι p± = ±~k. Εποµένως η u+(x) = A+eikx παριστάνει κίνηση προς
τα δεξιά και η u−(x) = A−e−ikx κίνηση προς τα αριστερά, εφόσον k > 0. Συχνά λέµε ότι η
κυµατοσυνάρτηση eikx παριστάνει ένα κύµα που οδεύει προς τα δεξιά και η e−ikx ένα κύµα
που οδεύει προς τα αριστερά.

Το ϱεύµα πυκνότητας πιθανότητας που αντιστοιχεί στις καταστάσεις u±(x), σύµφωνα µε
τις σχέσεις (2.38) και (2.41) είναι:

j± = Re
[
u∗±(x)

1

m
p̂ u±(x)︸ ︷︷ ︸
±~ku±

]
= Re

[
A∗
± e−i(±k)x 1

m
(±~k) A±ei(±k)x

]
= ± |A±|2~k

m

= ±|A±|2 p

m
= ±|A±|2v (3.2ϛʹ)

∆ηλαδή, η αριθµητική τιµή του ϱεύµατος πυκνότητας πιθανότητας, που δίνει τη ϱοή
των σωµατιδίων (αριθµός σωµατιδίων ανά µονάδα χρόνου που διασχίζουν µια µοναδιαία
επιφάνεια κάθετη στην κατεύθυνση της δέσµης των σωµατιδίων), είναι ανάλογη της ταχύτητας

1Ανάλογα µε το πρόβληµα που εξετάζουµε η λύση της (3.2βʹ) γράφεται και µε τις παρακάτω ισοδύναµες
γραφές:

u(x) = A sin kx + B cos kx = C cos(kx− ϕ)
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των σωµατιδίων µε κατεύθυνση προς τα δεξιά για την u+(x) και προς τα αριστερά για την
u−(x).

Σηµειώνεται ότι οι κυµατοσυναρτήσεις e±ikx είναι παντού ϕραγµένες, δεν µηδενίζονται
στο άπειρο και εποµένως δεν είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιµες. Η ϕυσική τους σηµασία
ϐρίσκεται στο γεγονός ότι είναι κατάλληλες στην περιγραφή του προβλήµατος της σκέδασης.

3.1.2 Μη ελεύθερο σωµατίδιο

΄Οταν το σωµατίδιο ϐρίσκεται σε δυναµικό που είναι παντού µηδέν, εκτός από µια πεπερα-
σµένη περιοχή όπου είναι διάφορο του µηδενός, τότε η λύση της εξίσωσης του Schrödinger
δεν είναι το ίδιο απλή όπως και προηγουµένως. ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις:
α) ΄Οταν το δυναµικό είναι παντού µηδέν εκτός από µια πεπερασµένη περιοχή όπου αυτό είναι
ϑετικό, η ασυµπτωτική συµπεριφορά της u(x) (για x → ±∞) δίνεται από τη συνάρτηση της
(3.2γʹ), Για µεγάλα |x| (x → ±∞), η κυµατοσυνάρτηση συµπεριφέρεται όπως οι συναρτήσεις:

u(x) = A−e−ikx, για κίνηση προς τα αριστερα (3.3αʹ)
u(x) = A+eikx, για κίνηση προς τα δεξιά (3.3βʹ)

και εποµένως ϑα έχουµε ένα συνεχές ϕάσµα ιδιοτιµών της ενέργειας, διπλά εκφυλισµένο.
Αυτές οι καταστάσεις λέγονται καταστάσεις σκέδασης (scattering states).
ϐ) ΄Οταν το δυναµικό είναι παντού µηδέν, εκτός από µια πεπερασµένη περιοχή όπου είναι
αρνητικό, ενδέχεται να υπάρχουν λύσεις της εξίσωσης (3.1) µε αρνητικές τιµές της ενέργειας.
Για αυτές τις τιµές της ενέργειας το σωµατίδιο ϐρίσκεται εντοπισµένο κυρίως σε αυτήν την
περιοχή. Αυτές οι καταστάσεις λέγονται δέσµιες καταστάσεις (bound states). Για τις
δέσµιες καταστάσεις, η u(x) είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιµη.

Στην περίπτωση των δεσµίων καταστάσεων η ασυµπτωτική συµπεριφορά των κυµατοσυ-
ναρτήσεων παίζει ϐασικό ϱόλο στην αναζήτηση της λύσης της εξίσωσης (3.1). ΄Ετσι, αν το
δυναµικό είναι αρνητικό σε µια µικρή περιοχή του άξονα των x και µηδέν εκτός αυτής, η
λύση της εξίσωσης (3.1) έξω από αυτήν την περιοχή (για E < 0) είναι της µορφής:

u(x) = A ekx + B e−kx, k2 =
2m|E|
~2

(3.4αʹ)

Επειδή η κυµατοσυνάρτηση δεν πρέπει να απειρίζεται σε µεγάλες αποστάσεις, η u(x)
πρέπει να έχει τη µορφή:

u(x) = Aekx, για x → −∞ (3.4βʹ)
u(x) = Be−kx, για x → +∞ (3.4γʹ)

Αυτές οι οριακές συνθήκες είναι πολύ περιοριστικές. Στη γενική περίπτωση υπάρχει µόνο
ένας περιορισµένος αριθµός διακεκριµένων τιµών της ενέργειας E για τις οποίες οι λύσεις της
∆.Ε. (3.1) τις ικανοποιεί. Το ϕυσικό σύστηµα έχει πλέον ένα διακεκριµένο ϕάσµα δεσµίων
ενεργειακών καταστάσεων. Τα συστήµατα αυτά έχουν επίσης λύσεις που αντιστοιχούν σε
ϑετικές τιµές της ενέργειας. ∆ηλαδή το ολικό ενεργειακό ϕάσµα µπορεί να αποτελείται από
ένα συνεχές µέρος και ένα ασυνεχές.

3.2 Ορθογώνιο ϕράγµα δυναµικού - Φαινόµενο σύραγγος

΄Ενα µεγάλο µέρος των γνώσεών µας για τις πυρηνικές δυνάµεις, σχεδόν όλες οι γνώσεις
µας της Φυσικής Υψηλών Ενεργειών και σηµαντικές γνώσεις για τη δοµή των ατόµων και
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µορίων, προέρχονται από πειράµατα σκέδασης. Σε ένα τέτοιο πείραµα, µια δέσµη σωµατι-
δίων κατευθύνεται προς ένα στόχο και µε έναν ή περισσότερους ανιχνευτές ανιχνεύονται
η διεύθυνση ή και το είδος των σκεδαζόµενων σωµατιδίων. Οι παρατηρήσεις αυτές δίνουν
πληροφορίες για τη ϕύση της αλληλεπίδρασης των σωµατιδίων του στόχου µε τα σωµατίδια
της δέσµης καθώς και για τη δοµή αυτών, αν υπάρχει.

Θα εξετάσουµε την απλούστερη περίπτωση σκέδασης, όταν τα σωµατίδια ϑεωρούνται χω-
ϱίς δοµή, κινούνται κατά µήκος µιας ευθείας γραµµής και η αλληλεπίδραση του στόχου µε
τα σωµατίδια της δέσµης προέρχεται από ένα πραγµατικό δυναµικό (συνάρτηση δυναµικής
ενέργειας). Εποµένως, κατά τη διαδικασία της σκέδασης διατηϱείται η ολική ενέργεια. Επει-
δή η κίνηση γίνεται σε µια διάσταση µπορούµε να εξετάσουµε αν το σωµατίδιο της δέσµης
ανακλάται από το στόχο προς τα πίσω ή το διαπερνά.

Η όλη ανάλυση γίνεται µε τη ϐοήθεια των καταστάσεων καθορισµένης τιµής ενέργειας.
Επειδή όµως τα σωµατίδια της δέσµης δεν είναι δυνατό να έχουν όλα την ίδια ακριβώς
ενέργεια, αν οι προβλέψεις για τις πιθανότητες ανάκλασης ή διέλευσης των σωµατιδίων γίνουν
ως συναρτήσεις της ενέργειας τότε η αβεβαιότητα της ενέργειας των σωµατιδίων της δέσµης
µπορεί να περιληφθεί στο τελικό στάδιο της ανάλυσης.

Τα ϐασικά µεγέθη, που µελετάµε σε αυτού του είδους τα προβλήµατα, είναι ο συντελε-
στής διέλευσης T , που είναι ο λόγος της πυκνότητας ϱεύµατος πιθανότητας των διερχοµένων
σωµατιδίων προς την πυκνότητα ϱεύµατος πιθανότητας των προσπιπτόντων σωµατιδίων και ο
συντελεστής ανάκλασης R, που είναι η απόλυτη τιµή της πυκνότητας ϱεύµατος πιθανότητας
των ανακλωµένων σωµατιδίων προς την πυκνότητα ϱεύµατος πιθανότητας των προσπιπτόντων
σωµατιδίων

T =
jT

jI

, R =

∣∣∣∣
jR

jI

∣∣∣∣ (3.5)

Για ελαστική σκέδαση ισχύει η σχέση

T + R = 1

Υπενθυµίζουµε ότι αν η στάσιµη κατάσταση περιγράφεται από την κυµατοσυνάρτηση
καθορισµένης τιµής ενέργειας u(x), τότε η πυκνότητα ϱεύµατος πιθανότητας δίνεται από τη
σχέση

j(x) = − i~
2m

(
u∗

du

dx
− du∗

dx
u

)
= Re[u∗v̂u] (3.6)

όπου v̂ είναι ο τελεστής της ταχύτητας, v̂ = p̂/m. Η τελευταία έκφραση του j(x) ϐρίσκεται
σε πλήρη αντιστοιχία µε την κλασική πυκνότητα ϱεύµατος jcl = ρv, η οποία παριστάνει
τον αριθµό των σωµατιδίων που διέρχονται από µια επιφάνεια κάθετη προς την κίνηση των
σωµατιδίων, ανά µονάδα επιφάνειας και ανά µονάδα χρόνου.

3.2.1 Σκέδαση από ορθογώνιο ϕράγµα δυναµικού

Στη συνέχεια ϑα µελετήσουµε τη σκέδαση
από ορθογώνιο ϕράγµα δυναµικού. ∆ηλαδή,
την περίπτωση κατά την οποία τα σωµατίδια
της δέσµης κινούµενα από αριστερά προς τα
δεξιά προσπίπτουν στο δυναµικό:

V (x) =





0 , x < 0
V0 , 0 ≤ x ≤ L , V0 > 0
0 , x > L

(3.7) 0  

 (C) (B)(A)

x

V0

L

Σχήµα 3.2:



3.2 Ορθογώνιο ϕράγµα δυναµικού - Φαινόµενο σύραγγος 47

Η λύση της εξίσωσης του Schrödinger εξαρτάται από την τιµή της ενέργειας E του σωµα-
τιδίου. Θα εξετάσουµε πρώτα την περίπτωση E > V0 και στη συνέχεια την E < V0. Η πορεία
που ϑα ακολουθήσουµε και στις δύο περιπτώσεις είναι να γράψουµε και να λύσουµε την
εξίσωση του Schrödinger στις τρεις περιοχές που το δυναµικό χωρίζει τον x− άξονα. Στη συ-
νέχεια ϑα εφαρµόσουµε τις συνθήκες συνέχειας της κυµατοσυνάρτησης και της παραγώγου
της στα κοινά σηµεία των διαφόρων περιοχών.

Περίπτωση E > V0

Η εξίσωση του Schrödinger στις τρεις περιοχές A, B και C γράφεται:

− ~2

2m

d2uA

dx2
= EuA ⇒ u′′A + k2

0uA = 0, k2
0 =

2mE

~2
(3.8αʹ)

− ~2

2m

d2uB

dx2
+ V0uB = EuB ⇒ u′′B + k2uB = 0, k2 =

2m(E − V0)

~2
(3.8βʹ)

− ~2

2m

d2uC

dx2
= EuC ⇒ u′′C + k2

0uC = 0, k2
0 =

2mE

~2
(3.8γʹ)

Οι λύσεις των τριών ∆.Ε δίνει την κυµατοσυνάρτηση που είναι της µορφής:

u(x) =





uA(x) = A+eik0x + A−e−ik0x, x ≤ 0
uB(x) = B+eikx + B−e−ikx, 0 ≤ x ≤ L
uC(x) = C+eik0x + C−e−ik0x, x ≥ L

(3.9αʹ)

Επειδή η εξίσωση του Schrödinger είναι γραµµική και οµογενής, αν πολλαπλασιάσουµε
την ιδιοσυνάρτηση u(x) µε µια σταθερά, η συνάρτηση που προκύπτει είναι πάλι ιδιοσυνάρτη-
ση του τελεστή του Hamilton που ανήκει στην ίδια ιδιοτιµή. Αυτήν τη σταθερά µπορούµε να
τη διαλέξουµε έτσι ώστε η αυθαίρετη σταθερά A+ να είναι µονάδα. ∆ιαφορετικά, η συνάρτηση
A+eik0x που σχετίζεται µε τη ϱοή των σωµατιδίων της προσπίπτουσας δέσµης, µπορεί πάντα
να εκλεγεί σ΄ ένα πείραµα έτσι ώστε A+ = 1. Επίσης, επειδή δεχόµαστε ότι δεν υπάρχουν σω-
µατίδια προσπίπτοντα στο ϕράγµα από δεξιά, ϑα έχουµε C− = 0. ΄Ετσι η κυµατοσυνάρτηση
(3.9αʹ), ϑέτοντας A− = A και C+ = C, γράφεται:

u(x) =





uA(x) = eik0x + A e−ik0x, x ≤ 0
uB(x) = B+eikx + B−e−ikx, 0 ≤ x ≤ L
uC(x) = C eik0x, x ≥ L

(3.9βʹ)

Οι κυµατοσυναρτήσεις που αντιστοιχούν στα προσπίπτοντα σωµατίδια uI(x), στα ανακλώ-
µενα σωµατίδια uR(x), στα διερχόµενα σωµατίδια uT (x) και τα αντίστοιχα ϱεύµατα πυκνότη-
τας πιθανότητας είναι:

uI(x) = eik0x, uR(x) = A e−ik0x, uT (x) = C eik0x

jI =
~k0

m
, jR = −~k0

m
|A|2, jT =

~k0

m
|C|2

Εποµένως οι συντελεστές T και R των σχέσεων της (3.5) γράφονται:

T = |C|2 , R = |A|2 (3.10)

Ο προσδιορισµός των συντελεστών A και C γίνεται εφαρµόζοντας τις συνθήκες συνέχειας
της κυµατοσυνάρτησης και της πρώτης παραγώγου της, στα σηµεία ασυνέχειας του δυναµι-
κού (x = 0 και x = L).
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x = 0 :
uA(0) = uB(0) ⇒ 1 + A = B+ + B−
u′A(0) = u′B(0) ⇒ k0(1− A) = k

(
B+ −B−

) (3.11αʹ)

x = L :
uB(L) = uC(0) ⇒ B+eikL + B−e−ikL = C eik0L

u′B(0) = u′C(0) ⇒ k
(
B+eikL −B−e−ikL

)
= k0C eik0L (3.11βʹ)

Αν απαλείψουµε τους αγνώστους (συντελεστές) B+ και B− από τις παραπάνω εξισώσεις
οδηγούµαστε σε σύστηµα δύο εξισώσεων ως προς A και C. Η λύση αυτών δίνει:

A =
(k2

0 − k2)(1− ei2kL)

(k0 + k)2 − (k0 − k)2 ei2kL
, C =

4k0k ei(k−k0)L

(k0 + k)2 − (k0 − k)2 ei2kL

Λόγω της (3.10) οι συντελεστές διέλευσης και ανάκλασης, µετά από λίγες πράξεις, ϐρί-
σκεται ότι είναι:

T =
jT

jI

= |C|2 =
4k2

0k
2

4k2
0k

2 +
(

2mV0

~2
)2

sin2 kL
(3.12αʹ)

R =
∣∣∣jR

jI

∣∣∣ = |A|2 =

(
2mV0

~2
)2

sin2 kL

4k2
0k

2 +
(

2mV0

~2
)2

sin2 kL
(3.12βʹ)

Από τις σχέσεις αυτές ϐλέπουµε αµέσως ότι: T + R = 1.
Αντίθετα µε ότι περιµένουµε κλασικά, ο συντελεστής ανάκλασης R, είναι εν γένει διά-

ϕορος του µηδενός και εποµένως υπάρχει εν γένει πιθανότητα διαφορετική του µηδενός το
σωµατίδιο να ανακλαστεί. Οι συντελεστές R και T παίρνουν τις τιµές R = 0 και T = 1,
δηλαδή το ϕράγµα γίνεται τελείως διαφανές, όταν ισχύει:

kL = nπ, n = 1, 2, 3, . . . ⇒ p

~
L = nπ ⇒ h/λ

h/2π
L = nπ ⇒ L = n

λ

2

∆ηλαδή έχουµε ένα είδος συντονισµού (δηµιουργία στάσιµων κυµάτων) όταν το εύρος του
ϕράγµατος είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του µισού µήκους κύµατος κατά de Broglie. Η
δίοδος των σωµατιδίων µέσω του ορθογωνίου ϕράγµατος δυναµικού, οδηγεί σε ϕαινόµενα
συντονισµού, αγνώστου τύπου στην Κλασική Φυσική. Στο Σχ. 3.3 ϕαίνεται πως µεταβάλλεται
οι συντελεστές T µε και R µε την ενέργεια.

10 20 30 40 50 60 70
EHMeVL0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

T

V1=10 MeV, x2−x1=10 fm

10 20 30 40 50 60 70
EHMeVL0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

R

V1=10 MeV, x2−x1=10 fm

Σχήµα 3.3: Οι συντελεστές διέλευσης και ανάκλασης ως συναρτήσεις της ενέργειας, κατά τη σκέδαση
ενός νουκλεονίου από ορθογώνιο ϕράγµα δυναµικού ύψους 10 MeV και εύρους 10 fm.

Περίπτωση E < V0
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Ο υπολογισµός των T και R σε αυτήν την περίπτωση γίνεται όπως και στην προηγούµενη.
Η µόνη διαφορά είναι ότι στην εξίσωση του Schrödinger στην περιοχή B, σχέση (3.8βʹ), για
τη σταθερά k ισχύει: k2 = 2m(E−V0)

~2 < 0 και εποµένως k = ϕανταστικός αριθµός. Αν ϑέσουµε:

k′ =

√
2m

~2
(V0 − E) = ik

η εξίσωση του Schrödinger και η αντίστοιχη λύση της στην περιοχή B του δυναµικού είναι:

u′′B − k′ 2uB = 0, uB(x) = B+ek′x + B−e−k′x

Οι σχέσεις (3.12αʹ) και (3.12βʹ) των συντελεστών T και R ϑα ισχύουν και στην περίπτωση
που εξετάζεται εφόσον ϑέσουµε σε αυτές όπου k = ik′. Αυτό σηµαίνει ότι στις σχέσεις (3.12αʹ)
και (3.12βʹ) πρέπει όπου (E−V0) να ϑέσουµε (V0−E) και όπου sin kL να ϑέσουµε sin(ik′L) =
i sinh k′L. ΄Ετσι οι σχέσεις (3.12αʹ) και (3.12βʹ) των συντελεστών T και R γράφονται:

T =
jT

jI

= |C|2 =
4k2

0k
′ 2

4k2
0k
′ 2 +

(
2mV0

~2
)2

sinh2 k′L
(3.13αʹ)

R =
∣∣∣jR

jI

∣∣∣ = |A|2 =

(
2mV0

~2
)2

sinh2 k′L

4k2
0k
′ 2 +

(
2mV0

~2
)2

sinh2 k′L
(3.13βʹ)

Από τη σχέση (3.13αʹ) παρατηρούµε ότι, T 6= 0 και εποµένως υπάρχει ορισµένη πιθανό-
τητα το σωµατίδιο να διέλθει δια του ϕράγµατος, αν και κλασικά µια τέτοια διέλευση είναι
αδύνατη. Το ϕαινόµενο αυτό λέγεται ϕαινόµενο σύραγγος. Αυτό είναι σηµαντικό εφόσον
k′L < 1. Για αυτές τις τιµές του του k′L ισχύει sinh2 k′L ≈ 0 και εποµένως T ≈ 1.

Τέλος, µια προσεγγιστική έκφραση του συντελεστή διέλευσης µπορεί να ϐρεθεί όταν το
εύρος L του ϕράγµατος είναι µεγάλο και το ύψος του πολύ µεγαλύτερο της ενέργειας του
σωµατιδίου, V0 À E. Σ’ αυτήν την περίπτωση η µεταβλητή k′L = L

√
2m(V0 − E)/~2 του

υπερβολικού ηµιτόνου είναι: k′L À 1, οπότε µπορούµε να γράψουµε:

sinh k′L ' 1

2
ek′L

και ο συντελεστής διέλευσης παίρνει την προσεγγιστική µορφή:

T ≈ 16
E(V0 − E)

V 2
0

e−2k′L

Παρατηρούµε ότι ο συντελεστής διέλευσης εξαρτάται εκθετικά από τις µεταβολές της ενέρ-
γειας του σωµατιδίου και του εύρους του ϕράγµατος. Αυτό σηµαίνει ότι µικρές µεταβολές
στην ενέργεια του σωµατιδίου ή του εύρους του ϕράγµατος έχουν ως αποτέλεσµα µεγάλες
µεταβολές στο συντελεστή διέλευσης. Αυτή η χαρακτηριστική συµπεριφορά του συντελεστή
διέλευσης παρατηρείται στην α διάσπαση των ϱαδιενεργών πυρήνων, όπου ο χρόνος Ϲωής
(που σχετίζεται µε την πιθανότητα διάσπασης) εξαρτάται εκθετικά από την ενέργεια του εκ-
πεµπόµενου σωµατιδίου α. Ενώ οι ενέργειες των εκπεµποµένων σωµατιδίων µεταβάλλονται
στην στενή περιοχή µερικών MeV (4 MeV έως 9 MeV) οι χρόνοι Ϲωής των ϱαδιενεργών πυρήνων
εκτείνονται από 10−7 sec µέχρι 1010 έτη.

Στην περίπτωση ενός τυχαίου ϕράγµατος δυναµικού, µε V (x) 6= 0 στο διάστηµα [x1, x2],
µπορεί να δειχθεί ότι η προσεγγιστική έκφραση του συντελεστή διέλευσης είναι:

T ≈ exp
[
− 1

~

∫ x2

x1

√
8m(V (x)− E) dx

]

που εµφανίζεται στη ϑεωρία της α−διάσπασης.
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3.3 Το ϕρέαρ δυναµικού απείρου ϐάθους

Σε αυτό το πρόβληµα ϑεωρούµε ένα σωµατίδιο µάζας m µέσα στο δυναµικό (δυναµική ενέρ-
γεια) της µορφής:

V (x) =

{
0, 0 < x < L
∞, x < 0, x > L

Στις περιοχές x < 0 και x > L, όπου το δυναµικό είναι άπειρο, η κυµατοσυνάρτηση
είναι µηδέν. Στην περιοχή 0 < x < L η κυµατοσυνάρτηση είναι λύση της εξίσωσης του
Schrödinger:

d2u(x)

dx2
+

2mE

~2
u(x) = 0, u′′(x) + k2

0u(x) = 0, k2
0 =

2mE

~2
(3.14αʹ)

και ικανοποιεί τη συνθήκη συνέχειας της κυµατοσυνάρτησης στα σηµεία ασυνέχειας του
δυναµικού:

u(0) = 0, u(L) = 0 (3.14βʹ)

Η λύση της ∆.Ε. (3.14αʹ) µπορεί να γραφεί µε τη µορφή:

u(x) = A cos k0x + B sin k0x (3.14γʹ)

Λόγω της µορφής της λύσης και της πρώτης από τις οριακές συνθήκες έχουµε:

u(0) = 0 ⇒ A · 1 + B · 0 = 0 ⇒ A = 0

οπότε η λύση γράφεται:
u(x) = B sin k0x

Λόγω της δεύτερης οριακής συνθήκης έχουµε:

u(L) = 0 ⇒ B sin k0L = 0

Επειδή δεν µπορεί να ισχύει B = 0, γιατί τότε η λύση της ∆.Ε. ϑα ήταν µηδέν για κάθε x,
πρέπει να ισχύει:

sin k0L = 0 ⇒ k0L = nπ, n = 0,±1,±2,±3 . . . (3.15αʹ)

Η σχέση στην οποία καταλήξαµε, επειδή k2
0 = 2mE/~2, δίνει τις δυνατές τιµές της ενέρ-

γειας που µπορεί να έχει ένα σωµατίδιο που ϐρίσκεται υπό την επίδραση του δυναµικού που
εξετάζουµε. Οι δυνατές τιµές της ενέργειας είναι:

E = En =
~2π2

2mL2
n2, n = 1, 2, 3, . . . (3.15βʹ)

Οι αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις είναι:

un(x) = B sin
nπx

L
, 0 ≤ x ≤ L

Η αυθαίρετη σταθερά B προσδιορίζεται µε κανονικοποίηση της un(x):

∫ L

0

|un(x)|2dx = 1 ⇒ |B|2
∫ L

0

sin2 nπx

L
dx = 1 ⇒ |B|2L/2 = 1 ⇒ B =

√
2/L
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Εποµένως οι κανονικοποιηµένες ιδιοσυναρτήσεις είναι:

un(x) =





0, x ≤ 0, x ≥ L
n = 1, 2, 3 . . .√

2

L
sin

(nπx

L

)
, 0 ≤ x ≤ L

(3.16)

Λόγω της απλότητας του προβλήµατος που εξετάζεται µπορούµε να δούµε εύκολα κάποια
ϐασικά χαρακτηριστικά που ισχύουν όχι µόνο στη συγκεκριµένη περίπτωση αλλά (ενδεχοµέ-
νως µε κάποιες τροποποιήσεις) και σε άλλα γενικότερα προβλήµατα της Κβαντοµηχανικής.

1. Η γραφική παράσταση των κυµατοσυναρτήσεων
των τριών πρώτων καταστάσεων ϕαίνεται στο Σχήµα 3.4.
Είναι ενδιαφέρον να παρατηρήσουµε ότι οι ιδιοσυναρτή-
σεις αυτές είναι εναλλάξ άρτιες ή περιττές συναρτήσεις
ως προς το κέντρο του ϕρέατος. Αυτό είναι ένα γενικό
συµπέρασµα όλων των δυναµικών V (x) που είναι συµ-
µετρικά ως προς κάποιο σηµείο. Το συµπέρασµα αυτό
στηρίζεται στην άσκηση 11 του εδαφίου Γʹ.8, που λέει
ότι όταν το δυναµικό είναι συµµετρικό ως προς την αρ-
χή (εδώ είναι συµµετρικό ως προς το σηµείο x = L/2),
ο τελεστής του Hamilton αντιµετατίθεται µε τον τελε-
στή της πάριτυ και εποµένως έχουν ένα κοινό σύνολο
ιδιοσυναρτήσεων. Επειδή οι ιδιοσυναρτήσεις του τελε-
στή της πάριτυ είναι άρτιες ή περιττές συναρτήσεις, ϑα
πρέπει οι κυµατοσυναρτήσεις (3.16) να είναι άρτιες ή
περιττές συναρτήσεις ως προς το σηµείο x′ = 0, όπου
x′ = x−L/2. Από ϕυσική σκοπιά είναι λογικό να περι-
µένουµε ότι οι ιδιοσυναρτήσεις ϑα είναι άρτιες ή περιττές
ως προς το σηµείο x = L/2, γιατί µόνο τότε η πιθανό-
τητα να ϐρεθεί το σωµατίδιο δεξιά ή αριστερά από αυτό
το σηµείο ϑα είναι ίδια, όπως επιβάλλει η κατοπτρική
συµµετρία του δυναµικού.

E1

E2=4E1
E3=9E1
L0 Lê2

Σχήµα 3.4: Το ορθογώνιο ϕρέαρ
δυναµικού απείρου ύψους, οι τρεις
πρώτες ενεργειακές καταστάσεις και
οι αντίστοιχες κυµατοσυναρτήσεις.
E1 = ~2π2

2mL2 .

2. Μια άλλη ενδιαφέρουσα παρατήρηση είναι ότι η κυµατοσυνάρτηση της ϐασικής κατά-
στασης δεν έχει κανέναν κόµβο (καµία ϱίζα µέσα στο ϕρέαρ), της πρώτης διεγερµένης έχει
έναν κόµβο, της δεύτερης δύο κλπ. Αυτό είναι ένα γενικό συµπέρασµα και συνδέεται µε
το ϑεώρηµα των κόµβων, που λέει ότι ο αριθµός των κόµβων (ϱιζών) αυξάνει κατά µονάδα
καθώς προχωράµε από τη ϐασική κατάσταση (κανένας κόµβος) στις ανώτερες. Το ϑεώρηµα
αυτό είναι πολύ χρήσιµο όταν λύνουµε αριθµητικά την εξίσωση του Schrödinger και δεν
έχουµε κάποια σχέση για τις ιδιοτιµές της ενέργειας. Σ’ αυτήν την περίπτωση µπορούµε να
διαπιστώσουµε αν έχουν ϐρεθεί όλες οι ιδιοτιµές παρατηρώντας τον αριθµό των κόµβων των
κυµατοσυναρτήσεων.

3. Η ενέργεια της ϐασικής κατάστασης (n = 1) είναι:

E1 =
~2π2

2mL2

Στην τιµή αυτής της ενέργειας µπορούµε να οδηγηθούµε χρησιµοποιώντας τη σχέση απροσ-
διοριστίας του Heisenberg, ∆x∆p = ~

2
.
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Η µέση τιµή της ενέργειας ενός σωµατίδιο στο δυναµικό που εξετάζουµε είναι:

E = 〈Ĥ〉 =
〈p̂2〉
2m

+ 〈V 〉︸︷︷︸
=0

=
〈p̂2〉
2m

=
(∆p)2

2m
(3.17)

Χρησιµοποιήσαµε τη σχέση (∆p)2 = 〈p̂2〉 − 〈p̂〉2 = 〈p̂2〉, επειδή για τις κυµατοσυναρτήσεις
καθορισµένης τιµής της ενέργειας ισχύει 〈p̂〉 = 0 (ϐλέπε άσκηση 8 του εδαφίου 2.9).

Σύµφωνα µε τη σχέση (3.17), η ενέργεια γίνεται ελάχιστη όταν το (∆p) γίνει ελάχιστο. Στο
ελάχιστο ∆p αντιστοιχεί το µέγιστο ∆x, που δεν µπορεί να είναι µεγαλύτερο από το εύρος του
δυναµικού, δηλαδή ∆x ' L. Η αντικατάσταση αυτής της τιµής του ∆x στην προσεγγιστική
έκφραση της σχέσης της απροσδιοριστίας δίνει:

∆x∆p ' ~ ⇒ ∆p ' ~
∆x

=
~
L

Η αντικατάσταση της τιµής του ∆p στη σχέση (3.17) δίνει:

Emin =
~2

2mL2

Η τιµή του Emin είναι ίδια µε την E1 χωρίς τον παράγοντα π2. Η παραπάνω διαδικασία
είναι πολύ συνηθισµένη και µας δίνει µια προσεγγιστική τιµή της ενέργειας της ϐασικής
κατάστασης στις περιπτώσεις που η λύση της εξίσωσης του Schrödinger είναι πολύπλοκη ή
αδύνατη.

4. Ο νόµος κβάντωσης των ενεργειακών καταστάσεων είναι:

En = E1 · n2 (n = 1, 2, 3, , . . .), E1 =
~2π2

2mL2

∆ηλαδή, οι ενεργειακές στάθµες αποµακρύνονται η µια από την άλλη καθώς προχωράµε από
τη ϑεµελιώδη (n = 1) στις ανώτερες διεγερµένες καταστάσεις. Η κβάντωση των ενεργειακών
καταστάσεων είναι εντονότερη όσο µικρότερη είναι η µάζα του σωµατιδίου και όσο µικρότερη
είναι η διάσταση µέσα στην οποία είναι εγκλωβισµένο το σωµατίδιο. Εποµένως δεν είναι σωστό
να λέµε ότι η κβαντική συµπεριφορά της ύλης εµφανίζεται στα σωµατίδια του µικρόκοσµου,
αλλά πρέπει να λέµε ότι, η κβαντική συµπεριφορά της ύλης εµφανίζεται στα σωµατίδια του
µικρόκοσµου που είναι εγκλωβισµένα σε µικρές περιοχές του χώρου.

5. Η απόσταση δύο διαδοχικών ενεργειακών σταθµών και η αντίστοιχη σχετική ενεργειακή
απόσταση είναι:

∆En = En+1 − En =
~2π2

2mL2
[(n + 1)2 − n2] =

~2π2

2mL2
(2n + 1)

' ~2π2

mL2
n (για µεγάλα n) (3.18)

∆En

En

=
2n + 1

n2
' 2

n
(για µεγάλα n) (3.19)

Παρατηρούµε ότι οι σχετικές αποστάσεις των διαδοχικών ενεργειακών σταθµών µικραί-
νουν (το ενεργειακό ϕάσµα γίνεται συνεχές) όταν L → ∞ ή m → ∞ ή h → 0. Επίσης
παρατηρούµε ότι lim

n→∞
∆En/En = 0. ∆ηλαδή έχουµε την κλασική συµπεριφορά του σωµατι-

δίου όχι µόνο όταν L →∞ ή m →∞ ή h → 0, αλλά και για µεγάλους κβαντικούς αριθµούς,
σύµφωνα µε την αρχή της αντιστοιχίας.
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Ας δούµε πως µπορούν να χρησιµοποιηθούν αυτά σε ένα ϕυσικό πρόβληµα, στην αγω-
γιµότητα ορισµένων στερεών.

΄Οταν ένα ηλεκτρόνιο κινείται σε όλο το κρυσταλλικό δυναµικό ενός στερεού, η πιο χαρα-
κτηριστική ιδιότητα του δυναµικού που αυτό ‘‘αντιλαµβάνεται’’, είναι η επιφάνεια του στερεού
που το κρατά εγκλωβισµένο. Σε αυτήν την περίπτωση τα ϕρέατα δυναµικού των ατόµων του
στερεού µπορούν να ϑεωρηθούν δευτερεύουσας σηµασίας. ΄Ετσι, σε µια πρώτη προσέγγιση,
ϕαίνεται λογικό να αγνοήσουµε τα ατοµικά ϕρέατα και να ϑεωρήσουµε ότι το ηλεκτρόνιο
κινείται µέσα σε ένα άδειο κουτί. Οι υποθέσεις αυτές οδηγούν στο πρότυπο του ελεύθερου
ηλεκτρονίου που, παρά την απλότητά του, παίζει έναν κεντρικό ϱόλο στην περιγραφή της
ηλεκτρονικής κίνησης σ’ ένα στερεό.

Σύµφωνα µε τη σχέση (3.18), οι ενεργειακές καταστάσεις του ελεύθερου ηλεκτρονί-
ου σ’ ένα στερεό είναι πολύ κοντά η µια µε την άλλη µε διαφορές ενεργειών της τάξης
∆E ≈ nh2/(mL2) (n = 1, 2, 3, . . .), όπου L είναι ένα τυπικό µήκος του πλέγµατος. Στην
πράξη το L είναι µερικά εκατοστά και το n περίπου ίσο µε τον αριθµό των ατόµων κατά
µήκος µιας διάστασης του πλέγµατος, τάξης 106. ΄Ετσι, οι γειτονικές ενεργειακές καταστά-
σεις διαφέρουν µεταξύ τους κατά 10−11 eV. Επειδή η διαφορά αυτή είναι πολύ µικρότερη
από µια τυπική ϑερµική ενέργεια (κατά τις ϑερµικές κρούσεις, σε ϑερµοκρασία δωµατίου,
ανταλλάσσεται ενέργεια τάξης kT ≈ 1/40 eV) µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι αυτές αποτελούν
ένα συνεχές ϕάσµα ενεργειών. Αν και η περαιτέρω µελέτη πρέπει να γίνει χρησιµοποιών-
τας τη στατιστική Fermi-Dirac, είναι εύκολο να συµπεράνουµε ότι, επειδή οι διαφορές των
ενεργειών των γειτονικών καταστάσεων είναι πολύ µικρές, οι µεταπτώσεις µεταξύ των κατα-
στάσεων γίνονται πολύ εύκολα µε την επίδραση ενός εξωτερικού ηλεκτρικού πεδίου. ∆ηλαδή,
σύµφωνα µε το πρότυπο αυτό ένα στερεό είναι αγωγός του ηλεκτρισµού.

Η κύρια ανεπάρκεια αυτού του απλού προτύπου ϐρίσκεται στο γεγονός ότι όλα τα στερεά
δεν είναι αγωγοί. Κάποια είναι µονωτές ή ηµιαγωγοί. Η διαφορά αυτή ϑα πρέπει να οφείλεται
στα ϕρέατα δυναµικού των ατόµων τα οποία αγνοήθηκαν στην παραπάνω µελέτη. ΄Ενα ϐελ-
τιωµένο πρότυπο της ηλεκτρονικής κίνησης στα στερεά, που περιλαµβάνει την περιοδικότητα
των ατοµικών δυναµικών, οδηγεί στις ενεργειακές Ϲώνες των στερεών.

3.4 Το ϕρέαρ δυναµικού πεπερασµένου ϐάθους

Θα εξετάσουµε την κίνηση σωµατιδίου σε πηγάδι δυ-
ναµικού εύρους 2a και ϐάθους V0 > 0 του Σχ. 3.5.
∆ηλαδή, της µορφής:

V (x) =





V0, x < −a
0, −a < x < a
V0, x > a

Η αρχή των αξόνων έχει παρθεί στο κέντρο του πυθµέ-
να του δυναµικού για την αξιοποίηση της κατοπτρικής
συµµετρίας του δυναµικού.

V0
V(x)

-a  

 (C)  (B)(A)

x

V0

a

Σχήµα 3.5:

΄Οπως και στην περίπτωση του ϕράγµατος δυναµικού, γράφουµε την εξίσωση του Schrödinger
για τις περιοχές που το δυναµικό χωρίζει τον x−άξονα.
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Η εξίσωση του Schrödinger στις τρεις περιοχές A, B και C γράφεται:

− ~2

2m

d2uA(x)

dx2
+ V0uA(x) = EuA(x) ⇒ u′′A − γ2uA = 0, γ2 =

2m(V0 − E)

~2
(3.20αʹ)

− ~2

2m

d2uB(x)

dx2
= EuB(x) ⇒ u′′B + k2

0uB = 0, k2
0 =

2mE

~2
(3.20βʹ)

− ~2

2m

d2uC(x)

dx2
+ V0uC(x) = EuC(x) ⇒ u′′C − γ2uC = 0 (3.20γʹ)

Οι λύσεις των τριών ∆.Ε δίνει την κυµατοσυνάρτηση που είναι της µορφής:

u(x) =





uA(x) = A+eγx + A−e−γx, x ≤ −a
uB(x) = B+ cos k0x + B− sin k0x, −a ≤ x ≤ a
uC(x) = C+eγx + C−e−γx, x ≥ a

(3.21αʹ)

Επειδή η uA(x) δεν είναι ϕραγµένη για x → −∞ (λόγω του όρου e−γx), πρέπει να ϑέσουµε
A− = 0 και επειδή η uC(x) δεν είναι ϕραγµένη για x → +∞ (λόγω του όρου eγx) πρέπει
να ϑέσουµε C+ = 0. Τέλος, επειδή στις περιοχές A και C εµφανίζονται µόνο οι συναρτήσεις
eγx και e−γx, αντίστοιχα, αν ϑέσουµε A+ = A και C− = C, η κυµατοσυνάρτηση (3.21αʹ)
γράφεται:

u(x) =





uA(x) = Aeγx, x ≤ −a
uB(x) = B+ cos k0x + B− sin k0x, −a ≤ x ≤ a
uC(x) = Ce−γx, x ≥ a

(3.21βʹ)

Λόγω της συµµετρίας του δυναµικού V (x) = V (−x) ϑα εξετάσουµε πρώτα την περίπτωση
των αρτίων κυµατοσυναρτήσεων και στη συνέχεια των περιττών.

΄Αρτιες καταστάσεις
Για να είναι η κυµατοσυνάρτηση άρτια πρέπει να ϑέσουµε B− = 0 και C = A. ΄Ετσι οι

άρτιες κυµατοσυναρτήσεις είναι:

u(x) =





uA(x) = Aeγx, x ≤ −a
uB(x) = B cos k0x, −a ≤ x ≤ a
uC(x) = Ae−γx, x ≥ a

(3.22)

Επειδή η κυµατοσυνάρτηση και η παράγωγός της είναι παντού συνεχείς συναρτήσεις,
πρέπει να εξετάσουµε τις συνθήκες συνέχειας εκεί που αλλάζει µορφή η κυµατοσυνάρτηση,
δηλαδή στα σηµεία ασυνέχειας του δυναµικού x = −a και x = a. Λόγω της συµµετρίας του
δυναµικού οι συνθήκες αυτές είναι ταυτόσηµες στα δύο σηµεία, οπότε αρκεί να εξεταστούν
σε ένα µόνο από τα δύο σηµεία ασυνέχειας, έστω το x = a. Στο σηµείο αυτό πρέπει να ισχύει:

uB(a) = uC(a) ⇒ B cos k0a = Ae−γa (3.23αʹ)
u′B(a) = u′C(a) ⇒ −Bk0 sin k0a = −Aγe−γa (3.23βʹ)

Η διαίρεση κατά µέλη των δύο εξισώσεων δίνει:

tan k0a =
γ

k0

(3.24)

Επειδή γ =
√

2m(V0−E)
~2 και k0 =

√
2mE
~2 , συµπεραίνουµε ότι οι δυνατές τιµές της ενέργειας

των δεσµίων αρτίων καταστάσεων του σωµατιδίου προκύπτουν από τη λύση της εξίσωσης
(3.24). Η εξίσωση αυτή, που είναι υπερβατική, µπορεί να λυθεί είτε αριθµητικά είτε γραφικά.
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Περιττές καταστάσεις
Για να είναι η κυµατοσυνάρτηση (4.49βʹ) περιττή, πρέπει να ϑέσουµε B+ = 0 και C = −A.

΄Ετσι οι περιττές κυµατοσυναρτήσεις είναι:

u(x) =





uA(x) = Aeγx, x ≤ −a
uB(x) = B sin k0x, −a ≤ x ≤ a
uC(x) = −Ae−γx, x ≥ a

(3.25)

Οι συνθήκες συνέχειας στο σηµείο x = a δίνουν:

uB(a) = uC(a) ⇒ B sin k0a = −Ae−γa (3.26αʹ)
u′B(a) = u′C(a) ⇒ Bk0 cos k0a = Aγe−γa (3.26βʹ)

Η διαίρεση κατά µέλη των δύο εξισώσεων δίνει:

cot k0a = − γ

k0

(3.27)

Η εξίσωση αυτή δίνει τις δυνατές τιµές της ενέργειας των δεσµίων περιττών καταστάσεων.
Αυτή έχει λύσεις (αν έχει) µόνο για διακεκριµένες τιµές της ενέργειας. Η (3.27), όπως και η
αντίστοιχη εξίσωση των αρτίων καταστάσεων, λύνεται αριθµητικά είτε γραφικά.
Σηµείωση 1. Οι δυνατές τιµές της ενέργειας που ϐρίσκονται από τη λύση των υπερβατικών
εξισώσεων αντικαθίστανται στην εξίσωση (3.23αʹ) των αρτίων καταστάσεων ή στην εξίσωση
(4.50αʹ) των περιττών καταστάσεων και προσδιορίζεται η αυθαίρετη σταθερά B ως συνάρτηση
της σταθεράς A. ΄Ετσι οι αντίστοιχες κυµατοσυναρτήσεις έχουν µια µόνο αυθαίρετη σταθερά,
την A, που προσδιορίζεται από τη συνθήκη κανονικοποίησης της κυµατοσυνάρτησης.
Σηµείωση 2. Στην αριθµητική ή γραφική λύση ενός προβλήµατος είναι αναγκαίο να
χρησιµοποιούνται οι ‘‘ϕυσικές’’ µονάδες µέτρησης της ενέργειας και του µήκους, έτσι ώστε
τα διάφορα µεγέθη να µην παριστάνονται ούτε µε πολύ µεγάλους ούτε µε πολύ µικρούς
αριθµούς. ∆ιαφορετικά ϑα έχουµε ανακρίβειες στους αριθµητικούς υπολογισµούς. Αν οι
αποστάσεις και οι ενέργειες µετρούνται µε τις αυθαίρετες µονάδες L0 και E0, αντίστοιχα,
δηλαδή x = x̃L0 και E = ẼE0 τότε η εξίσωση του Schrödinger) γράφεται:

d2u(x)

dx2
+

2m

~2

[
E − V (x)

]
u(x) = 0 ⇒ 1

L2
0

d2u

dx̃2
+

2m

~2
E0

[
Ẽ − Ṽ (x̃)

]
u(x̃) = 0

Η τελευταία εξίσωση, ϑέτοντας x̃ → x, Ẽ → E και Ṽ → V , γράφεται:

d2u

dx2
+ C

[
E − V (x)

]
u(x) = 0 (3.28αʹ)

όπου τώρα τα x, E και V (x) είναι αδιάστατα και η σταθερά C είναι:

C =
2mE0L

2
0

~2
=

2(mc2)E0L
2
0

(~c)2
(3.28βʹ)

Στην Ατοµική Φυσική χρησιµοποιούνται οι µονάδες nm και Å για το µήκος και eV για
την ενέργεια. Οι αντίστοιχες µονάδες στην Πυρηνική Φυσική είναι fm και MeV

1 nm = 10 Å = 10−9 m = 10−7 cm, 1 fm = 10−15 m = 10−13 cm

1 eV = 1, 602177 · 10−19 J, 1 MeV = 106 eV
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Επειδή

mec
2 ' 0, 511 MeV = 5, 11 · 105 eV, ~c = 197, 33 MeV fm = 1973, 3 eV Å

η σταθερά C, ανάλογα µε το ϕυσικό σύστηµα, παίρνει τις τιµές:

Για m = me, [L0] = Å, [E] = eV τότε C = 0, 26246
Για m = me, [L0] = nm, [E] = eV τότε C = 26, 246
Για m = mp ' m, [L0] = fm, [E] = MeV τότε C = 0, 0482

Γραφική µέθοδος
Η γραφική λύση των εξισώσεων ιδιοτιµών (3.24) και (3.27) µπορεί να γίνει ως εξής: Τα δύο

µέλη της εξίσωσης (3.24), για παράδειγµα, είναι συναρτήσεις της ενέργειας. Τα κοινά σηµεία
των γραφικών παραστάσεων των δύο συναρτήσεων αντιστοιχούν στις ιδιοτιµές της ενέργειας
των αρτίων καταστάσεων. Η γραφική µέθοδος γίνεται απλούστερη αν χρησιµοποιηθούν οι
νέες συναρτήσεις:

η = a
√

C(V0 − E) και ξ = a
√

CE (ξ ≥ 0, η ≥ 0) (3.29)

Για τις οποίες ισχύει η σχέση:

ξ2 + η2 = R2 όπου R2 = Ca2V0 (3.30)

Με τη ϐοήθεια των ξ και η οι εξισώσεις ιδιοτιµών (3.24) και (3.27) γράφονται, αντίστοιχα:

ηeven = ξ tan ξ και ηodd = −ξ cot ξ (3.31)

Οι λύσεις ως προς E των εξισώσεων (3.31) είναι εκείνες οι τιµές των ξ = ξ(E) και η = η(E)
των σχέσεων (3.29) που ικανοποιούν τις εξισώσεις (3.31). Οι ιδιοτιµές της ενέργειας µπορούν
να ϐρεθούν από τα σηµεία τοµής των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων:

η(ξ) =
√

R2 − ξ2 και ηeven(ξ) = ξ tan ξ για τις άρτιες καταστάσεις (3.32)
η(ξ) =

√
R2 − ξ2 και ηodd(ξ) = −ξ cot ξ για τις περιττές καταστάσεις (3.33)

Παράδειγµα. Οι γραφικές παραστάσεις των παραπάνω συναρτήσεων µπορούν να γίνουν
σχετικά εύκολα αν χρησιµοποιήσουµε κάποιο πρόγραµµα συµβολικού προγραµµατισµού
όπως η Mathematica. Αν ένα ηλεκτρόνιο ϐρίσκεται σε ορθογωνίου ϕρέατος δυναµικού µε
παραµέτρους a = 0, 2 nm και V0 = 300 eV, οι εντολές που ϑα µας οδηγήσουν στις γραφικές
παραστάσεις είναι:
α) Ορίζουµε τις σταθερές του προβλήµατος

c = 26.247; v0 = 300; L = 0.2; radius = Sqrt[c ∗ v0 ∗ L2];

ϐ) Με τη ϐοήθεια των σχέσεων (3.32) και (3.33) ορίζουµε τις συναρτήσεις η(ξ), ηeven(ξ) και
ηodd(ξ)

eta[xi−] := Sqrt[radius2 − xi2]/; xi <= radius;

eta[xi−] := 0/; xi > radius;

etaEven[xi−] := xi ∗ Tan[xi];
etaOdd[xi−] := −xi ∗ Cot[xi];
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γ) Χρησιµοποιούµε τις κατάλληλες επιλογές της εσωτερικής εντολής Plot για να πάρουµε τις
γραφικές παραστάσεις των Ϲευγών των συναρτήσεων η(ξ), ηeven(ξ) και η(ξ), ηodd(ξ).

EvenState = Plot[ {eta[xi], etaEven[xi]}, {xi, 0, 20},
PlotRange→ {{0, 20}, {0, 20}}, Frame→ True,

PlotStyle→ {{Dashing[{0.02}]}, {Thickness[0.004]}},
FrameLabel→ {′′xi′′, ′′eta, eta(even)′′ },
PlotLabel→′′ (a)′′ ];

OddState = Plot[ {eta[xi], etaOdd[xi]}, {xi, 0, 20},
PlotRange→ {{0, 20}, {0, 20}}, Frame→ True,

PlotStyle→ {{Dashing[{0.02}]}, {Thickness[0.004]}},
FrameLabel→ {′′xi′′, ′′eta, eta(odd)′′ },
PlotLabel→′′ (b)′′ ];

Show[ GraphicsArray[{EvenState, OddState}] ]

Η τελευταία εντολή, που περιέχει τις εσωτερικές εντολές Show και GraphicsArray δίνουν
τη µια γραφική παράσταση δίπλα στην άλλη όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 3.6.
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Σχήµα 3.6: Γραφική λύση των εξισώσεων (3.32) (Σχήµα a) και (3.33) (Σχήµα b) για τις επιτρεπτές
τιµές της ενέργειας του ηλεκτρονίου στο ορθογώνιο ϕρέαρ δυναµικού µε παραµέτρους V0 = 300 eV
και 2L = 0.4 nm. Οι συνεχείς καµπύλες είναι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων ηeven(ξ) =
ξ tan ξ και ηodd(ξ) = −ξ cot ξ, ενώ οι διακεκοµµένες είναι της συνάρτησης η(ξ) =

√
R2 − ξ2.

Παρατηρούµε ότι υπάρχουν 6 σηµεία τοµής στο Σχήµα 3.6(a) και άλλα τόσα στο 3.6(b).
∆ηλαδή, όταν V0 = 300 eV και L = 0.2 nm υπάρχουν 12 δέσµιες καταστάσεις του ηλεκτρο-
νίου, 6 άρτιες και 6 περιττές.

3.5 Ο αρµονικός ταλαντωτής

Ο αρµονικός ταλαντωτής είναι ένα υλικό σηµείο µάζας m που υπόκειται σε δύναµη ανάλογη
της αποµάκρυνσής του από ένα ελκτικό κέντρο:

F = −kx = m
d2x

dt2
, k = σταθερά (3.34αʹ)

µε δυναµική ενέργεια που είναι µια παραβολή:

V (x) =
1

2
kx2 (3.34βʹ)
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Το υλικό σηµείο εκτελεί αρµονική ταλάντωση:

x(t) = A sin ωt + B cos ωt = C sin(ωt + ϕ), ω = 2πν =
√

k/m (3.34γʹ)

Ο αρµονικός ταλαντωτής παρουσιάζει µεγάλο ενδιαφέρον, αν και είναι µια ιδεατή κατά-
σταση, επειδή αποτελεί την πρώτη προσέγγιση τυχαίου δυναµικού στην περιοχή ενός σηµείου
ευσταθούς ισορροπίας. Πράγµατι, αν το σηµείο x0 είναι σηµείο ευσταθούς ισορροπία και
αναπτύξουµε τη συνάρτηση του δυναµικού κατά Taylor, στην περιοχή του σηµείου x0, ϑα
έχουµε:

V (x) = V (x0) + V ′(x0)(x− x0) +
1

2
V ′′(x0)(x− x0)

2 + · · · (3.34δʹ)

Επειδή στο x0 η V (x) έχει ελάχιστο, ισχύει: V ′(x0) = 0 και V ′′(x0) > 0. ΄Ετσι, αν το x0

εκλεγεί ως αρχή των συντεταγµένων και το V (x0) ως αρχή της κλίµακας του δυναµικού, η
(3.34δʹ) γράφεται:

V (x) ≈ 1

2
V ′′(x0)x

2 (3.34εʹ)

Εν δυνάµει, κάθε ταλαντούµενη κίνηση, µε µικρό πλάτος ταλάντωσης, µπορεί να προσεγ-
γιστεί µε αρµονική ταλάντωση. Η προσέγγιση αυτή ϐρίσκει µεγάλη εφαρµογή στη Μορια-
κή Φυσική (ταλαντώσεις ατόµων σε διατοµικό µόριο), στην Πυρηνική Φυσική (υπόδειγµα
ϕλοιών αρµονικού ταλαντωτή). Επίσης η συµπεριφορά πολλών συνεχών συστηµάτων, όπως
του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου σε κοιλότητα και των δονήσεων ελαστικού µέσου µπορούν
να περιγραφούν µε επαλληλία απείρων στο πλήθος αρµονικών ταλαντωτών. Η κβάντωση
αυτών των συστηµάτων, ανάγεται στη κβάντωση πολλών αρµονικών ταλαντωτών διαφόρων συ-
χνοτήτων. ΄Ετσι τα αποτελέσµατα της Κβαντοµηχανικής µελέτης του αρµονικού ταλαντωτή
χρησιµοποιούνται στη Θεωρία πεδίων, στη Φυσική της Στερεάς Κατάστασης κλπ.

Λόγω της σπουδαιότητας του προβλήµατος του αρµονικού ταλαντωτή ϑα ϐρούµε τις ιδιο-
τιµές και της ιδιοσυναρτήσεις του µε δύο τρόπους. Ο ένας είναι αναλυτικός και ο άλλος
αλγεβρικός.

3.5.1 Λύση της εξίσωσης του Schrödinger

Για την εύρεση των ενεργειακών ιδιοτιµών και ιδιοσυναρτήσεων του αρµονικού ταλαντωτή
ξεκινάµε από την εξίσωση του Schrödinger:

− ~
2

2m

du2(x)

dx2
+

1

2
kx2u(x) = Eu(x) (3.35αʹ)

µε οριακές συνθήκες:

u(−∞) = 0, u(+∞) = 0 (3.35βʹ)

Πριν ξεκινήσουµε τη λύση της ∆.Ε. (3.35αʹ) είναι χρήσιµο να γίνουν οι παρακάτω παρατη-
ϱήσεις: Ο τελεστής Ĥ = − ~2

2m
d2

dx2 + 1
2
kx2 παραµένει αναλλοίωτος σε αντιστροφή των συντεταγ-

µένων (x → −x), οπότε (ϐλέπε άσκηση 11 του εδαφίου Γʹ.8) ισχύει
[
Ĥ, Π̂

]
= 0. Εποµένως,

επειδή σε δέσµια µονοδιάστατα προβλήµατα οι ιδιοτιµές του Ĥ δεν είναι εκφυλισµένες, οι
αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις έχουν καθορισµένη ισοτιµία (parity), δηλαδή είναι ή άρτιες ή πε-
ϱιττές συναρτήσεις. Επίσης, οι συντελεστές της ∆.Ε. (3.35αʹ) είναι συναρτήσεις και εποµένως
δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί η µέθοδος που εφαρµόζεται όταν οι συντελεστές είναι σταθε-
ϱές. Μια γενική µέθοδος που χρησιµοποιείται σε τέτοιες ∆.Ε. είναι η αναζήτηση λύσης υπό
µορφή δυναµοσειράς (ή γενικευµένης δυναµοσειράς). Η µέθοδος αυτή γίνεται πιο διαφανής
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αν απλοποιήσουµε την έκφραση της ∆.Ε. (3.35αʹ) χρησιµοποιώντας αδιάστατες µεταβλητές
για την απόσταση και την ενέργεια. Γι’ αυτόν το σκοπό εισάγουµε την αδιάστατη µεταβλητή:

ξ = αx

οπότε η ∆.Ε. γράφεται (3.35αʹ)

d2u(ξ)

dξ2
+

(2mE

~2

1

α2
− mk

~2

1

α4
ξ2

)
u(ξ) = 0 (3.36)

Αν διαλέξουµε την παράµετρο α ώστε:

mk

~2

1

α4
= 1 ⇒ α =

(mk

~2

)1/4

⇒ α =
(mω

~

)1/2

(3.37αʹ)

και ϑέσουµε:
2mE

~2

1

α2
= ε ⇒ ε =

2E

~

(m

k

)1/2

⇒ ε =
E

~ω/2
(3.37βʹ)

η ∆.Ε. (3.36) και οι αντίστοιχες οριακές συνθήκες γράφονται:

d2u(ξ)

dξ2
+

(
ε− ξ2

)
u(ξ) = 0, u(−∞) = u(∞) = 0 (3.38)

όπου τώρα η παράµετρος ε µετρά την ενέργεια σε µονάδες ~ω
2

και η µεταβλητή ξ µετρά τις
αποστάσεις σε µονάδες 1/α, όπου α =

(
mω/~

)1/2.
Στη συνέχεια ϑα προσπαθήσουµε να λύσουµε τη ∆.Ε. (3.38) σε δύο ϐήµατα. Στο πρώτο

ϐήµα ϑα ϐρούµε ένα µετασχηµατισµό που ανάγει τη ∆.Ε. (3.38) σε µια άλλη που µπορεί
να λυθεί µε τη µέθοδο των δυναµοσειρών και στο δεύτερο ϐήµα ϑα λύσουµε τη ∆.Ε. που ϑα
προκύψει.
1ο ϐήµα
Μια µέθοδος λύσης των ∆.Ε. 2ης τάξης µε µη σταθερούς συντελεστές, κάτω από ορισµένες
προϋποθέσεις, είναι η αναζήτηση λύσης υπό µορφή δυναµοσειράς:

u(ξ) =
∞∑

n=0

Cnξn, |ξ| < R (3.39)

Η αντικατάσταση της (3.39) στη ∆.Ε. (3.38) οδηγεί σε µια σχέση µεταξύ των συντελεστών
Cn της δυναµοσειράς που λέγεται αναδροµική σχέση. Επειδή η αναδροµική σχέση που προ-
κύπτει στην παρούσα περίπτωση, δεν οδηγεί σε ‘‘αναλυτική έκφραση’’ της u(ξ), προσπαθούµε
να ϐρούµε ένα µετασχηµατισµό που ανάγει τη ∆.Ε. (3.38) σε µια άλλη που οδηγεί σε πιο
εύχρηστη αναδροµική σχέση των συντελεστών. Συχνά, ο µετασχηµατισµός αυτός ϐρίσκεται
εξετάζοντας τη συµπεριφορά της λύσης σε κάποιο ή κάποια ιδιάζοντα σηµεία της ∆.Ε. Στην
περίπτωση που εξετάζουµε, ένα ιδιάζον σηµείο είναι το ξ = ∞. ΄Ετσι, εξετάζουµε τη συµ-
περιφορά της λύσης της ∆.Ε. (3.38) για ξ → ∞. Επειδή για ξ À 1 η παράµετρος ε είναι
αµελητέα σε σχέση µε το ξ2, η ∆.Ε. (3.38) στην περιοχή του σηµείου ξ = ∞ γράφεται:

d2u(ξ)

dξ2
− ξ2u(ξ) = 0, u(−∞) = 0, u(∞) = 0 (3.40)

Εύκολα µπορούµε να ελέγξουµε ότι η συνάρτηση eλξ2 ικανοποιεί προσεγγιστικά (για πολύ
µεγάλα ξ) τη ∆.Ε., εφόσον λ = ± 1

2
. Μόνο όµως η τιµή λ = −1

2
δίνει προσεγγιστική λύση

που µηδενίζεται στο σηµείο ξ = ∞.
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Τα παραπάνω µας οδηγούν να εξετάσουµε λύσεις της ∆.Ε. (3.38) της µορφής:

u(ξ) = H(ξ) e−ξ2/2 (3.41αʹ)

όπου H(ξ) µια αναλυτική συνάρτηση:

H(ξ) =
∞∑

k=0

akξ
k, |ξ| < R (3.41βʹ)

Η ακτίνα σύγκλισης R µπορεί να ϐρεθεί µε το κριτήριο του d’ Alembert, αφού πρώτα µπο-
ϱέσουµε να ϐρούµε τους συντελεστές ak.
΄Ασκηση. Να δειχθεί ότι η αντικατάσταση της u(ξ) από τη σχέση (3.41αʹ) στη ∆.Ε. (3.38) δίνει:

H ′′(ξ)− 2ξH ′(ξ) + (ε− 1)H(ξ) = 0 (3.42)

Σύµφωνα µε την παραπάνω άσκηση, µε το µετασχηµατισµό (3.41αʹ) η ∆.Ε.(3.38) µετα-
σχηµατίζεται στη ∆.Ε. (3.42) που λέγεται ∆.Ε. του Hermite.
2ο ϐήµα
Η ∆.Ε. του Hermite λύνεται µε αντικατάσταση στη ∆.Ε. (3.42) της H(ξ) από τη δυναµοσειρά
της (3.41βʹ). Η αντικατάσταση αυτή, επειδή:

H ′(ξ) =
∞∑

k=0

kakξ
k−1 και H ′′(ξ) =

∞∑

k=0

k(k − 1)akξ
k−2

δίνει: ∞∑

k=0

k(k − 1)akξ
k−2 −

∞∑

k=0

2kakξ
k +

∞∑

k=0

(ε− 1)akξ
k = 0 (3.43αʹ)

Επειδή η πρώτη δυναµοσειρά µπορεί να γραφεί µε τη µορφή:

∞∑

k=0

k(k − 1)akξ
k−2 =

∞∑

k=2

k(k − 1)akξ
k−2 =︸︷︷︸

k−2=k′

∞∑

k′=0

(k′ + 2)(k′ + 1)ak′+2ξ
k′

η εξίσωση (3.43αʹ) γράφεται:
∞∑

k=0

[
(k + 1)(k + 2)ak+2 + (ε− 1− 2k)ak

]
ξk = 0 (3.43βʹ)

Επειδή η δυναµοσειρά (3.43βʹ) είναι µηδέν για κάθε ξ, πρέπει οι συντελεστές όλων των
δυνάµεων του ξ να είναι µηδέν. ∆ηλαδή:

ak+2 =
−ε + 2k + 1

(k + 1)(k + 2)
ak, k = 0, 1, 2, 3, . . . (3.44)

Η αναδροµική σχέση στην οποία καταλήξαµε συνδέει τους συντελεστές µε άρτιο δείκτη
(k = 2m) µεταξύ τους και τους συντελεστές µε περιττό δείκτη (k = 2m + 1) µεταξύ τους.
∆ηλαδή µπορούµε να γράψουµε:

a2m+2 =
−ε + 4m + 1

(2m + 1)(2m + 2)
a2m, a2m+3 =

−ε + 4m + 3

(2m + 2)(2m + 3)
a2m+1, m = 0, 1, 2, 3, . . .

(3.45)
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Από την αναδροµική σχέση µε τους άρτιους δείκτες ϐλέπουµε ότι αν ορίσουµε αυθαίρετα
το συντελεστή a0, όλοι οι άλλοι συντελεστές µε άρτιο δείκτη µπορούν να ϐρεθούν:

a2 =
−ε + 1

1 · 2 a0, a4 =
−ε + 5

3 · 4 a2 =
(−ε + 5)(−ε + 1)

1 · 2 · 3 · 4 a0 κλπ

΄Οµοια, αν ορίσουµε αυθαίρετα το συντελεστή a1, όλοι οι άλλοι συντελεστές µε περιττό δείκτη
µπορούν να προσδιοριστούν.

Γενικά, η δυναµοσειρά µε την οποία παριστάνεται η λύση H(ξ) της ∆.Ε. (3.42) γράφεται:

H(ξ) = a0Heven(ξ) + a1Hodd(ξ) (3.46αʹ)

όπου a0 και a1 αυθαίρετες σταθερές και

Heven(ξ) =
∑
m=0

ã2mξ2m και Hodd(ξ) =
∑
m=0

ã2m+1ξ
2m+1 (3.46βʹ)

Οι συντελεστές ã2m και ã2m+1 είναι οι συντελεστές a2m και a2m+1 χωρίς τις αυθαίρετες
σταθερές a0 και a1. Η συνάρτηση της σχέσης (3.46αʹ) είναι η γενική λύση της ∆.Ε. (3.42)
αφού έχει δύο αυθαίρετες σταθερές όπως συµβαίνει στις ∆.Ε. 2ης τάξης. Οι συναρτήσεις
Heven(ξ) και Hodd(ξ) είναι οι δύο γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις της ∆.Ε. (3.42).

Επειδή ενδιαφερόµαστε για τις λύσεις u(ξ) = H(ξ)e−ξ2/2 της ∆.Ε. (3.38) πρέπει να ϐρού-
µε πως συµπεριφέρονται οι σειρές της (3.46βʹ) για ξ → ∞. Για ξ → ∞ η συµπεριφορά των
δυναµοσειρών καθορίζεται από τους συντελεστές µε µεγάλες τιµές του ϐωβού δείκτη των δυ-
ναµοσειρών ή διαφορετικά από το λόγο δύο διαδοχικών όρων των δυναµοσειρών για µεγάλες
τιµές του ϐωβού δείκτη. Επειδή οι συντελεστές και των δύο δυναµοσειρών προκύπτουν από
την ίδια αναδροµική σχέση (3.44), ο λόγος δύο διαδοχικών όρων είναι:

ak+2ξ
k+2

akξk
=

−ε + 2k + 1

(k + 1)(k + 2)
ξ2 ≈ 2

k
ξ2 ≈ 1

k
ξ2 για k À 1

Αλλά 1
k
ξ2 είναι ο λόγος δύο διαδοχικών όρων της συνάρτησης eξ2. ∆ηλαδή, οι συναρτήσεις

Heven(ξ) και Hodd(ξ) συµπεριφέρονται προσεγγιστικά για πολύ µεγάλες τιµές του |ξ| όπως
η συνάρτηση eξ2. Εποµένως, η συνάρτηση u(ξ) = H(ξ)e−ξ2/2 ≈ e+ξ2/2 για ξ → ±∞, δεν
µηδενίζεται για ξ → ±∞.

Υπάρχει µόνο ένας τρόπους να έχουµε την επιθυµητή συµπεριφορά της u(ξ), η δυνα-
µοσειρά της H(ξ) να τερµατίζεται και να γίνεται πολυώνυµο. Αυτό συµβαίνει όταν υπάρχει
κάποια µέγιστη τιµή του k, έστω k = n για την οποία ισχύει an+2 = 0. Αυτό έχει ως αποτέ-
λεσµα ή η σειρά Heven(ξ) ή η σειρά Hodd(ξ) να τερµατίζεται. Για την άλλη σειρά πρέπει να
δεχθούµε ότι η αντίστοιχη αυθαίρετη σταθερά είναι µηδέν. ∆ηλαδή:

ή a1 = 0 όταν n = άρτιος ϑετικός ακέραιος, οπότε H(ξ) = a0Hn(ξ)

ή a0 = 0 όταν n = περιττός ϑετικός αριθµός, οπότε H(ξ) = a1Hn(ξ)

Για να έχουµε λοιπόν ϕυσικά παραδεκτές λύσεις πρέπει ο αριθµητής (−ε + 2k + 1), της
αναδροµικής σχέσης (3.44) να µηδενίζεται για κάποιον µη αρνητικό ακέραιο αριθµό. Πρέπει
να ισχύει λοιπόν:

−ε + 2n + 1 = 0 ⇒ ε = 2n + 1 ⇒︸︷︷︸
ε=2E/~ω

E =
(
n +

1

2

)
~ω, n = 0, 1, 2, . . . (3.47)
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Παρατηρούµε, ότι στον αρµονικό ταλαντωτή, οι επιτρεπτές τιµές της ενέργειας είναι
ισαπέχουσες:

En+1 − En = ~ω (3.48)

Επίσης η ελάχιστη τιµή της ενέργειας δεν είναι µηδέν, αλλά υπάρχει η λεγόµενη ενέργεια
του µηδενός:

E0 =
1

2
~ω (3.49)

Στην ελάχιστη τιµή E0 µπορούµε να οδηγηθούµε χρησιµοποιώντας τη σχέση απροσδιοριστίας:

∆x ·∆p ≥ ~
2

(3.50)

Αυτό µπορεί να ϕανεί αν ξεκινήσουµε από την έκφραση της ενέργειας του αρµονικού
ταλαντωτή:

E =
p2

2m
+

kx2

2
(3.51αʹ)

Επειδή η E είναι το άθροισµα δύο ϑετικών ποσοτήτων, γίνεται ελάχιστη όταν τα x2 και p2

παίρνουν τις µικρότερες τιµές. Αυτές όµως δεν µπορούν να είναι µικρότερες των διασπορών
(∆x)2 και (∆p)2, αντίστοιχα. ∆ηλαδή:

x2 ' (∆x)2, p2 ' (∆p)2

Λόγω αυτών των σχέσεων η σχέση (3.50) γράφεται:

x2 · p2 ' ~2

4
⇒ p2 ' ~2

4x2

Η αντικατάσταση του p2 στη σχέση (3.51αʹ) δίνει:

E ' ~2 + 4mkx4

8mx2
(3.51βʹ)

Η ελάχιστη τιµή της ενέργειας ϑα ϐρεθεί από τη σχέση:

dE

dx
= 0 ⇒ 8 · 16m2kx5 − (~2 + 4mkx4)16mx

82m2x4
= 0

Από την οποία ϐρίσκουµε:

x4 =
~2

4mk
(3.51γʹ)

Για αυτήν την τιµή του x µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι dE

dx2 > 0 και εποµένως πρόκειται
περί ελαχίστου.

Τέλος η αντικατάσταση το x4 από την (3.51γʹ) στη σχέση (3.51βʹ) δίνει:

Emin ' ~
2

√
k/m =

1

2
~ω

Για τις επιτρεπτές τιµές της ενέργειας: E = (n + 1
2
)~ω, (ε = 2n + 1), η αναδροµική σχέση

(3.44) γράφεται:

ak+2 =
−2(n− k)

(k + 1)(k + 2)
ak, k = 0, 1, 2, 3, . . . (3.52)
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Για n = 0, πρέπει να ϑέσουµε a1 = 0 ώστε η σειρά Hodd(ξ) να µην εµφανίζεται στη λύση,
ενώ η σειρά της Heven(ξ) έχει µόνο έναν όρο, τον όρο a0, αφού η (3.52) δίνει a2 = a4 = · · · = 0.
΄Ετσι για n = 0 η λύση της ∆.Ε. (3.42) είναι:

H0(ξ) = a0

και εποµένως η λύση της (3.38) είναι:

u0(ξ) = a0 e−ξ2/2

Για n = 1 πρέπει να ϑέσουµε a0 = 0, ενώ η αναδροµική σχέση (3.52) δίνει: a3 = a5 =
· · · = 0. ΄Ετσι έχουµε:

H1(ξ) = a1 ξ και u1(ξ) = a1ξ e−ξ2/2

Συνεχίζοντας µε άλλες ακέραιες τιµές του n έχουµε:

H2(ξ) = a0(1− 2ξ2) και u2(ξ) = a0(1− 2ξ2) e−ξ2/2 κλπ

Γενικά, οι συναρτήσεις Hn(ξ) είναι πολυώνυµα του ξ, ϐαθµού n, που έχουν µόνο άρτιες
δυνάµεις του ξ όταν n είναι άρτιος ακέραιος και περιττές δυνάµεις του ξ όταν n είναι περιττός
ακέραιος αριθµός.

Τα πολυώνυµα Hn(ξ) χωρίς τις σταθερές a0 και a1 λέγονται πολυώνυµα Hermite. Επο-
µένως οι ιδιοσυναρτήσεις του αρµονικού ταλαντωτή είναι:

un(x) = Nn Hn(αx) e−α2x2/2 (3.53αʹ)

όπου ο παράγοντας Nn προσδιορίζεται από τη συνθήκη κανονικοποίησης:
∫ ∞

−∞
|un(x)|2dx = 1 ⇒ Nn =

( α√
π 2n n!

)1/2

, α =
√

mω/~ (3.53βʹ)

Το ολοκλήρωµα της σχέσης (3.53βʹ) µπορεί να υπολογιστεί χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες
των πολυωνύµων Hermite που µελετώνται στα περισσότερα ϐιβλία Μαθηµατικών Μεθόδων
Φυσικής. Τα πολυώνυµα Hermite που είναι λύσεις της εξίσωσης του Hermite:

H ′′
n(ξ)− 2ξH ′

n(ξ) + 2nHn(ξ) = 0, n = ακέραιος

ικανοποιούν τις παρακάτω ιδιότητες:

α) Γεννήτρια συνάρτηση: e−t2+2ξt =
∞∑

n=0

1

n!
Hn(ξ) tn

ϐ) Τύπος του Rodriques: Hn(ξ) = (−1)neξ2 dn

dξn
e−ξ2

γ) Αναδροµικές σχέσεις: Hn+1(ξ)− 2ξHn(ξ) + 2nHn−1(ξ) = 0
H ′

n(ξ) = 2Hn−1(ξ)

ε) Συµµετρία: Hn(ξ) = (−1)nHn(−ξ).
δ) Ορογωνιότητα:

(
Hn(ξ), e−ξ2

Hk(ξ)
)

= 0 για n 6= k.

Οι ιδιότητες α) και ϐ) είναι δύο ισοδύναµοι ορισµοί των πολυωνύµων Hermite. Οι πα-
ϱαπάνω ιδιότητες χρησιµοποιούνται συχνά στον υπολογισµό ολοκληρωµάτων. Τέλος, στον
πίνακα 3.1 ϕαίνονται οι εκφράσεις των πρώτων πολυωνύµων Hermite.
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Πίνακας 3.1: Τα πρώτα πολυώνυµα Hermite.

H0(ξ) = 1

H1(ξ) = 2ξ

H2(ξ) = 4ξ2 − 2

H3(ξ) = 8ξ3 − 12ξ

H4(ξ) = 16ξ4 − 48ξ2 + 12

H5(ξ) = 32ξ5 − 160ξ3 + 120ξ

H6(ξ) = 64ξ6 − 480ξ4 + 720ξ2 − 120

 

 

E=9Ñω/2

E=7Ñω/2

E=5Ñω/2

E=3Ñω/2

E=Ñω/2

x

V(x) u
n
(x)

Σχήµα 3.7: Οι ενεργειακές καταστάσεις και
οι κυµατοσυναρτήσεις του αρµονικού ταλαντωτή
για n = 0, 1, 2, 3, 4. Οι κάθετες διακεκοµένες
γραµµές ορίζουν τις επιτρεπόµενες περιοχές του
κλασικού ταλαντωτή.

Οι πέντε πρώτες κυµατοσυναρτήσεις του αρµονικού ταλαντωτή ϕαίνονται στο Σχ. (3.7).
Τα χαρακτηριστικά των κυµατοσυναρτήσεων un(x) που ϐρέθηκαν από τη λύση της εξί-

σωσης του Schrödinger και ϕαίνονται εν µέρη στο Σχ. (3.7) για τις πρώτες από αυτές, ϑα
αναφερθούν διεξοδικά στο επόµενο εδάφιο.

Σηµείωση 1. Η κβάντωση των ενεργειακών καταστάσεων προέκυψε από τις τεχνικές των
δυναµοσειρών της λύσης της ∆.Ε. (3.38) µε την απαίτηση αυτές να µηδενίζονται για ξ →
±∞. Η εξίσωση (3.38) έχει δύο γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις για κάθε τιµή της ενέργειας.
΄Οµως, σχεδόν όλες οι λύσεις αποκλίνουν εκθετικά για µεγάλες τιµές του ξ και εποµένως
δεν είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιµες. Τετραγωνικά ολοκληρώσιµες είναι µόνο οι λύσεις που
αντιστοιχούν σε τιµές της ενέργειας που προκύπτουν από τη σχέση (3.47). Για παράδειγµα
οι άρτιες λύσεις ueven(ξ) = Heven(ξ)e−ξ2/2 για τιµές της ενέργειας E = 0, 4975 ~ω και E =
0, 5025 ~ω, που διαφέρουν στο τρίτο δεκαδικό ψηφίο από την τιµή της ενέργειας E = 0, 5 ~ω,
αποκλίνουν είτε ϑετικά είτε αρνητικά για µεγάλες τιµές του ξ, όπως ϕαίνεται στο Σχ. 3.8.
Μόνο για την τιµή E = 0, 5 ~ω έχουµε λύση που είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιµη.

1 2 3 4
Ξ

0.5
1.0
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2.0
2.5
3.0

u even n=0, E=0.4975

1 2 3 4
Ξ

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

u even n=0, E=0.5

1 2 3 4
Ξ

-4

-3

-2

-1

1

u even n=0, E=0.5025

Σχήµα 3.8: Οι λύσεις της εξίσωσης του Schrödinger για τιµές της ενέργειας (σε µονάδες ~ω) E =
0.4975, E = 0, 5 και E = 0.5025.
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Σηµείωση 2. Στα προηγούµενα είδαµε ότι η αδιάστατη εξίσωση του Schrödinger:

u′′(ξ) + (ε− ξ2)u(ξ) = 0, u(−∞) = u(∞) = 0 (3.54αʹ)

όπου ξ = αx, α =
√

mω/~, και ε = 2E/~ω, έχει λύσεις της µορφής:

u(ξ) = H(ξ) e−ξ2/2 (3.54βʹ)

στην οποία, ο παράγοντας e−ξ2/2 εξασφαλίζει ότι η u(ξ) µηδενίζεται στα σηµεία ξ = ±∞.
Η συνάρτηση H(ξ) που είναι λύση της ∆.Ε.:

H ′′(ξ)− 2ξH ′(ξ) + (ε− 1)H(ξ) = 0 (3.54γʹ)

πρέπει να έχει τέτοια χαρακτηριστικά ώστε η u(ξ) να ταιριάζει σε δέσµιες καταστάσεις.
∆ηλαδή: α) να είναι ταλαντούµενης µορφής, ώστε ο αριθµός των ταλαντώσεων (ή διαφορετικά
των στάσιµων κυµάτων) να αντιστοιχεί στις διάφορες καταστάσεις του αρµονικού ταλαντωτή.
Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα των κόµβων, η ϐασική κατάσταση, που αντιστοιχεί σε ένα στάσιµο
κύµα δεν έχει κανέναν κόµβο για ξ ∈ (−∞,∞), η πρώτη διεγερµένη κατάσταση έχει έναν
κόµβο κλπ. Επιπλέον η H(ξ) δεν πρέπει να αυξάνει στο άπειρο πιο γρήγορα από ό,τι ϕθί-
νει ο παράγοντας e−ξ2/2, ώστε η u(ξ) να είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιµη. Μια προφανής
περίπτωση που έχει τα παραπάνω χαρακτηριστικά είναι ένα πολυώνυµο n−ϐαθµού που έχει
n−ϱίζες.

∆ηλαδή, υποθέτουµε ότι η συνάρτηση H(ξ) = Hn(ξ) είναι ένα πολυώνυµο n−ϐαθµού,
n = 0, 1, 2, . . ., επειδή λόγω της µορφής του δυναµικού περιµένουµε το πρόβληµα να έχει
άπειρο πλήθος δεσµίων καταστάσεων. Τα πολυώνυµα Hn(ξ) πρέπει να είναι λύσεις της ∆.Ε.:

H ′′
n(ξ)− 2ξH ′

n(ξ) + (ε− 1)Hn(ξ) = 0 (3.54δʹ)

Αν οι παραπάνω υποθέσεις είναι σωστές, ϑα πρέπει η αντικατάσταση ενός πολυωνύµου
στην (3.54δʹ) να προσδιορίζει τόσο τους συντελεστές του πολυωνύµου, όσο και την παράµετρο
ε. Επίσης λόγω της οµογένειας της ∆.Ε. (3.54δʹ) ο συντελεστής της µεγαλύτερης δύναµης
µπορεί να εκλεγεί ίσος µε 1.

Για n = 0 δοκιµάζουµε τη λύση:

H0(ξ) = 1 ⇒ H ′
0(ξ) = 0 ⇒ H ′′

0 (ξ) = 0

και αντικαθιστούµε στη ∆.Ε. (3.54δʹ), οπότε έχουµε:

(ε− 1) · 1 = 0 ⇒ ε = 1 ⇒ E0 =
1

2
~ω

Η αντίστοιχη ιδιοσυνάρτηση u0(x) είναι:

u0(ξ) = N e−ξ2/2 ⇒ u0(x) = N e−α2x2/2

Η κανονικοποίηση αυτής δίνει:

|N |2
∫ ∞

−∞
e−α2x2

dx

︸ ︷︷ ︸√
π/α

= 1 ⇒ N = (α/
√

π)1/2 ⇒ u0(x) =
( α√

π

)1/2

e−α2x2/2

Για n = 1 δοκιµάζουµε τη λύση:

H1(ξ) = ξ + a ⇒ H ′
1(ξ) = 1 ⇒ H ′′

1 (ξ) = 0
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και αντικαθιστούµε στη ∆.Ε. (3.54δʹ), οπότε έχουµε:

−2ξ + (ε− 1)(ξ + a) = 0 ⇒ (ε− 1)a + (ε− 3) ξ = 0

Η τελευταία σχέση δίνει:

(ε− 1)a = 0 ⇒ α = 0

(ε− 3) = 0 ⇒ ε = 3 ⇒ E1 =
3

2
~ω

Η αντίστοιχη ιδιοσυνάρτηση u1(x) είναι:

u1(ξ) = N ξ e−ξ2/2 ⇒ u1(x) = N αx e−α2x2/2

Η κανονικοποίηση αυτής δίνει:

|N |2
∫ ∞

−∞
(αx)2e−α2x2

dx = 1 ⇒ |N |2 1

α

∫ ∞

−∞
ξ2e−ξ2

dξ

︸ ︷︷ ︸√
π/2

= 1 ⇒ N =
( 2α√

π

)1/2

και εποµένως
u1(x) =

( 2α√
π

)1/2

αx e−α2x2/2

Η διαδικασία αυτή µπορεί να συνεχιστεί για τις ανώτερες καταστάσεις ϑεωρώντας τα αν-
τίστοιχα πολυώνυµα. Για την κατάσταση n, δοκιµάζουµε τη λύση:

Hn(ξ) = ξn + cn−1 ξn−1 + · · ·+ c0

Για πολύ µεγάλες τιµές του ξ, η συµπεριφορά της Hn(ξ) καθορίζεται από τη µεγαλύτερη
δύναµη του ξ. ∆ηλαδή:

Hn(ξ) ≈ ξn για |ξ| À 1

Επειδή:
H ′

n(ξ) ≈ nξn−1, H ′′
n(ξ) ≈ n(n− 1)ξn−2

Αν αντικαταστήσουµε στη ∆.Ε. (3.54δʹ) τα Hn(ξ), H ′
n(ξ) και H ′′

n(ξ) από τις προηγούµενες
σχέσεις, κρατώντας µόνο τη µεγαλύτερη δύναµη, έχουµε:

−2nξn+(ε−1)ξn = 0 ⇒ [
ε−(2n+1)

]
ξn = 0 ⇒ ε = 2n+1 ⇒ En = (n + 1/2)~ω

όπως ακριβώς δείξαµε ακολουθώντας τη µέθοδο των δυναµοσειρών.
Η προσέγγιση της µεγαλύτερης δύναµης µπορεί να εφαρµοστεί για τα πολυώνυµα Hn(ξ)

οποιοδήποτε ϐαθµού. Η παραπάνω διαδικασία δίνει αρκετά απλά τις ιδιοτιµές της ενέργειας
οποιασδήποτε κατάστασης. Για την εύρεση όµως οποιασδήποτε κυµατοσυνάρτηση πρέπει να
ακολουθήσουµε τη µέθοδο των δυναµοσειρών.

3.5.2 Χαρακτηριστικές ιδιότητες του αρµονικού ταλαντωτή

Στο παρόν εδάφιο ϑα συνοψίσουµε τα ϐασικά χαρακτηριστικά των ιδιοσυναρτήσεων και των
ιδιοτιµών ενός σωµατιδίου σε δυναµικό αρµονικού ταλαντωτή που ϐρέθηκαν από τη λύση της
εξίσωσης του Schrödinger.
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• Οι un(x) είναι άρτιες ή περιττές συναρτήσεις όταν το n είναι άρτιος ή περιττός αριθµός.
Επίσης ισχύει το ϑεώρηµα των κόµβων. Στο διάστηµα x ∈ (−∞,∞), η ϐασική κατάσταση δεν
έχει καµία ϱίζα. Η κατάσταση u1(x) έχει µια ϱίζα κλπ. Η συµµετρία των κυµατοσυναρτήσεων
ήταν αναµενόµενη λόγω της συµµετρίας του δυναµικού ( V (x) = V (−x) ) και εποµένως
ισχύει

[
Π̂, Ĥ

]
= 0, οπότε οι τελετές Ĥ και Π̂ έχουν κοινό σύνολο ιδιοσυναρτήσεων. Τα

παραπάνω χαρακτηριστικά ϕαίνονται καθαρά στο Σχ. (3.7) για τις πρώτες καταστάσεις.

• Ο κλασικός αρµονικός ταλαντωτής, για δοσµένη ενέργεια E, έχει µέγιστη αποµάκρυνση
από τη ϑέση ισορροπίας, που αντιστοιχεί σε ορµή p = 0: x2

max = 2E
mω2 . Η σχέση αυτή, για

E = En = (n + 1
2
)~ω, δίνει: x2

max = ~
mω

(2n + 1).
Από τα Σχ. (3.7) και (3.9) παρατηρούµε ότι στις περιοχές των σηµείων αντιστροφής της

κλασικής κίνησης, οι κυµατοσυναρτήσεις των διαφόρων καταστάσεων, όσο µεγαλώνει το n,
γίνονται ευρύτερες και τα πλάτη τους µεγαλύτερα. Αυτό σηµαίνει ότι σ’ αυτές τις περιοχές
υπάρχει µεγαλύτερη πιθανότητα να ϐρεθεί το σωµατίδιο σε σύγκριση µε τις άλλες περιοχές.
Αλλά και κλασικά περιµένουµε όµοια συµπεριφορά. Επειδή στα σηµεία αντιστροφής της
κίνησης η ταχύτητα είναι µηδέν, ο ταλαντωτής ϐρίσκεται µεγαλύτερο χρονικό διάστηµα στις
περιοχές αυτών των σηµείων και εποµένως έχει µεγαλύτερη πιθανότητα να ϐρίσκεται σ’ αυτές
τις περιοχές παρά σε κάποιες άλλες.

Τα παραπάνω γίνονται αρκετά εµφανή αν συγκρίνουµε την πυκνότητα πιθανότητας ρn(x) =
|un(x)|2, για αρκετά µεγάλο n (π.χ. n = 20), µε την αντίστοιχη κλασική ποσότητα. Αν και
η κλασική κίνηση είναι αιτιοκρατική, µπορούµε να ορίσουµε µια πιθανότητα σε σχέση µε
το χρονικό διάστηµα που παραµένει ο ταλαντωτής στις διάφορες περιοχές της κίνησης σε
διάστηµα µισής περιόδου. Η κλασική πιθανότητα είναι:

ρcl(x)dx =
dt

T/2
= 2

dx/v(x)

T
⇒ ρcl =

2

Tv(x)

Επειδή T = 2π/ω και v(x) =
(

2E
m
− ω2x2

)1/2, η προηγούµενη σχέση δίνει:

ρcl(x) =
ω

π
(

2E
m
− ω2x2

)1/2
, x ∈ (− 2E

mω2
,

2E

mω2

)

Η σύγκριση της ρcl(x) µε τη ρ20(x) γίνεται στη Σχ. 3.9. Παρατηρούµε ότι η ρ20(x)
πλησιάζει κατά ‘‘µέσο όρο’’ την κατανοµή ρcl(x).

 

 

x

u20(x)

 

ρ20(x)

x
Σχήµα 3.9: Η κυµατοσυνάρτηση u20(x) και η αντίστοιχη πυκνότητα πιθανότητας ρ20(x) του αρµο-
νικού ταλαντωτή. Η διακεκοµένη γραµµή αντιστοιχεί στην κλασική πυκνότητα πιθανότητας.



68 Προβλήµατα µιας διάστασης

• Η σχέση En = (n + 1
2
)~ω οδηγεί στην ιδιότητα ότι οι ιδιοτιµές της ενέργειας του αρµονικού

ταλαντωτή είναι ισαπέχουσες, En − En−1 = ~ω. Αυτό είναι ένα χαρακτηριστικό του παραβο-
λικού δυναµικού και αποτελεί το κβαντικό ανάλογο της ιδιότητας του αντίστοιχου κλασικού
ταλαντωτή, ότι η συχνότητα της ταλάντωσης είναι ανεξάρτητη του πλάτους της ταλάντωσης ή
της ενέργειας του σωµατιδίου. Συνέπεια αυτής της ιδιότητας είναι ότι αν ο κλασικός ταλαν-
τωτής είναι ϕορτισµένος, εκπέµπει ακτινοβολία της ίδιας πάντα συχνότητας µε τη σταθερή
συχνότητα της ταλάντωσης:

νcl =
1

2π

√
k

m
⇒ ωcl =

√
k

m

Σύµφωνα µε την Κβαντοµηχανική ο ϕορτισµένος ταλαντωτής δεν ακτινοβολεί όταν ϐρίσκε-
ται σε µια στάσιµη κατάσταση (κατάσταση καθορισµένης τιµής της ενέργειας) En = (n+ 1

2
)~ω.

Ακτινοβολία (εκποµπή ή απορρόφηση) έχουµε όταν γίνει κβαντική µετάπτωση από µια αρχι-
κή κατάσταση En σε µια τελική κατάσταση En′.

Η κβαντική συχνότητα, νqu µπορεί να προκύψει από τη συνθήκη:

[hνqu = ~ωqu = |En − En′| ⇒ νqu =
1

h
|En − En′| ⇒ νqu =

1

h
|n− n′|~ω

⇒ νqu = |∆n| 1

2π

√
k

m
⇒ νqu = |∆n|νcl

Ο αριθµός των ϕασµατικών γραµµών (αριθµός διαφορετικών συχνοτήτων νqu) περιορίζεται
σηµαντικά από τον κανόνα επιλογής που προκύπτει από την αρχή της αντιστοιχίας. Σύµ-
ϕωνα µε αυτήν την αρχή ϑα πρέπει για µεγάλα n και n′ και µικρά |∆n| = |n − n′|, η νqu

να συµπίπτει µε τη νcl. Για να ισχύει αυτό, σύµφωνα µε την προηγούµενη σχέση πρέπει να
ισχύει:

∆n = n− n′ = ±1

Εποµένως, στον αρµονικό ταλαντωτή, από τις διάφορες κβαντικές µεταπτώσεις, µόνο αυτές
που γίνονται µεταξύ γειτονικών ενεργειακών καταστάσεων είναι επιτρεπτές. Αυτό σηµαίνει
ότι το ϕάσµα εκποµπής του ϕορτισµένου αρµονικού ταλαντωτή αποτελείται από µια µόνο
ϕασµατική γραµµή.

Ο παραπάνω κανόνας επιλογής που ϐρέθηκε για µεγάλους κβαντικούς αριθµούς ισχύει
και για τους µικρούς κβαντικούς αριθµούς, όπως προκύπτει από την ακριβή ϑεωρία των
κβαντικών µεταπτώσεων που εν γένει εξαρτώνται από το χρόνο.

3.5.3 Αλγεβρική επίλυση του προβλήµατος του αρµονικού ταλαντωτή

Η εξίσωση του Schrödinger ή διαφορετικά, η κυµατο-µηχανική είναι µια από τις πολλές
αναπαραστάσεις (εικόνες) της Κβαντοµηχανικής. Η αναπαράσταση που χρησιµοποιούµε στην
πράξη εξαρτάται από το είδος του προβλήµατος. Η ειδική µορφή του τελεστή του Hamilton
στο πρόβληµα του αρµονικού ταλαντωτή, που είναι το άθροισµα δύο ‘‘τετραγώνων’’, επιτρέπει
την εφαρµογή µιας µεθόδου παραγοντοποίησης και τη χρησιµοποίηση µιας αναπαράστασης
που είναι γνωστή ως αναπαράσταση αριθµού κβάντα (number of quanta representation ή
occupation number reperesentation). Η αναπαράσταση αυτή µπορεί να χρησιµοποιηθεί για
την εύρεση του ϕάσµατος των ιδιοτιµών του Ĥ µόνο από την εξάρτηση του από τους τελεστές
x̂ και p̂ και τη σχέση αντιµετάθεσής τους.

Ξεκινάµε από την εξίσωση ιδιοτιµών του Ĥ:

Ĥ|n〉 = En|n〉, Ĥ =
1

2m
p̂2 +

mω2

2
x̂2 (3.55)
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και τη σχέση αντιµετάθεσης των x̂ και p̂ :
[
x̂, p̂

]
= i~. Για τα ιδιοδιανύσµατα του Ĥ ϑα

χρησιµοποιήσουµε το συµβολισµό του Dirac: un = |n〉.
Εισάγουµε τους τελεστές:

ξ̂ =
(mω

~
)1/2

x̂ και p̂ξ =
( 1

m~ω
)1/2

p̂ (3.56αʹ)

για τους οποίους ισχύει:
[
ξ̂, p̂ξ

]
=

[(mω

~
)1/2

x̂,
( 1

m~ω
)1/2

p̂
]

=
(mω

~
)1/2( 1

m~ω
)1/2 [

x̂, p̂
]

︸ ︷︷ ︸
i~

⇒ [
ξ̂, p̂ξ

]
= i (3.56βʹ)

Με τη ϐοήθεια των τελεστών ξ̂ και p̂ξ ο τελεστής του Hamilton γράφεται:

Ĥ =
1

2
~ω

(
ξ̂2 + p̂2

ξ

)
=

1

2
~ω

[(
ξ̂ − ip̂ξ

)(
ξ̂ + ip̂ξ

)− i
[
ξ̂, p̂ξ

]]

= ~ω
[ 1√

2

(
ξ̂ − ip̂ξ

) 1√
2

(
ξ̂ + ip̂ξ

)
+

1

2

]
(3.57)

Εισάγουµε τους τελεστές:

â =
1√
2

(
ξ̂ + ip̂ξ

)
και â† =

1√
2

(
ξ̂ − ip̂ξ

)
(3.58αʹ)

Ο â λέγεται τελεστής υποβιβασµού ή καταστροφής (lowering ή annihilation operator)
και ο â† λέγεται τελεστής αναβίβασης ή δηµιουργίας (raising ή creation operator). Ση-
µειώνεται ότι ο â† είναι ερµιτιανός συζυγής â και επειδή â 6= â† αυτοί δεν είναι ερµιτιανοί
και εποµένως δεν αντιστοιχούν σε παρατηρήσιµα µεγέθη. Παρ’ όλα αυτά µας ϐοηθούν στην
εύρεση των ιδιοτιµών της ενέργειας.

Από τον ορισµό των ξ̂ και p̂ξ και τη σχέση αντιµετάθεσής τους ϐρίσκεται εύκολα ότι:
[
â, â†

]
= 1 (3.58βʹ)

Με τη ϐοήθεια των τελεστών â και â† η σχέση (3.57) γράφεται:

Ĥ = ~ω
(
â†â +

1

2

)
και Ĥ = ~ω

(
N̂ + 1

2

)
(3.59αʹ)

όπου:

N̂ = â†â (3.59βʹ)

Ο τελεστής N̂ λέγεται τελεστής αριθµού (κβάντα) (number operator) και είναι ερµιτια-
νός, αφού:

N̂ † =
(
â†â

)†
= â†(â†)† = â†â = N

Είναι ϕανερό ότι οι τελεστές Ĥ και N̂ αντιµετατίθενται και εποµένως έχουν ένα κοινό
πλήρες σύνολο ιδιοσυναρτήσεων. Αν |n〉 είναι ένα κοινό ιδιοδιάνυσµα των Ĥ και N̂ ϑα
έχουµε:

N̂ |n〉 = Nn|n〉 και Ĥ|n〉 = En|n〉 (3.60)

οπότε αν Nn είναι οι ιδιοτιµές του N̂ , τότε οι ιδιοτιµές του Ĥ ϑα είναι:

En = ~ω
(
Nn + 1

2

)
(3.61)
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Μένει να ϐρούµε τις ιδιοτιµές Nn του N̂ = ââ† που ϑα µας δώσουν και τις ιδιοτιµές του Ĥ
από τη σχέση (3.61). Για το σκοπό αυτόν πολλαπλασιάζουµε και τα δύο µέλη της εξίσωσης
ιδιοτιµών του N̂ µε το τελεστή â και παίρνουµε:

âN̂ |n〉 = Nnâ|n〉 ⇒ ââ†â|n〉 = Nnâ|n〉 (3.62αʹ)

Επειδή όµως (ϐλέπε σχέση (3.58βʹ) ) ισχύει:

ââ† = 1 + â†â = 1 + N̂

η σχέση (3.62αʹ) γράφεται:

(1 + N̂)â|n〉 = Nnâ|n〉 ⇒ N̂
(
â|n〉) =

(
Nn − 1

)(
â|n〉) (3.62βʹ)

Η σχέση (3.62βʹ) µας λέγει ότι οι διαδοχικές ιδιοτιµές του τελεστή N̂ διαφέρουν µεταξύ
τους κατά µονάδα. Επίσης, αν συµβολίσουµε το κανονικοποιηµένο ιδιοδιάνυσµα του N̂ ,
που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή (Nn − 1) µε |n − 1〉, αυτό διαφέρει από το â|n〉 κατά έναν
πολλαπλασιαστικό παράγοντα. ∆ηλαδή:

â|n〉 = C−
n |n− 1〉 (3.63αʹ)

΄Οµοια ϐρίσκεται ότι:
â†|n〉 = C+

n |n + 1〉 (3.63βʹ)

Επειδή: (
â|n〉)† = 〈n|â† και

(
C−

n |n− 1〉)† = (C−
n )∗〈n− 1|

από τη σχέση (3.63αʹ) έχουµε:

〈n|â†â|n〉 = |C−
n |2〈n− 1|n− 1〉 ⇒ 〈n|N̂ |n〉 = |C−

n |2 ⇒ Nn = |C−
n |2

Από την τελευταία σχέση προκύπτει:

Nn ≥ 0 και C−
n =

√
Nn (3.64)

∆ηλαδή, όλες οι ιδιοτιµές του N̂ είναι µη αρνητικοί αριθµοί. ΄Ετσι η σχέση (3.63αʹ)
γράφεται:

â|n〉 =
√

Nn |n− 1〉 (3.65αʹ)

΄Οµοια ϐρίσκεται ότι:
â†|n〉 =

√
Nn + 1 |n + 1〉 (3.65βʹ)

Επειδή οι ιδιοτιµές του N̂ δεν είναι αρνητικοί αριθµοί, πρέπει να υπάρχει µια ιδιοτιµή
Nnmin

, που η δράση του τελεστή â στην αντίστοιχη ιδιοσυνάρτηση |nmin〉, να δίνει:

â|nmin〉 = C−
nmin

|nmin − 1〉 = 0

και επειδή Cn−min
=

√
Nnmin

, η σχέση (3.65αʹ) γράφεται:

â|nmin〉 = (Nnmin
)1/2|nmin − 1〉 = 0

Η σχέση αυτή µπορεί να ισχύει µόνο όταν:

Nnmin
= 0 ⇒ nmin = 0
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Εποµένως πρέπει να υπάρχει µια κατάσταση |0〉 που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή Nnmin
= 0,

που η δράση του â δίνει:
â|0〉 = 0

Επειδή η ελάχιστη ιδιοτιµή του N̂ είναι 0 και οι διαδοχικές ιδιοτιµές του διαφέρουν κατά
µονάδα, το ϕάσµα των ιδιοτιµών του N̂ είναι οι διαδοχικοί ακέραιο αριθµοί n = 0, 1, 2, . . ..
Εποµένως το ϕάσµα των ιδιοτιµών του Ĥ, σύµφωνα µε τη σχέση (3.61) είναι:

En = (n + 1
2
)~ω , n = 0, 1, 2, . . . (3.67)

όπως είχε ϐρεθεί από τη λύση της εξίσωσης του Schröedinger.
Οι διαδοχικές επιδράσεις του τελεστή â† στην κατάσταση |0〉, σύµφωνα µε τη σχέση

(3.65βʹ), δίνει:

â†|0〉 =
√

0 + 1 |0 + 1〉 =
√

1 |1〉
â†

(
â†|0〉) =

√
1
(
â†|1〉) =

√
1 · 2 |2〉

...
(
â†

)n|0〉 =
√

n! |n + 1〉 ⇒ |n + 1〉 =
1√
n!

(
â†

)n|0〉 (3.68)

Τέλος οι σχέσεις (3.65αʹ) και (3.65βʹ) γράφονται:

|n− 1〉 =
1√
n

â |n〉 και |n + 1〉 =
1√

n + 1
â†|n〉 (3.69)

∆ηλαδή οι καταστάσεις |n−1〉 και |n+1〉 δηµιουργούνται µε τη δράση των τελεστών â, και â†

στην κατάσταση |n〉, αντίστοιχα. Οι αντίστοιχες ιδιοτιµές της ενέργειας είναι En−1 = En− ~ω
και En+1 = En +~ω. ∆ηλαδή η δράση των τελεστών â, και â† στην κατάσταση |n〉 καταστρέφει
και δηµιουργεί ένα κβάντο της ενέργειας ίσο µε ~ω.

Είναι ενδιαφέρον ότι, ενώ το µόνο που γνωρίζουµε για τα ιδιοδιανύσµατα |n〉 των τελεστών
Ĥ και N̂ είναι το αποτέλεσµα της δράσης των τελεστών â και â† σ’ αυτά, είµαστε σε ϑέση να
υπολογίσουµε όχι µόνο τις µέσες τιµές των τελεστών Ĥ και N̂ , αλλά και τις µέσες τιµές και
γενικά τα στοιχεία πίνακα και άλλων τελεστών, όπως των x̂, p̂, â και â†.

Οι πίνακες των τελεστών x̂, p̂, â, â†, Ĥ και N̂ .

Χρησιµοποιούµε πρώτα τις σχέσεις (3.56αʹ) και (3.58αʹ) για να εκφράσουµε τους τελεστές
x̂ και p̂ µε τη ϐοήθεια των τελεστών â και â†:

x̂ =
( ~

mω

)1/2

ξ̂ =
( ~

2mω

)1/2(
â + â†

)
(3.70αʹ)

p̂ =
(
m~ω

)1/2
p̂ξ = −i

(m~ω
2

)1/2(
â− â†

)
(3.70βʹ)

Τα στοιχεία πίνακα του τελεστή x̂ ως προς τα |n〉, χρησιµοποιώντας τη σχέση (3.69), είναι:

〈m|x̂|n〉 =
( ~

2mω

)1/2[〈m|â|n〉+ 〈m|â†|n〉] =
( ~

2mω

)1/2[〈m|√n|n− 1〉+ 〈m|√n + 1|n + 1〉]

=
( ~

2mω

)1/2[√
n δm,n−1 +

√
n + 1 δm,n+1

]

Το αποτέλεσµα που ϐρέθηκε, γράφεται ακόµη:
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〈m|x̂|n〉 =





〈n + 1|x̂|n〉 =
((n + 1)~

2mω

)1/2

για m = n + 1

0 για m 6= n± 1

〈n− 1|x̂|n〉 =
( n~

2mω

)1/2

για m = n− 1

(3.71)

Τα στοιχεία πίνακα του τελεστή p̂ ως προς τα |n〉 είναι:

〈m|p̂|n〉 = −i
(m~ω

2

)1/2[〈m|â|n〉 − 〈m|â†|n〉] = −i
(m~ω

2

)1/2[〈m|√n|n− 1〉 − 〈m|√n + 1|n + 1〉]

= −i
(m~ω

2

)1/2[√
n δm,n−1 −

√
n + 1 δm,n+1

]

Η σχέση αυτή γράφεται ακόµη:

〈m|p̂|n〉 =





〈n + 1|p̂|n〉 = i
((n + 1)m~ω

2

)1/2

για m = n + 1

0 για m 6= n± 1

〈n− 1|p̂|n〉 = −i
(nm~ω

2

)1/2

για m = n− 1

(3.72)

Εύκολα ϐρίσκεται ότι οι πίνακες των τελεστών Ĥ, N̂ , â και â†,

H =
~ω
2




1 0 0 0 · · ·
0 3 0 0 · · ·
0 0 5 0 · · ·
0 0 0 7 · · ·
... ... ... ... ...




, N =




0 0 0 0 · · ·
0 1 0 0 · · ·
0 0 2 0 · · ·
0 0 0 3 · · ·
... ... ... ... ...




(3.73)

(3.74)

a =




0
√

1 0 0 · · ·
0 0

√
2 0 · · ·

0 0 0
√

3 · · ·
0 0 0 0 · · ·
... ... ... ... ...




, a† =




0 0 0 0 · · ·√
1 0 0 0 · · ·

0
√

2 0 0 · · ·
0 0

√
3 0 · · ·

... ... ... ... ...




(3.75)

Οι κυµατοσυναρτήσεις στο χώρο των ϑέσεων
Στη συνέχεια ϑα δούµε ότι οι ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή του Hamilton στο χώρο των ϑέ-

σεων, un(x), µπορούν να ϐρεθούν µε τη ϐοήθεια των τελεστών καταστροφής και δηµιουργίας.
Για το σκοπό αυτόν ϑέτουµε:

|n〉 → un(x) = 〈x|n〉, x̂ → x, p̂ → −i~
d

dx

οπότε οι σχέσεις της (3.69) γράφονται:

âun(x) =
1√
2

[(mω

~

)1/2

x + i
( 1

m~ω

)1/2

(−i~)
d

dx

]
un(x) = n1/2un−1(x) (3.76αʹ)

â†un(x) =
1√
2

[(mω

~

)1/2

x− i
( 1

m~ω

)1/2

(−i~)
d

dx

]
un(x) = (n + 1)1/2un+1(x) (3.76βʹ)

Αν ϑέσουµε στην (3.76αʹ) n = 0, παίρνουµε τη ∆.Ε. για τη ϐασική κατάσταση:

1√
2

[(mω

~

)1/2

x + i
( 1

m~ω

)1/2

(−i~)
d

dx

]
u0(x) = 0 ⇒ du0

dx
= −α2xu0(x)
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όπου α2 = mω/~. Η λύση της ∆.Ε. που προκύπτει είναι:

u0(x) = N0 e−α2x2/2

Η κανονικοποίηση της οποίας δίνει:

u0(x) =
( α√

π

)1/2

e−α2x2/2

όπως ϐρέθηκε και από τη λύση της εξίσωσης του Schrödinger.
Η πρώτη διεγερµένη κατάσταση µπορεί να προκύψει ϑέτοντας n = 0 στην εξίσωση (3.76βʹ),

οπότε έχουµε:

1√
2

[(mω

~

)1/2

x− i
( 1

m~ω

)1/2

(−i~)
d

dx

]
u0(x) = (1)1/2u1(x)

Χρησιµοποιώντας την έκφραση της u0(x) που ϐρέθηκε προηγουµένως, παίρνουµε:

u1(x) =
( α

2
√

π

)1/2[
αx− 1

α

d

dx

]
eα2x2/2

Η εκτέλεση των πράξεων δίνει:

u1(x) =
( α

2
√

π

)1/2(
αx + αx

)
e−α2x2/2 =

( 2α√
π

)1/2

αx e−α2x2/2

που συµφωνεί µε την u1(x) που ϐρέθηκε από την εξίσωση του Schrödinger. Το σύνολο των
ιδιοσυναρτήσεων προκύπτει µε διαδοχική εφαρµογή του τελεστή â†.

Οι τελεστές καταστροφής και δηµιουργίας ϐρίσκουν µεγάλη εφαρµογή στην Φυσική της
Στερεάς Κατάστασης και στην Κβαντική Θεωρία Πεδίων.

3.6 Ασκήσεις Κεφαλαίου 3

1. Οι κανονικοποιηµένες ιδιοσυναρτήσεις σωµατιδίου µάζας m που κινείται σε ορθογώνιο
ϕρέαρ δυναµικού απείρου ύψους και εύρους L είναι:

un(x) =
( 2

L

)1/2

sin
nπx

L
, x ∈ [0, L], και un(x) = 0, x ≤ 0, x ≥ L

α) Να ϐρεθούν οι αβεβαιότητες ∆x και ∆p.
ϐ) Να δειχθεί ότι για n →∞ η διασπορά της ϑέσης του σωµατιδίου συµπίπτει µε αυτήν που
υπολογίζεται κλασικά.
Υπόδειξη. Η πιθανότητα ενός σωµατιδίου που εκτελεί περιοδική κίνηση, µε ορµή |p| =σταθερά για
0 < x < L, µπορεί να οριστεί κλασικά ως ο λόγος του χρονικού διαστήµατος dt, που το σωµατίδιο
ϐρίσκεται σε µια περιοχή του x, εύρους dx, ως προς το µισό της περιόδου T :

ρclas.(x)dx =
dt

T/2
= 2

dx/v(x)
T

⇒ ρclas.(x) =
2

v(x)T

2. Σωµατίδιο µάζας m ϐρίσκεται σε ϕρέαρ δυναµικού απείρου ύψους εύρους L. Τη χρονική
στιγµή t = 0 η κατάσταση του σωµατιδίου περιγράφεται από την κυµατοσυνάρτηση:

ψ(x, 0) = Ax(L− x), x ∈ [0, L], και un(x) = 0, x ≤ 0, x ≥ L
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Να δειχθεί ότι:
α) Η ψ(x, 0) είναι κανονικοποιηµένη όταν A =

√
30
L5 .

ϐ) Από τη γραφική παράσταση της ψ(x, 0) µπορείτε να εκτιµήσετε (χωρίς πράξεις) την πιο
πιθανή τιµή που ϑα σας δώσει η µέτρηση της ενέργειας του σωµατιδίου;
γ) Να ϐρεθούν οι µέσες τιµές των 〈x̂〉, 〈p̂〉 και 〈Ĥ〉 ως προς την ψ(x, 0).
δ) Να δειχθεί ότι η χρονική εξέλιξη της κυµατοσυνάρτησης δίνεται από τη σχέση:

ψ(x, t) =

√
30

L

( 2

π

)3
∞∑

k=0

1

(2k + 1)3
sin

(2k + 1)πx

L
exp

[− i
π2~n2

2mL2
t
]

Αν κάποια χρονική στιγµή µετρηθεί η ενέργεια του σωµατιδίου, ποιά είναι η πιθανότητα να
έχουµε ως αποτέλεσµα την τιµή E1 = π2~2

2mL2 ;

3. Σωµατίδιο µάζας m ϐρίσκεται σε ϕρέαρ δυναµικού απείρου ύψους εύρους L. Τη χρονική
στιγµή t = 0 η κατάσταση του σωµατιδίου περιγράφεται από µια ισοπίθανη επαλληλία των
δύο πρώτων στάσιµων καταστάσεων:

ψ(x, 0) = A
[
u1(x) + u2(x)

]

α) Να κανονικοποιηθεί η ψ(x, 0).
ϐ) Να ϐρεθεί η έκφραση της ρ(x, t) = |ψ(x, t)|2.
γ) Να δεχθεί ότι: 〈x〉t = L

2

[
1− 16

9π2 cos 3ωt
]

και 〈p〉t = 8L
3π2m

ω sin 3ωt, όπου ω = π2~
2mL2 .

4. Σωµατίδιο µάζας m ϐρίσκεται σε ϕρέαρ δυναµικού απείρου ύψους εύρους L. Να ϐρεθεί
η χρονική εξέλιξη της µέσης τιµής της ϑέσης του σωµατιδίου, όταν τη χρονική στιγµή t = 0
η κατάσταση του σωµατιδίου περιγράφεται από την κυµατοσυνάρτηση:

ψ(x, 0) = A sin3 πx

L

Υπόδειξη. sin 3θ = 3 sin θ − 4 sin3 θ.

5. Σωµατίδιο µάζας m ϐρίσκεται σε ϕρέαρ δυναµικού της µορφής: V (x) =





∞, x < 0
0, 0 < x < a

V0 > 0, x > a
α) Να δειχθεί ότι οι δέσµιες καταστάσεις (E < V0) δίνονται από τη σχέση:

tan

√
2mE a

~
= −

√
E

V0 − E

ϐ) Να γίνει η γραφική παράσταση του ϕρέατος και της ‘‘µορφής’’ της κυµατοσυνάρτησης της
ϐασικής κατάστασης.
γ) Ποιά συνθήκη πρέπει να ισχύει για το V0 ώστε να έχουµε µια µόνο δέσµια κατάσταση;

6. Σωµατίδιο µάζας m ενέργειας E > V0 πέφτει από τα δεξιά σε ϐαθµίδα δυναµικού της

µορφής: V (x) =

{
0, x < 0

V0 > 0, x > 0
. Να ϐρεθούν οι συντελεστές ανάκλασης και διέλευσης.

Ποιά είναι η πιθανότητα να ανακλαστεί το σωµατίδιο όταν E = 4
3
V0;

7. Να δειχθεί ότι σε δυναµικά της µορφής: λδ(x), αντί της συνθήκης συνέχειας της παραγώ-
γου στο σηµείο x = 0, ισχύει η σχέση:

− ~
2

2m

[
u′(0+)− u′(−0−)

]
+ λu(0) = 0
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8. Σωµατίδιο κινείται σε δυναµικό της µορφής: V (x) = −λδ(x), λ > 0.
α) Να δειχθεί ότι υπάρχει µια δέσµια κατάσταση µε ιδιοτιµή της ενέργειας και µε αντίστοιχη
ιδιοσυνάρτηση:

E = −mλ

2~2
, u(x) =

(mλ

~2

)1/2

e−
mλ
~2 |x|

ϐ) Ποιά είναι η µέση τιµή της ϑέσης του σωµατιδίου ως προς αυτήν την κυµατοσυνάρτηση;

9. Ποιά συνθήκη πρέπει να ισχύει για την ενέργεια E σωµατιδίου, ώστε η πιθανότητα να
ϐρεθεί αυτό µέσα σε ορθογώνιο ϕρέαρ δυναµικού ύψους V0 > E και εύρους 2a να είναι ίση
µε την πιθανότητα να ϐρεθεί έξω από το δυναµικό.

10. Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές της ενέργειας και οι αντίστοιχες κυµατοσυναρτήσεις ενός σωµα-

τιδίου που κινείται στο δυναµικό: V (x) =

{ ∞, x < 0
1
2
mω2x2, x > 0

11. Σωµατίδιο κινείται σε δυναµικό αρµονικού ταλαντωτή. Ποιά είναι η πιθανότητα να
ϐρεθεί αυτό εκτός των κλασικών ορίων κίνησης όταν ϐρίσκεται στη ϐασική κατάσταση;

Υπόδειξη:
∫ ∞

1
e−ξ2

dξ =
∫ ∞

0
e−ξ2

dξ −
∫ 1

0
e−ξ2

dξ =
√

π

2
−

∞∑

k=0

(−1)k

k!

∫ 1

0
ξ2kdξ '

√
π

2
− 0, 748

12. Να δειχθεί ότι οι µέσες τιµές των τελεστών p̂ και x̂ ως προς τις ιδιοσυναρτήσεις του
αρµονικού ταλαντωτή είναι µηδέν.
Υπόδειξη. Χρησιµοποιήστε την άσκηση 7 του 2ου κεφαλαίου και ότι η πυκνότητα πιθανότητας
ρn(x) = |un(x)|2 για οποιαδήποτε ιδιοκατάσταση του αρµονικού ταλαντωτή είναι άρτια συνάρτηση.

13. Ξεκινώντας από την έκφραση του τελεστή του Hamilton του αρµονικού ταλαντωτή :
Ĥ = 1

2m
p̂2 + 1

2
mω2x̂2 και τη γνωστή ανισότητα: a2 + b2 ≥ 2ab, να δειχθεί ότι ισχύει η σχέση:

E ≡ 〈Ĥ〉 ≥ ~ω
2

Υπόδειξη. Για τον αρµονικό ταλαντωτή ισχύει: 〈x〉 = 〈p〉 = 0 και εποµένως (∆x)2 = 〈x2〉 και
(∆p)2 = 〈p2〉.

14. Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές κι οι ιδιοσυναρτήσεις σωµατιδίου µάζας m στο δυναµικό: V (x) =
1
2
mω2x2 + βx.

Υπόδειξη. ∆είξτε πρώτα ότι ισχύει η σχέση: V (x) = 1
2mω2

[
x + β

mω2

]2
− β

2mω2 .
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Κεφάλαιο 4

Προβλήµατα τριών διαστάσεων

Στο παρόν κεφάλαιο ϑα ασχοληθούµε µε προβλήµατα τριών διαστάσεων που είναι αυτά που
συναντάµε κυρίως στην πράξη. Ο τρόπος µελέτης αυτών των προβληµάτων δεν διαφέρει κατ’
αρχήν από τον τρόπο µελέτης των µονοδιάστατων προβληµάτων. ΄Οµως, είναι σχετικά δυσκο-
λότερα αφού πρέπει να λυθεί µια ∆.Ε. µε µερικές παραγώγους. Επιπλέον, παρουσιάζονται
νέα χαρακτηριστικά, όπως η στροφορµή του σωµατιδίου που ενδέχεται να έχει µη µηδενικές
τιµές. Ως γενικός κανόνας, ο αριθµός των δεικτών (κβαντικών αριθµών) που απαιτείται για να
χαρακτηριστεί πλήρως µια κατάσταση, είναι ίσος µε τον αριθµό των ϐαθµών ελευθερίας του
αντίστοιχου κλασικού προβλήµατος. Στα µονοδιάστατα προβλήµατα ένας µόνο δείκτης είναι
αρκετός για την περιγραφή µιας κατάστασης, ενώ στα τρισδιάστατα προϐλήµατα απαιτούνται
τρεις δείκτες.

Επίσης, εµφανίζεται το ϕαινόµενο του πολλαπλού εκφυλισµού των ενεργειακών κατα-
στάσεων ακόµη και στις δέσµιες καταστάσεις, σε αντίθεση µε τα µονοδιάστατα προβλήµατα
στα οποία ο εκφυλισµός µπορεί να είναι το πολύ διπλός και µόνο σε µη δέσµιες καταστάσεις.
Ο εκφυλισµός των τρισδιάστατων προβληµάτων προκύπτει από κάποια ειδική συµµετρία (π.χ.
σφαιρική ή αξονική) του ϕυσικού προβλήµατος. Ως αποτέλεσµα το σύνολο των ιδιοσυναρτή-
σεων που ανήκουν στην ίδια ιδιοτιµή της ενέργειας δεν είναι µοναδικό και οι ιδιοσυναρτήσεις
του συνόλου αυτού δεν είναι απαραίτητα ορθογώνιες µεταξύ τους. ΄Ετσι, πρέπει να ελεγχθεί
η ορθογωνιότητά τους. Επιπλέον, µπορούν να δηµιουργηθούν νέα σύνολα ιδιοσυναρτήσεων
που ανήκουν στην ίδια ιδιοτιµή της ενέργειας όταν έχει ϐρεθεί κάποιο ‘‘αρχικό’’ σύνολο.

΄Οπως και στο προηγούµενο κεφάλαιο ϑα ασχοληθούµε πρώτα µε απλά προβλήµατα τριών
διαστάσεων και στη συνέχεια µε κάπως πιο πολύπλοκα στα οποία το σωµατίδιο ϐρίσκεται σε
κεντρικό δυναµικό, V (r) = V (r). ΄Ενα τέτοιο πρόβληµα είναι το άτοµο του Υδρογόνου.

Η επίλυση των προβληµάτων τριών διαστάσεων, αλλά και η µελέτη συστήµατος πολλών
σωµατιδίων διευκολύνεται σηµαντικά µε τη µέθοδο χωρισµού των µεταβλητών την οποία ϑα
διατυπώσουµε και ϑα αποδείξουµε µε τη µορφή µιας ϐασικής πρότασης. Σηµειώνεται ότι η
µέθοδος χωρισµού των µεταβλητών µπορεί να χρησιµοποιηθεί και σε πιο γενικές περιπτώσεις.
Βασική Πρόταση. Αν ο τελεστής του Hamilton ενός κβαντοµηχανικού προβλήµατος
είναι άθροισµα τελεστών ĥi:

Ĥ =
N∑

i=1

ĥi (4.1αʹ)

και ο κάθε τελεστής ĥi εξαρτάται από µια µόνο συντεταγµένη, µε εξίσωση ιδιοτιµών:
ĥiui(xi) = Eiui(xi) (4.1βʹ)

τότε η λύση της ανεξάρτητης από το χρόνο εξίσωσης του Schrödinger:
ĤU(x1, x2, . . . , xN) = EU(x1, x2, . . . , xN) (4.1γʹ)

77
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είναι το γινόµενο των λύσεων των εξισώσεων (4.1βʹ):

U(x1, x2, . . . , xN) = u1(x1)u2(x2) · · · uN(x1, x2, . . . , xN) =
N∏

i=1

ui(xi) (4.1δʹ)

και η ενέργεια του συστήµατος ισούται µε το άθροισµα των Ei:

E =
N∑

i=1

Ei (4.1εʹ)

Απόδειξη. Η αντικατάσταση στη σχέσης (4.1γʹ) της συνάρτησης U από την (4.1δʹ) και του
Ĥ από (4.1αʹ) δίνει:

N∑
i=1

ĥi

N∏
j=1

uj(xj) = E

N∏
j=1

uj(xj) ⇒
N∑

i=1

( N∏
j=1
j 6=i

uj(xj)
)
ĥiui(xi) = E

N∏
j=1

uj(xj)

∆ιαιρούµε και τα δύο µέλη της τελευταίας εξίσωσης µε το γινόµενο
∏N

j=1 uj, οπότε έχουµε:

N∑
i=1

( N∏
j=1
j 6=i

uj(xj)
)
ĥiui(xi)

N∏
j=1

uj(xj)

= E ⇒
N∑

i=1

ĥiui(xi)

ui(xi)
= E

Το αριστερό µέλος της εξίσωσης που καταλήξαµε είναι άθροισµα N όρων, ο κάθε ένας
από τους οποίους εξαρτάται από µια µόνο συντεταγµένη και αυτές είναι ανεξάρτητες µεταξύ
τους. Για να ισχύει η σχέση αυτή πρέπει κάθε όρος του αθροίσµατος να είναι µια σταθερά,
το άθροισµα των οποίων πρέπει να ισούται µε E. ∆ηλαδή:

ĥiui(xi) = Eiui(xi), i = 1, 2, . . . , N και
N∑
i

Ei = E

Εποµένως η U της σχέσης (4.1δʹ) είναι λύση της (4.1γʹ), εφόσον οι ui είναι λύσεις της
(4.1βʹ).
Σηµείωση. Σε ορισµένες περιπτώσεις η εφαρµογή της πρότασης µετατρέπει το τρισδιά-
στατο πρόβληµα σε γνωστά µονοδιάστατα προβλήµατα. Σε πολλές περιπτώσεις για να γίνει ο
τελεστή του Hamilton ‘‘διαχωρίσιµος’’ είναι απαραίτητο να γίνει µετασχηµατισµός σε κατάλ-
ληλο σύστηµα συντεταγµένων, ανάλογα µε τη συµµετρία του προβλήµατος. Μερικές ϕορές
το ίδιο πρόβληµα είναι δυνατό να επιλύεται χρησιµοποιώντας διάφορα συστήµατα συντεταγ-
µένων, όπως για παράδειγµα στην περίπτωση του δυναµικού Coulomb ή του τρισδιάστατου
ισοτροπικού αρµονικού ταλαντωτή.

4.1 Απλά προβλήµατα τριών διαστάσεων

4.1.1 Σωµατίδιο σε κυβικό κουτί

Θα εξετάσουµε µια γενίκευση του ορθογωνίου ϕρέατος δυναµικού απείρου ϐάθους ϑεωρών-
τας ένα σωµατίδιο που κινείται ελεύθερα σε κυβικό κουτί ακµής L µε τελείως ανακλαστικά
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τοιχώµατα. Επειδή δεν ενεργούν δυνάµεις στο σωµατίδιο µέσα στο κουτί, το δυναµικό µπορεί
να ϑεωρηθεί µηδέν στο εσωτερικό του και άπειρο στο εξωτερικό του:

V (r) =

{
0 για 0 < x < L, 0 < y < L, 0 < z < L
∞ αλλού

Στην περιοχή που το δυναµικό είναι άπειρο (έξω από το κουτί) η κυµατοσυνάρτηση είναι
u(x) = 0, ενώ στο εσωτερικό του είναι η λύση της εξίσωσης του Schrödinger:

− ~
2

2m
∇2u(x, y, z) = Eu(x, y, z), 0 < x < L, 0 < y < L, 0 < z < L (4.2αʹ)

µε οριακές συνθήκες:

u(0, y, z) = u(L, y, z) = 0, u(x, 0, z) = u(x, L, z) = 0, u(x, y, 0) = u(x, y, L) = 0 (4.2βʹ)

που επιβάλλονται ώστε η λύση της ∆.Ε. (4.2αʹ) να είναι συνεχής στα τοιχώµατα του κουτιού.
Επειδή ο τελεστής του Hamilton είναι άθροισµα τριών τελεστών:

Ĥ = ĥ1 + ĥ2 + ĥ3, ĥ1 = − ~
2

2m

∂2

∂x2
κλπ

αν εφαρµόσουµε τη ϐασική πρόταση, το πρόβληµα ανάγεται στην επίλυση των εξισώσεων:

− ~
2

2m

d2u1(x)

dx2
= E1u1(x), − ~

2

2m

d2u2(y)

dy2
= E2u2(y), − ~

2

2m

d2u3(z)

dz2
= E3u3(z)

0 < x < L, 0 < y < L, 0 < z < L

Οι τρεις εξισώσεις στις οποίες καταλήξαµε είναι ίδιες µε την εξίσωση του Schrödinger του
προβλήµατος του ϕρέατος δυναµικού απείρου ϐάθους και εύρους L, που µελετήθηκε στο
εδάφιο 3.3 για το οποίο οι ιδιοτιµές και οι ιδιοσυναρτήσεις είναι:

En =
~2π2

2mL2
n2, un(x) =

√
2

L
sin

nπx

L
, n = 1, 2, 3, . . .

Εποµένως σύµφωνα µε τη ϐασική πρόταση, οι ιδιοτιµές της εξίσωσης του Schrödinger
και οι αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις του σωµατιδίου σε κυβικό κουτί µε τελείως ανακλαστικά
τοιχώµατα είναι:

Enxnynz =
~2π2

2mL2
(n2

x + n2
y + n2

z), nx, ny, nz = 1, 2, 3, . . . (4.3αʹ)

unxnynz(x, y, z) =

√
8

L3
sin

nxπx

L
sin

nyπy

L
sin

nzπz

L
(4.3βʹ)

∆ηλαδή οι κανονικοποίηση των κυµατοσυναρτήσεων είναι αντιστρόφως ανάλογη της τετρα-
γωνικής ϱίζας του όγκου του κουτιού.

Παρατηρούµε ότι δεν είναι οι τιµές των κβαντικών αριθµών nx, ny, nz που καθορίζουν την
ενέργεια του σωµατιδίου, αλλά το άθροισµα των τετραγώνων αυτών των αριθµών:

n2 = n2
x + n2

y + n2
z, nx, ny, nz = 1, 2, 3, . . .

Αυτό έχει ως αποτέλεσµα οι ιδιοσυναρτήσεις που αναφέρονται στους ακέραιους nx, ny, nz να
εξαρτώνται όχι µόνο από τις τιµές τους αλλά και από τη διάταξή τους. ∆ηλαδή, αυτές είναι
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γραµµικά ανεξάρτητες και ανήκουν στην ίδια ιδιοτιµή Enxnynz . Αυτή η ιδιοτιµή της ενέργειας
είναι εκφυλισµένη. Ο ϐαθµός εκφυλισµού κάθε ενεργειακής κατάστασης είναι τουλάχιστον
ίσος µε τις δυνατές διατάξεις των τριών ϑετικών ακέραιων αριθµών. Μπορεί όµως να είναι
και µεγαλύτερος αν υπάρχουν περισσότερες της µιας τριάδες αριθµών που το άθροισµα των
τετραγώνων τους ισούται µε το ίδιο n2. Για παράδειγµα ενώ η ϐασική ενεργειακή κατά-
σταση, E111 = ~2π2

2mL2 3, δεν είναι εκφυλισµένη, η πρώτη διεγερµένη ενεργειακή κατάσταση,
E112 = E121 = E211 = ~2π2

2mL2 6, είναι τρεις ϕορές εκφυλισµένη, αφού οι ιδιοσυναρτήσεις u112,
u121 και u211 που είναι γραµµικά ανεξάρτητες ανήκουν στην ίδια ιδιοτιµή της ενέργειας. Λό-
γω του εκφυλισµού ο γραµµικός συνδυασµός u = αu112 + βu121 + γu211 είναι επίσης µια
ιδιοσυνάρτηση που ανήκει στην πρώτη διεγερµένη ενεργειακή κατάσταση.

Ο εκφυλισµός στην περίπτωση που εξετάζουµε οφείλεται στην κυβική συµµετρία του
προβλήµατος. Αν όµως το σωµατίδιο είναι ελεύθερο να κινείται όχι σε κυβικό κουτί, αλλά σε
ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο ακµών L1, L2 και L3, οι ιδιοτιµές της ενέργειας είναι εν γένει
µη εκφυλισµένες.

4.1.2 Σωµατίδιο σε τρισδιάστατο ισοτροπικό αρµονικό ταλαντωτή

Ο τρισδιάστατος ισοτροπικός αρµονικός ταλαντωτής είναι ένα υλικό σηµείο που έλκεται από
σταθερό κέντρο µε δύναµη ανάλογη της απόστασης, οπότε η δυναµική του ενέργεια είναι:
V (r) =

1

2
k r2 =

1

2
k(x2 + y2 + z2).

Επειδή ο τελεστής του Hamilton γράφεται:

Ĥ = − ~
2

2m
∇2 +

1

2
k(x2 + y2 + z2) = ĥ1 + ĥ2 + ĥ3, ĥ1 = − ~

2

2m

∂2

∂x2
+

1

2
kx2 κλπ

αν εφαρµόσουµε τη ϐασική πρόταση, το πρόβληµα ανάγεται στην επίλυση των εξισώσεων:

− ~
2

2m

d2u1(x)

dx2
+

1

2
kx2u1(x) = E1u1(x), u1(−∞) = u1(∞) = 0

− ~
2

2m

d2u2(y)

dy2
+

1

2
ky2u2(y) = E2u2(y), u2(−∞) = u2(∞) = 0

− ~
2

2m

d2u3(z)

dz2
+

1

2
kz2u3(z) = E3u3(z), u3(−∞) = u3(∞) = 0

Οι τρεις εξισώσεις στις οποίες καταλήξαµε είναι ίδιες µε την εξίσωση του Schrödinger
του µονοδιάστατου αρµονικού ταλαντωτή µε σταθερά α = (mω/~)1/2 (ω =

√
k/m) που

µελετήθηκε στο εδάφιο 3.5.1 για τον οποίο οι ιδιοτιµές και οι ιδιοσυναρτήσεις είναι:

En = (n +
1

2
)~ω, un(x) = NnHn(αx) e−α2x2/2, n = 0, 1, 2, 3, . . .

Εποµένως σύµφωνα µε τη ϐασική πρόταση, οι ιδιοτιµές της εξίσωσης του Schrödinger και
οι αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις του τρισδιάστατου ισοτροπικού αρµονικού ταλαντωτή είναι:

Enxnynz =
(
nx + ny + nz +

3

2

)
~ω, nx, ny, nz = 0, 1, 2, 3, . . . (4.4αʹ)

unxnynz(x, y, z) = NnxnynzHnx(αx)Hny(αy)Hnz(αz) e−α2(x2+y2+z2)/2 (4.4βʹ)

όπου: Nnxnynz =
(

(α/
√

π)3

2nx+ny+nz nx! ny! nz !

)1/2

.
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Παρατηρούµε ότι η ενέργεια εξαρτάται από το άθροισµα των µη αρνητικών ακέραιων αριθ-
µών nx, ny, nz και κάθε τριάδα κβαντικών αριθµών που έχει το ίδιο άθροισµα αντιστοιχούν
σε καταστάσεις µε την ίδια ενέργεια. ΄Ετσι, ενώ η ενεργειακή κατάσταση E000 = 3

2
~ω είναι µη

εκφυλισµένη, η ενεργειακή κατάσταση E100 = E010 = E001 = 5
2
~ω είναι τρεις ϕορές εκφυλι-

σµένη και αντιστοιχούν σε αυτήν οι γραµµικά ανεξάρτητες ιδιοσυναρτήσεις u100, u010, u001.
Ο ϐαθµός εκφυλισµού της ενεργειακής κατάστασης En όπου n = nx + ny + nz είναι ίσος
µε το πλήθος των τρόπων που τρεις µη αρνητικοί αριθµοί µπορούν να εκλεγούν για να δώ-
σουν τον ίδιο άθροισµα. Μπορεί να δειχθεί (ϐλέπε άσκηση 3 του εδαφίου 4.5) ότι ο ϐαθµός
εκφυλισµού της ενεργειακής κατάστασης En είναι:

g = 1
2
(n + 1)(n + 2)

Ο εκφυλισµός των ενεργειακών καταστάσεων του ισοτροπικού αρµονικού ταλαντωτή οφεί-
λεται στη σφαιρική συµµετρία του προβλήµατος. Στην περίπτωση που ο αρµονικός ταλαντω-
τής δεν είναι ισοτροπικός ϐρίσκεται ότι οι ενεργειακές ιδιοτιµές είναι εν γένει µη εκφυλισµέ-
νες.

Ο ισοτροπικός αρµονικός ταλαντωτής V (r) = 1
2
k r2 είναι ένα παράδειγµα κεντρικού

δυναµικού και εποµένως ο τελεστής του Hamilton µπορεί να διαχωριστεί και σε σύστηµα
σφαιρικών συντεταγµένων. Σε αυτό το σύστηµα οι ιδιοτιµές της ενέργειας και οι αντίστοιχες
ιδιοσυναρτήσεις του Ĥ είναι:

Enl =
(
2n+l+

3

2

)
~ω, unlm(r) = Rnl(r)Y

m
l (θ, φ), n, l = 0, 1, 2, . . . , m = 0,±1,±2, . . . ,±l

όπου Y m
l (θ, φ) οι σφαιρικές αρµονικές και Rnl(r) η ακτινική κυµατοσυνάρτηση που εκφρά-

Ϲεται µε τη ϐοήθεια των πολυωνύµων Laquerre:

Rnl(r) = Nnlr
l Ll+1/2

n (α2r2) e−α2r2/2

Σηµειώνεται ότι ενώ το ενεργειακό ϕάσµα δεν εξαρτάται από το σύστηµα συντεταγµένων,
οι σφαιρικές συντεταγµένες οδηγούν σε διαφορετικό σύνολο ιδιοσυναρτήσεων που ανήκουν
στην ίδια εκφυλισµένη ιδιοτιµή, από ότι το σύνολο που ϐρίσκεται όταν χρησιµοποιούνται
καρτεσιανές συντεταγµένες.

4.2 Προβλήµατα κεντρικών δυναµικών

Υπάρχουν πολλά ϕυσικά προβλήµατα στα οποία ο τελεστής του Hamilton δεν είναι διαχω-
ϱίσιµος σε καρτεσιανές συντεταγµένες. ΄Ενα τέτοιο ϐασικό πρόβληµα είναι η περίπτωση του
δυναµικού Coulomb που σχετίζεται µε τα υδρογονοειδή άτοµα για το οποίο ο τελεστής του
Hamilton είναι διαχωρίσιµος σε σφαιρικές - πολικές συντεταγµένες, αλλά και σε παραβολι-
κές συντεταγµένες. Επειδή στη συνέχεια ϑα ασχοληθούµε µε κεντρικά δυναµικά, δηλαδή µε
δυναµικά για τα οποία ισχύει V (r) = V (r) ϑα αναφέρουµε µερικά ϐασικά χαρακτηριστικά
του συστήµατος των σφαιρικών συντεταγµένων.

Οι σχέσεις µεταξύ καρτεσιανών και σφαιρικών συντεταγ-
µένων, όπως προκύπτει από το Σχ. 4.1, είναι:

x = r sin θ cos φ , y = r sin θ sin φ , z = r cos θ

r = (x2 + y2 + z2)1/2, cos θ = z/(x2 + y2 + z2)1/2, tan φ = y/x

όπου οι συντεταγµένες r, θ, φ µπορεί να παίρνουν τιµές στα
διαστήµατα: r ∈ [0,∞), θ ∈ [0, π] και φ ∈ [0, 2π].

θ r

x

y

(x,y,z)

x

y

z

z

φ ρ

Σχήµα 4.1:.
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Με τη ϐοήθεια των παραπάνω σχέσεων ο τελεστής του Laplace γράφεται:

∇2 =
1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2
(4.5)

Σηµειώνεται ότι το γωνιακό µέρος του ∇2 σχετίζεται µε τον τελεστή της στροφορµής, που
ορίσαµε στο εδάφιο Γʹ.7, όπως ϑα ϕανεί παρακάτω.

Η τροχιακή στροφορµή ορίζεται από τη σχέση:

l̂ = r̂× p̂ = r̂× (−i~∇) = l̂xx0 + l̂yy0 + l̂zz0 (4.6)

όπου οι συνιστώσες l̂x, l̂y και l̂z του τελεστή της στροφορµής, σε καρτεσιανές συντεταγµένες,
είναι:

l̂x = yp̂z − zp̂y = −i~
(

y
∂

∂z
− z

∂

∂y

)
(4.7αʹ)

l̂y = zp̂x − xp̂z = −i~
(

z
∂

∂x
− x

∂

∂z

)
(4.7βʹ)

l̂z = xp̂y − yp̂x = −i~
(

x
∂

∂y
− y

∂

∂x

)
(4.7γʹ)

Οι προβολές του τελεστή της στροφορµής µπορούν να εκφραστούν και σε σφαιρικές συν-
τεταγµένες αν χρησιµοποιηθούν οι σχέσεις που συνδέουν τις καρτεσιανές µε τις σφαιρικές
συντεταγµένες. Οι εκφράσεις αυτές είναι:

l̂x = i~
(

sin φ
∂

∂θ
+ cot θ cos φ

∂

∂φ

)
(4.8αʹ)

l̂y = i~
(
− cos φ

∂

∂θ
+ cot θ sin φ

∂

∂φ

)
(4.8βʹ)

l̂z = −i~
∂

∂φ
(4.8γʹ)

Με τη ϐοήθεια αυτών των εκφράσεων µπορεί να δειχθεί µετά από λίγες πράξεις, ότι:

l̂2 = l̂2x + l̂2y + l̂2z ⇒ l̂2 = −~2
[ 1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2

]
(4.9)

∆ηλαδή, το γωνιακό µέρος του τελεστή του Laplace συνδέεται άµεσα µε τον τελεστή της
στροφορµής, που µπορεί να γραφεί και µε τη µορφή:

∇2 =
1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
− l̂ 2

~2r2
(4.10)

Εποµένως, ο τελεστής του Hamilton για ένα κεντρικό δυναµικό V (r) = V (r) γράφεται:

Ĥ = − ~
2

2µ
∇2 + V (r) ⇒ Ĥ = − ~

2

2µ

1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+

l̂ 2

2µr2
+ V (r) (4.11)

Για τη µάζα του σωµατιδίου ϑα χρησιµοποιούµε στο εξής το γράµµα µ για να αποφύγουµε
τυχών σύγχυση µε τον κβαντικό αριθµό m µε τον οποίο συνηθίζεται να χαρακτηρίζονται οι
ιδιοτιµές και οι ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή l̂z.
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Η έκφραση (4.11) του τελεστή του Hamilton είναι πολύ χρήσιµη επειδή ϕαίνεται αµέσως
ότι ισχύει: [

Ĥ, l̂
]

=
[
Ĥ, l̂ 2

]
=

[
Ĥ, l̂i

]
= 0, i = x, y, z

όπως αναφέρθηκε στην ιδιότητα 4 του εδαφίου Γʹ.7. Εποµένως, σύµφωνα µε τη γνωστή
πρόταση (σχέση (2.69)):

i~
d

dt
〈Â〉 = 〈[Â, Ĥ

]〉
προκύπτει ότι, η µέση τιµή της στροφορµής και των συνιστωσών της είναι σταθερές της κίνη-
σης. ∆ηλαδή, σε προβλήµατα σφαιρικής συµµετρίας υπάρχει διατήρηση των παρατηρήσιµων
µεγεθών του µέτρου της στροφορµής και της προβολής της επάνω σε οποιοδήποτε άξονα.

Από τις σχέσεις: [
Ĥ, l̂2

]
=

[
Ĥ, l̂i

]
= 0, i = x, y, z

και τις σχέσεις αντιµετάθεσης:
[
l̂x, l̂y

]
= i~l̂z,

[
l̂y, l̂z

]
= i~l̂x,

[
l̂z, l̂x

]
= i~l̂y

προκύπτει επίσης ότι, σε κεντρικά πεδία δυνάµεων, τα ϕυσικά µεγέθη H, l2 και µια από
τις συνιστώσες της στροφορµής είναι συµβιβαστά µεγέθη και οι αντίστοιχοι τελεστές Ĥ, l̂ 2

και ένας από τους τελεστές l̂x, l̂y και l̂z έχουν ένα κοινό σύνολο ιδιοσυναρτήσεων. Για
λόγους απλότητας, οι κοινές ιδιοσυναρτήσεις των τελεστών Ĥ και l̂ 2 διαλέγονται να είναι και
ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή l̂z.

Τέλος, η εξίσωση του Schödinger για ένα σωµατίδιο σε κεντρικό δυναµικό γράφεται:

− ~
2

2µ

1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
u(r) +

[ l̂ 2

2µr2
+ V (r)

]
u(r) = Eu(r) (4.12)

Η εξίσωση αυτή µπορεί να λυθεί µε τη µέθοδο χωρισµού των µεταβλητών, Ϲητώντας λύσεις
της µορφής:

u(r, θ, φ) = R(r)Y (θ, φ) (4.13)
Η αντικατάσταση της u(r, θ, φ) από την (4.13) στη ∆.Ε. (4.12) και η διαίρεση της σχέσης

που προκύπτει µε το γινόµενο R(r)Y (θ, φ), µετά από µια αναδιάταξη των όρων, δίνει:

− ~
2

2µ

1

R(r)

d

dr

(
r2 dR(r)

dr

)
+

[
V (r)− E

]
r2 = − 1

2µ

1

Y (θ, φ)
l̂ 2Y (θ, φ) (4.14)

Επειδή το αριστερό µέλος της ∆.Ε. (4.14) είναι συνάρτηση µόνο της ανεξάρτητης µεταβλη-
τής r και το δεξί µέλος είναι συνάρτηση µόνο των ανεξάρτητων µεταβλητών θ και φ, η εξίσωση
ικανοποιείται όταν κάθε µέλος της είναι µια σταθερά. Τη σταθερά αυτήν την ονοµάζουµε
− ~2

2µ
λ1. ΄Ετσι, οδηγούµαστε σε δύο εξισώσεις:
α) Τη ‘‘γωνιακή’’ εξίσωση:

l̂2Y (θ, φ) = ~2λ1Y (θ, φ) (4.15αʹ)

∆ηλαδή:
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Y (θ, φ)

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Y (θ, φ)

∂φ2
= −λ1Y (θ, φ) (4.15βʹ)

ϐ) Την ‘‘ακτινική’’ εξίσωση:

− ~
2

2µ

1

r2

d

dr

(
r2 dR(r)

dr

)
+

(
V (r) + λ1

~2

2µ r2

)
R(r) = ER(r) (4.16)
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Θα µελετήσουµε τις δύο ∆.Ε. ξεχωριστά. Πρώτα τη ∆.Ε. (4.15βʹ) και στη συνέχεια τη
∆.Ε. (4.16). Είναι χρήσιµο να σηµειωθεί ότι η γωνιακή εξίσωση (4.15βʹ) δεν εξαρτάται από
τη µορφή του κεντρικού δυναµικού και εποµένως οι λύσεις της ισχύουν για οποιοδήποτε
κεντρικό δυναµικό.

4.2.1 Μελέτη της γωνιακής εξίσωσης

Η εξίσωση (4.15βʹ) λύνεται µε τη µέθοδο χωρισµού των µεταβλητών, Ϲητώντας λύση της
µορφής:

Y (θ, φ) = Θ(θ)Φ(φ)

Ακολουθώντας τη γνωστή διαδικασία, ϐρίσκουµε ότι:

sin θ

Θ(θ)

d

dθ

(
sin θ

dΘ(θ)

dθ

)
+ λ1 sin2 θ = − 1

Φ

d2Φ(φ)

dφ2
(4.17)

Επειδή οι µεταβλητές θ και φ είναι ανεξάρτητες, πρέπει και τα δύο µέλη της (4.17) να είναι
ίσα µε µια σταθερά, τη λ2. ΄Ετσι, η ∆.Ε. (4.17) χωρίζεται στις δύο εξισώσεις:

d2Φ

dφ2
+ λ2Φ = 0 (4.18αʹ)

1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
+

(
λ1 − λ2

sin2 θ

)
Θ = 0 (4.18βʹ)

Η ∆.Ε. (4.18αʹ) λύνεται αµέσως. Η γενική της λύση είναι:

Φ(φ) = A ei
√

λ2φ + B e−i
√

λ2φ

Η συνάρτηση Φ(φ) πρέπει να είναι συνεχής και περιοδική µε περίοδο 2π. ∆ιαφορετικά
η u(r, θ, φ) δεν ϑα ήταν µονότιµη σε κάθε σηµείο του χώρου. Πρέπει δηλαδή να ισχύουν οι
οριακές συνθήκες:

Φ(φ0) = Φ(φ0 + 2π), και Φ′(φ0) = Φ′(φ0 + 2π), φ0 ∈ [0, 2π]

Οι συνθήκες αυτές για φ0 = 0 δίνουν:

A + B = A ei
√

λ22π + B e−i
√

λ22π ⇒ (
1− ei

√
λ22π

)
A +

(
1− e−i

√
λ22π

)
B = 0
(4.19αʹ)

i
√

λ2

(
A−B

)
= i

√
λ2

(
A ei

√
λ22π −Be−i

√
λ22π

) ⇒ (
1− ei

√
λ22π

)
A− (

1− e−i
√

λ22π
)
B = 0
(4.19βʹ)

Το οµογενές σύστηµα στο οποίο καταλήξαµε έχει µια προφανή λύση: A = B = 0, που δεν
παρουσιάζει ενδιαφέρον. Για να υπάρχει λύση ως προς A και B διαφορετική του µηδενός
πρέπει η ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων να είναι µηδέν:

∣∣∣∣
1− ei

√
λ22π 1− e−i

√
λ22π

1− ei
√

λ22π −(
1− e−i

√
λ22π

)
∣∣∣∣ ⇒ 2

(
1− ei

√
λ22π

)(
1− e−i

√
λ22π

)
= 0

Η τελευταία εξίσωση ισχύει όταν:

ei
√

λ22π = 1 και e−i
√

λ22π = 1
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Οι δύο αυτές εξισώσεις ισχύουν όταν:

i
√

λ22π = ln 1 ⇒ i
√

λ22π = 0 + im2π, m = 0,±1,±2, . . . ⇒ λ2 = m2 (4.20)

Γι’ αυτές τις τιµές του
√

λ2 οι εξισώσεις (4.19αʹ) και (4.19βʹ) γράφονται:

0 · A + 0 ·B = 0 και 0 · A− 0 ·B = 0

∆ηλαδή, οι δύο σταθερές A και B παραµένουν αυθαίρετες. Αυτό σηµαίνει ότι σε κάθε ιδιοτιµή
λ2 αντιστοιχούν δύο γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις. Εξαίρεση αποτελεί η ιδιοτιµή λ2 = 0, στην
οποία αντιστοιχεί η ιδιοσυνάρτηση Φ0(φ) = A + B =σταθερά. Οι δύο γραµµικά ανεξάρτητες
λύσεις είναι:

Φλ2(φ) = σταθ. e±i
√

λ2 φ ⇒ Φ±m(φ) = σταθ. e±im φ

Με κανονικοποίηση αυτής έχουµε:
∫ 2π

0

|Φm(φ)|2dφ = 1 ⇒ Φm(φ) =
1√
2π

eim φ, m = 0,±1,±2, . . . (4.21)

Στη συνάρτηση αυτή ο εκθέτης έχει γραφεί χωρίς το διπλό σηµείο, επειδή νοείται ότι ο
ακέραιος αριθµός m µπορεί να είναι ϑετικός, µηδέν ή αρνητικός αριθµός. Ο ακέραιος m
λέγεται µαγνητικός κβαντικός αριθµός της στροφορµής.
Σηµείωση. Στις ιδιοτιµές λ2 = m2 και στις κανονικοποιηµένες ιδιοσυναρτήσεις Φm(φ) =

1√
2π

em φ, m = 0,±1,±2, . . . µπορούµε να οδηγηθούµε αµέσως αν χρησιµοποιήσουµε το
παράδειγµα 2 του εδαφίου Γʹ.1.1. Στο παράδειγµα αυτό είδαµε ότι οι ιδιοτιµές και οι ιδιο-
συναρτήσεις του τελεστή l̂z = −i~ d

dφ
είναι:

l̂zΦm(φ) = ~mΦm(φ) ⇒ m = 0,±1,±2, . . . και Φm(φ) =
1√
2π

eim φ (4.22)

Η επίδραση του τελεστή l̂z από τα αριστερά και στα δύο µέλη της πρώτης από τις εξισώσεις
της (4.22), επειδή l̂ 2

z = −~2 d2

dφ2 , δίνει:

l̂ 2
z Φ = ~ml̂zΦ ⇒ −~2 d2Φ

dφ2
= ~2m2Φ ⇒ d2Φ

dφ2
+ m2Φ = 0

Η σύγκριση της τελευταίας εξίσωσης µε την εξίσωση (4.18αʹ) δίνει τις ιδιοτιµές και τις ιδιοσυ-
ναρτήσεις που ϐρέθηκαν προηγουµένως.

Το επόµενο ϐήµα είναι η λύση της ∆.Ε. (4.18βʹ). Επειδή η όλη διαδικασία απαιτεί κάποιον
χρόνο και χώρο, ϑα δώσουµε µόνο τα πιο ϐασικά ϐήµατα που οδηγούν στη λύση της (4.18βʹ),
χωρίς να δοθούν όλες οι λεπτοµέρειες.

Θέτουµε στη ∆.Ε. (4.18βʹ) λ2 = m2 και κάνουµε αλλαγή της µεταβλητής:

ξ = cos θ, θ ∈ [0, π] ⇒ ξ ∈ [−1, 1]

οπότε:
dΘ

dθ
= − sin θ

dΘ

dξ
,

d

dθ
= − sin θ

d

dξ
και

1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
=

d

dξ

(
sin2 θ

dΘ

dξ

)
=

d

dξ

[
(1− ξ2)

dΘ

dξ

]
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Η αντικατάσταση των παραπάνω στη ∆.Ε. (4.18βʹ) δίνει:

d

dξ

[
(1− ξ2)

dΘ

dξ

]
+

(
λ1 − m2

1− ξ2

)
Θ = 0 (4.23)

Η ∆.Ε. (4.23) είναι η προσηρτηµένη ∆.Ε. του Legendre και µπορεί να λυθεί αν ακολου-
ϑήσουµε παρόµοια διαδικασία µε αυτήν της ∆.Ε. του µονοδιάστατου αρµονικού ταλαντωτή.
΄Οµως, η όλη διαδικασία δεν είναι απλή. Μπορεί να δειχθεί ότι για να υπάρχει ϕραγµένη
λύση της ∆.Ε. για ξ = ±1 πρέπει να ισχύει:

λ1 = l(l + 1), l = 0, 1, 2, . . . και |m| ≤ l (4.24)

Η λύση αυτή έχει τη µορφή:

Θ(ξ) = Pm
l (ξ) =

(
1− ξ2

)|m|/2 d|m|Pl(ξ)

dξ|m|
, ξ = cos θ (4.25)

Οι συναρτήσεις Pm
l (ξ) λέγονται προσηρτηµένες συναρτήσεις Legendre. Οι συναρτή-

σεις Pl(ξ) είναι τα πολυώνυµα Legendre που είναι λύσεις της ∆.Ε. του Legendre:

d

dξ

[
(1− ξ2) P ′

l (ξ)
]

+ l(l + 1)Pl(ξ) = 0, l = 0, 1, 2, . . . , ξ ∈ [−1, 1] (4.26)

Η εξίσωση αυτή προκύπτει από την ∆.Ε. (4.23) για m = 0.
Η δεύτερη γραµµικά ανεξάρτητη λύση της ∆.Ε. (4.23) δεν είναι ϕραγµένη στα σηµεία

ξ = ±1 και εποµένως για την αντίστοιχη αυθαίρετη σταθερά πρέπει να τεθεί 0.
Επειδή οι προσηρτηµένες συναρτήσεις Legendre εκφράζονται µε τη ϐοήθεια των παραγώ-

γων των πολυωνύµων Legendre αναφέρουµε µερικές ιδιότητες αυτών, εκτός της ∆.Ε. (4.26):

α) Γεννήτρια συνάρτηση:
1

1 + t2 − 2ξt
=

∞∑

l=0

Pl(ξ) tl, |t| < 1, |ξ| ≤ 1

ϐ) Τύπος του Rodriques: Pl(ξ) =
(−1)l

2 ll!

dl

dξl

[
(1− ξ2)l

]
, ξ ∈ [−1, 1]

γ) Αναδροµικές σχέσεις: (2l + 1)ξPl(ξ) = (l + 1)Pl+1(ξ) + lPl−1(ξ), l = 1, 2, 3, . . .
Pl(ξ) = P ′

l+1(ξ) + P ′
l−1(ξ)− 2ξPl(ξ), l = 1, 2, 3, . . .

ε) Συµµετρία: Pl(ξ) = (−1)lPl(−ξ), Pl(1) = 0, Pl(−1) = (−1)l

δ) Ορογωνιότητα:
(
Pl(ξ), Pm(ξ)

)
= 0 για m 6= l.

Πίνακας 4.1: Οι εκφράσεις των πρώτων πολυω-
νύµων Legendre.

P0(ξ) = 1

P1(ξ) = x

P2(ξ) = 1
2
(3ξ2 − 1)

P3(ξ) = 1
2
(5ξ3 − 3ξ)

P4(ξ) = 1
8
(35ξ4 − 30ξ2 + 3)

P5(ξ) = 1
8
(63ξ5 − 70ξ3 + 15ξ)

-1 0 1

-1

0

1

 
P4P3P2

P1

P0

 

Pn(x)

x

Σχήµα 4.2: Γραφική παράσταση των πρώ-
των πολυωνύµων Legendre
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Με τη ϐοήθεια των σχέσεων (4.21) και (4.25) οι κανονικοποιηµένες ιδιοσυναρτήσεις της
γωνιακής εξίσωσης είναι:

Y (θ, φ) = Y m
l (θ, φ) = Nlm(1− cos2 θ)|m|/2 d|m|Pl(cos θ)

d cos|m| θ
eimφ (4.27αʹ)

Ο παράγοντας Nlm προκύπτει ότι είναι:

Nlm = (−1)m δm,|m|
((2l + 1)(l − |m|)!

4π(l + |m|)!
)1/2

(4.27βʹ)

Ο παράγοντας ϕάσης (−1)m δεν είναι απαραίτητος για την ιδιότητα της ορθοκανονικότητας,
µπορεί όµως να τεθεί λόγω της οµογένειας της ∆.Ε. (4.15βʹ). Μερικές ϕορές ο παράγοντας
αυτός εκλέγεται διαφορετικά.

Οι συναρτήσεις Y m
l (θ, φ), που εµφανίζονται σε προβλήµατα σφαιρικής συµµετρίας και

προήλθαν από την εξάρτηση του τελεστή του Laplace από τις γωνίες θ και φ λέγονται σφαι-
ϱικές αρµονικές. Αυτές αποτελούν ορθοκανονικό σύστηµα συναρτήσεων. ∆ηλαδή ισχύει:

(
Y m

l , Y m′
l′

)
=

∫ 2π

0

∫ π

0

(Y m
l (θ, φ))∗Y m′

l′ (θ, φ)dΩ = δll′δmm′ , dΩ = sin θ dθ dφ (4.28)

Οι πρώτες σφαιρικές αρµονικές (για l = 0, 1, 2) είναι της µορφής:

Y 0
0 =

1√
4π

Y 0
1 =

√
3

4π
cos θ =

√
3

4π

z

r
=

√
3

4π
P1(cos θ)

Y ±1
1 = ∓

√
3

8π
sin θ e±iφ =

√
3

8π

x± iy

r

Y 0
2 =

√
5

16π
(3 cos2 θ − 1) =

√
5

16π

2z2 − x2 − y2

r2
=

√
5

16π
P2(cos θ) (4.29)

Y ±1
2 = ∓

√
15

8π
cos θ sin θ e±iφ =

√
15

8π

(x± iy)z

r2

Y ±2
2 = ∓

√
15

32π
sin2 θ e±i2φ =

√
15

32π

(x± iy)2

r2

Για της σφαιρικές αρµονικές ισχύουν οι σχέσεις:
(
Y m

l (θ, φ)
)∗

= (−1)mY −m
l (θ, φ) (4.30αʹ)

Y 0
l (θ, φ) =

√
2l + 1

4π
Pl(cos θ), Y m

l (0, φ) =

√
2l + 1

4π
δm0 (4.30βʹ)

καθώς και το ϑεώρηµα πρόσθεσης (addition theorem):

Pl(cos ωrr′) =
4π

2l + 1

l∑

m=−l

Y ∗
lm(Ω)Ylm(Ω′) (4.30γʹ)

όπου Ω = (θ, φ) και Ω′ = (θ′, φ′) οι κατευθύνσεις των διανυσµάτων r και r′ και ωrr′ η µεταξύ
τους γωνία. Ισχύει: cos ωrr′ = cos θ cos θ′ + sin θ sin θ′ cos(φ− φ′).
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Η σχέση (4.30γʹ) για Ω = Ω′, δηλαδή ωrr′ = 0, οπότε Pl(1) = 1, γράφεται:

l∑

m=−l

|Y m
l (θ, φ)|2 =

2l + 1

4π
(4.30δʹ)

Στην Ατοµική και στην Πυρηνική Φυσική, η σχέση αυτή µπορεί να ερµηνευτεί και ως
εξής: όταν όλες οι m−καταστάσεις που αντιστοιχούν σε ένα δοσµένο l είναι κατειληµµένες
(δηλαδή υπάρχει κλειστός ϕλοιός), τότε το σύστηµα έχει σφαιρική συµµετρία (δεν εξαρτάται
από την κατεύθυνση στο χώρο).

Από τη σχέση (4.30βʹ) παρατηρούµε ότι οι σφαιρικές αρµονικές µε m = 0 δεν εξαρτώνται
από τη γωνία φ και εποµένως έχουν κυλινδρική συµµετρία.

Σηµείωση. Μια ϐασική χρησιµότητα των σφαιρικών αρµονικών οφείλεται στο γεγονός ότι
οι σφαιρικές αρµονικές αποτελούν ένα πλήρες σύνολο ιδιοσυναρτήσεων. ∆ιαφορετικά, κάθε
συνάρτηση f(θ, φ) που ικανοποιεί γενικές ιδιότητες συνέχειας µπορεί να παρασταθεί µε µια
οµοιόµορφα συγκλίνουσα σειρά σφαιρικών αρµονικών της µορφής:

f(θ, φ) =
∞∑

l=0

l∑

m=−l

clmY m
l (θ, φ) (4.31αʹ)

όπου:

clm =

∫ 2π

0

∫ π

0

(
Y m

l (θ, φ)
)∗

f(θ, φ)dΩ (4.31βʹ)

Τέλος, στο Σχ. 4.3 δίνεται η µορφή του µέτρου µερικών σφαιρικών αρµονικών.

Σχήµα 4.3: Η γραφική παράσταση της |Y m
l (θ, φ)| για lm = 00, 10, 11, 20, 21 και 22, αντίστοιχα.

Οι γραφικές παραστάσεις των σφαιρικών αρµονικών του Σχ. 4.3 έγιναν µε τις παρακάτω
εντολές της Mathematica.

f[lx−, mx−, theta−, phi−] := Abs[SphericalHarmonicY[lx, mx, theta, phi]]

For[l = 0, l < 3, l + +,

For[m = 0, m <= l, m + +,

xxx = SphericalPlot3D[f[l, m, x, y], {x, 0, Pi}, {y, 0, 2 ∗ Pi}, Axes → None, Boxed → False];

Print[”l = ”, l, ” m = ”, m, xxx] ] ]



4.2 Προβλήµατα κεντρικών δυναµικών 89

Συνοψίζοντας, παρατηρούµε ότι οι σφαιρικές αρµονικές είναι ιδιοσυναρτήσεις τόσο του
τελεστή l̂ 2 όσο και του τελεστή l̂z µε ιδιοτιµές που δίνονται από τις σχέσεις:

l̂ 2Y m
l (θ, φ) = ~2l(l + 1)Y m

l (θ, φ), l = 0, 1, 2, . . . (4.32αʹ)

l̂zY
m
l (θ, φ) = ~mY m

l (θ, φ), m = 0,±1,±2, . . . ,±l (4.32βʹ)

Επειδή στην ίδια τιµή το l και εποµένως στην ίδια ιδιοτιµή ~2l(l + 1) του τελεστή l̂ 2,
αντιστοιχούν 2l+1 διαφορετικές τιµές του m, δηλαδή διαφορετικές ιδιοσυναρτήσεις Y m

l (θ, φ),
οι καταστάσεις καθορισµένης τιµής της του τετραγώνου της στροφορµής είναι 2l + 1 ϕορές
εκφυλισµένες. Αυτό οφείλεται στη σφαιρική συµµετρία, λόγω της οποίας δεν υπάρχει καµιά
προτιµητέα διεύθυνση στο χώρο. Ο εκφυλισµός αίρεται αν το σωµατίδιο είναι ϕορτισµένο
(π.χ. το ηλεκτρόνιο στο άτοµο) και τεθεί µέσα σε µαγνητικό πεδίο.

Επειδή οι ιδιοτιµές του l̂ 2 και εποµένως οι δυνατές τιµές του τετραγώνου της στροφορµής
µπορούν να παίρνουν τις τιµές:

l 2 : 0, 2~2, 6~2, 12~2, . . .

οι δυνατές τιµές του µέτρου της στροφορµής είναι:

|l| = ~
√

l(l + 1) , l = 0, 1, 2, 3 . . . ⇒ |l| : 0,
√

2 ~,
√

6 ~,
√

12 ~, . . .

Επίσης οι δυνατές τιµές του παρατηρήσιµου µεγέθους της προβολής της στροφορµής στο
z− άξονα, αλλά και σε οποιοδήποτε άλλον άξονα, είναι:

lz = 0, ±~, ±2~, . . . , ±l~

Από τα παραπάνω ϐλέπουµε ότι, τόσο το µέτρο της στροφορµής όσο και η προβολή της σ’
έναν άξονα είναι κβαντισµένες. Επίσης, λόγω αυτών των σχέσεων συµπεραίνουµε ότι:

lz < |l|
∆ηλαδή, το µέτρο της στροφορµής είναι µεγαλύτερο
από τη µέγιστη τιµή της z−συνιστώσας της. Αυ-
τό σηµαίνει ότι η στροφορµή δεν µπορεί να έχει τη
διεύθυνση του z−άξονα. Εκ πρώτης όψεως αυτό
ϕαίνεται µη λογικό επειδή ϑα µπορούσαµε να δια-
λέξουµε το z−άξονα κατά µήκος της στροφορµής.
΄Οµως κάτι τέτοιο δεν µπορεί να γίνει επειδή τότε
ϑα γνωρίζαµε και τις τρεις συνιστώσες της στροφορ-
µής, αφού σύµφωνα µε την αρχή της απροσδιορι-
στίας αυτό δεν είναι δυνατό. Αν η συνιστώσα l̂z έχει
µια καθορισµένη τιµή, οι συνιστώσες l̂x και l̂y δεν
έχουν. ∆εν έχει νόηµα ακόµη να χρησιµοποιούµε
διανύσµατα όπως στο Σχ. 4.4. Τουλάχιστον πρέπει
να ϕανταζόµαστε ότι το διάνυσµα της στροφορµής
καλύπτει την επιφάνεια ενός κώνου ώστε να υποδη-
λώνεται ότι οι συνιστώσες lx και ly είναι ακαθόριστες.

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

 

lx

lz

ly

l

Σχήµα 4.4: ‘‘ Γεωµετρική παράστα-
ση’’ της στροφορµής για l = 2.

Οι καταστάσεις της στροφορµής που αντιστοιχούν στους κβαντικούς αριθµούς l = 0, 1,
2,3. . . . συµβολίζονται στη ϕασµατοσκοπία µε τα γράµµατα: s, p, d, f, g, h, . . .. Η ονοµα-
σία προκύπτει από την οπτική ϕασµατοσκοπία, όπου τα γράµµατα s (sharp), p (principle),
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d (diffuse) κλπ, χρησιµοποιούνταν για να χαρακτηρίσουν τις ϕασµατοσκοπικές σειρές. Αν
υπάρχουν πολλά σωµατίδια στο κεντρικό πεδίο δυνάµεων οι καταστάσεις της στροφορµής
κάθε σωµατιδίου χαρακτηρίζονται µε τα µικρά γράµµατα, ενώ της ολικής στροφορµής του
συστήµατος µε τα κεφαλαία γράµµατα: L, P , D, F, . . ..

Επειδή ο τελεστής του Hamilton είναι αναλλοίωτος ως προς την αρχή των αξόνων ( Ĥ(−r) =

Ĥ(−r) ) αντιµετατίθεται µε τον τελεστή της της πάριτυ. Εποµένως πρέπει να υπάρχει του-
λάχιστον ένα σύνολο ενεργειακών ιδιοσυναρτήσεων καθορισµένης πάριτυ (οµοτιµίας). Θα
δείξουµε ότι οι ιδιοσυναρτήσεις uklm(r) = Rkl(r)Y

m
l (θ, φ), όπου k =

√
2mE/~2, είναι ένα

τέτοιο σύνολο.
Η αντιστροφή ως προς την αρχή των αξόνων:

r → −r µπορεί να παρασταθεί µε καρτεσιανές
συντεταγµένες:

x → −x, y → −y, z → −z

ή µε σφαιρικές συντεταγµένες:

r → r, θ → π − θ, φ → π + φ

όπως ϕαίνεται και στο Σχ. 4.5. Σε αυτόν το µε-
τασχηµατισµό το ακτινικό µέρος,Rkl(r), των κυ-
µατοσυναρτήσεων παραµένει αναλλοίωτο, ενώ
οι δύο παράγοντες των σφαιρικών αρµονικών:
Y m

l (θ, φ) = σταθ. Pm
l (cos θ) eimφ, συµπεριφέ-

ϱονται ως εξής:

eimφ → eim(π+φ) = eimπ eimφ = (−1)m eimφ

 

x

z

yφ π+φθ
π−θ

r

-r

Σχήµα 4.5:

Pm
l (cos θ) = (1− cos2 θ)|m|/2 d|m|Pl(cos θ)

d cos|m| θ

→ (
1− cos2(π − θ)

)|m|/2 d|m|Pl(cos(π − θ))

d cos|m|(π − θ)
=

(
1− cos2 θ

)|m|/2 d|m|Pl(− cos θ)

d cos|m|(−θ)

= (1− cos2 θ)|m|/2 (−1)l

(−1)m

d|m|Pl(cos θ)

d cos|m| θ
= (−1)l+m Pm

l (cos θ)

οπότε:
Y m

l (θ, φ) → (−1)m(−1)l+m Y m
l (θ, φ) = (−1)l Y m

l (θ, φ)

Εποµένως, σε προβλήµατα σφαιρικής συµµετρίας, οι οµοτιµία (πάριτυ) των καταστάσεων
καθορισµένης τιµής του τετραγώνου της στροφορµής είναι (−1)l, δηλαδή εξαρτάται µόνο από
τον κβαντικό αριθµό l της τροχιακής στροφορµής.

4.2.2 Μελέτη της ακτινικής εξίσωσης

Η ακτινική εξίσωση της ∆.Ε. του Schrödinger (σχέση 4.16)), ϑέτοντας λ1 = l(l+1), γράφεται:

− ~
2

2µ

1

r2

d

dr

(
r2 dR(r)

dr

)
+

(
V (r) +

~2

2µ

l(l + 1)

r2

)
R(r) = ER(r) (4.33αʹ)

ή

− ~
2

2µ

(d2R

dr2
+

2

r

dR

dr

)
+

(
V (r) +

~2

2µ

l(l + 1)

r2

)
R(r) = ER(r) (4.33βʹ)
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Σηµειώνεται ότι η ακτινική εξίσωση εξαρτάται µόνο από την ενέργεια και τον κβαντικό
αριθµό της τροχιακής στροφορµής l και δεν εξαρτάται από τον κβαντικό αριθµό m.

Η ακτινική ∆.Ε. γίνεται απλούστερη αν ϑέσουµε:

R(r) =
η(r)

r
(4.34αʹ)

οπότε:
dR

dr
=

1

r2

(
r

dη

dr
− η

)
και d

dr

(
r2 dR

dr

)
= r

d2η

dr2
(4.34βʹ)

Η αντικατάσταση των παραπάνω σχέσεων στη ∆.Ε. (4.33αʹ) δίνει τη ∆.Ε.:

− ~
2

2µ

d2η

dr2
+

(
V (r) +

~2

2µ

l(l + 1)

r2

)
η(r) = Eη(r) (4.35)

Η εξίσωση αυτή λέγεται ‘‘µονοδίαστατη ’’ ακτινική εξίσωση. Είναι ίδια µε την ανεξάρ-
τητη από το χρόνο εξίσωση του Schrödinger ενός µονοδιάστατου προβλήµατος, µε τη διαφορά
ότι αντί του δυναµικού V (r) εµφανίζεται το ενεργό δυναµικό:

Veff (r) = V (r) +
~2

2µ

l(l + 1)

r2
(4.36)

που περιέχει τον επιπλέον απωστικό όρο
~2
2µ

l(l+1)
r2 που λέγεται συχνά ‘‘ϕυγόκεντρος’’ όρος.
Επίσης, η ακτινική συντεταγµένη r δεν µπο-

ϱεί να πάρει αρνητικές τιµές. ΄Ετσι, το σηµείο
r = 0 είναι ένα οριακό σηµείο της εξίσωσης.
΄Ενα άλλο οριακό σηµείο είναι το σηµείο r = ∞.

Για τον προσδιορισµό της ‘‘ακτινικής ’’ κυ-
µατοσυνάρτησης η(r) (ή της R(r) = η(r)/r),
όταν δοθεί το δυναµικό V (r), πρέπει να λύσου-
µε τη µονοδιάστατη ακτινική εξίσωση (4.35) µε
κατάλληλες οριακές συνθήκες στα σηµεία r = 0
και r = ∞.

V=0
 

Ñl(l+1)/2µr2

Veff V(r)

r

Σχήµα 4.6: Γραφική παράσταση του κεντρι-
κού δυναµικού V (r), του ϕυγόκεντρου όρου
~2
2µ

l(l+1)
r2 και του ενεργού δυναµικού Veff .

• Η οριακή συνθήκη που επιβάλλεται στην η(r) για r = 0 ϐρίσκεται από την απαίτηση ο
τελεστής του Hamilton να είναι ερµιτιανός. Αποδεικνύεται ότι πρέπει να ισχύει η συνθήκη:

lim
r→0

[
η∗1

dη2

dr
− dη∗1

dr
η2

]
= 0

όπου η1 και η2 δύο αποδεκτές ιδιοσυναρτήσεις της (4.35). Στην πράξη η συνθήκη αυτή
αντικαθίσταται συνήθως µε την απλούστερη:

η(r = 0) = 0 (4.37)

που προκύπτει από την απαίτηση η R(r) = η(r)/r να είναι παντού πεπερασµένη. Αυτό
ϐέβαια δεν είναι απαραίτητα αναγκαία προϋπόθεση.

•Η συνθήκη της η(r) στο άπειρο, σε προβλήµατα δεσµίων καταστάσεων είναι: η η(r) (αλλά
και η R(r)) να τείνει γρήγορα στο µηδέν για µεγάλα r ώστε να συγκλίνει το ολοκλήρωµα
κανονικοποίησης: ∫ ∞

0

|R(r)|2r2dr =

∫ ∞

0

|η(r)|2dr = 1
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Στην περίπτωση µη δεσµίων καταστάσεων η συνθήκη κανονικοποίησης των ιδιοσυναρτήσεων
είναι: ∫ ∞

0

R∗
E(r)RE′(r)r

2dr =

∫ ∞

0

η∗E(r)ηE′(r)dr = δ(E − E ′)

Στις περιπτώσεις που το δυναµικό είναι παντού πεπερασµένη συνάρτηση εκτός ίσως από
το σηµείο r = 0, όπου µπορεί να συµπεριφέρεται όπως η συνάρτηση: V (r) = σταθ. rk, k >
−2 , τότε η λύση της ∆.Ε. (4.35) συµπεριφέρεται στην περιοχή του σηµείου r = 0, όπως η
λύση της ∆.Ε.

d2η

dr2
− l(l + 1)

r2
η(r) = 0

Αυτή προκύπτει από τη ∆.Ε. (4.35) αγνοώντας τους όρους που είναι αµελητέοι σε σχέση µε
τον όρο 1

r2 . Η λύση αυτής της ∆.Ε. για l 6= 0 είναι:

η(r) = c1 rl+1 + c2 r−l

Επειδή η R(r) = η(r)/r είναι ϕραγµένη συνάρτηση για r = 0, πρέπει να ισχύει c2 = 0 για
l 6= 0, οπότε η συµπεριφορά της η(r) είναι:

η(r) = c1 rl+1, l 6= 0

Για l = 0 χρειάζεται ξεχωριστή µελέτη.
Σηµείωση. Οι ιδιοτιµές της ενέργειας και οι αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις της (4.35) καθορί-
Ϲονται από τη µορφή του δυναµικού V (r). Για παράδειγµα:
• Αν V (r) > 0 και limr→∞ V (r) = 0 το ϕάσµα ιδιοτιµών της ενέργειας είναι συνεχές και
E > 0 για όλες τις καταστάσεις, αφού:

E = 〈Ĥ〉 = 〈 p̂
2

2µ
〉+ 〈V 〉 ≥ 0

Σ’ αυτήν την περίπτωση το σωµατίδιο µπορεί να διαφύγει στο άπειρο όπου κινείται ελεύθερο,
οπότε έχουµε µη δέσµιες καταστάσεις και το ϕάσµα των ιδιοτιµών της ενέργειας είναι συνεχές.
• Αν V (r) < 0 και limr→∞ V (r) = 0 το ϕάσµα ιδιοτιµών της ενέργειας είναι εν γένει µικτό. Οι
αρνητικές τιµές της ενέργειας είναι κβαντισµένες και αντιστοιχούν στις δέσµιες καταστάσεις
του συστήµατος (εφόσον υπάρχουν τέτοιες καταστάσεις). Οι ϑετικές τιµές τις ενέργειας είναι
µη κβαντισµένες και αντιστοιχούν στις µη δέσµιες καταστάσεις του συστήµατος.
• Οι ενεργειακές ιδιοτιµές και οι ιδιοσυναρτήσεις της ∆.Ε. (4.35) εξαρτώνται άµεσα από το
ϕυγόκεντρο όρο ~2

2µ
l(l+1)

r2 , δηλαδή από τον κβαντικό αριθµό l που χαρακτηρίζει την τροχιακή
στροφορµής. Αυτό ϕαίνεται και στο Σχ. 4.6.

4.2.3 Ανασκόπηση των χαρακτηριστικών ιδιοτήτων

Στα προβλήµατα κεντρικών δυναµικών ισχύουν µερικές χαρακτηριστικές ιδιότητες ανεξάρτη-
τα από τη µορφή του δυναµικού, µερικές από τις οποίες αναφέρονται παρακάτω:

• Τα παρατηρήσιµα ϕυσικά µεγέθη της ενέργειας, του µέτρου της στροφορµής και της
προβολής της σ’ έναν άξονα είναι συµβιβαστά µεγέθη. ∆ηλαδή, για τους τελεστές Ĥ, l̂2 και l̂z
ισχύει: [

Ĥ, l̂2
]

=
[
Ĥ, l̂z

]
=

[̂
l2, l̂z

]
= 0

και εποµένως έχουν ένα κοινό σύνολο ιδιοσυναρτήσεων, που σε σύστηµα σφαιρικών συντε-
ταγµένων είναι της µορφής:

uklm(r) = Rkl(r)Y
m
l (θ, φ), k2 = 2µE/~2, l = 0, 1, 2, . . . , m = 0,±1,±2, . . .± l
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Οι κυµατοσυναρτήσεις αυτές, που περιγράφουν καταστάσεις καθορισµένης τιµή ενέρ-
γειας, µέτρου της στροφορµής και της προβολής της στον άξονα z, είναι κοινές ιδιοσυναρτή-
σεις των προβληµάτων ιδιοτιµών:

Ĥuklm(r) = Euklm(r)

l̂2uklm(r) = ~2l(l + 1)uklm(r), l = 0, 1, 2, . . .

l̂zuklm(r) = ~muklm(r), m = 0,±1,±2, . . . ,±l

• Οι καταστάσεις καθορισµένης τιµή ενέργειας και µέτρου της στροφορµής είναι τουλά-
χιστον 2l + 1 ϕορές εκφυλισµένες.

• Η µέγιστη τιµή της προβολής της στροφορµής πάνω σε οποιοδήποτε άξονα είναι µικρό-
τερη της στροφορµής. ∆ηλαδή lz < |l|, lx < |l| και ly < |l|.

• Οι ακτινικές κυµατοσυναρτήσεις Rkl(r) είναι λύσεις της ακτινικής εξίσωσης του Schrö-
dinger (4.33βʹ) και εξαρτώνται από την ιδιοτιµή της ενέργειας και τον κβαντικό αριθµό της
στροφορµής l. Στην περίπτωση των δεσµίων καταστάσεων, η Rkl(r) και η λύση της µονοδιά-
στατης ακτινικής εξίσωσης ϑεωρούνται κανονικοποιηµένες, όταν ισχύει:

∫ ∞

0

|Rkl(r)|2r2dr =

∫ ∞

0

|ηkl(r)|2dr = 1

• Το γωνιακό µέρος της κυµατοσυνάρτησης Y m
l (θ, φ) είναι οι σφαιρικές αρµονικές. Αυτές

είναι ιδιοσυναρτήσεις των τελεστών l̂2 και l̂z:

l̂2Y m
l (θ, φ) = ~2l(l + 1)Y m

l (θ, φ) και l̂zY
m
l (θ, φ) = ~mY m

l (θ, φ)

• Επειδή ισχύει η σχέση
[
Ĥ, Π̂

]
= 0, οι κυµατοσυναρτήσεις uklm(r) έχουν καθορισµένη

οµοτιµία που καθορίζεται από από τον κβαντικό αριθµό l:

uklm(r) = (−1)luklm(−r)

4.3 ∆υναµικό Coulomb - Υδρογονοειδή άτοµα

Θα εξετάσουµε την περίπτωση που το δυναµικό µεταξύ δύο νουκλεονίων είναι το ελκτικό
δυναµικό Coulomb µε ϕορτία Ze και −e. Το ϑετικό ϕορτίο Ze µπορεί να αναφέρεται στο
ϕορτίο ενός πυρήνα µε Z πρωτόνια και το ϕορτίο −e στο ηλεκτρόνιο. Η µελέτη αυτή συµ-
περιλαµβάνει όλα τα υδρογονοειδή άτοµα. Επειδή η µάζα του νουκλεονίου είναι πολύ µεγα-
λύτερη (περίπου 2000 ϕορές) από τη µάζα του ηλεκτρονίου, µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι το
ηλεκτρόνιο κινείται υπό την επίδραση του δυναµικού Coulomb του πυρήνα που ϑεωρείται
ακίνητος στην αρχή των αξόνων. ∆ιαφορετικά µπορούµε να ϑεωρήσουµε τη σχετική κίνηση
του συστήµατος πυρήνας - ηλεκτρόνιο όπου µ είναι η ανηγµένη µάζα του συστήµατος.

Επειδή το ελκτικό δυναµικό Coulomb που εξετάζουµε είναι κεντρικό :

V (r) = −Ze e

r
= −Ze2

r

η µονοδιάστατη ακτινική εξίσωση (4.35) γράφεται:

d2η

dr2
+

(2µ

~2
E +

2µ

~2

Ze2

r
− l(l + 1)

r2

)
η(r) = 0 (4.38)
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Για τη λύση της ∆.Ε. (4.38) ϑα ακολουθήσουµε τα ίδια ϐήµατα που ακολουθήσαµε στην
περίπτωση του αρµονικού ταλαντωτή στο εδάφιο 3.5.1. Επειδή ϑα ασχοληθούµε µε τις
δέσµιες καταστάσεις, ϑέτουµε:

E = −|E| και 2µ

~2
E = −2µ

~2
|E| = −k2 (4.39αʹ)

και εισάγουµε την αδιάστατη µεταβλητή:

ρ = α r, όπου α = 2k =
(8µ|E|
~2

)1/2 (4.39βʹ)

και την παράµετρο:
A = Ze2

( µ

2~2|E|
)1/2 (4.39γʹ)

οπότε η ∆.Ε. (4.38) γράφεται:

d2η

dρ2
+

(
− 1

4
+

A

ρ
− l(l + 1)

ρ2

)
η(ρ) = 0 (4.40)

Αυτή είναι ∆.Ε. 2ης τάξης µε µη σταθερούς συντελεστές. Μπορούµε να Ϲητήσουµε λύσεις
υπό µορφή γενικευµένης δυναµοσειράς:

η(ρ) =
∞∑

n=0

cnρn+λ, λ = παράµετρος

Η αντικατάσταση της δυναµοσειράς στη ∆.Ε. (4.40) οδηγεί σε αναδροµική σχέση που συνδέει
τρεις συντελεστές µε διαφορετικό δείκτη, που δεν είναι κατάλληλη για να δώσει τους συντε-
λεστές υπό κλειστή µορφή. Γι’ αυτόν το λόγο προσπαθούµε να ϐρούµε έναν µετασχηµατισµό
που ανάγει τη ∆.Ε. (4.40) σε µια άλλη που µπορεί να λυθεί µε τη µέθοδο των δυναµοσειρών.
Ο µετασχηµατισµός αυτός προκύπτει συχνά από την εύρεση της συµπεριφοράς της λύσης
της ∆.Ε. στην περιοχή κάποιου ιδιάζοντος σηµείου της ∆.Ε. ∆ύο τέτοια σηµεία, για τη ∆.Ε.
που εξετάζουµε, είναι τα σηµεία ρ = ∞ και ρ = 0.

Στην περιοχή του σηµείου ρ = ∞ η λύση της ∆.Ε. (4.40) συµπεριφέρεται όπως η λύση
της ∆.Ε.

d2η

dρ2
− 1

4
η(ρ) = 0

Αυτή προκύπτει από τη ∆.Ε. (4.40) αγνοώντας τους όρους που είναι πολύ µικρότεροι του 1/4
όταν το ρ →∞. Η γενική της λύση είναι:

η(ρ) = C1 e−ρ/2 + C2 eρ/2

Επειδή η η(ρ) πρέπει να µηδενίζεται στο σηµείο ρ = ∞, για τη σταθερά C2 ϑα ισχύει C2 = 0,
οπότε:

η(ρ) = C1 e−ρ/2, ρ →∞
Στην περιοχή του σηµείου ρ = 0 η λύση της ∆.Ε. (4.40) συµπεριφέρεται όπως η λύση της

∆.Ε.
d2η

dρ2
− l(l + 1)

ρ2
η(ρ) = 0

Αυτή προκύπτει από τη ∆.Ε. (4.40) αγνοώντας τους όρους που είναι πολύ µικρότεροι του
l(l + 1)/ρ2 όταν το ρ → 0. Η γενική της λύση είναι:

η(ρ) = C̃1 ρl+1 + C̃2 ρ−l
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Επειδή η η(ρ) πρέπει να είναι ϕραγµένη στο σηµείο ρ = 0, για τη σταθερά C̃2 ϑα ισχύει
C̃2 = 0, οπότε:

η(ρ) = C̃1 e−ρ/2, ρ → 0, l 6= 0

΄Ετσι οδηγούµαστε να χρησιµοποιήσουµε το µετασχηµατισµό:

η = ρl+1 e−ρ/2 f(ρ) (4.41)

Η αντικατάσταση αυτής της συνάρτησης στη ∆.Ε. (4.40), µετά από κάποιες πράξεις δίνει
τη ∆.Ε. που έχει ως λύση την συνάρτηση f(ρ):1

ρf ′′(ρ) +
[
2(l + 1)− ρ

]
f ′(ρ) +

[
A− (l + 1)

]
f(ρ) = 0 (4.42)

Η ∆.Ε (4.42) είναι µια γνωστή ∆.Ε., που λέγεται συµφυής υπεργεωµετρική εξίσωση.
Επειδή ενδιαφερόµαστε για λύση της ∆.Ε. (4.42) που είναι αναλυτική στο σηµείο ρ = 0,
Ϲητάµε λύση υπό µορφή δυναµοσειράς:

f(ρ) =
∞∑

n=0

an ρn (4.43αʹ)

οπότε:

f ′(ρ) =
∞∑

n=0

n an ρn−1, f ′′(ρ) =
∞∑

n=0

n(n− 1) an ρn−2 (4.43βʹ)

Η αντικατάσταση των f , f ′ και f ′′ στη ∆.Ε. (4.42) δίνει:
∞∑

n=0

n(n− 1)anρ
n−1 +

∞∑
n=0

2(l + 1)nanρ
n−1 −

∞∑
n=0

nan ρn +
∞∑

n=0

(A− l − 1)an ρn = 0

ή
∞∑

n=0

n(n + 2l + 1)anρ
n−1 −

∞∑
n=0

(−A + n + l + 1)an ρn = 0

Στην πρώτη σειρά, που ό πρώτος της όρος είναι µηδέν και εποµένως αρχίζει από το n = 1,
ϑέτουµε n− 1 = n′ και στη συνέχεια n′ → n. Στη συνέχεια γράφουµε τις δύο σειρές ως µια.
΄Ετσι, η προηγούµενη σχέση γράφεται:

∞∑
n=0

[
(n + 1)(n + 2l + 2)an+1 − (−A + n + l + 1)an

]
ρn = 0

1Επειδή η εύρεση της 2ης παραγώγου ενός γινοµένου τριών συναρτήσεων και η αντικατάσταση αυτής στη
∆.Ε. ϑέλει αρκετές και προσεκτικές πράξεις, είναι χρήσιµο να καταφεύγουµε σε κάποια ‘‘γλώσσα’’ συµβολικού
προγραµµατισµού για την εκτέλεση αυτών των πράξεων. Οι παρακάτω εντολές της Mathematica δίνει εύκολα
τη ∆.Ε (4.42) ξεκινώντας από τη ∆.Ε. (4.40) και χρησιµοποιώντας η συνάρτηση η(ρ) της (4.41).

DEoperator@Psi− := D[Psi, {z, 2}] + (−1/4 + A/z− l ∗ (l + 1)/z2) ∗ Psi;
eta[z−] := z(l+1) ∗ E(−z/2) ∗ f[z];
DEeta2 = DEoperator@eta[z]//Expand//Simplify

DifEquationf = Simplify[ Expand[ DEeta2/(E(−z/2) ∗ zl) ] ] == 0/(E(−z/2) ∗ zl)
Στην 1η εντολή ορίζεται το αριστερό µέλος της ∆.Ε. (4.40) ως ένας τελεστής που δρα σε µια τυχαία συνάρτηση
Psi. Στη 2η εντολή ορίζεται η συνάρτηση eta ως γινόµενο τριών συναρτήσεων. Στην 3η εντολή ϐρίσκεται η
δράση του τελεστή στη συνάρτηση eta. Στη 4η εντολή εξισώνουµε αυτή τη δράση µε το µηδέν για να πάρουµε
τη ∆.Ε. (4.42), πολλαπλασιάζοντας συγχρόνως και τα δύο µέλη της εξίσωσης µε τον ίδιο παράγοντα.
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Για να είναι η δυναµοσειρά ίση µε το 0, πρέπει να ισχύει:

(n + 1)(n + 2l + 2)an+1− (−A + n + l + 1)an ⇒ an+1 =
−A + n + l + 1

(n + 1)(n + 2l + 2)
an, n ≥ 0

(4.44)
Παρατηρούµε ότι, αν είναι γνωστός ο συντελεστής a0 µπορούν να ϐρεθούν όλοι οι άλλοι

από την αναδροµική σχέση (4.44). Ο συντελεστής a0 είναι η αυθαίρετη σταθερά της λύσης.
Η αντικατάσταση της σειράς (4.43αʹ) στην (4.41) δίνει τη λύση της ∆.Ε. (4.40). Η συνάρ-

τηση αυτή είναι ϕραγµένη συνάρτηση ∀ρ < ∞. Πρέπει όµως να εξεταστεί αν έχει τη σωστή
συµπεριφορά για ρ → ∞, δηλαδή αν πηγαίνει γρήγορα στο µηδέν. Γι’ αυτό εξετάζουµε το
λόγο δύο γειτονικών όρων της σειράς της f(ρ) για n →∞. Ο λόγος αυτός, χρησιµοποιώντας
την αναδροµική σχέση (4.44) είναι:

an+1ρ
n+1

anρn
=

−A + n + l + 1

(n + 1)(n + 2l + 2)
ρ ≈ 1

n
ρ όταν n →∞

΄Οµως, αυτός είναι ο λόγος δύο διαδοχικών όρων της σειράς:
∞∑

n=0

1

n!
ρn = eρ. ∆ηλαδή,

η σειρά της f(ρ) συµπεριφέρεται στην περιοχή του σηµείου ρ = ∞ όπως η συνάρτηση eρ.
Εποµένως η λύση της ακτινικής εξίσωσης συµπεριφέρεται στο άπειρο όπως η συνάρτηση:

ρl+1 e−ρ/2 eρ = ρl+1 eρ/2

∆ηλαδή, δεν τείνει στο 0 όταν ρ → ∞. Ο µόνος τρόπος για να διορθωθεί η συµπεριφορά
της η(ρ) στο άπειρο είναι να γίνει η σειρά ένα πολυώνυµο. Αυτό µπορεί να συµβεί όταν ο
αριθµητής της αναδροµικής σχέσης (4.44) γίνει 0 για κάποιον ακέραιο n = nr ώστε anr+1 = 0.
∆ηλαδή, όταν ισχύει:

−A + nr + l + 1 = 0 ⇒ A = nr + l + 1, nr = 0, 1, 2, 3 . . . (4.45)

Αν ϑέσουµε: n = nr + l + 1, επειδή nr = 0, 1, 2, 3 . . . και l = 0, 1, 2, 3 . . ., ο ακέραιος
αριθµός n, που λέγεται κύριος κβαντικός αριθµός, παίρνει τις τιµές n = 1,2, ,3, . . . και
συγχρόνως ισχύει η σχέση n ≥ l + 1. Αν στη σχέση (4.45) αντικαταστήσουµε το A από τη
σχέση (4.39γʹ) και επειδή E < 0, συµπεράνουµε ότι:

E = En = −µe4Z2

2~2

1

n2
, n = 1, 2, 3 . . . , n ≥ l + 1 (4.46αʹ)

Καταλήξαµε λοιπόν ότι, οι δυνατές τιµές της ενέργειας των δεσµίων καταστάσεων του
ηλεκτρονίου ενός υδρογονοειδούς ατόµου είναι κβαντισµένες. Η σχέση (4.46αʹ) συµπίπτει µε
την αντίστοιχη σχέση της ϑεωρίας του Bohr. Η σχέση αυτή γράφεται συχνά και µε τη µορφή:

En = −e2Z2

2a0

1

n2
, n = 1, 2, 3 . . . , a0 =

~2

µe2
(4.46βʹ)

Η σταθερά a0 λέγεται ακτίνα του Bohr.
Παρατηρούµε ότι υπάρχει ένας επιπλέον εκφυλισµός των ενεργειακών καταστάσεων, επει-

δή ο ίδιος κβαντικός αριθµός n µπορεί να ληφθεί µε διαφορετικούς συνδυασµούς των nr και
l. Αν λάβουµε υπόψη αυτόν του τυχαίο εκφυλισµό, που οφείλεται στην ιδιαιτερότητα του
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δυναµικού Coulomb και τον εκφυλισµό που οφείλεται στη σφαιρική συµµετρία, ο ϐαθµός
εκφυλισµού κάθε ενεργειακής κατάστασης En είναι:

gn =
n−1∑

l=0

(2l + 1) = 1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) =
1 + (2n− 1)

2
n = n2

Για παράδειγµα, στην ενεργειακή κατάστα-
ση µε κβαντικό αριθµό n = 1 επειδή n ≥ l + 1,
αντιστοιχεί µια µόνο κατάσταση, η (nlm) =
(100). ∆ηλαδή η ενέργεια της ϐασικής κατά-
στασης δεν είναι εκφυλισµένη. Στην ενεργειακή
κατάσταση µε κβαντικό αριθµό n = 2 αντιστοι-
χούν τέσσερις διαφορετικές καταστάσεις:

(nlm) : (200), (21− 1), (210) (211)

Στην ενεργειακή κατάσταση µε κβαντικό αριθµό
n = 3 αντιστοιχούν εννέα διαφορετικές καταστά-
σεις κλπ.

Στο Σχ. 4.7 ϕαίνεται το ενεργειακό ϕάσµα
του ατόµου του υδρογόνου και ο εκφυλισµός
των πρώτων ενεργειακών καταστάσεων.

nr=3nr=2nr=1
 

l=3

E3=E1/9

E2=E1/4

E1

l=0 l=1 l=2

nr=0

Σχήµα 4.7: Το ενεργειακό ϕάσµα του ατόµου
του υδρογόνου, όπου E1 = − e2

2a0
= −13.6 eV.

Σχετικά µε τη µορφή των ακτινικών κυµατοσυναρτήσεων παρατηρούµε ότι η συµφυής
υπεργεωµετρική εξίσωση (4.42) για A = n γράφεται:

ρf ′′(ρ) +
[
2(l + 1)− ρ

]
f ′(ρ) +

[
n− l − 1

]
f(ρ) = 0

Αυτή είναι η προσηρτηµένη ∆.Ε. του Laquerre πού έχει ως λύσεις τα προσηρτηµένα πολυώ-
νυµα του Laquerre L2l+1

n−l−1(ρ). 2 Τα πολυώνυµα αυτά µελετώνται στις Μαθηµατικές Μεθόδους
Φυσικής.

΄Ετσι, οι λύσεις της µονοδιάστατης ακτινικής εξίσωσης είναι:

ηnl(ρ) = ρl+1 e−ρ/2 L2l+1
n−l−1(ρ)

2 Τα προσαρτηµένα πολυώνυµα Laquerre ορίζονται από τη σχέση Lν
n(ξ) =

1
n!

ξ−νeξ dn

dξn

(
e−ξξn+ν

)
και

είναι ορθογώνιες συναρτήσεις στο διάστηµα ξ ∈ [0,∞) µε συνάρτηση ϐάρους ρ(ξ) = ξνe−ξ. Η σχέση ορθοκα-
νονικότητας αυτών των πολυωνύµων είναι:

∫ ∞

0

ξνe−ξLν
n(ξ)Lν

m(ξ)dξ =
(n + ν)!

n!
δnm

Ικανοποιούν τις αναδροµικές σχέσεις

(n + 1)Lν
n+1 = (2n + ν + 1− x)Lν

n − (n + ν)Lν
n−1, n = 1, 2, 3, . . .

x(Lν
n)′ = nLν

n − (n + ν)Lν
n−1, n = 0, 1, 2, . . .

και είναι λύσεις της ∆.Ε.
x(Lν

n)′′ + (ν + 1− x)(Lν
n)′ + nLν

n = 0 0 ≤ x < ∞
Πρέπει να προσέχουµε όταν χρησιµοποιούµε τα πολυώνυµα Laquerre επειδή πολλοί συγγραφείς τα ορίζουν µε
κάπως διαφορετικές συµβάσεις.
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Αν επανέλθουµε στα ϕυσικά µεγέθη r και E, επειδή

ρ = ar = 2kr = 2
(2µ|E|
~2

)1/2

r = 2
(µe4

~2

Z2

n2

)1/2

r =
2Z

a0n
r

η κανονικοποιηµένη ακτινική κυµατοσυνάρτηση Rnl(r) = ηnl/r γράφεται:

Rnl(r) = Nnl

( 2Z

na0

r
)l

L2l+1
n−l−1

( 2Z

na0

r
)
e
− Z r

na0 , a0 =
~2

µe2
(4.47αʹ)

Ο παράγοντας κανονικοποίησης Nnl που προκύπτει από τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος:
∫ ∞

0

R2
nl(r)r

2dr = 1, είναι Nnl =
[( 2Z

na0

)3 (n− l − 1)!

2n(n + l)!

]1/2

(4.47βʹ)

΄Ετσι, οι κανονικοποιηµένες κυµατοσυναρτήσεις unlm(r) ενός υδρογονοειδούς ατόµου
είναι:

unlm(r) = Nnl

( 2Z

na0

r
)l

L2l+1
n−l−1

( 2Z

na0

r
)
e
− Z r

na0 Y m
l (θ, φ) (4.47γʹ)

όπου n = 1, 2, 3 . . . , l = 0, 1, 2, . . . , n− 1, m = 0,±1,±2, . . . ,±l.
Παρακάτω δίνονται µερικές από τις πρώτες κανονικοποιηµένες κυµατοσυναρτήσεις ενός

υδρογονοειδούς ατόµου:

u100(r) =
1√
π

( Z

a0

)3/2
e−Zr/a0 u200(r) =

1

4
√

2π

( Z

a0

)3/2 (
2− Z r

a0

)
e−Zr/2a0

u210(r) =
1

4
√

2π

( Z

a0

)3/2 Z r

a0

e−Zr/2a0 cos θ u21±1(r) =
∓1

8
√

π

( Z

a0

)3/2 Z r

a0

e−Zr/2a0 sin θ e±iφ

Η ακτινική πυκνότητα πιθανότητας r2Rnl(r) δίνει την πιθανότητα να ϐρεθεί το ηλεκτρόνιο
σ’ ένα σφαιρικό ϕλοιό πάχους dr σε απόσταση r από την αρχή. Σύµφωνα µε την άσκηση
15 του εδαφίου 4.5, η πιθανότητα αυτή για την κατάσταση u100 του ατόµου του υδρογόνου
γίνεται µέγιστη στην απόσταση r = a0 που συµπίπτει µε το αποτέλεσµα της ϑεωρίας του
Bohr.

Στις εφαρµογές είναι χρήσιµες και οι παρακάτω µέσες τιµές:

〈r〉nl =
a0

2Z
[3n2 − l(l + 1)] , 〈r2〉nl =

a2
0n

2

2Z2
[5n2 + 1− 3l(l + 1)] , 〈r−1〉nl =

Z

a0n2
,

〈r−2〉nl =
Z2

a2
0n

3(l + 1
2
)
, 〈r−3〉nl =

Z3

a3
0n

3l(l + 1
2
)(l + 1)

Θα κλείσουµε το εδάφιο δίνοντας µερικά αριθµητικά χαρακτηριστικά του ατόµου του
υδρογόνου. Επειδή:

µc2 = mec
2 = 5, 11 · 105 eV, ~c = 1973, 3 eV A

o

,
e2

~c
= σταθερά της λεπτής υφής =

1

137, 04

η ακτίνα του Bohr και οι ενεργειακές ιδιοτιµές του ατόµου του υδρογόνου είναι:

a0 =
~2

µe2
=

~c
mec2

~c
e2

=
1973, 3

5, 11 · 105
137, 05 A

o

= 0, 529 A
o

En = −µe4

2~2

1

n2
= −mec

2

2

( e2

~c

)2 1

n2
= −5, 11 · 105

2

1

137, 042

1

n2
eV = −13, 6

1

n2
eV
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Εποµένως, οι διαστάσεις του ατόµου σχετίζονται µε την ακτίνα του Bohr και είναι της
τάξης µεγέθους του A

o

και οι δυνατές τιµές της ενέργειας είναι της τάξης µεγέθους του eV. Η
ενέργεια ιονισµού του ατόµου του υδρογόνου είναι 13, 6 eV ενώ της ϐασικής κατάστασης και
της πρώτης διεγερµένης είναι:

E1 = −13, 6 eV, E2 = −3, 4 eV και ∆E = E2 − E1 = 10, 2 eV

∆ηλαδή, για να διεγερθεί το άτοµο του Υδρογόνου απαιτείται ενέργεια 10, 2 eV. Η τιµή
αυτή της ενέργειας είναι πολύ µεγαλύτερη από την ενέργεια που ανταλλάσσουν τα άτοµα κατά
τις ϑερµικές κρούσεις και η οποία σε ϑερµοκρασία δωµατίου (T = 293o K) είναι : kT ' 1

40
eV.

∆ηλαδή, για µια µεγάλη περιοχή ϑερµοκρασιών η πλειονότητα των ατόµων παραµένει στη
ϐασική κατάσταση.

4.4 Σφαιρικά συµµετρικό ϕρέαρ δυναµικού

Θα εξετάσουµε τις δέσµιες s− καταστάσεις ενός
σφαιρικά συµµετρικού ϕρέατος δυναµικού α-
κτίνας L και ϐάθους V0:

V (r) =

{ −V0 0 ≤ r < L V0 > 0
0 L < r,∞

Το δυναµικό αυτό ϐρίσκει συχνά εφαρµογή
στην Πυρηνική Φυσική, όπως για παράδειγµα
στον πυρήνα του δευτερίου.

Επειδή ενδιαφερόµαστε για τις καταστάσεις
µε l = 0, οπότε το γωνιακό µέρος της κυµατο-
συνάρτησης είναι Y 0

0 = 1/
√

4π, ϑα εξετάσουµε

  

V(r)

-V0

L

r

A B

Σχήµα 4.8:

τη µονοδιάστατη ακτινική εξίσωση για E < 0 γράφοντάς την στις δύο περιοχές Α και Β που
το δυναµικό χωρίζει τον r− άξονα:

− ~2

2m

d2ηA(r)

dr2
− V0ηA(r) = EηA(r) ⇒ η′′A + k2ηA = 0, k2 =

2m(V0 − |E|)
~2

(4.48αʹ)

− ~2

2m

d2ηB(r)

dr2
= EηB(r) ⇒ η′′B − γ2ηB = 0, γ2 =

2m|E|
~2

(4.48βʹ)

Οι λύσεις των δύο ∆.Ε δίνει την κυµατοσυνάρτηση που είναι της µορφής:

η(r) =

{
ηA(r) = A+ cos kr + A− sin kr, 0 ≤ r ≤ L
ηB(r) = B+eγr + B−e−γr, r ≥ L

(4.49αʹ)

Επειδή η ακτινική κυµατοσυνάρτηση R(r) = η(r)/r είναι ϕραγµένη στο σηµείο r = 0
πρέπει να ϑέσουµεA+ = 0. Επίσης για r → ∞ (λόγω του όρου eγr), πρέπει να ϑέσουµε
B+ = 0. Θέτοντας A− = A και B− = B η κυµατοσυνάρτηση (4.49αʹ) γράφεται:

η(r) =

{
ηA(r) = A sin kr, 0 ≤ r ≤ L
ηB(r) = Be−γr, r ≥ L

(4.49βʹ)

Εφαρµόζοντας τις συνθήκες συνέχειας της κυµατοσυνάρτησης και της παραγώγου της στο
σηµείο r = L παίρνουµε τις εξισώσεις:

ηA(L) = ηB(L) ⇒ A sin kL = B e−γL (4.50αʹ)
η′A(L) = η′B(L) ⇒ Ak cos kL = −B γ e−γL (4.50βʹ)
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Η διαίρεση κατά µέλη των δύο εξισώσεων δίνει:

k cot kL = −γ ⇒ k L cot kL = −γ L (4.51)

Η εξίσωση αυτή δίνει τις δυνατές τιµές της ενέργειας των δεσµίων καταστάσεων. Αυτή έχει
λύσεις (αν έχει) µόνο για διακεκριµένες τιµές της ενέργειας. Η (4.51) είναι µια υπερβατική
εξίσωση και λύνεται αριθµητικά ή γραφικά. Θα περιγράψουµε τη γραφική µέθοδο που ϑα
οδηγήσει και σε ένα χρήσιµο συµπέρασµα.
Αν ϑέσουµε:

ξ = kL ≥ 0 και ν = γ L ≥ 0 (4.52αʹ)

η εξίσωση (4.51) γράφεται:

ν = −ξ cot ξ (4.52βʹ)

Επίσης, από τις σχέσεις της (4.52αʹ) παίρνουµε:

ξ2 +ν2 =
2µV0

~2
L2 ⇒ ν = +

√
2µV0

~2
L2 − ξ2

(4.52γʹ)
Τα σηµεία τοµής των γραφικών παραστά-

σεων της συνάρτησης ν(ξ) της (4.52βʹ) και της
συνάρτησης ν(ξ) της (4.52γʹ) δίνουν τις δυνα-
τές τιµές της ξ = ξ(E) που είναι οι λύσεις της
υπερϐατικής εξίσωσης (4.51).

V0L2=28V0L2=12

ν(ξ)

 
 ξ

V0L2=1,4

Σχήµα 4.9: Γραφική παράσταση των συ-
ναρτήσεων ν = +

√
2µV0

~2 L2 − ξ2 και ν =
−ξ cot ξ για διαφορετικές τιµές του γινο-
µένου V0L

2.

Στο Σχ. 4.9 έχει γίνει η γραφική παράσταση των παραπάνω. Τα τόξα των κύκλων αν-
τιστοιχούν στη συνάρτηση ν = +

√
2µV0

~2 L2 − ξ2 για τρεις διαφορετικές τιµές του γινοµένου
V0L

2, δηλαδή του ϐάθους και της εµβέλειας του δυναµικού.
Επειδή η συνάρτηση cot ξ έχει ϱίζες στα σηµεία ξ = (2n + 1)π

2
, για να υπάρχει µια

τουλάχιστον δέσµια κατάσταση, πρέπει να ισχύει:

2µV0

~2
L2 ≥ π2

4
(4.53)

Για παράδειγµα (στο σύστηµα µονάδων 2µ = ~ = 1) όταν V0L
2 = 1, 4 δεν υπάρχει

δέσµια κατάσταση, αφού το αντίστοιχο τόξο κύκλου (ϐλέπε Σχ. 4.9) δεν τέµνει την καµπύλη
ν(ξ) = −ξ cot ξ. ΄Οταν V0L

2 = 12, το δεύτερο τόξο κύκλου του Σχ. 4.9 τέµνει τη συνάρτηση
ν(ξ) = −ξ cot ξ σε ένα σηµείο που αντιστοιχεί στην ύπαρξη µιας δέσµιας κατάστασης. Για να
υπάρχει µια δέσµια κατάσταση πρέπει να ισχύει:

π2

4
≤ 2µV0

~2
L2 ≤ 9π2

4
(4.54)

Η ενέργεια αυτής της κατάστασης καθορίζεται από την τιµή:

ξ1 = kL =

√
2µ(V0 − |E|)

~2
L ⇒ |E| = V0 − ~2

2µL2
ξ1

Η τιµή αυτή αντιστοιχεί στο σηµείο τοµής των δύο καµπυλών.
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Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι η ύπαρξη µιας τουλάχιστον δέσµιας s− κατάστασης
στο σφαιρικά συµµετρικό ϕρέαρ δυναµικού εξαρτάται από το γινόµενο τριών παραµέτρων,
της µάζας του σωµατιδίου, του ϐάθους του ϕρέατος και του τετραγώνου του εύρους του.

Αν ενδιαφερόµαστε για τις καταστάσεις µε l 6= 0 πρέπει να λυθεί η µονοδιάστατη ακτινική
εξίσωση:

− ~
2

2µ

d2η(r)

dr2
+

[
V (r) +

~2

2µ

l(l + 1)

r2

]
η(r) = Eη(r)

στην περιοχή A µε V (r) = −V0 και στην περιοχή B µε V (r) = 0. Σ’ αυτήν την περίπτωση οι
ακτινικές κυµατοσυναρτήσεις είναι:

Rkl(r) =
ηkl(r)

r
=

{
Ajl(kr), 0 ≤ r ≤ L
B h+

l (iγr), r ≥ L

όπου jl(kr) η σφαιρική συνάρτηση Bessel τάξης l και h+
l (iγr) η σφαιρική συνάρτηση

Hankel τάξης l. Οι συναρτήσεις αυτές µελετώνται στις Μαθηµατικές Μεθόδους ϕυσικής. Οι
δυνατές τιµές της ενέργειας και µια από τις αυθαίρετες σταθερές προκύπτουν πάλι από τις
συνθήκες συνέχειας της κυµατοσυνάρτησης και της παραγώγου της.

4.5 Ασκήσεις Κεφαλαίου 4

1. Η κατάσταση ενός σωµατιδίου σε κυβικό κουτί ακµής L µε τελείως ανακλαστικά τοιχώµατα
περιγράφεται από την κυµατοσυνάρτηση:

unxnynz(x, y, z) =

√
8

L3
sin

nxπx

L
sin

nyπy

L
sin

nzπz

L

Να υπολογιστούν οι αναµενόµενες τιµές των συνιστωσών της στροφορµής: l̂x, l̂y, l̂z.
Υπόδειξη. l̂x = −i~

(
y ∂

∂z − z ∂
∂y

)
, l̂y = −i~

(
z ∂

∂x − x ∂
∂z

)
, l̂z = −i~

(
x ∂

∂y − y ∂
∂x

)
.

Οι συναρτήσεις
√

2
L sin nxπx

L είναι ορθοκανονικές συναρτήσεις στο διάστηµα x ∈ [0, L] κλπ.

2. Σε κυβικό κουτί ακµής L µε τελείως ανακλαστικά τοιχώµατα ϐρίσκονται N το πλήθος,
όµοια και µη αλληλεπιδρώντα σωµατίδια. Αυτά υποτίθενται χωρίς σπιν και η κάθε κατά-
σταση ενός σωµατιδίου (sigle particle state) καταλαµβάνεται από ένα µόνο σωµατίδιο. Να
υπολογιστεί προσεγγιστικά η ολική ενέργεια της ϐασικής κατάστασης του συστήµατος των N
σωµατιδίων.
Υπόδειξη. Η ενέργεια ενός σωµατιδίου είναι: En = ~2π2

2mL2 n2, n2 = n2
x+n2

y+n2
z , nx, ny, nz = 1, 2, . . ..

Θεωρήστε ότι τα nx, ny, nz παίρνουν και την τιµή 0. Η κάθε διατεταγµένη τριάδα nx, ny, nz αντιστοιχεί
σε ένα σηµείο του χώρου µε συντεταγµένες nx ≥ 0, ny ≥ 0, nz ≥ 0 που ϐρίσκεται στο 1/8 της
επιφάνειας µιας σφαίρας ακτίνας r = n. ∆είξτε ότι όταν N À 1 η µέγιστη ενέργεια (ενέργεια Fermi)
των σωµατιδίων είναι: EF = 32/3π4/3 ~2

m

(
N
V

)2/3
, όπου V = L3 = ο όγκος του κυβικού κουτιού.

3. Να µελετηθεί η κίνηση ελεύθερου σωµατιδίου εγκλωβισµένου σε ορθογώνιο κουτί µε
τελείως ανακλαστικά τοιχώµατα και µήκη ακµών L1, L2, L3. Ισχύει εν γένει ως προς τον
εκφυλισµό των ενεργειακών ιδιοτιµών ανάλογο συµπέρασµα µε το αντίστοιχο πρόβληµα του
κυβικού κουτιού;

4. Οι ενεργειακές ιδιοτιµές ενός τρισδιάστατου ισοτροπικού αρµονικού ταλαντωτή δίνονται
από τη σχέση: En =

(
n + 3

2

)
~ω, n = nx + ny + nz, nx, ny, nz = 0, 1, 2, 3, . . .. Να δειχθεί
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ότι ο ϐαθµός εκφυλισµού µιας ενεργειακής κατάστασης είναι:

gn =
1

2
(n + 1)(n + 2)

5. Να µελετηθεί ο δισδιάστατος ανισοτροπικός αρµονικός ταλαντωτής και να δειχθεί ότι αν
ωx/ωy είναι ένας άρρητος αριθµός η αντίστοιχη ενέργεια δεν είναι εκφυλισµένη.

6. Να ϐρεθούν οι ενεργειακές ιδιοτιµές και οι αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις ενός τρισδιάστατου
ανισοτροπικού αρµονικού ταλαντωτή για τον οποίο το δυναµικό είναι V = 1

2

(
kxx

2 + kyy
2 +

kzz
2
)
. Πως µεταβάλλονται οι ιδιοτιµές της ενέργειας και οι αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις αν

ο ταλαντωτής είναι ϕορτισµένος µε ϕορτίο q και ϐρίσκεται σε οµογενές ηλεκτρικό πεδίο
εντάσεως E ;
Υπόδειξη. ∆είξτε πρώτα ότι οι ιδιοτιµές και οι ιδιοσυναρτήσεις του ανισοτροπικού ταλαντωτή είναι:

Enxnynz =
(
nx +

1
2
)
~ωx +

(
ny +

1
2
)
~ωy +

(
nz +

1
2
)
~ωz, nx, ny, nz = 0, 1, 2, 3, . . .

unxnynz(x, y, z)= NnxnynzHnx(αxx)Hny(αyy)Hnz(αzz) e−(α2
xx2+α2

yy2+α2
zz2)/2, Nnxnynz = NnxNnyNnz

Θεωρήστε το z− άξονα κατά τη διεύθυνση του ηλεκτρικού πεδίου.

7. α) Η περιστροφική ενέργεια ενός διατοµικού µορίου ϐρίσκεται ϑεωρώντας το µόριο ως
στερεό περιστροφέα. ∆ηλαδή, στερεό σύστηµα αποτελούµενο από δύο υλικά σηµεία ευρι-
σκόµενα σε σταθερή απόσταση, που περιστρέφεται γύρω από το κέντρο µάζας του. Αν I είναι
η ϱοπή αδράνειας του µορίου, να δειχθεί ότι οι δυνατές τιµές της ενέργειας του µορίου είναι:
El = ~2

2I
l(l + 1), l = 0, 1, 2, 3, . . ..

ϐ) Το ϕάσµα περιστροφής ενός µορίου υδρογόνου (H2) χαρακτηρίζεται από ακτινοβολία
µήκους κύµατος λ = 107 A

o

. Να υπολογιστεί η τάξη µεγέθους της απόστασης των δύο ατόµων
του υδρογόνου. ( ∆ίνεται ότι h

mHc ' 1, 32 · 10−5 A
o

και I = 1
2 mHr2, όπου I η ϱοπή αδράνειας του

µορίου και r η µέση απόσταση µεταξύ των δύο ατόµων. Επίσης, λόγω ενός κανόνα επιλογής είναι
επιτρεπτές µόνο µεταπτώσεις µεταξύ δύο γειτονικών ενεργειακών καταστάσεων.)

8. Να ελεγχθεί αν η συνάρτηση f(θ, φ) = 15 sin2 θ cos θ ei2φ είναι ιδιοσυνάρτηση των τελεστών
l̂2 και l̂z. Ποιες είναι οι αντίστοιχες ιδιοτιµές;
Υπόδειξη. l̂2 = −~2

[
1

sin θ
∂
∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+ 1

sin2 θ
∂2

∂φ2

]
και l̂z = −i~ d

dφ .

9. ΄Ενα σύστηµα ϐρίσκεται στην κατάσταση για την οποία ισχύει: α) Το µέτρο της στροφορµής
της είναι ~

√
2. ϐ) 〈l̂z〉 = 0. γ) Η πιθανότητα µια µέτρηση του lz = 0 είναι 0, 2. Να ϐρεθεί η

κυµατοσυνάρτηση ψ(θ, φ) που περιγράφει την κατάσταση.

10. Η κατάσταση ενός συστήµατος περιγράφεται από την κυµατοσυνάρτηση:

ψ(θ, φ) =

√
3

8π

(
sin φ sin θ + i cos θ)

Να δειχθεί ότι η ψ(θ, φ) είναι ιδιοσυνάρτηση του l̂2. Ποια είναι η αντίστοιχη ιδιοτιµή; Ποια
είναι τα δυνατά αποτελέσµατα της µέτρησης του lz και µε ποια πιθανότητα;

∆ίνεται ότι: Y 0
1 =

√
3
4π

cos θ, Y ±1
1 = ∓

√
3
8π

sin θ e±iφ.

11. Σωµατίδιο είναι εγκλωβισµένο στο χώρο µεταξύ δύο οµόκεντρων σφαιρών ακτίνων r1 και
r2 (r2 > r1). Στο χώρο µεταξύ των δύο σφαιρών το δυναµικό είναι µηδέν. Να δειχθεί ότι οι
δυνατές τιµές της ενέργεια του σωµατιδίου και οι αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις µε l = 0 είναι:

En =
~2π2

2µ(r2 − r1)2
n2, Rn0 =

( 2

r2 − r1

)1/2 1

r
sin

nπ(r − r1)

r2 − r1

, n = 1, 2, 3, . . .
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12. Ηλεκτρόνιο ϐρίσκεται στο πεδίο Coulomb ενός πρωτονίου και η κατάστασή του περιγρά-
ϕεται από την κυµατοσυνάρτηση:

u(r) =
1

6

(
4u100(r) + 3u210(r)− u211(r) +

√
10 u21−1(r)

)

α) Να ελεγχθεί αν η κυµατοσυνάρτηση είναι κανονικοποιηµένη.
ϐ) Να ϐρεθούν οι µέσες τιµές των µεγεθών E, l2 και lz.
γ) Ποια είναι τα δυνατά αποτελέσµατα κατά µια µέτρηση του µέτρου της στροφορµής και
ποια κατά τη µέτρηση της προβολής της στροφορµής στο z− άξονα και µε ποια πιθανότητα;

13. Σωµατίδιο ϐρίσκεται σε κεντρικό δυναµικό και η κατάστασή του περιγράφεται από την
κυµατοσυνάρτηση:

u(r) = N(αx2 + βy2 + γz2)f(r)

όπου α, β, γ σταθερές και N παράγοντας κανονικοποίησης.
Αν α = β = γ = 1 ποια είναι τα πιθανά αποτελέσµατα της µέτρησης του l2 και των

lx, ly, lz και ποιες οι αντίστοιχες πιθανότητες;

14. Τη χρονική στιγµή t = 0 η κατάσταση του ατόµου του υδρογόνου περιγράφεται από την
κυµατοσυνάρτηση:

u(r) =
1√
10

(
2u100(r) + u210(r) +

√
2 u211(r) +

√
3 u21−1(r)

)

α) Να ελεγχθεί αν η u(r) είναι κανονικοποιηµένη.
ϐ) Να ϐρεθεί η χρονική εξέλιξη της κυµατοσυνάρτησης.
γ) Να ϐρεθούν οι µέσες τιµές των E, l2 και lz ως συναρτήσεις του χρόνου.
δ) Αν η µέτρηση των |l| και lz δώσει ως αποτέλεσµα ~

√
2 και ~, αντίστοιχα, ποια είναι η

κυµατοσυνάρτηση αµέσως µετά τη µέτρηση;

15. Η ιδιοσυνάρτηση της 1s κατάστασης του ατόµου του υδρογόνου είναι: u100(r) = N e−r/a0.
a0 είναι η ακτίνα του Bohr. Να ϐρεθεί η πιθανότητα ένα ηλεκτρόνιο να ϐρίσκεται σε απόσταση
από τον πυρήνα µεταξύ r και r + dr. Να δειχθεί ότι η πιθανότητα αυτή γίνεται µέγιστη στην
απόσταση r = a0 και ότι η µέση τιµή του r είναι 〈r〉 = 3

2
a0.

16. ΄Ενα υδρογονοειδές άτοµο αποτελείται από ένα ηλεκτρόνιο και ένα σφαιρικό πυρήνα
ακτίνας R = 5 · 10−6a0A

1/3 και ϕορτίου Z = A/2. Να υπολογιστεί η πιθανότητα να ϐρεθεί το
ηλεκτρόνιο µέσα στον πυρήνα.

17. Σωµατίδιο ϐρίσκεται σε δυναµικό της µορφής V (r) = −V0 e−r/a, (V0 > 0). Να ϐρεθεί
η κυµατοσυνάρτηση της ϐασικής κατάστασης. Αν η αντίστοιχη ιδιοτιµή της ενέργειας είναι
E, ποια είναι η σχέση που συνδέει το ϐάθος του δυναµικού V0 µε την παράµετρο a που
καθορίζει την εµβέλεια του δυναµικού;
Υπόδειξη. Χρησιµοποιήστε το µετασχηµατισµό ξ = e−r/2a

18. Θεώρηµα των Feynman - Helman. Να δειχθεί ότι αν ο ερµιτιανός τελεστής Ĥ εξαρτάται
από µια πραγµατική παράµετρο λ και η u(λ) είναι κανονικοποιηµένη ιδιοσυνάρτηση που
ανήκει στην ιδιοτιµή E(λ) τότε ισχύει η σχέση:

∂E(λ)

∂λ
= 〈u(λ)

∣∣∣∂Ĥ(λ)

∂λ

∣∣∣u(λ)〉 (4.55)
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Να γίνει εφαρµογή του ϑεωρήµατος στις περιπτώσεις:
α) Στον αρµονικό ταλαντωτή σε µια διάσταση και να δειχθεί ότι 〈x2〉n = ~

mω
(n + 1

2
)

β) Στο υδρογονοειδές άτοµο και να δειχθεί ότι:

〈1
r
〉nl =

Z

a0n2
, 〈 1

r2
〉nl =

Z2

a2
0n

3(l + 1
2
)

(4.56)

Υπόδειξη. Στην περίπτωση του αρµονικού ταλαντωτή ϑεωρήστε ως παράµετρο το ω. Στην περίπτωση
του υδρογονοειδούς ατόµου µπορείτε να ϑεωρήσετε ως παράµετρο το Z ή το e, ενώ στη δεύτερη µέση
τιµή το l. Προσοχή η ακτίνα του Bohr εξαρτάται από το e.

΄Ασκηση 19. Να δειχθεί η σχέση του Krammer για ένα υδρογονειδές άτοµο:

k + 1

n2
〈rk〉nl = (2k + 1) a 〈rk−1〉nl − k

4

[
(2l + 1)2 − k2

]
a2〈rk−2〉nl (4.57)

όπου a = a0/Z και a0 = ~2/µe2 = η ακτίνα του Bohr. Η σχέση αυτή συνδέει τη µέση
τιµή τριών διαδοχικών δυνάµεων του r ως προς τις κυµατοσυναρτήσεις του υδρογονοειδούς
ατόµου.
Υπόδειξη. α) Αν Rnl(r) και ηnl(r) = rRnl(r) είναι οι λύσεις της ακτινικής εξίσωσης και της µονοδιά-
στατης ακτινικής εξίσωσης, αντίστοιχα, για τη µέση τιµή του rk έχουµε:

〈rk〉nl = 〈Rnl(r)|rk|Rnl(r)〉 = 〈ηnl(r)|rk|ηnl(r)〉 =
∫ ∞

0
rkη2

nl(r)dr (4.58αʹ)

β) Γράψτε τη µονοδιάστατη ακτινική εξίσωση ενός υδρογονοειδούς ατόµου (σχέση (4.38)) µε τη µορφή:

η′′nl(r) =
[ l(l + 1)

r2
− 2

a

1
r

+
1

a2n2

]
ηnl(r) (4.58βʹ)

γ) Πολλαπλασιάστε εσωτερικά και τα δύο µέλη της ∆.Ε. (4.58βʹ) µε rkηnl(r) για να οδηγηθείτε στη
σχέση:

〈ηnl|rk|η′′nl〉 = l(l + 1)〈rk−2〉nl − 2
a
〈rk−1〉nl +

1
a2n2

〈rk〉nl (4.58γʹ)

δ) ∆είξτε ότι: 〈ηnl|rk|η′′nl〉 = −k〈ηnl|rk|η′nl〉 − 〈η′nl|rk|η′nl〉, 〈ηnl|rk−1|η′nl〉 = − k−1
2 〈rk−2〉nl,

〈η′nl|rk−1|η′nl〉 = − 2
k+1〈η′′nl|rk+1|η′nl〉.

ε) Στο τελευταίο εσωτερικό γινόµενο αντικαταστήστε το η′′nl από τη ∆.Ε. (4.58βʹ).

΄Ασκηση 20. Να ϐρεθεί η µέση τιµή του rk ( 〈rk〉nl =
∫∞

0
rk+2R 2

nl(r)dr ) ενός υδρογονοειδούς
ατόµου για k = 1, 2,−1,−2,−3. Συγκεκριµένα να δειχθεί ότι:

〈r〉nl =
a0

2Z
[3n2 − l(l + 1)] , 〈r2〉nl =

a2
0n

2

2Z2
[5n2 + 1− 3l(l + 1)] , 〈r−1〉nl =

Z

a0n2
,

〈r−2〉nl =
Z2

a2
0n

3(l + 1
2
)
, 〈r−3〉nl =

Z3

a3
0n

3l(l + 1
2
)(l + 1)

Υπόδειξη. Χρησιµοποιήστε τη σχέση (4.55) για τις µέσες τιµές των 1/r και 1/r2 και τη σχέση (4.57)
για τις µέσες τιµές των άλλων δυνάµεων του r.

΄Ασκηση 21. Να δειχθεί ότι για οποιαδήποτε στάσιµη κατάσταση ενός υδρογονοειδούς ατό-
µου ισχύει η σχέση:

〈T̂ 〉nlm = −En

όπου T̂ = bp2

2µ
και En = − e2Z2

2a0

1
n2 .

Υπόδειξη. Ĥ = T̂ + V̂ . Χρησιµοποιήστε τη µέση τιµή του 1/r από την προηγούµενη άσκηση.



Παράρτηµα Αʹ

Ορθογώνιες συναρτήσεις

Στη Φυσική και στα Μαθηµατικά συναντούµε συχνά σύνολα συναρτήσεων yn(x), n = 1, 2, 3, ...
a ≤ x ≤ b που έχουν την ιδιότητα:

∫ b

a

y∗n(x)ym(x) dx = δnm ≡
{

1 όταν n = m
0 όταν n 6= m

Η σχέση αυτή µοιάζει µε τη σχέση: ei ·ej = δij, που συναντούµε στην Αναλυτική Γεωµετρία,
όπου ei(i = 1, 2, 3) είναι µια ορθοκανονική ϐάση ενός χώρου 3-διαστάσεων. Αν:

a =
3∑

i=1

aiei και b =
3∑

i=1

biei

είναι δύο διανύσµατα του χώρου, τότε:

a · b =
3∑

i=1

aibi

είναι το εσωτερικό γινόµενο των δύο διανυσµάτων.
Τα παραπάνω µας οδηγούν να δώσουµε την ίδια ορολογία για ένα σύνολο ολοκληρώσιµων

συναρτήσεων (ή πιο γενικά για ένα σύνολο τετραγωνικά ολοκληρώσιµων συναρτήσεων).
Ορισµός 1. Εσωτερικό γινόµενο δύο συναρτήσεων y(x) και g(x) στο διάστηµα [a, b], που
το συµβολίζουµε (y, g), λέγεται το ολοκλήρωµα:

(y, g) ≡
∫ b

a

y∗(x)g(x) dx (Αʹ.1)

Ορισµός 2. ∆ύο συναρτήσεις y(x) και g(x) λέγονται ορθογώνιες στο διάστηµα [a, b] αν:

(y, g) = 0 (Αʹ.2)

Ορισµός 3. Μια συνάρτηση y(x) λέγεται κανονικοποιηµένη στο διάστηµα [a, b] αν:

(y, y) ≡
∫ b

a

y∗(x)y(x) dx =

∫ b

a

|y(x)|2 dx = 1 (Αʹ.3)

Ορισµός 4. Ο µη αρνητικός αριθµός: ‖y‖ ≡
√

(y, y) λέγεται norm ή µήκος της y(x) στο
διάστηµα [a, b].

Κάθε συνάρτηση y(x) για την οποία ισχύει ‖y‖ 6= 0 µπορεί να κανονικοποιηθεί. ∆ηλαδή
µπορεί να ϐρεθεί µια άλλη συνάρτηση,

105
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ỹ(x) = Ny(x)

γραµµικά εξαρτηµένη προς τη y(x) που να είναι κανονικοποιηµένη, αρκεί να πάρουµε:
N = ‖y(x)‖−1

Ο N λέγεται παράγοντας κανονικοποιήσεως.
Ορισµός 5. ΄Ενα σύνολο συναρτήσεων yn(x), n = 1, 2, 3, . . ., λέγεται ορθοκανονικό σύ-
στηµα στο διάστηµα [a, b] αν ισχύει:

(yn, ym) ≡
∫ b

a

y∗n(x)ym(x) dx = δnm (Αʹ.4)

Παραδείγµατα. α) Οι συναρτήσεις:

y0(x)= 1√
2L

, y(1)
n (x)= 1√

L
cos

(nπx

L

)
, y(2)

n (x)= 1√
L

sin
(nπx

L

)
, n = 1, 2, . . .

και οι συναρτήσεις: yn(x) =
1√
2L

exp
[
i
nπx

L

]
, n = 0,±1,±2, . . . είναι δύο ορθοκανονικά

συστήµατα στο διάστηµα [−L,L].
ϐ) Οι ιδιοσυναρτήσεις ενός ερµιτιανού τετελεστού είναι ένα ορθοκανονικό σύστηµα ή

µπορούν να κατασκευαστούν, στην περίπτωση των εκφυλισµένων ιδιοτιµών, έτσι ώστε να
αποτελούν ένα ορθοκανονικό σύστηµα.

Για το εσωτερικό γινόµενο, (f, g), δύο συναρτήσεων ισχύουν οι ιδιότητες:

(f, f) ≥ 0, (f, f) = 0 τότε και µόνο τότε, αν f(x) = 0 ∀x ∈ [a, b]

(f, g) = (g, f)∗

(c1f, c2g) = c∗1c2(f, g)

(f, g1 + g2) = (f, g1) + (f, g2)

‖f + g‖ ≤ ‖f‖+ ‖g‖ τριγωνική ιδιότητα
|(f, g)| ≤ ‖f‖ · ‖g‖ ανισότητα των Cauchy-Schwarz

Σηµείωση. Το εσωτερικό γινόµενο, όπως ορίστηκε προηγουµένως, έχει τις ιδιότητες του
εσωτερικού γινοµένου ενός Ευκλείδειου διανυσµατικού χώρου, όπως ορίζεται στη διανυσµα-
τική ανάλυση. Η κύρια διαφορά είναι ότι εδώ το εσωτερικό γινόµενο είναι µιγαδικός αριθµός
και εποµένως έχει σηµασία η διάταξη των δύο διανυσµάτων (συναρτήσεων).

Αʹ.1 Ανάπτυγµα συναρτήσεως σε σειρά συναρτήσεων

΄Οπως ένα διάνυσµα µπορεί να αναπτυχθεί (αναλυθεί) στις συνιστώσες του ως προς µια ορθο-
κανονική ϐάση του χώρου, έτσι και µια συνάρτηση (που ικανοποιεί ορισµένες γενικές συνθή-
κες) µπορεί να παρασταθεί µε σειρά ορθοκανονικών συναρτήσεων σύµφωνα µε το παρακάτω
ϑεώρηµα. Το ανάπτυγµα µιας συναρτήσεως κατά Fourier είναι µια µερική περίπτωση.
Θεώρηµα αναπτύγµατος. Υποθέσεις: α) Οι συναρτήσεις yn(x), x ∈ [a, b] του ορθοκανονι-
κού συστήµατος {yn(x)}, n = 1, 2, 3, . . . ικανοποιούν τις οριακές συνθήκες: y(a) = y(b) = 0
ή y(a) = y(b) και y′(a) = y′(b). ϐ) Η συνεχής συνάρτηση f(x) στο διάστηµα [a, b] έχει πρώτη
και δεύτερη παράγωγο που είναι κατά τµήµατα συνεχείς και ικανοποιεί τις ίδιες οριακές
συνθήκες.
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Συµπέρασµα: Η f(x) µπορεί να παρασταθεί στο διάστηµα [a, b] µε µια απόλυτα και οµοιό-
µορφα συγκλίνουσα σειρά της µορφής:

f(x) =
∞∑

n=1

Cnyn(x) (Αʹ.5)

όπου:

Cn = (yn, f) ≡
∫ b

a

y∗n(x)f(x) dx, n = 1, 2, 3, . . . (Αʹ.6)

Θα δώσουµε µόνο την απόδειξη του δεύτερου µέρους του ϑεωρήµατος. ∆ηλαδή ϑα δεί-
ξουµε ότι αν η σειρά της (Αʹ.5) συγκλίνει απόλυτα και οµοιόµορφα στη συνάρτηση f(x) τότε
οι συντελεστές Cn δίνονται από τη σχέση (Αʹ.6).

Η έκφραση των συντελεστών Cn προκύπτει εύκολα αν πολλαπλασιάσουµε και τα δύο µέλη
της (Αʹ.5) επί y∗k(x) και ολοκληρώσουµε από a έως b. Επειδή η σειρά συγκλίνει οµοιόµορφα
µπορούµε να αλλάξουµε την τάξη των συµβόλων της ολοκληρώσεως και της σειράς, οπότε,
λόγω και της ορθοκανονικότητας των yn(x), έχουµε:

(yk, f) =
(
yk,

∞∑
n=1

Cnyn

)
=

∞∑
n=1

Cn(yk, yn) =
∞∑

n=1

Cnδkn = Ck

∆ηλαδή,

Cn = (yn, f) ≡
∫ b

a

y∗n(x)f(x) dx, n = 1, 2, 3, . . .

Οι αριθµοί Cn που ορίζονται από την (Αʹ.6) λέγονται συντελεστές του αναπτύγµατος ή
συνιστώσες ή συντελεστές Fourier της f(x).

Για να υπάρχουν οι συντελεστές αυτοί ϑα πρέπει η συνάρτηση f(x) να είναι τετραγωνικά
ολοκληρώσιµη στο διάστηµα [a, b], επειδή η ολοκληρωσιµότητα των yn(x) είναι µια από τις
συνθήκες του ορθοκανονικού συστήµατος.

΄Ετσι µπορούµε να διατυπώσουµε την πρόταση: σε κάθε συνάρτηση f(x) που είναι τε-
τραγωνικά ολοκληρώσιµη στο [a, b], µπορούµε να ατιστοιχίσουµε ένα ανάπτυγµα ως προς το
ορθοκανονικό σύστηµα {yn(x)} στο διάστηµα [a, b],

f(x)∼
∞∑

n=1

Cnyn(x) , όπου Cn = (yn, f) (Αʹ.7)

Οι συνθήκες που πρέπει να ισχύουν ώστε µια συνάρτηση f(x) να µπορεί να παρασταθεί
µε σειρά της µορφής (Αʹ.7), δηλαδή το σύµβολο ∼ να αντικατασταθεί από το σύµβολο της
ισότητας, εξαρτώνται από τις ιδιότητες του ορθοκανονικού συστήµατος {yn(x)}.

Ορθοκανονικά συστήµατα συναρτήσεων παίρνουµε συνήθως κατά τη λύση διαφορικών
εξισώσεων µε κατάλληλες οριακές συνθήκες ή ακόµη και από µη ορθογώνια συστήµατα
συναρτήσεων µε τη ϐοήθεια της µεθόδου Gram-Schmidt.
Ορισµός. ΄Ενα ορθοκανονικό σύστηµα, {yn(x)}, n = 1, 2, 3, . . ., στο διάστηµα [a, b] λέγεται
πλήρες αν για κάθε συνάρτηση f(x) ∈ L2[a, b], ισχύει

lim
N→∞

∫ b

a

∣∣∣∣∣f(x)−
N∑

n=1

Cnyn(x)

∣∣∣∣∣

2

dx = 0 , Cn = (yn, f) (Αʹ.8)

Σ’ αυτήν την περίπτωση λέµε ότι το ορθοκανονικό σύστηµα {yn(x)} είναι µια ϐάση του
χώρου L2[a, b]. Το σύµβολο L2[a, b] παριστά την κλάση των συναρτήσεων που είναι τετρα-
γωνικά ολοκληρώσιµες στο διάστηµα [a, b].
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Παράρτηµα Βʹ

Στοιχεία Πιθανοτήτων - Στατιστικής

Επειδή η κυµατοσυνάρτηση που περιγράφει την κατάσταση ενός συστήµατος σχετίζεται µε
την πιθανότητα να ϐρεθεί το σωµατίδιο στο στοιχειώδη όγκο dr στην περιοχή του σηµείου
r είναι σκόπιµο να αναφέρουµε µερικές ϐασικές έννοιες της ϑεωρίας Πιθανοτήτων και της
Στατιστικής.

Βασική έννοια στη ϑεωρία Πιθανοτήτων είναι το πείραµα ο ορισµός του οποίου δεν
είναι τελείως ξεκάθαρος. Στη ϑεωρία Πιθανοτήτων µας ενδιαφέρουν τα πειράµατα τα οποία
µπορούν να επαναληφθούν όσες ϕορές ϑέλουµε κάτω από τις ίδιες συνθήκες.

Το σύνολο των δυνατών αποτελεσµάτων ενός πειράµατος λέγεται δειγµατικός χώρος (Ω).
Κάθε δυνατό αποτέλεσµα ενός πειράµατος λέγεται απλό ή στοιχειώδες γεγονός και η

συλλογή απλών γεγονότων λέγεται γεγονός (event). Ο δειγµατοχώρος είναι το σύνολο όλων
των απλών γεγονότων, ενώ κάθε γεγονός µπορεί να ϑεωρηθεί ως υποσύνολο του Ω.

Για παράδειγµα, η εµφάνιση της µιας ή της άλλης όψης ενός νοµίσµατος ή η εµφάνιση
ενός από τους αριθµούς 1 έως 6 κατά τη ϱίψη ενός Ϲαριού είναι απλά γεγονότα.

Σε ένα πείραµα υπάρχει πάντα αβεβαιότητα να συµβεί ένα ορισµένο απλό γεγονός ή όχι.
Αν οι εµφανίσεις των απλών γεγονότων αποτελούν ένα αριθµήσιµο σύνολο Ω = {A1, A2, · · · , An},
ως µέτρο του να συµβεί το απλό γεγονός Ak ορίζουµε κατάλληλα έναν πραγµατικό αριθµό
(P (Ak)), που λέγεται πιθανότητα και παίρνει τιµές µεταξύ του 0 και του 1 ( 0 ≤ P (Ak) ≤ 1).
Αν το k απλό γεγονός δεν συµβαίνει ποτέ, τότε P (Ak) = 0, ενώ αν σίγουρα συµβαίνει τότε
P (Ak) = 1.

Εκτός από τον αξιωµατικό ορισµό της πιθανότητας χρησιµοποιούνται πολύ συχνά και οι
παρακάτω δύο ορισµοί:

Ορισµός 1. Κλασική µέθοδος (ή εκ των προτέρων) . Αν ένα πείραµα µπορεί να δώσει N
διαφορετικά και εξ ίσου πιθανά αποτελέσµατα, από τα οποία NA είναι ευνοϊκά, η πιθανότητα
του γεγονότος A είναι P (A) = NA

N
.

Ορισµός 2. Μέθοδος της σχετικής συχνότητας (ή εκ των υστέρων). Αν µετά από N
επαναλήψεις ενός πειράµατος (µε N πολύ µεγάλο) ένα γεγονός παρατηρείται NA ϕορές τότε
η πιθανότητα του γεγονότος είναι P (A) = NA

N
.

Για τη µελέτη των αποτελεσµάτων ενός πειράµατος, µας ευκολύνει, συχνά, να αντιστοι-
χίσουµε σε κάθε γεγονός έναν πραγµατικό αριθµό. Η συνάρτηση αυτή (αντιστοιχία)
λέγεται τυχαία µεταβλητή και συµβολίζεται συνήθως µε ένα κεφαλαίο γράµµα.

Παράδειγµα. Ρίχνουµε δύο νοµίσµατα (που το καθένα έχει τις όψεις K και Γ) µια ϕορά,
τότε ο δειγµατοχώρος είναι:

Ω = {KK, KΓ, ΓK, ΓΓ}
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Αν Χ είναι το πλήθος των όψεων K, η αντιστοιχία των σηµείων του Ω και των τιµών του X
είναι:

X(KK)= 2, X(KΓ)= 1, X(ΓK)= 1, X(ΓΓ)= 0

Αν µια τυχαία µεταβλητή παίρνει πεπερασµένο ή άπειρο αριθµήσιµο πλήθος τιµών λέγεται
διακριτή τυχαία µεταβλητή, ενώ αν παίρνει άπειρο µη αριθµήσιµο πλήθος τιµών, λέγεται
συνεχής τυχαία µεταβλητή.

Αν η διακριτή τυχαία µεταβλητή µπορεί να πάρει τις τιµές x1, x2, x3, . . . (διατεταγµένες
κατά αύξουσα σειρά) µε πιθανότητες:

P (X = xk) = f(xk), k = 1, 2, 3, . . . (Βʹ.1)

είναι ϐολικό να ορίσουµε µια συνάρτηση πιθανότητας ή κατανοµή (distribution) πιθανό-
τητας:

P (X = x) = ρ(x) (Βʹ.2)

τέτοια ώστε η ρ(x) να δίνει την τιµή ρ(xk) όταν x = xk, ενώ για τις άλλες τιµές του x να είναι
ρ(x) = 0. Η ρ(x) είναι µια κατανοµή πιθανότητας αν:

ρ(x) ≥ 0 και
∑

x

ρ(x) = 1 (Βʹ.3)

Στο παράδειγµα των δύο νοµισµάτων, η συνάρτηση πιθανότητας είναι

P (x = 0) = P (ΓΓ) = 1
4

P (x = 1) = P (KΓ) + P (ΓK) = 1
4

+ 1
4

= 1
2

P (x = 2) = P (KK) = 1
4

ή x 0 1 2
f(x) 1

4
1
2

1
4

• ΄Οταν η τυχαία µεταβλητή X παίρνει συνεχείς τιµές δεν µπορούµε να ορίσουµε (για
κάθε σηµείο των τιµών του X) την πιθανότητα P (X = x). Αυτό σηµαίνει ότι δεν µπορούµε
να ορίσουµε µια συνάρτηση πιθανότητας µε τον ίδιο τρόπο όπως γίνεται για µια διακριτή
µεταβλητή. Για να έχει νόηµα η κατανοµή πιθανότητας πρέπει το X να ϐρίσκεται µεταξύ δύο
διαφορετικών τιµών. Η παρατήρηση αυτή και οι ιδιότητες της (Βʹ.3) µας οδηγούν να δεχτούµε
αξιωµατικά την ύπαρξη µιας συνάρτησης ρ(x) µε τις ιδιότητες:

ρ(x) ≥ 0 και
∫ ∞

−∞
ρ(x)dx = 1 (Βʹ.4)

Η πιθανότητα να πάρει η X τιµές στο διάστηµα (x1, x2) ορίζεται από τη σχέση:

P (x1 < X < x2) =

∫ x2

x1

ρ(x)dx

Η συνάρτηση ρ(x) λέγεται συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (probability density
function).

• ΄Οταν οι αριθµητικές τιµές των στοιχείων ενός συνόλου (µιας τυχαίας µεταβλητής) εµ-
ϕανίζουν την τάση να συγκεντρώνονται γύρω από µια συγκεκριµένη τιµή είναι χρήσιµο να
χαρακτηρίζουµε το σύνολο των τιµών µε λίγους αριθµούς (παραµέτρους) που σχετίζονται µε
τις διάφορες ορµές της κατανοµής των τιµών. ∆ύο χαρακτηριστικές παράµετροι είναι η µέση
τιµή και η διασπορά της τυχαίας µεταβλητής.
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Ορισµός. Η µέση τιµή ή αναµενόµενη τιµή µιας διακριτής τυχαίας µεταβλητής ορίζεται
από τη σχέση:

〈X〉 ≡ µ =
N∑

i=1

xiP (X = xi) (Βʹ.5)

Για µια συνεχή τυχαία µεταβλητή η µέση τιµή ορίζεται από τη σχέση:

〈X〉 ≡ µ =

∫ ∞

−∞
xρ(x)dx (Βʹ.6)

όπου ρ(x) η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας.
Μια συνάρτηση της τυχαίας µεταβλητής X, g(X), είναι και αυτή τυχαία µεταβλητή.

Η µέση τιµή της g(X), για διακριτή και συνεχή τυχαία µεταβλητή, είναι αντίστοιχα:

〈g(X)〉 ≡ µ =
N∑

i=1

g(xi)P (X = xi) (Βʹ.7)

〈g(X)〉 ≡ µ =

∫ ∞

−∞
g(x)ρ(x)dx (Βʹ.8)

Για τη µέση τιµή µιας τυχαίας µεταβλητής ισχύουν οι ιδιότητες:

〈cX〉 = c〈X〉, c = σταθερά (Βʹ.9)
〈X + Y 〉 = 〈X〉+ 〈Y 〉 (Βʹ.10)
〈XY 〉 = 〈X〉〈Y 〉, X, Y ανεξάρτητες µεταβλητές (Βʹ.11)

Ορισµός. Η διασπορά (variance) µιας τυχαίας µεταβλητής ορίζεται από τη σχέση:

σ2 = 〈(X − µ)2〉 (Βʹ.12)

Η ϑετική τετραγωνική ϱίζα της διασποράς, λέγεται τυπική απόκλιση (ή αβεβαιότητα):

σ =
√
〈(X − µ)2〉 (Βʹ.13)

Η τυπική απόκλιση είναι ένα µέτρο της απόκλισης των τιµών της τυχαίας µεταβλητής X
από τη µέση τιµή της.

Μπορεί εύκολα να δειχτεί ότι για τη διασπορά ισχύουν οι σχέσεις:

σ2 = 〈(X − µ)2〉 = 〈X2〉 − µ2 (Βʹ.14)
σ2[cX] = c2σ2[X], c = σταθερά (Βʹ.15)
σ2[X ± Y ] = σ2[X] + σ2[Y ], X, Y ανεξάρτητες µεταβλητές (Βʹ.16)
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Παράρτηµα Γʹ

Θεωρία Τελεστών

Στο Κεφάλαιο 2 χρησιµοποιήθηκε ο όρος τελεστής χωρίς να δοθεί κάποια διευκρίνιση ή ορι-
σµός. Είδαµε επίσης ότι η εξίσωση του Schrödinger µπορεί να εισαχθεί αξιωµατικά µε τη
ϐοήθεια αυτής της έννοιας. Επειδή η χρήση των τελεστών είναι ϐασικής σηµασίας στην Κβαν-
τοµηχανική είναι σκόπιµο να δοθούν οι απαραίτητοι ορισµοί και οι ιδιότητες των τελεστών.
Χρησιµοποιώντας απλά λόγια, µπορούµε να πούµε ότι: Τελεστής είναι ένα σύµβολο που όταν
δρα σε µια συνάρτηση την αλλάζει, εν γένει, σε µια άλλη συνάρτηση, των ιδίων µεταβλητών
µε έναν καθορισµένο νόµο. ΄Ενας τελεστής ορίζεται συνήθως µόνο για µια ορισµένη τάξη
συναρτήσεων και δεν έχει έννοια για άλλες. Τους τελεστές τους συµβολίζουµε συνήθως µε
ένα (κεφαλαίο) γράµµα, ϑέτοντας το σύµβολο .̂ Σύµφωνα µε τα παραπάνω έχουµε:

ÂΨ = Φ (Γʹ.1)
Πληρέστερος ορισµός του τελεστή, απαιτεί την έννοια του γραµµικού διανυσµατικού χώρου:

Ορισµός. Αν V1 και V2 είναι δύο διανυσµατικοί χώροι, καλούµε τελεστή ή µετασχηµατισµό
την απεικόνιση A κατά την οποία: ∀Ψ ∈ V1 αντιστοιχεί ένα Φ ∈ V2 και γράφουµε συµβολικά:
ÂΨ = Φ, ή ακόµη: Â|Ψ〉 = |Φ〉.

Θα ασχοληθούµε κυρίως µε την περίπτωση κατά την οποία έχουµε απεικόνιση του γραµ-
µικού διανυσµατικού χώρου V1 = V στον ίδιο χώρο V. Ο V είναι ένας χώρος Hibert 1.

∆ύο τελεστές Â και B̂ λέγονται ίσοι, αν Ây = B̂y, ∀y ∈ V .
Παραδείγµατα τελεστών. 1. Ο πολλαπλασιασµός µιας συνάρτησης y(x) επί τη µετα-

ϐλητή x ορίζει µια απεικόνιση του συνόλου των συναρτήσεων πάνω στον εαυτό του.
2. Ο τελεστής d

dx
όταν δράσει σε µια συνάρτηση y(x) ορίζει την παράγωγο της.

3.
∫

(· · · )dx.
4. Ο τελεστής της parity (οµοτιµίας): Π̂Ψ(x) = Ψ(−x). Ο τελεστής αυτός αλλάζει το

πρόσηµο της ανεξάρτητης µεταβλητής.
5. Ο τελεστής µετάθεσης: TaΨ(x) = Ψ(x + a).
6. Ο τελεστής της ορµής p̂ = −i~∇ και ο τελεστής του Hamilton: Ĥ = bp2

2m
+ V (r).

7. sin(· · · ).
Γραµµικοί τελεστές
Οι τελεστές που µας ενδιαφέρουν περισσότερο στην Κβαντοµηχανική είναι αυτοί που

ικανοποιούν την ιδιότητα:

Â(c1Ψ1 + c2Ψ2) = c1ÂΨ1 + c2ÂΨ2 (Γʹ.2)
1 Ο χώρος Hilbert είναι ένας διανυσµατικός χώρος εφοδιασµένος µε ένα εσωτερικό γινόµενο που είναι γενικά

µιγαδικός αριθµός. Κάθε διανυσµατικός χώρος πεπερασµένων διαστάσεων είναι χώρος Hibert. Οι συναρτήσεις
του L2(a, b) (των τετραγωνικά ολοκληρώσιµων συναρτήσεων στο διάστηµα (a, b)), που µας ενδιαφέρουν στην
Κβαντοµηχανική, είναι ένα άλλο παράδειγµα χώρου Hibert.
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όπου c1, c2 είναι (εν γένει µιγαδικές) σταθερές και Ψ1, Ψ2 δύο τυχαίες συναρτήσεις (διανύ-
σµατα του V ).

΄Ενας τελεστής που ικανοποιεί τη σχέση (Γʹ.2) λέγεται γραµµικός τελεστής.
Οι τελεστές 1-6 που αναφέρθηκαν παραπάνω είναι παραδείγµατα γραµµικών τελεστών,

ενώ ο τελεστής sin δεν ικανοποιεί τη σχέση (Γʹ.2) και εποµένως δεν είναι γραµµικός τελεστής.
Επειδή οι τελεστές που ϑα µας απασχολήσουν στη συνέχεια είναι µόνο οι γραµµικοί τελεστές
ϑα αναφερόµαστε σε αυτούς χωρίς τον προσδιορισµό της γραµµικότητας.

∆ύο ϐασικοί τελεστές είναι: Ο Μηδενικός τελεστής: 0̂Ψ = 0, ∀Ψ ∈ V και ο ταυτο-

τικός τελεστής: ÎΨ = Ψ, ∀Ψ ∈ V .
΄Οταν αναφερόµαστε στους διαφορικούς τελεστές, όπως για παράδειγµα στον τελεστή της

µορφής: D̂ = A(x) d2

dx2 + B(x) d
dx

+ C(x) δεν εννοούµε µόνο τη διαφορική έκφραση του
τελεστή D̂, αλλά και το πεδίο ορισµού και τις διάφορες συνθήκες που πρέπει να ικανοποιούν
οι συναρτήσεις στις οποίες δρα ο D̂.

Γʹ.1 ΄Αλγεβρα των γραµµικών τελεστών

Εκτός από την ιδιότητα της ισότητας δύο τελεστών που ορίστηκε στο προηγούµενο εδάφιο ορί-
Ϲουµε και άλλες πράξεις µεταξύ των τελεστών, µε ανάλογο τρόπο µε εκείνο της συνηθισµένης
άλγεβρας.
• Πρόσθεση τελεστών

Ĉ = Â + B̂ ⇔ ĈΨ = ÂΨ + B̂Ψ, ∀Ψ ∈ V (Γʹ.3)

Για παράδειγµα ο τελεστής του Laplace ∆ = ∇2 ορίζεται µε τη σχέση:

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
⇔ ∆Ψ =

∂2Ψ

∂x2
+

∂2Ψ

∂y2
+

∂2Ψ

∂z2

• Πολλαπλασιασµός τελεστών

D̂AB = Â B̂ ⇔ D̂ABΨ = Â(B̂Ψ), ∀Ψ ∈ V (Γʹ.4)

∆ηλαδή, για το γινόµενο δύο τελεστών Â και B̂ παίρνουµε το αποτέλεσµα που προκύπτει µε
εφαρµογή σε µια συνάρτηση, πρώτα του τελεστή B̂ και στη συνέχεια του τελεστή Â.

Παράδειγµα 1. Αν Â = x̂ = x και B̂ = p̂x = −i~ d
dx

είναι οι τελεστές της ϑέσης και της
ορµής σε µια διάσταση, τότε:

x̂p̂xΨ = x(−i~
d

dx
Ψ) = −i~x

dΨ

dx

Αλλά
p̂xx̂Ψ = −i~

d

dx
(xΨ) = −i~

[
Ψ + x

dΨ

dx

]

Παρατηρούµε ότι x̂p̂x 6= p̂xx̂. ∆ηλαδή, για το γινόµενο των τελεστών της ϑέσης, x̂ και της
ορµής, p̂x, αλλά και για το γινόµενο οποιονδήποτε τελεστών Â και B̂ δεν ισχύει γενικά η
αντιµεταθετική ιδιότητα. Είναι, εποµένως, δυνατό να συµβαίνει όπως στο παράδειγµα 1:

Â B̂ 6= B̂ Â
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Γι’ αυτόν το λόγο είναι χρήσιµο να εισάγουµε τον αντιµεταθέτη δύο τελεστών που είναι ϐασικής
σηµασίας στην Κβαντοµηχανική.
Ορισµός. Αντιµεταθέτης δύο τελεστών λέγεται ο τελεστής ÂB̂− B̂Â που συµβολίζεται µε[
Â, B̂

]
. ∆ηλαδή:

[Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â (Γʹ.5)

΄Οταν [Â, B̂] = 0 λέµε ότι οι τελετές Â και B̂ αντιµετατίθενται. ΄Ενας τελεστής αντιµετατί-
ϑεται µε οποιαδήποτε σταθερά.

Παράδειγµα 2. Ο αντιµεταθέτης των τελεστών x̂ = x και p̂x = −i~ d
dx

είναι:

[x̂, p̂x]Ψ = x̂ p̂xΨ− p̂xxΨ = −i~x
dΨ

dx
− (−i~)

[
Ψ + x

dΨ

dx

]
= i~Ψ ⇒ [x̂, p̂x] = i~

∆ηλαδή, οι τελεστές της ϑέσης και της ορµής δεν αντιµετατίθενται.
Σηµείωση. Στο σηµείο αυτό είναι χρήσιµο να δώσουµε τους αντιµεταθέτες των τελεστών που
αντιστοιχούν στις συντεταγµένες του διανύσµατος της ϑέσης r = (x, y, z) = (x1, x2, x3) και
του διανύσµατος της ορµής p = (px, py, pz) = (p1, p2, p3), Αν ορίσουµε του τελεστές:

x̂ = x, ŷ = y, ẑ = z, p̂x = −i~
d

dx
, p̂y = −i~

d

dy
, p̂z = −i~

d

dz

τότε οι αντιµεταθέτες τους µπορεί εύκολα να δειχθεί ότι είναι:

[x̂, ŷ] = [x̂, ẑ] = [ŷ, ẑ] = 0, [p̂x, p̂y] = [p̂x, p̂z] = [p̂y, p̂z] = 0

[x̂, p̂x] = [ŷ, p̂y] = [ẑ, p̂z] = i~
[x̂, p̂y] = [x̂, p̂z] = [ŷ, p̂x] = [ŷ, p̂z] = [ẑ, p̂x] = [ẑ, p̂y] = 0

Οι παραπάνω σχέσεις γράφονται συχνά µε τη συµπαγή µορφή:

[x̂i, x̂j] = 0, [p̂i, p̂j] = 0, [x̂i, p̂j] = i~δij, i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3 (Γʹ.7)

Για τον αντιµεταθέτη δύο τελεστών ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες, που αποδεικνύονται
εύκολα από τον ορισµό του:

[Â, B̂] = −[B̂, Â] (Γʹ.8αʹ)
[Â, B̂ + Ĉ] = [Â, B̂] + [Â, Ĉ] (Γʹ.8βʹ)
[Â, B̂ Ĉ] = [Â, B̂]Ĉ + B̂[Â, Ĉ] (Γʹ.8γʹ)

Η τελευταία σχέση αποδεικνύεται ξεκινώντας από το δεξιό µέλος και αναπτύσοντας τους
αντιµεταθέτες.

Η n− δύναµη ενός τελεστή ορίζεται από τη σχέση: Ân = Â · Â · · · Â︸ ︷︷ ︸
n−ϕορές

.

Παράδειγµα 3. Η δεύτερη δύναµη του τελεστή της ορµής είναι: p̂2
x = −i~ d

dx
(−i~) d

dx
=

−~2 d2

dx2 .

Συναρτήσεις τελεστών. Με τη ϐοήθεια των δυνάµεων ενός τελεστή είναι δυνατό να οριστούν
και συναρτήσεις του τελεστή. Αν F = F (z) είναι µια αναλυτική συνάρτηση του z:

F (z) = c0 + c1z + c2z
2 + · · ·



116 Θεωρία Τελεστών

ορίζουµε τη συνάρτηση του τελεστή Â : F̂ = F (Â). Η συνάρτηση αυτή προκύπτει µε την
αντικατάσταση της µεταβλητής z µε τον τελεστή Â. Για παράδειγµα µπορεί να οριστεί ο
πολυωνυµικός τελεστής:

Pn(Â) = c0 + c1Â + c2Â
2 + · · ·+ nnÂn

ο εκθετικός τελεστής:

eλ bA = Î + λÂ +
λ2

2!
Â2 +

λ3

3!
Â3 + · · ·

το sin και cos ενός τελεστή και να δειχθεί η σχέση: ei bA = cos Â + i sin Â.
Είναι ϕανερό ότι ένας τελεστής αντιµετατίθεται µε οποιαδήποτε συνάρτησή του.

Γʹ.1.1 Ιδιοτιµές και ιδιοσυναρτήσεις τελεστή

Ορισµός. ΄Ενας αριθµός a λέγεται ιδιοτιµή του τελεστή Â αν ισχύει:

Âya = aya (Γʹ.9)

Τη συνάρτηση (διάνυσµα) ya τη λέµε ιδιοσυνάρτηση (ιδιοδιάνυσµα) του τελεστή Â που
ανήκει στην ιδιοτιµή a. ∆ηλαδή, οι ιδιοσυναρτήσεις ενός τελεστή είναι εκείνες οι συναρτήσεις
για τις οποίες η δράση του τελεστή έχει ως αποτέλεσµα να τις αφήνει αναλλοίωτες, εκτός από
τον πολλαπλασιασµό µε µια σταθερά. Με άλλα λόγια, οι ιδιοσυναρτήσεις ενός τελεστή είναι
εκείνα τα διανύσµατα του χώρου Hilbert, στα οποία ο τελεστής αλλάζει µόνο το µέτρο, χωρίς
να αλλάζει τη διεύθυνση.

΄Ενας τελεστής µπορεί να έχει µια ή περισσότερες ιδιοτιµές. Το σύνολο των ιδιοτιµών ενός
τελεστή ή (όπως συχνά λέµε) το ϕάσµα των ιδιοτιµών µπορεί να είναι διακεκριµένο ή
συνεχές ή µικτό.

Επίσης ενδέχεται σε µια ιδιοτιµή να αντιστοιχεί µια ιδιοσυνάρτηση (η κανονικοποιηµένη)
ή στην ίδια ιδιοτιµή να ανήκουν περισσότερες από µια ιδιοσυναρτήσεις (γραµµικά ανεξάρτη-
τες µεταξύ τους). Στη δεύτερη περίπτωση λέµε ότι η ιδιοτιµή του τελεστή είναι εκφυλισµένη.

Επειδή τα προβλήµατα της Κβαντοµηχανικής είναι ουσιαστικά ή εύρεση των ιδιοτιµών και
ιδιοσυναρτήσεων τελεστών που αντιστοιχούν σε παρατηρήσιµα ϕυσικά µεγέθη, είναι χρήσιµο
να εξετάσουµε κάποια παραδείγµατα µε τα οποία ϑα γίνουν κατανοητά τα παραπάνω.
Σηµείωση. Το ϑεώρηµα αναπτύγµατος που αναφέρεται στο παράρτηµα Αʹ µπορεί να επανα-
ληφθεί και για τις ιδιοσυναρτήσεις ενός τελεστή. Η πληρότητα των ιδιοσυναρτήσεων µπορεί
να αποδειχθεί σε πολλές περιπτώσεις που παρουσιάζουν ενδιαφέρον στην Κβαντοµηχανική.
Στις περιπτώσεις που δεν είναι δυνατό να αποδειχθεί, υποθέτουµε ότι ισχύει και αντί του
ϑεωρήµατος αναπτύγµατος έχουµε το αξίωµα αναπτύγµατος.

Παράδειγµα 1. Ο τελεστής της parity που ορίζεται από τη σχέση:

Π̂f(x) = f(−x), ∀f(x) ∈ V (Γʹ.10αʹ)

έχει ιδιοτιµές τους αριθµούς +1 και −1. ∆ηλαδή, το ϕάσµα των ιδιοτιµών του Π̂ είναι
διακεκριµένο.
Απόδειξη. Ξεκινάµε από την εξίσωση ιδιοτιµών του Π̂:

Π̂Ψ(x) = λΨ(x) (Γʹ.10βʹ)
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Η επίδραση του Π̂ και στα δύο µέλη της (Γʹ.10βʹ) δίνει:

Π̂ (Π̂Ψ(x))︸ ︷︷ ︸
Ψ(−x)

= λ Π̂Ψ(x)︸ ︷︷ ︸
λΨ(x)

⇒ Π̂Ψ(−x)︸ ︷︷ ︸
Ψ(x)

= λλΨ(x) ⇒ Ψ(x) = λ2Ψ(x) ⇒ λ = ±1

Για λ = 1 και λ = −1 η (Γʹ.10βʹ) γράφεται, αντίστοιχα:

Π̂Ψ+1(x)︸ ︷︷ ︸
Ψ+1(−x)

= +1 ·Ψ+1(x) ⇒ Ψ+1(−x) = Ψ+1(x) ⇒ Ψ+1(x) = άρτια συνάρτηση

Π̂Ψ−1(x)︸ ︷︷ ︸
Ψ−1(−x)

= −1 ·Ψ−1(x) ⇒ Ψ−1(−x) = −Ψ−1(x) ⇒ Ψ−1(x) = περιττή συνάρτηση

∆ηλαδή, όλες οι άρτιες συναρτήσεις και όλες οι περιττές συναρτήσεις είναι ιδιοσυναρτήσεις
του τελεστή Π̂ που ανήκουν στις ιδιοτιµές λ = 1 και λ = −1, αντίστοιχα. Οι ιδιοτιµές του
Π̂ είναι άπειρες ϕορές εκφυλισµένες, αφού στις ιδιοτιµές +1 και −1 αντιστοιχούν άπειρες
άρτιες και άπειρες περιττές συναρτήσεις .
Παράδειγµα 2. Ο τελεστής της στροφορµής, που ορίστηκε στο εδάφιο 2.1.2 (σχέση (2.15))
είναι ένας διανυσµατικός τελεστής. Η προβολή του στον άξονα z µπορεί να γραφεί, χρησιµο-
ποιώντας σφαιρικές συντεταγµένες, µε τη µορφή:

L̂z = −i~
d

dϕ
(Γʹ.11αʹ)

Ο τελεστής αυτός δρα στις συναρτήσεις Φ(ϕ), όπου ϕ η αζιµουθιακή γωνία. Οι συναρτήσεις
αυτές απαιτούµε να είναι συνεχείς (περιοδικές) και εποµένως να ισχύει: Φ(ϕ) = Φ(ϕ + 2π).

Θα δείξουµε ότι οι ιδιοτιµές του και οι αντίστοιχες κανονικοποιηµένες ιδιοσυναρτήσεις
είναι:

λ = ~m, m = 0,±1,±2, · · · , Φm(ϕ) =
1√
2π

eimϕ (Γʹ.11βʹ)

∆ηλαδή, οι ιδιοτιµές του L̂z είναι αριθµήσιµες (διακεκριµένες και άπειρες) και µη εκφυλι-
σµένες.
Απόδειξη. Ξεκινάµε από την εξίσωση ιδιοτιµών του L̂z:

L̂zΦλ(ϕ) = λΦλ(ϕ), Φλ(ϕ) = Φλ(ϕ + 2π) (Γʹ.11γʹ)

που γράφεται ακόµη:

−i~
dΦλ

dϕ
= λΦλ ⇒ dΦλ

Φλ

=
i

~
λdϕ ⇒ Φλ(ϕ) = Ce

i
~ λϕ (Γʹ.11δʹ)

Λόγω της περιοδικότητας των λύσεων, έχουµε:

Ce
i
~ λϕ = Ce

i
~ λ(ϕ+2π) ⇒ e

i
~λ2π = 1 ⇒ λ = m~, m = 0,±1,±2, . . . (Γʹ.11εʹ)

Η αντικατάσταση της (Γʹ.11εʹ) στην (Γʹ.11δʹ) δίνει τις αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις:

Φm(ϕ) = Ceimϕ

Η σταθερά C προσδιορίζεται µε κανονικοποίηση της Φm στο διάστηµα ϕ ∈ [0, 2π].
∫ 2π

0

|Φm(ϕ)|2dϕ = 1 ⇒ |C|2
∫ 2π

0

dϕ = 1 ⇒ C =
1√
2π
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Παράδειγµα 3. Το ϕάσµα των ιδιοτιµών του τελεστή της ϑέσης, x̂ = x, είναι συνεχές.
Συγκεκριµένα κάθε αριθµός x0 6= x είναι ιδιοτιµή του τελεστή x̂.
Απόδειξη. Ξεκινάµε πάλι από την εξίσωση ιδιοτιµών του τελεστή x̂ = x. Αν x0 είναι η
ιδιοτιµή του x̂ και δx0(x) η αντίστοιχη ιδιοσυνάρτηση του, τότε:

x̂δx0(x) = x0δx0(x) (Γʹ.12αʹ)

Επειδή x̂ = x η (Γʹ.12αʹ) γράφεται:

xδx0(x) = x0δx0(x) ⇒ (x− x0)δx0(x) = 0 (Γʹ.12βʹ)

Η εξίσωση (Γʹ.12βʹ) αληθεύει ∀x0 ∈ R µε x 6= x0. ∆ηλαδή οι ιδιοτιµές x0 του τελεστή της
ϑέσης, x̂ = x αποτελούν συνεχές ϕάσµα ιδιοτιµών και για x0 αντιστοιχεί η ιδιοσυνάρτηση:

δx0(x) = 0 για x 6= x0 (Γʹ.12γʹ)

ενώ για x = x0 η δx0(x) µπορεί να πάρει οποιαδήποτε τιµή. Μια τέτοια συνάρτηση, όµως,
κανονικά ϑα δίνει µηδέν, όταν υπολογίζουµε τους συντελεστές του αναπτύγµατος µιας κυ-
µατοσυνάρτησης Ψ(x, t) ως προς τις ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή x̂ = x, που δίνονται από τη
σχέση:

(
δx0(x), Ψ(x, t)

)
=

∫ ∞

−∞
δ∗x0

(x)Ψ(x, t)dx (Γʹ.12δʹ)

Ο µόνος τρόπος να αποφύγουµε το µηδενισµό όλων των συντελεστών
(
δx0(x), Ψ(x, t)

)
είναι

να έχουµε δx0(x)
∣∣
x=x0

= ∞, ώστε το γινόµενο
[
δx0(x)

∣∣
x=x0

dx
]

να δίνει έναν πεπερασµένο
αριθµό. ∆ηλαδή η ιδιοσυνάρτηση δx0(x) είναι η συνάρτηση δέλτα του Dirac:

δx0(x) = δ(x− x0) (Γʹ.12εʹ)

και η κανονικοποίηση λαµβάνεται έτσι ώστε:

(
δ(x− x0), Ψ(x, t)

)
=

∫ ∞

−∞
δ(x− x0)Ψ(x, t)dx = Ψ(x0, t) (Γʹ.12ϛʹ)

Παράδειγµα 4. Το ϕάσµα των ιδιοτιµών του τελεστή της ορµής, p̂x = −i~ d
dx

, είναι συνεχές.
Συγκεκριµένα, κάθε αριθµός p0 είναι ιδιοτιµή του τελεστή p̂x.
Απόδειξη. Αν p0 είναι η ιδιοτιµή του τελεστή της ορµής, p̂x και θp0(x) η αντίστοιχη ιδιοσυ-
νάρτηση, που απαιτούµε να είναι ϕραγµένη για κάθε x, η εξίσωση ιδιοτιµών του p̂x γράφεται:

p̂xθp0(x) = p0θp0(x), θp0(x) = ϕραγµένη (Γʹ.13αʹ)

Επειδή p̂x = −i~ d
dx

η (Γʹ.13αʹ) γράφεται:

−i~
dθp0(x)

dx
= p0θp0(x) ⇒ dθp0

θp0

=
i

~
p0dx ⇒ θp0(x) = C e

i
~p0x (Γʹ.13βʹ)

Είναι ϕανερό ότι κάθε πραγµατικός αριθµός p0 (γιατί όχι ϕανταστικός ή µιγαδικός αριθµός;)
µε αντίστοιχη ιδιοσυνάρτηση θp0(x) ικανοποιούν την εξίσωση ιδιοτιµών (Γʹ.13αʹ). ∆ηλαδή το
ϕάσµα των ιδιοτιµών του τελεστή της ορµής είναι συνεχές.

Εκ πρώτης όψεως ϕαίνεται ότι οι ιδιοσυναρτήσεις θp0(x) = C e
i
~p0x του τελεστή της ορµής

δεν παρουσιάζουν τις δυσκολίες των ιδιοσυναρτήσεων του τελεστή της ϑέσης. ΄Οµως υπάρχει
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πρόβληµα αν προσπαθήσουµε να διαλέξουµε την αυθαίρετη σταθερά C έτσι ώστε η θp0(x) να
είναι κανονικοποιηµένη. Εύκολα µπορεί να δειχθεί ότι:

(
θp0 , θp0

)
= ∞ (!)

Για να αποφύγουµε αυτήν τη δυσκολία είναι απαραίτητο να τροποποιηθεί ο ορισµός της
ορθοκανονικότητας µε τη ϐοήθεια της συναρτήσεως δ. Πράγµατι αν διαλέξουµε τη σταθερά
C να έχει την τιµή C = 1

(2π~)1/2 , ϑα έχουµε:

(
θp1 , θp2

)
=

1

2π~

∫ ∞

−∞
e−

i
~ (p1−p2)x dx =

1

2π

∫ ∞

−∞
e−i(p1−p2)ξ dξ = δ(p1 − p2) (Γʹ.13γʹ)

Με αυτήν την έννοια οι ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή της ορµής, αλλά και οι ιδιοσυναρτήσεις
των τελεστών µε συνεχές ϕάσµα ιδιοτιµών, ϑεωρούνται ορθοκανονικές.
Παρατήρηση. Με µια προσεκτική µατιά στους τελεστές των παραδειγµάτων 2 και 4 διαπιστώ-
νουµε ότι ενώ οι διαφορικοί τελεστές L̂z και p̂x διαφέρουν µόνο στο σύµβολο της ανεξάρτητης
µεταβλητής, οι ιδιοτιµές τους και οι αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις έχουν πολλές διαφορές.
Μπορείτε να δώσετε µια λογική εξήγηση;

Γʹ.2 Επιπρόσθετοι ορισµοί και ϑεωρήµατα των γραµµικών
τελεστών

Πρόταση. Αν Âyn = anyn και F̂ = F (Â) µια συνάρτηση του τελεστή Â, τότε:

F (Â)yn = F (an)yn (Γʹ.14)

∆ηλαδή, αν yn είναι ιδιοσυνάρτηση του τελεστή Â που ανήκει στην ιδιοτιµή an, αυτή είναι
ιδιοσυνάρτηση οποιασδήποτε συνάρτησης του Â που ανήκει στην ιδιοτιµή F (an).
Απόδειξη. Επειδή Âyn = anyn ⇒ Â2yn = a2

nyn και επαγωγικά ϐρίσκεται ότι: Âkyn =
ak

nyn.
Αν F (Â) =

∑
k ckÂ

k είναι µια συνάρτηση του τελεστή Â, η δράση αυτής επάνω στη yn

δίνει:
F (Â)yn =

∑

k

ckÂ
kyn =

∑

k

cka
k
nyn =

( ∑

k

cka
k
n

)
yn = F (an)yn

Παράδειγµα. Είδαµε ότι: L̂zφm(ϕ) = λmφm(ϕ), όπου λm = ~m και φm(ϕ) = 1√
2π

eimϕ.
Σύµφωνα µε την πρόταση, οι ιδιοτιµές του τελεστή e

bLz είναι em~ και οι ιδιοσυναρτήσεις του
είναι οι φm(ϕ).

Θεµελιώδες ϑεώρηµα. Η αναγκαία και ικανή συνθήκη για να έχουν δύο τελεστές ένα
κοινό πλήρες σύνολο ιδιοσυναρτήσεων είναι να αντιµετατίθενται.
α) Θα δείξουµε πρώτα ότι αν οι τελεστές Â και B̂ έχουν ένα κοινό πλήρες σύνολο ιδιοσυναρτή-
σεων: y1, y2, . . ., τότε

[
Â, B̂

]
= 0.

Επειδή οι yn είναι ιδιοσυναρτήσεις των Â και B̂ ϑα έχουµε:

Âyn = anyn ⇒ B̂Âyn = anB̂yn ⇒ B̂Âyn = anbnyn (Γʹ.15αʹ)
B̂yn = bnyn ⇒ ÂB̂yn = bnÂyn ⇒ ÂB̂yn = anbnyn (Γʹ.15βʹ)
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Από τις σχέσεις (Γʹ.15αʹ) και (Γʹ.15βʹ) έχουµε:

ÂB̂yn = B̂Âyn ⇒ [
Â, B̂

]
yn = 0 (Γʹ.15γʹ)

Επειδή το σύνολο των ιδιοσυναρτήσεων yn είναι πλήρες, οπότε:

∀ f ∈ V : f =
∑

n

cnyn, cn = (yn, f) (Γʹ.16)

η επίδραση του αντιµεταθέτη των Â και B̂ και στα δύο µέλη της (Γʹ.16) δίνει:
[
Â, B̂

]
f =

[
Â, B̂

] ∑
n

cnyn =
∑

n

cn

[
Â, B̂

]
yn =

∑
n

cn · 0 = 0

οπότε: [
Â, B̂

]
= 0 (Γʹ.17)

ϐ) Αντίστροφα. Θα δείξουµε ότι αν ισχύει η (Γʹ.17), οπότε ισχύει και η σχέση:

[
Â, F (B̂)

]
= 0 (Γʹ.18)

τότε οι τελεστές Â και B̂ έχουν ένα κοινό σύνολο ιδιοσυναρτήσεων.
Αν οι ιδιοσυναρτήσεις των τελεστών Â και B̂ είναι φn και yn, αντίστοιχα:

Âφk = akφk, B̂yn = bnyn (Γʹ.19)

και το σύνολο των ιδιοσυναρτήσεων yn είναι πλήρες, τότε οι φk µπορούν να παρασταθούν σε
σειρά των yn:

φk =
∑

n

cknyn, ckn = (yn, φk)

Η δράσει του γινοµένου ÂF (B̂) στη φk δίνει:

ÂF (B̂)φk =
∑

n

cknÂF (B̂)yn =
∑

n

cknF (bn)Âyn (Γʹ.20αʹ)

Η δράση του γινοµένου F (B̂)Â στη φk δίνει:

F (B̂)Âφk = F (B̂)akφk = akF (B̂)
∑

n

cknyn = ak

∑
n

cknF (B̂)yn

= ak

∑
n

cknF (bn)yn (Γʹ.20βʹ)

Επειδή τα αριστερά µέλη των (Γʹ.20αʹ) και (Γʹ.20βʹ) είναι ίσα, λόγω της σχέσης (Γʹ.18) και
τα δεξιά µέλη είναι ίσα. ∆ηλαδή:

∑
n

cknF (bn)Âyn = ak

∑
n

cknF (bn)yn ⇒
∑

n

[
Âyn − akyn

]
cknF (bn) = 0 (Γʹ.21)

Η τελευταία σχέση ισχύει για κάθε αναλυτική συνάρτηση F (bn) και επειδή τα ckn δεν
µπορεί να είναι όλα µηδέν, ϑα πρέπει:

[
Âyn − akyn

]
= 0 ⇒ Âyn = akyn
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∆ηλαδή, οι ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή B̂ είναι και ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή Â.
Σηµείωση. ΄Οταν µια συνάρτηση είναι ιδιοσυνάρτηση δύο τελεστών, γράφεται συνήθως µε
δύο δείκτες. Ο πρώτος δείκτης αντιστοιχεί στον έναν τελεστή και ο δεύτερος στον άλλο. Για
παράδειγµα οι σφαιρικές αρµονικές, Ylm(θ, ϕ), είναι ιδιοσυναρτήσεις των τελεστών: L̂2 και
L̂z, όπου L̂ ο τελεστής της στροφορµής και L̂z ο τελεστής της προβολής της στροφορµής στο
άξονα z. Οι δείκτες l και m χαρακτηρίζουν τις ιδιοτιµές των τελεστών L̂2 και L̂z, αντίστοιχα,
που είναι:

L̂2Ylm(θ, ϕ) = ~2l(l + 1) Ylm(θ, ϕ), l = 0, 1, 2, . . .

L̂zYlm(θ, ϕ) = ~mYlm(θ, ϕ), m = 0,±1,±2, . . . ,±l

Γʹ.2.1 Μέση τιµή και αβεβαιότητα τελεστή

Ορισµός 1. Μέση τιµή ή αναµενόµενη τιµή ενός τελεστή Â ως προς τη συνάρτηση Ψ(x),
ονοµάζεται η ποσότητα:

〈Â〉Ψ =

∫
Ψ∗(x)ÂΨ(x)dx∫
Ψ∗(x)Ψ(x)dx

=

(
Ψ, ÂΨ

)
(
Ψ, Ψ

) (Γʹ.22αʹ)

Αν η Ψ(x) είναι κανονικοποιηµένη, τότε:

〈Â〉Ψ =
(
Ψ, ÂΨ

)
(Γʹ.22βʹ)

Στην Κβαντοµηχανική, η Ψ είναι η κυµατοσυνάρτηση που περιγράφει την κατάσταση ενός
συστήµατος. Η ϕυσική σηµασία της Ψ, που είναι λύση της εξίσωσης του Schrödinger δίνεται
µε τη ϐοήθεια της έννοιας της πιθανότητας. Στο κεφάλαιο 2 ασχολούµαστε µε το πως µπορεί
κανείς να οδηγηθεί στον παραπάνω ορισµό. Αν περιοριστούµε όµως στην περίπτωση που
ο τελεστής Â σηµαίνει πολλαπλασιασµό επί µια συνάρτηση f(x), τότε ο παραπάνω ορισµός
συµπίπτει µε τον ορισµό της µέσης τιµής µιας συνάρτησης σύµφωνα µε τη στατιστική, εφόσον
η ποσότητα Ψ∗(x)Ψ(x)dxR

Ψ∗(x)Ψ(x)dx
είναι η πυκνότητα πιθανότητας ρ(x).

Πρόταση. Η µέση τιµή ενός τελεστή ως προς µια ιδιοσυνάρτησή του (Âya = aya) ισούται
µε την αντίστοιχη ιδιοτιµή του τελεστή.
Απόδειξη.

〈Â〉ya =

(
ya, Âya

)
(
ya, ya

) =

(
ya, aya

)
(
ya, ya

) = a (Γʹ.23)

Παρουσιάζει ενδιαφέρον η έκφραση της 〈Â〉Ψ όταν η κανονικοποιηµένη συνάρτηση Ψ δεν
είναι ιδιοσυνάρτηση του Â. Στην περίπτωση αυτή αν αναπτύξουµε τη συνάρτηση Ψ σε σειρά
των ιδιοσυναρτήσεων του τελεστή Â, που τις ϑεωρούµε ότι αποτελούν ένα πλήρες σύνολο:

Ψ =
∑

n

cnyn, cn = (yn, Ψ) και
∑

n

|cn|2 = 1

ϑα έχουµε:

〈Â〉Ψ =
(
Ψ, ÂΨ

)
=

( ∑
n

cnyn, Â
∑

k

ckyk

)
=

∑
n

∑

k

c∗nck

(
yn, Âyk

)

=
∑

n

∑

k

c∗nckak

(
yn, yk

)
︸ ︷︷ ︸

δnk

=
∑

n

|cn|2an (Γʹ.24)
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Η σύγκριση αυτής µε τη σχέση (Βʹ.5) του παραρτήµατος Βʹ καθώς και του αξιώµατος
της Κβαντοµηχανικής σχετικά µε την αντιστοιχία των δυναµικών µεταβλητών µε τελεστές
µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι: ΄Οταν η κατάσταση του συστήµατος περιγράφεται από την
κανονικοποιηµένη κυµατοσυνάρτηση Ψ, τότε το τετράγωνο του µέτρου του συντελεστή cn =(
yn, Ψ

)
, του αναπτύγµατος της Ψ, εκφράζει την πιθανότητα, µια µέτρηση του ϕυσικού µεγέθους

στο οποίο αντιστοιχεί ο τελεστής, να δώσει ως αποτέλεσµα την ιδιοτιµή του an.

Ορισµός 2. Η µέση τιµή 〈(Â − 〈Â〉)2〉 λέγεται µέση τετραγωνική απόκλιση (ή µέσο
τετραγωνικό σφάλµα ή διασπορά) του τελεστή Â και συµβολίζεται µε (∆Â)2:

(∆Â)2 = 〈(Â− 〈Â〉)2〉 (Γʹ.25αʹ)

Ο ορισµός αυτός όπως και ο αντίστοιχος ορισµός της µέσης τιµής τελεστή, δίνεται κατ’
επέκταση του αντίστοιχου ορισµού της Στατιστικής (ϐλέπε σχέση (Βʹ.12).

Η σχέση αυτή µπορεί να γραφεί µε την παρακάτω πιο εύχρηστη µορφή:

(∆Â)2 = 〈(Â− 〈Â〉)2〉 =
〈
Â2 − 2Â〈Â〉+ 〈Â〉2〉

= 〈Â2〉 − 〈Â〉2 (Γʹ.25βʹ)

Το ∆Â αποτελεί ένα µέτρο του εύρους της στατιστικής κατανοµής του ϕυσικού µεγέθους
προς το οποίο αντιστοιχεί ο τελεστής. Αυτό εκφράζει την αβεβαιότητα µε την οποία µας είναι
γνωστό το µετρούµενο ϕυσικό µέγεθος και γι’ αυτό καλείται συνήθως αβεβαιότητα.

Είναι προφανές, από τις σχέσεις (Γʹ.25βʹ) και (Γʹ.23) ότι αν η συνάρτηση Ψ είναι ιδιοσυ-
νάρτηση του Â, τότε:

∆Â = 0 (Γʹ.25γʹ)

Η σχέση αυτή µας οδηγεί στο εξής συµπέρασµα: Αν η κατάσταση του συστήµατος περι-
γράφεται από µια ιδιοσυνάρτηση του τελεστή Â, τότε το αποτέλεσµα της µέτρησης του ϕυσικού
µεγέθους προς το οποίο αντιστοιχεί ο τελεστής είναι η ιδιοτιµή του Â στην οποία ανήκει η
ιδιοσυνάρτηση.

Γʹ.3 Παράσταση τελεστή µε πίνακα

΄Ενα πλήρες σύστηµα συναρτήσεων είναι όµοιο µε το σύνολο των µοναδιαίων- ορθογωνίων
διανυσµάτων που σαρώνουν ένα τρισδιάστατο χώρο και το ϑεώρηµα αναπτύγµατος που ανα-
ϕέρεται στο εδάφιο Αʹ.1 είναι όµοιο µε την ανάλυση ενός τυχαίου διανύσµατος ως προς τα
παραπάνω ορθοκανονικά διανύσµατα.

΄Ενας τελεστής Â δρα στα διανύσµατα (συναρτήσεις) του διανυσµατικού χώρου. Για πα-
ϱάδειγµα στη σχέση:

ÂΨ = Φ (Γʹ.26)

ο τελεστής Â, όταν τα χαρακτηριστικά του έχουν καθοριστεί, δίνει τη συνάρτηση Φ από τη
Ψ µε µοναδικό τρόπο. Αν αναπτύξουµε τις συναρτήσεις Ψ και Φ ως προς το πλήρες σύνολο
συναρτήσεων yn:

Ψ =
∑

n

cnyn, cn = (yn, Ψ) (Γʹ.27αʹ)

Φ =
∑
m

dmym, dm = (ym, Φ) (Γʹ.27βʹ)
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το σύνολο των συντελεστών cn και dm των αναπτυγµάτων, αν γραφούν ως πίνακες στήλη



c1

c2
...


 ,




d1

d2
...




καθορίζουν πλήρως τις συναρτήσεις (διανύσµατα) Ψ και Φ.
Αν αντικαταστήσουµε τις εκφράσεις (Γʹ.27αʹ) και (Γʹ.27βʹ) στη (Γʹ.26), ϑα έχουµε:

Â
∑

n

cnyn =
∑
m

dmym (Γʹ.28)

Πολλαπλασιάζοντας εσωτερικά µε yk και τα δύο µέλη της (Γʹ.28) παίρνουµε:
∑

n

cn

(
yk, Âyn

)
=

∑
m

dm

(
yk, ym

)
︸ ︷︷ ︸

δkm

= dk

Η σχέση αυτή γράφεται ακόµη:

∑
n

akncn = dk , όπου akn =
(
yk, Âyn

)
(Γʹ.29)

Οι αριθµοί akn λέγονται στοιχεία πίνακα ως προς τη ϐάση yn. Το σύνολο των αριθµών
αυτών που είναι µια διπλή ακολουθία είναι ένας πίνακας που αντιστοιχεί στον τελεστή Â, ή
διαφορετικά, ο τελεστής Â µπορεί να παρασταθεί µε τον πίνακα A ως προς την ορθοκανονική
ϐάση yn:

Â ⇒ A = (akn) =




a11 a12 · · · a1n · · ·
a21 a22 · · · a2n · · ·
... ... ... ... ...

ak1 ak2 · · · akn · · ·
... ... ... ... ...




και η σχέση (Γʹ.26) µπορεί να γραφεί µε τη µορφή:

ÂΨ = Φ ⇒




a11 a12 · · · a1n · · ·
a21 a22 · · · a2n · · ·
... ... ... ... ...

ak1 ak2 · · · akn · · ·
... ... ... ... ...







c1

c2
...
ck
...




=




d1

d2
...
dk
...




(Γʹ.30)

Οι δείκτες k και n του πίνακα A παίρνουν τους αριθµούς 1, 2, . . ., δηλαδή η διπλή ακο-
λουθία µπορεί να είναι πεπερασµένη ή να µην είναι πεπερασµένη, ανάλογα µε τις διαστάσεις
του διανυσµατικού χώρου. Σηµειώνεται ότι ενώ η έκφραση του τελεστή Â είναι συγκεκριµένη
και καθορίζεται από τη δράση του στα διανύσµατα του διανυσµατικού χώρου, τα στοιχεία πί-
νακα εξαρτώνται από τη ϐάση που χρησιµοποιείται για την αναπαράσταση του τελεστή. ΄Ετσι,
αν διαλέξουµε ως ϐάση το πλήρες σύνολο των ορθοκανονικών ιδιοσυναρτήσεων του τελεστή
Â (εφόσον ένα τέτοιο σύνολο υπάρχει) τα στοιχεία πίνακα της σχέσης (Γʹ.29) είναι:

akn =
(
yk, Âyn

)
=

(
yk, anyn

)
= an

(
yk, yn

)
= an δkn (Γʹ.31)

και ο πίνακας A γίνεται διαγώνιος, µε τα διαγώνια στοιχεία να είναι οι ιδιοτιµές του τελεστή.
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Σηµειώνεται επίσης ότι τόσο στους τελεστές όσο και στους πίνακες ισχύουν η επιµεριστι-
κή και η προσεταιριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασµού αλλά δεν ισχύει η αντιµεταθετική
ιδιότητα.

Παράδειγµα 1. Στο παράδειγµα 2 του εδαφίου Γʹ.1.1 είδαµε ότι οι ιδιοτιµές και οι ιδιο-
συναρτήσεις του τελεστή L̂z = −i~ d

dϕ
, ϕ ∈ [0, 2π] και φ(0) = φ(2π) είναι: λm = m~ και

φm(ϕ) = 1√
2π

e−imϕ, m = 0,±1,±2, . . . Οι φm(ϕ) αποτελούν ένα πλήρες σύνολο ορθοκανο-
νικών ιδιοσυναρτήσεων. Ο πίνακας που αντιστοιχεί στον τελεστή Â = L̂z + ~ είναι:

akm =
(
φk, Âφm

)
=

(
φk, (L̂z + ~)φm

)
=

(
φk, L̂zφm

)
+ ~

(
φk, φm

)
= m~

(
φk, φm

)
+ ~

(
φk, φm

)

= (m + 1)~ δkm

∆ηλαδή ο πίνακας είναι διαγώνιος.

Παράδειγµα 2. Ο πίνακας του τελεστή B̂ = ϕL̂z ως προς το ίδιο ορθοκανονικό σύνολο
ιδιοσυναρτήσεων είναι:

bkn =
(
φk, B̂φn

)
=

(
φk, ϕL̂zφn

)
= n~

(
φk, ϕφn

)
=

1

2π

∫ 2π

0

ϕei(n−k)ϕdϕ = · · · =
{

in~
k−n

k 6= n

nπ~ k = n

Ο πίνακας B̂ δεν είναι διαγώνιος αφού οι φm(ϕ) δεν είναι ιδιοσυναρτήσεις του.

Γʹ.4 Ερµιτιανοί τελστές

Στην Κβαντοµηχανική, σε κάθε παρατηρήσιµο ϕυσικό µέγεθος, A, αντιστοιχούµε έναν τε-
λεστή Â. Η µέση τιµή του µεγέθους αυτού είναι ίση µε τη µέση τιµή του Â ως προς την
κυµατοσυνάρτηση Ψ που περιγράφει την κατάσταση του συστήµατος. Η µέση τιµή, εφόσον
η Ψ είναι κανονικοποιηµένη, είναι το εσωτερικό γινόµενο:

〈Â〉 =

∫
Ψ∗ÂΨdx =

(
Ψ, ÂΨ

)

Το αποτέλεσµα µιας µέτρησης πρέπει να είναι ένας πραγµατικός αριθµός. Πραγµατικός
αριθµός πρέπει να είναι και η µέση τιµή πολλών µετρήσεων. ∆ηλαδή πρέπει να ισχύει:

〈Â〉 = 〈Â〉∗

Επειδή η µιγαδική συζυγής ενός εσωτερικού γινοµένου αντιστρέφει τη σειρά των διανυσµάτων
του εσωτερικού γινοµένου, η προηγούµενη σχέση γράφεται:

(
Ψ, ÂΨ

)
=

(
ÂΨ, Ψ

)

και αυτό πρέπει να ισχύει για κάθε κυµατοσυνάρτηση Ψ. ΄Ετσι, οι τελεστές που αντιστοιχούν
στα παρατηρήσιµα µεγέθη πρέπει να έχουν την πολύ ειδική ιδιότητα:

(
Ψ, ÂΨ

)
=

(
ÂΨ, Ψ

)
, ∀Ψ ∈ H (Γʹ.32αʹ)

και λέγονται ερµιτιανοί τελεστές. Αν γνωρίζουµε ότι ένας τελεστής είναι ερµιτιανός, τότε
µπορούµε να τον εφαρµόσουµε, τόσο στο πρώτο διάνυσµα ενός εσωτερικού γινοµένου, όσο
και στο δεύτερο και ϑα έχουµε το ίδιο αποτέλεσµα.
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Σηµείωση. Σ’ ορισµένα ϐιβλία ο ορισµός του ερµιτιανού τελεστή δίνεται µε τη σχέση:

(
Ψ1, ÂΨ2

)
=

(
ÂΨ1, Ψ2

)
, ∀Ψ1, Ψ2 ∈ H (Γʹ.32βʹ)

Μπορεί, όµως να δειχθεί ότι οι δύο ορισµοί είναι ισοδύναµοι.

Παράδειγµα. Για το εσωτερικό γινόµενο του τελεστή της ορµής σε µια διάσταση, p̂x = −i~ d
dx

,
εφόσον ισχύουν κατάλληλες οριακές συνθήκες, έχουµε:

(
Ψ, p̂xΨ

)
= −i~

∫ b

a

Ψ∗(x)
dΨ(x)

dx
dx = −i~Ψ∗(x)Ψ(x)

∣∣∣
b

a︸ ︷︷ ︸
=0

+i~
∫ b

a

dΨ∗(x)

dx
Ψ(x)dx

=

∫ b

a

(
− i~

dΨ(x)

dx

)∗
Ψ(x)dx =

(
p̂xΨ, Ψ

)

Εποµένως, ο τελεστής της ορµής σε µια διάσταση, εφόσον οι οριακές συνθήκες είναι τέτοιες
ώστε να µηδενίζεται ο όρος Ψ∗(x)Ψ(x)

∣∣∣
b

x
, είναι ερµιτιανός τελεστής.

Σηµείωση. ΄Οµοια µπορεί να δειχθεί ότι και οι τελεστές p̂y και p̂z είναι ερµιτιανοί τελεστές.
Εποµένως, ο τελεστής της ορµής p̂ = −i~∇ είναι ερµιτιανός τελεστής. Ερµιτιανοί τελεστές
είναι και οι τελεστές της ϑέσης x̂, ŷ, ẑ και r̂ ως πραγµατικές συναρτήσεις.
Ορισµός. Αν ένας τελεστής Â δεν είναι ερµιτιανός, µπορούµε να ορίσουµε έναν άλλο τελεστή,
που ονοµάζεται ερµιτιανός συζυγής του Â και συµβολίζεται µε Â†, τέτοιον ώστε:

(
Ψ1, ÂΨ2

)
=

(
Â†Ψ1, Ψ2

)
, ∀Ψ1, Ψ2 ∈ H (Γʹ.33)

Αν Â† = Â, τότε ο Â είναι ερµιτιανός. ∆ηλαδή αν ο Â είναι αυτοσυζυγής ϑα είναι
ερµιτιανός.

Εύκολα µπορούν να αποδειχθούν οι παρακάτω ιδιότητες:
(
Â†)† = Â,

(
Â1 ± Â2

)†
= Â†

1 ± Â†
2 (Γʹ.34αʹ)

(
aÂ

)†
= a∗Â†,

(
Â1Â2

)†
= Â†

2Â
†
1 (Γʹ.34βʹ)

Γʹ.4.1 Ιδιότητες ερµιτιανών τελεστών

Ιδιότητα 1. Οι ιδιοτιµές ενός ερµιτιανού τελεστή Â είναι πραγµατικοί αριθµοί. Αντίστροφα,
αν όλες οι ιδιοτιµές ενός τελεστή είναι πραγµατικοί αριθµοί, αυτός είναι ερµιτιανός.
Απόδειξη. Χρησιµοποιώντας την εξίσωση ιδιοτιµών του τελεστή Â:

Âyn = anyn (Γʹ.35)

σχηµατίζουµε τα εσωτερικά γινόµενα
(
yn, Âyn

)
και

(
Âyn, yn

)
, τα οποία, λόγω της (Γʹ.35),

γράφονται ως εξής:
(
yn, Âyn

)
= an

(
yn, yn

)
(
Âyn, yn

)
= a∗n

(
yn, yn

)
}

⇒ a∗n = an ⇒ an ∈ R

Εύκολα προκύπτει και το αντίστροφο, επειδή αν a∗n = an τα δεύτερα µέλη των παραπά-
νω εξισώσεων είναι ίσα και εποµένως ο τελεστής είναι ερµιτιανός, εφόσον δεχθούµε ότι οι
ιδιοσυναρτήσεις του είναι ένα πλήρες σύνολο ιδιοσυναρτήσεων.
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Ιδιότητα 2. Οι ιδιοσυναρτήσεις ενός ερµιτιανού τελεστή Â, που ανήκουν σε διαφορετικές
ιδιοτιµές: a1, a2, . . ., είναι ορθογώνιες συναρτήσεις.
Απόδειξη. Σύµφωνα µε τις υποθέσεις έχουµε:

Âyn = anyn και Âyk = akyk, an 6= ak

Σχηµατίζουµε τα εσωτερικά γινόµενα
(
yk, Âyn

)
και

(
Âyk, yn

)
, που δίνουν:

(
yk, Âyn

)
=

(
yk, anyn

)
= an

(
yk, yn

)
(
Âyk, yn

)
=

(
akyk, yn

)
= ak

(
yk, yn

)

Επειδή ο Â είναι ερµιτιανός, τα πρώτα µέλη των δύο εξισώσεων είναι ίσα και µε αφαίρεση
κατά µέλη έχουµε:

(an − ak)︸ ︷︷ ︸
6=0

(
yk, yn

)
= 0 ⇒ (

yk, yn

)
= 0

∆ηλαδή, οι ιδιοσυναρτήσεις yn και yk του Â, που ανήκουν σε διαφορετικές τιµές, είναι ορθο-
γώνιες συναρτήσεις.
Σηµείωση. Η ιδιότητα 2 αναφέρεται στις ιδιοσυναρτήσεις διαφορετικών ιδιοτιµών. Αν µια
ιδιοτιµή είναι εκφυλισµένη οι ιδιοσυναρτήσεις που ανήκουν σ’ αυτή ενδέχεται να µην είναι
ορθογώνιες µεταξύ τους. Σε αυτήν την περίπτωση µπορούµε να κατασκευάσουµε ορθογώνιες
ιδιοσυναρτήσεις που ανήκουν στην εκφυλισµένη ιδιοτιµή µε τη µέθοδο Gram-Schmidt.
Ιδιότητα 3. Αν οι τελεστές Â και B̂ είναι ερµιτιανοί, τότε:

α) Το άθροισµά τους είναι ερµιτιανός τελεστής.
ϐ) Αν

[
Â, B̂

]
= 0, το γινόµενό τους είναι ερµιτιανός τελεστής.

γ) Αν
[
Â, B̂

] 6= 0, ο αντιµεταθέτης τους µπορεί να γραφεί µε τη µορφή:

[
Â, B̂

]
= iĈ (Γʹ.36)

όπου Ĉ είναι ερµιτιανός τελεστής.
Θα δείξουµε µόνο το γ), οι άλλες δύο περιπτώσεις είναι απλές.
Επειδή Ĉ = 1

i

[
Â, B̂

]
= −i

[
Â, B̂

]
, για τη µέση τιµή του τελεστή Ĉ ϑα έχουµε:

(
Ψ, ĈΨ

)
=

(
Ψ,−i[ÂB̂ − B̂Â]Ψ

)
= −i

[(
Ψ, ÂB̂Ψ

)− (
Ψ, B̂ÂΨ

)]

= −i
[(

B̂ÂΨ, Ψ
)− (

ÂB̂Ψ, Ψ
)]

= −i
(− [Â, B̂]Ψ, Ψ

)
=

(− i[Â, B̂]Ψ, Ψ
)

=
(
ĈΨ, Ψ

)

΄Αρα ο Ĉ είναι ερµιτιανός.
Σηµείωση. Αν ένας τελεστής Â είναι ερµιτιανός, όλες οι δυνάµεις του είναι ερµιτιανοί τελε-
στές. Επίσης κάθε συνάρτηση του Â µε πραγµατικούς συντελεστές είναι ερµιτιανός τελεστής.

΄Ασκηση. Να δειχθεί ότι, αν οι τελεστές Â και B̂ είναι ερµιτιανοί τελεστές, τότε:
α) Οι τελεστές:

Â′ = Â− 〈Â〉 και B̂′ = B̂ − 〈B̂〉 (Γʹ.37αʹ)
είναι ερµιτιανοί τελεστές.

ϐ)
[
Â, B̂

]
=

[
Â′, B̂′] (Γʹ.37βʹ)
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Θεώρηµα. Αν οι ερµιτιανοί τελεστές Â και B̂ δεν αντιµετατίθενται, οπότε :
[
Â, B̂

]
= iĈ, Ĉ = ερµιτιανός τελεστής

τότε για το γινόµενο των αβεβαιοτήτων τους ισχύει η ανισότητα:

(∆Â)(∆B̂) ≥ 1

2
|〈Ĉ〉| (Γʹ.38)

Απόδειξη. Με ϐάση τον ορισµό του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος, έχουµε:

(∆Â)2(∆B̂)2 = 〈( Â− 〈Â︸ ︷︷ ︸
bA′

〉)2〉〈( B̂ − 〈B̂︸ ︷︷ ︸
bB′

〉)2〉 =
(
Ψ, Â′2Ψ

)(
Ψ, B̂′2Ψ

)

=
(
Â′Ψ, Â′Ψ

)(
B̂′Ψ, B̂′Ψ

)
= ||Â′Ψ||2 · ||B̂′Ψ||2

Αν χρησιµοποιήσουµε την ανισότητα των Cauchy-Schwarz για τα διανύσµατα Â′Ψ και
B̂′Ψ:

||Â′Ψ|| · ||B̂′Ψ|| ≥ |(Â′Ψ, B̂′Ψ
)|

η προηγούµενη σχέση γράφεται:

(∆Â)2(∆B̂)2 ≥ |(Â′Ψ, B̂′Ψ
)|2 = |(Ψ, Â′B̂′Ψ

)|2 (Γʹ.39)

Το γινόµενο των τελεστών Â′, B̂′ γράφεται:

Â′B̂′ =
Â′B̂′ + B̂′Â′

2
+

Â′B̂′ − B̂′Â′

2
=

Â′B̂′ + B̂′Â′

2
+

[
Â′, B̂′]

2

Ο πρώτος όρος του δεξιού µέλους αυτής της σχέσης είναι ερµιτιανός τελεστής, ενώ για το
δεύτερο όρο, που γράφεται:

[
Â′, B̂′] =

[
Â, B̂

]
= iĈ, ο τελεστής Ĉ είναι ερµιτιανός. ΄Ετσι η

σχέση (Γʹ.39) γράφεται:

(∆Â)2(∆B̂)2 ≥
∣∣∣
(
Ψ,

Â′B̂′ + B̂′Â′

2
Ψ

)
+ i

(
Ψ,

Ĉ

2
Ψ

)∣∣∣
2

=
〈Â′B̂′ + B̂′Â′

2

〉2

+
〈Ĉ

2

〉2

Επειδή ο πρώτος όρος του δεξιού µέλους της ανισότητας είναι ϑετικός αριθµός, η ανισό-
τητα γράφεται:

(∆Â)2(∆B̂)2 ≥
〈Ĉ

2

〉2

⇒ (∆Â)(∆B̂) ≥
∣∣∣
〈Ĉ

2

〉∣∣∣ (Γʹ.40)

Καταλήξαµε στο εξής συµπέρασµα: Αν δύο τελεστές, που αντιστοιχούν σε δύο παρατηρή-
σιµα ϕυσικά µεγέθη ενός κβαντικού συστήµατος, δεν αντιµετατίθενται, το γινόµενο των αβε-
ϐαιοτήτων κατά τη µέτρηση των δύο µεγεθών είναι µεγαλύτερο ή ίσο µε ορισµένη ελάχιστη τιµή
σύµφωνα µε τη σχέση (Γʹ.40). Η σχέση αυτή είναι η γενική µορφή της σχέσης αβεβαιότητας
του Heisenberg.

Παράδειγµα. Στο εδάφιο Γʹ.1 είδαµε ότι ο αντιµεταθέτης των τελεστών της ϑέσης και της
ορµής είναι:

[
x̂, p̂x

]
= i~. Στην περίπτωση αυτή ο τελεστής Ĉ = ~ είναι µια σταθερά. ΄Ετσι, η

σχέση (Γʹ.40) δίνει:

(∆x)(∆px) ≥
∣∣∣
〈~

2

〉∣∣∣ ⇒ (∆x)(∆px) ≥ ~
2

(Γʹ.41)
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Η ανισότητα (Γʹ.41) είναι η αρχική διατύπωση της σχέσης απροσδιοριστίας του Heizen-
berg, η οποία όµως είναι µια εφαρµογή της γενικότερης σχέσης (Γʹ.40). Στην πραγµατικότητα
υπάρχει µια σχέση απροσδιοριστίας για κάθε Ϲεύγος τελεστών που αντιστοιχούν σε παρατη-
ϱήσιµα ϕυσικά µεγέθη και δεν αντιµετατίθενται. Τέτοια Ϲεύγη λέγονται ασυµβίβαστα και οι
αντίστοιχοι τελεστές δεν έχουν ένα κοινό πλήρες σύνολο ιδιοσυναρτήσεων. Σύµφωνα µε τη
σχέση (Γʹ.40) η ταυτόχρονη γνώση αυτών των µεγεθών είναι αδύνατη.

Τα παρατηρήσιµα µεγέθη των οποίων οι αντίστοιχοι τελεστές έχουν ένα κοινό πλήρες
σύνολο ιδιοσυναρτήσεων και εποµένως αντιµετατίθενται λέγονται συµβιβαστά µεγέθη. Η
ταυτόχρονη ακριβής γνώση των µεγεθών αυτών είναι δυνατή.

Τα Ϲεύγη των µεγεθών: (x, px), (x2, px), (lx, ly), (lx, l) είναι ασυµβίβαστα, ενώ τα Ϲεύγη
των µεγεθών (x, y), (x, py), (px, py), (lx, l

2) είναι συµβιβαστά.
Τα συµπεράσµατα του προηγούµενου ϑεωρήµατος και του ϑεµελιώδους ϑεωρήµατος του

εδαφίου Γʹ.2 συνοψίζονται στο παρακάτω ϑεώρηµα.
Θεώρηµα. ∆ύο κβαντοµηχανικά µεγέθη A και B είναι συµβιβαστά (µπορούν να µετρηθούν
µε απόλυτη ακρίβεια) µόνο όταν οι αντίστοιχοι τελεστές τους αντιµετατίθενται. Αν οι τελεστές
των µεγεθών A και B δεν αντιµετατίθενται,

[
Â, B̂

] 6= 0, τα µεγέθη είναι ασυµβίβαστα (είναι
αδύνατον να µετρηθούν ταυτόχρονα µε απόλυτη ακρίβεια).

Γʹ.5.1 Η σχέση αβεβαιότητας ενέργειας - χρόνου

Στη σχέση αβεβαιότητας ϑέσης - ορµής: ∆x∆px ≥ ~
2
, η αβεβαιότητα της ϑέσης είναι η τυπική

απόκλιση (σx) από τη µέση τιµή των αποτελεσµάτων επαναλαµβανόµενων µετρήσεων οµοίων
συστηµάτων. Αντίστοιχα ισχύουν για το ∆px. Η προηγούµενη ανισότητα συνδέεται συχνά
µε την αβεβαιότητα ενέργειας - χρόνου, που µπορούµε να ‘‘δούµε’’ ποιοτικά αν ϑεωρήσουµε
ένα ελεύθερο σωµατίδιο µε ενέργεια E = p2

x

2m
. Από αυτήν τη σχέση έχουµε: ∆E = px∆px

m
. Η

αντικατάσταση του px = 1
m

∆x
∆t

στην προηγούµενη σχέση δίνει:

∆E ·∆t = ∆x ·∆px ⇒ ∆E ·∆t ≥ ~
2

(Γʹ.42)

Στη σχέση (Γʹ.42) το ∆E είναι η αβεβαιότητα (τυπική απόκλιση) µε την οποία είναι γνωστή η
ενέργεια του συστήµατος και ∆t ένα είδος ‘‘αβεβαιότητας χρόνου’’ που πρέπει να οριστεί.

Είναι χρήσιµο να παρατηρήσουµε ότι ενώ η ϑέση, η ορµή και η ενέργεια είναι δυναµικές
µεταβλητές, δηλαδή µετρήσιµα µεγέθη που χαρακτηρίζουν το σύστηµα κάποια χρονική στιγ-
µή, ο χρόνος δεν είναι µια δυναµική µεταβλητή. ∆εν έχει έννοια να µετρήσουµε το χρόνο ενός
σωµατιδίου όπως µπορούµε να κάνουµε για τη ϑέση και την ορµή του. Ο χρόνος είναι µια
παράµετρος από την οποία εξαρτώνται οι δυναµικές µεταβλητές. Εποµένως το ∆t στη σχέση
αβεβαιότητας ενέργειας - χρόνου δεν είναι η τυπική απόκλιση µιας συλλογής µετρήσεων του
χρόνου. Το ∆t µπορεί όµως να ερµηνευτεί ως ένα χαρακτηριστικό χρονικό διάστηµα κατά
το οποίο µεταβάλλονται αισθητά οι ιδιότητες του εξεταζόµενου συστήµατος.

΄Ενα µέτρο του πόσο γρήγορα µεταβάλλεται το σύστηµα µπορεί να προκύψει από τον
υπολογισµό του ϱυθµού µεταβολής της µέσης τιµής ενός παρατηρήσιµου µεγέθους Q(x, px).
Αυτός ο ϱυθµός, σύµφωνα µε τη σχέση (2.69) που δείχθηκε στο εδάφιο 2.5.1, είναι:

d

dt
〈Q〉 =

d

dt

(
Ψ, Q̂Ψ

)
=

1

i~
〈[Ĥ, Q̂

]〉 (Γʹ.43)

Από τη γενική µορφή της σχέσης αβεβαιότητας (σχέση (Γʹ.40)), για Â = Ĥ και B̂ = Q̂,
σH = ∆H = ∆E και σQ = ∆Q, έχουµε:

∆E ·∆Q ≥ 1

2

∣∣〈[Ĥ, Q̂
]〉

∣∣ (Γʹ.44)
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Η αντικατάσταση του αντιµεταθέτη
[
Ĥ, Q̂

]
από τη σχέση (Γʹ.43) δίνει:

∆E ·∆Q ≥ ~
2

∣∣∣d〈Q̂〉
dt

∣∣∣ (Γʹ.45)

Αν τώρα ορίσουµε την ‘‘αβεβαιότητα’’ του χρόνου από τη σχέση:

∆t =
∆Q∣∣d〈Q〉

dt

∣∣ (Γʹ.46)

Η σχέση (Γʹ.45) γράφεται:

∆E ·∆t ≥ ~
2

(Γʹ.47)

που είναι η σχέση αβεβαιότητας ενέργειας - χρόνου.
Επειδή ∆Q =

∣∣d〈Q〉
dt

∣∣ ∆t, το ∆t παριστάνει το χρονικό διάστηµα που απαιτείται ώστε η
µέση τιµή του µεγέθους Q να µεταβληθεί κατά µια τυπική απόκλιση. Το ∆t εξαρτάται από το
παρατηρήσιµο µέγεθος που εξετάζουµε. ΄Οσο πιο αργά µεταβάλλεται ένα ϕυσικό σύστηµα
(∆t µεγάλο), τόσο πιο καλά καθορισµένη είναι η ενέργεια του (∆E µικρό) και αντίστροφα.

Στην ακραία περίπτωση µιας στάσιµης κατάστασης, στην οποία η ενέργεια είναι καλά κα-
ϑορισµένη, οι µέσες τιµές των παρατηρήσιµων µεγεθών είναι ανεξάρτητες του χρόνου (ϐλέπε
εδάφιο 2.5.1), οπότε ∆E = 0 και εποµένως ∆t = ∞.

Πεπερασµένος χρόνος εξέλιξης µπορεί να εµφανιστεί µόνο σε καταστάσεις που δεν έχουν
καθορισµένη ενέργεια, είναι δηλαδή ∆E 6= 0. Μια τέτοια κατάσταση περιγράφεται από µια
επαλληλία στάσιµων καταστάσεων. Για παράδειγµα η επαλληλία δύο στάσιµων καταστάσεων:

ψ(x, t) = αu1(x)e−iE1t/~ + βu2(x)e−iE2t/~

µε α, β, u1 και u2 πραγµατικά, έχει πυκνότητα πιθανότητας:

|ψ(x, y)|2 = α2u2
1(x) + β2u2

2(x) + 2αβu1(x)u2(x) cos
(E2 − E1

~
t
)

που παριστάνει µια ταλαντούµενη ποσότητα. Η περίοδος της ταλάντωσης είναι T = 2π~
E2−E1

.
Χονδρικά, η αβεβαιότητα της ενέργειας είναι ∆E ≈ E2 − E1 και ο χαρακτηριστικός χρόνος
είναι:

∆t ≈ T

2
=

π~
E2 − E1

=
π~
∆E

⇒ ∆E ·∆t ≈ π~

Το γινόµενο ∆E ·∆t είναι πράγµατι µεγαλύτερος του ~/2.
Η σχέση (Γʹ.47) χρησιµοποιείται πολύ συχνά για τον καθορισµό του χρόνου Ϲωής µιας διε-

γερµένης κατάστασης ή ενός ασταθούς σωµατιδίου. Για παράδειγµα κατά τη µέτρηση της µά-
Ϲας του σωµατιδίου ∆ ϐρίσκεται ότι η κατανοµή των µετρήσεων είναι περίπου γκαουσιανή µε
µέση τιµή 1232 MeV/c2 και εύρος 2∆E/c2 = 120 MeV/c2. Επειδή ~/2 ' 3 · 10−22 MeV · sec,
ο χρόνος Ϲωής (τ ) του σωµατιδίου ∆ πριν την αυθόρµητη διάσπασή του είναι:

τ = ∆t ' ~
2

1

∆E
= 3 · 10−22 MeV sec

1

120/2 MeV
' 10−23 sec
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Γʹ.6 Συµβολισµός του Dirac

Στο εδάφιο αυτό ϑα παρουσιαστεί ο συµβολισµός του Dirac µε τη ϐοήθεια του οποίου οι
διάφορες εκφράσεις της Κβαντοµηχανικής γράφονται µε έναν συµπαγή και κοµψό τρόπο.

΄Ενας κατάλληλος τρόπος περιγραφής ενός συνηθισµένου διανύσµατος a (για παράδειγµα
σε δύο διαστάσεις) είναι η χρησιµοποίηση καρτεσιανών συντεταγµένων x, y και ο καθορισµός
των συνιστωσών του διανύσµατος ως προς αυτούς τους άξονες:

ax = x0 · a, ay = y0 · a
Το διάνυσµα a µπορεί να περιγραφεί εξ ίσου καλά και µε τη χρησιµοποίηση ενός άλλου
συστήµατος αξόνων x′, y′, οπότε έχουµε:

ax′ = x′0 · a, ay′=y′0 · a
Οι ϐάσεις {x0,y0} και {x′

0,y
′
0} εκφράζουν το ίδιο διάνυσµα a: a = (ax, ay) = (ax′ , ay′).

Στην Κβαντοµηχανική η κατάσταση ενός συστήµατος περιγράφεται από µια κυµατοσυ-
νάρτηση. Η ϕυσική κατάσταση (ή η κυµατοσυνάρτηση) αναπαρίσταται µε ένα διάνυσµα του
χώρου Hilbert. Οι διαστάσεις του χώρου Hilbert εξαρτώνται από τη ϕύση του συστήµατος.
Στην περίπτωση πεπερασµένων διαστάσεων ο χώρος είναι Ευκλείδειος µε εσωτερικό γινόµενο
που είναι ένας µιγαδικός αριθµός. Πολύ συχνά είναι χρήσιµος ο συµβολισµός του Dirac.
Στο συµβολισµό αυτό τα διανύσµατα του χώρου Hilbert λέγονται ket και συµβολίζονται µε
|α〉 ή |yn〉 ή |n〉 και έχουν τις παρακάτω ιδιότητες:

• |α〉+ |β〉 = |γ〉, c|α〉 = |α〉c (c ∈ C)

• Τα ket |α〉 και c|α〉 µε c 6= 0 παριστάνουν την ίδια κατάσταση, δηλαδή ενδιαφερόµαστε
µόνο για τη διεύθυνση.

• ΄Ενας τελεστής Â δρα σε ένα ket από αριστερά και δίνει ένα άλλο ket:

Â(|α〉) = Â|α〉 = |φ〉

Αν συµβαίνει |φ〉 = α|α〉 ο αριθµός α λέγεται ιδιοτιµή του τελεστή Â και το |α〉 ιδιο-ket του
Â που ανήκει στην ιδιοτιµή α.

Σε σχέση µε το χώρο των ket ϑεωρούµε ένα δυαδικό χώρο (dual space), το χώρο των bra,
τα διανύσµατα του οποίου συµβολίζονται µε 〈a|. ∆ηλαδή ϑεωρούµε την αµφιµονοσήµαντη
αντιστοιχία:

〈α| ←→ |α〉 ή 〈α| = (|α〉)† (Γʹ.48)

Θα µπορούσαµε να πούµε περιγραφικά ότι ο χώρος των bra είναι σαν το είδωλο σε έναν
καθρέφτη του χώρου των ket. Τα bra έχουν τις παρακάτω ιδιότητες:

• Το bra του c|α〉 είναι c∗〈α| και όχι c〈α|. Γενικά ισχύει:

c1|α〉+ c2|β〉 ←→ c∗1〈α|+ c∗2〈β|

• ΄Ενας τελεστής δρα σε ένα bra από τα δεξιά και δίνει ένα άλλο bra:

〈α|Â = 〈φ|

Τα Â|α〉 και 〈α|Â δεν είναι εν γένει δυαδικά. ∆ηλαδή, εν γένει ισχύει: Â|α〉 ←/→ 〈α|Â.
Αν υπάρχει ένας τελεστής Â† για τον οποίο ισχύει:

〈α|Â† ←→ Â|α〉 (Γʹ.49)

Ο Â† λέγεται ερµιτιανός συζυγής του Â. Αν Â† = Â, ο Â είναι ερµιτιανός.
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• ΄Ενα bra και ένα ket µπορούν να πολλαπλασιαστούν µε δύο τρόπους, εσωτερικά και
εξωτερικά.

Το εσωτερικό γινόµενο είναι ένας µιγαδικός αριθµός:

(〈β|)︸︷︷︸
bra

·︸︷︷︸
[c]

(|α〉)︸︷︷︸
ket

= 〈β|α〉

Για το εσωτερικό γινόµενο ισχύουν οι γνωστές ιδιότητες του εσωτερικού γινοµένου:

〈β|α〉∗ = 〈α|β〉
〈γ|c1α + c2β〉 = c1〈γ|α〉+ c2〈γ|β〉
〈c1α + c2β|γ〉 = c∗1〈α|γ〉+ c∗2〈β|γ〉

Αν συµβαίνει 〈β|α〉 = 0 τα ket |α〉 και |β〉 λέγονται ορθογώνια. Αν 〈α|α〉 = 1, το |α〉
λέγεται κανονικοποιηµένο.

Σ’ ένα χώρο συναρτήσεων το bra µπορεί να παρασταθεί ως µια προετοιµασία ενός ολοκληρώ-
µατος:

〈ψ| =
∫

ψ∗(x) · [· · · ]dx

µε τις τελείες να περιµένουν να αντικατασταθούν µε οτιδήποτε µπορεί να συνδυαστεί µε το
bra.

Αν το ket αντιστοιχεί σε πίνακα στήλη: |α〉 =




α1

α2
...


, το αντίστοιχο bra είναι ο πίνακας

γραµµή: 〈α| = (a∗1, a
∗
2, · · · ). ΄Ετσι:

〈α|α〉 = (α∗1, α
∗
2, · · · )




α1

α2
...


 = |α1|2 + |α2|2 · · ·

• Αν |α〉 είναι ένα τυχαίο ket του χώρου Hilbert αυτό γράφεται µε τη µορφή:

|α〉 =
∑

i

cα,i|βi〉, cα,i = 〈βi|α〉

όπου |βi〉 είναι τα ιδιο-ket ενός τελεστή B̂ που ϑεωρούµε ότι αποτελούν ένα πλήρες σύνολο.
Το εξωτερικό γινόµενο, (|β〉)(〈a|) = |β〉〈a|, είναι ένας τελεστής, αφού όταν επιδρά σε

ένα ket (ή bra) δίνει ένα ket (ή bra):

(|β〉〈a|) · |γ〉 = |β〉︸︷︷︸
ket

(〈a|γ〉)︸ ︷︷ ︸
αριθµός

= (〈a|γ〉)|β〉 και 〈γ| · (|β〉〈a|) = (〈γ|β〉)〈a|

Η δυνατότητα χρησιµοποίησης των bra και ket ως ξεχωριστές οντότητες µας επιτρέπει
να εκφράζουµε ορισµένες χρήσιµες σχέσεις σε γενική και συµπαγή µορφή. ΄Ενα τέτοιο
παράδειγµα είναι ο τελεστής:

P̂α = |α〉〈α|, 〈α|α〉 = 1 (Γʹ.50)

που έχει την ιδιότητα, όταν επιδρά σε οποιαδήποτε κατάσταση (ket) |β〉 να την ‘‘προβάλει’’
στην κατάσταση |α〉:

P̂α|β〉 = |α〉〈α|β〉 = 〈α|β〉|α〉
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Ο τελεστής P̂α λέγεται προβολικός τελεστής (projection operator) του υποχώρου µιας
διάστασης που σαρώνεται από το |α〉.

Αν το σύνολο {|n〉} είναι µια ορθοκανονική ϐάση (〈n|m〉 = δnm), οπότε για οποιοδήποτε
διάνυσµα του χώρου ισχύει:

|α〉 =
∑

n

cα,n|n〉 =
∑

n

〈n|α〉|n〉 =

(∑
n

|n〉〈n|
)
|α〉

συµπεραίνουµε ότι

Î =
∑

n

|n〉〈n| (Γʹ.51)

όπου Î είναι ο ταυτοτικός τελεστής. Η σχέση αυτή είναι γνωστή και ως σχέση πληρότητας.
Η σχέση (Γʹ.51) χρησιµοποιείται συχνά στην απλοποίηση ή ανάλυση διαφόρων εκφρά-

σεων. Για παράδειγµα, εισάγοντας το δεξιό µέλος της (Γʹ.51) µεταξύ των 〈α| και |α〉 στο
εσωτερικό γινόµενο 〈α|α〉, έχουµε:

〈α|α〉 = 〈α|Î|α〉 = 〈α|
(∑

n

|n〉〈n|
)
|α〉 =

∑
n

(〈α|n〉)(〈n|α〉) =
∑

n

|〈n|α〉|2 =
∑

n

|cα,n|2

Η σχέση αυτή δείχνει ότι αν το |α〉 είναι κανονικοποιηµένο τότε οι συντελεστές cα,n του
αναπτύγµατος ικανοποιούν τη σχέση:

∑
n

|cα,n|2 =
∑

n

|〈n|α〉|2 = 1

Ο προβολικός τελεστής έχει τις παρακάτω αξιοσηµείωτες ιδιότητες:
• Είναι ερµιτιανός τελεστής: P̂n

†
= P̂n.

• Είναι αυτοδύναµος (idempotent): P̂ 2
n = P̂n.

• Αν P̂n|ψ〉 = λ|ψ〉 τότε λ = 0, 1.

Γʹ.7 Ο τελεστής της στροφορµής

Αντί να ασχοληθούµε µε τετριµµένες ασκήσεις και παραδείγµατα για την εµπέδωση των
προηγουµένων εδαφίων ϑα ασχοληθούµε µε τον τελεστή της στροφορµής και ϑα αποδείξουµε
µερικές ϐασικές ιδιότητές του, που ϑα µπορούν να χρησιµοποιηθούν κυρίως στο κεφάλαιο
που αναφέρεται σε προβλήµατα κεντρικών πεδίων δυνάµεων, ( V (r) = V (r) ), όπως στο άτοµο
του υδρογόνου. Στην κλασική Φυσική, σε κεντρικά πεδία δυνάµεων, ένα ϐασικό ϕυσικό
µέγεθος είναι το διάνυσµα της στροφορµής, l = r × p, που είναι διατηρήσιµο µέγεθος.
Στην Κβαντοµηχανική ϐασικής σηµασίας είναι ο διανυσµατικός τελεστής της (τροχιακής)
στροφορµής, που ορίστηκε στο εδάφιο 2.1.2:

l̂ = r̂× p̂ = r̂× (−i~∇) =

∣∣∣∣∣∣

x0 y0 z0

x y z
p̂x p̂y p̂z

∣∣∣∣∣∣
= l̂xx0 + l̂yy0 + l̂zz0 (Γʹ.52)
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Οι συνιστώσες l̂x, l̂y και l̂z του τελεστή της στροφορµής, που προκύπτουν από τον υπολο-
γισµό της ορίζουσας της σχέσης (Γʹ.52) είναι:

l̂x = yp̂z − zp̂y = −i~
(

y
∂

∂z
− z

∂

∂y

)
(Γʹ.53αʹ)

l̂y = zp̂x − xp̂z = −i~
(

z
∂

∂x
− x

∂

∂z

)
(Γʹ.53βʹ)

l̂z = xp̂y − yp̂x = −i~
(

x
∂

∂y
− y

∂

∂x

)
(Γʹ.53γʹ)

Λόγω της σπουδαιότητας του τελεστή της στροφορµής στην Κβαντοµηχανική ϑα εξετάσου-
µε µερικές από τις ϐασικές ιδιότητές.

Ιδιότητα 1. Οι τελεστές l̂x, l̂y, l̂z, l̂ και l̂2 είναι ερµιτιανοί τελεστές. Εποµένως έχουν
πραγµατικές ιδιοτιµές και µέσες τιµές και πλήρη σύνολα ιδιοσυναρτήσεων.

Απόδειξη. Ξεκινάµε µε τον τελεστή l̂x. Επειδή οι τελεστές ŷ = y και p̂z είναι ερµιτιανοί για
τους οποίους ισχύει [y, p̂z] = 0, το γινόµενο yp̂z είναι ερµιτιανός τελεστής. Για τον ίδιο λόγο
και το γινόµενο zp̂y είναι ερµιτιανός τελεστής. ΄Αρα ο l̂x ως διαφορά δύο ερµιτιανών τελεστών
είναι ερµιτιανός τελεστής.

Το ίδιο ισχύει για τις συνιστώσες l̂y και l̂z. Εποµένως ο τελεστής l̂ = l̂xx0 + l̂yy0 + l̂zz0

είναι ερµιτιανός τελεστής ώς (διανυσµατικό) άθροισµα ερµιτιανών τελεστών. Επίσης, κάθε
δύναµη του l̂ είναι ερµιτιανός τελεστής.

Ιδιότητα 2. Σε αντίθεση µε τις συνιστώσες p̂x, p̂y, p̂z του τελεστή της ορµής p̂ = −i~∇,
που αντιµετατίθενται µεταξύ τους:

[
p̂x, p̂y

]
=

[
p̂y, p̂z

]
=

[
p̂z, p̂x

]
= 0

οι συνιστώσες l̂x, l̂y, l̂z του τελεστή της στροφορµής δεν αντιµετατίθενται και για τους αντιµε-
ταθέτες ισχύουν οι σχέσεις:

[
l̂x, l̂y

]
= i~l̂z,

[
l̂y, l̂z

]
= i~l̂x,

[
l̂z, l̂x

]
= i~l̂y (Γʹ.54)

Οι σχέσεις αντιµετάθεσης των συνιστωσών του τελεστή της στροφορµής είναι από τις ϐα-
σικότερες σχέσεις της Κβαντοµηχανικής και σχεδόν όλες οι ιδιότητες του τελεστή της στρο-
ϕορµής µπορούν να προκύψουν από αυτές. Για το λόγο αυτόν αν οι συνιστώσες ενός δια-
νυσµατικού τελεστή ικανοποιούν τις παραπάνω σχέσεις αντιµετάθεσης λέγεται τελεστής της
στροφορµής. Ο τρόπος αυτός ορισµού του τελεστή της στροφορµής χρησιµοποιείται στις πε-
ϱιπτώσεις που δεν υπάρχει κλασικό ανάλογο, όπως στην περίπτωση της ‘‘ιδιοστροφορµής‘‘ (ή
σπιν) ενός σωµατιδίου.

Επειδή οι συνιστώσες του τελεστή της στροφορµής δεν αντιµετατίθενται µεταξύ τους δεν
είναι δυνατό να ϐρούµε ένα κοινό σύνολο ιδιοσυναρτήσεων τους και τα αντίστοιχα ϕυσικά
µεγέθη δεν µπορούν να καθοριστούν συγχρόνως µε όση ακρίβεια επιθυµούµε. Εποµένως
δεν µπορούµε να γνωρίζουµε τη στροφορµή του σωµατιδίου µε όση ακρίβεια επιθυµούµε.
∆ιαφορετικά, δεν µπορούµε να γνωρίζουµε το µέτρο της στροφορµής και τη διεύθυνσή της
συγχρόνως. Τι µπορούµε να γνωρίζουµε; Στην ερώτηση αυτή ϑα απαντήσουµε παρακάτω
αφού πρώτα δείξουµε µια από τις σχέσεις της (Γʹ.54). Οι άλλες δύο αποδεικνύονται µε τον
ίδιο τρόπο.
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Απόδειξη. Για την απόδειξη της σχέσης του πρώτου αντιµεταθέτη χρησιµοποιούµε πρώτα
την ιδιότητα του αντιµεταθέτη της σχέσης (Γʹ.8βʹ):

[
l̂x, l̂y

]
=

[
yp̂z − zp̂y, zp̂x − xp̂z

]
=

[
yp̂z, zp̂x − xp̂z

]− [
zp̂y, zp̂x − xp̂z

]

=
[
yp̂z, zp̂x

]− [
yp̂z, xp̂z

]
︸ ︷︷ ︸

=0

− [
zp̂y, zp̂x

]
︸ ︷︷ ︸

=0

+
[
zp̂y, xp̂z

]
(Γʹ.55)

Οι δεύτερος αντιµεταθέτης είναι µηδέν επειδή οι τελεστές y, p̂z, x και p̂z αντιµετατίθενται,
καθώς και τα γινόµενα yp̂z και xp̂z. Για τους ίδιους λόγους είναι µηδέν και ο τρίτος αντιµε-
ταθέτης. Για τους άλλους δύο αντιµεταθέτες, χρησιµοποιώντας την ιδιότητα του αντιµεταθέτη
της σχέσης (Γʹ.8γʹ), έχουµε:

[
yp̂z, zp̂x

]
=

[
yp̂z, z

]
p̂x + z

[
yp̂z, p̂x

]
︸ ︷︷ ︸

=0

=
(
y

[
p̂z, z

]
︸ ︷︷ ︸
=−i~

+
[
y, z

]
︸ ︷︷ ︸

=0

p̂z

)
p̂x = −i~yp̂x (Γʹ.56αʹ)

[
zp̂y, xp̂z

]
=

[
zp̂y, x

]
︸ ︷︷ ︸

=0

p̂z + x
[
zp̂y, p̂z

]
= x

(
z

[
p̂y, p̂z

]
︸ ︷︷ ︸

=0

+
[
z, p̂z

]
︸ ︷︷ ︸

i~

p̂y

)
= i~xp̂y (Γʹ.56βʹ)

Η αντικατάσταση των σχέσεων (Γʹ.56αʹ) και (Γʹ.56βʹ) στη σχέση (Γʹ.55) δίνει:
[
l̂x, l̂y

]
= i~(xp̂y − yp̂x) = i~l̂z,

Ιδιότητα 3. Οι συνιστώσες του τελεστή της στροφορµής αντιµετατίθενται µε το τετράγωνο
του τελεστή της στροφορµής:

l̂2 = l̂2x + l̂2y + l̂2z (Γʹ.57αʹ)

∆ηλαδή, ισχύουν οι σχέσεις:

[̂
l2, l̂x] =

[̂
l2, l̂y] =

[̂
l2, l̂z] = 0 (Γʹ.57βʹ)

Σύµφωνα µε αυτές τις σχέσεις αντιµετάθεσης, µπορούµε να γνωρίζουµε µε ακρίβεια το
µέτρο της στροφορµής και την τιµή της προβολής της στροφορµής επάνω σε έναν άξονα. ΄Ετσι
είναι δυνατό να ορίσουµε ένα κοινό πλήρες σύνολο ορθοκανονικών ιδιοσυναρτήσεων του l̂2

και µιας συνιστώσας του l̂. Συνήθως χρησιµοποιούµε ως κοινό σύνολο ιδιοσυναρτήσων, τις
ιδιοσυναρτήσεις των τελεστών l̂2 και l̂z. Το κοινό σύνολο αυτών των ιδιοσυναρτήσεων είναι οι
σφαιρικές αρµονικές, Ylm(θ, φ), που ϑα συναντήσουµε στο άτοµο του υδρογόνου.
Απόδειξη. Θα αποδείξουµε την πρώτη από τις σχέσεις (Γʹ.57βʹ). Στην απόδειξη ϑα χρησιµο-
ποιήσουµε την ιδιότητα του αντιµεταθέτη της σχέσης (Γʹ.8γʹ), ότι ένας τελεστής αντιµετατίθεται
µε µια δύναµή του και τους αντιµεταθέτες της (Γʹ.54):

[̂
l2, l̂x] =

[
l̂2x, l̂x]︸ ︷︷ ︸
=0

+
[
l̂2y, l̂x] +

[
l̂2z , l̂x] = l̂y

[
l̂y, l̂x] +

[
l̂y, l̂x]l̂y + l̂z

[
l̂z, l̂x] +

[
l̂z, l̂x]l̂z

= l̂y(−i~l̂z) + (−i~l̂z)l̂y + l̂z(i~l̂y) + (i~l̂y)l̂z = 0

Οι άλλες σχέσεις αντιµετάθεσης της (Γʹ.57βʹ) προκύπτουν µε όµοιο τρόπο.

Ιδιότητα 4. Σε κεντρικά πεδία δυνάµεων οι τελεστές: l̂, l̂2, και l̂i (i = x, y, z) αντιµετατί-
ϑενται µε τον τελεστή του Hamilton:

[
Ĥ, l̂

]
=

[
Ĥ, l̂2

]
=

[
Ĥ, l̂i

]
= 0, i = x, y, z (Γʹ.58)
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Απόδειξη. Η παραπάνω σχέσεις προκύπτουν αν γράψουµε τον τελεστή του Laplace σε
σφαιρικές συντεταγµένες, οπότε ο τελεστής του Hamilton γράφεται µε τη µορφή:

Ĥ = − ~2

2mr2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+

l̂2

2mr2
+ V (r), m = η µάζα του σωµατιδίου

Επειδή οι τελεστές l̂, l̂2, και l̂i, (i = x, y, z) επιδρούν µόνο σε συναρτήσεις της πολικής
γωνίας ϑ και της αζιµουθιακής γωνίας ϕ, είναι ϕανερό ότι αυτοί αντιµετατίθενται µε τον
τελεστή Ĥ.

Λόγω της (Γʹ.58) και της γενικής σχέσης (2.69), που ισχύει για ένα παρατηρήσιµο µέγεθος
που δεν εξαρτάται άµεσα από το χρόνο:

i~
d〈Â〉
dt

= 〈[Â, Ĥ
]〉

προκύπτει ότι η µέση τιµή της στροφορµής και των συνιστωσών της είναι σταθερές της κί-
νησης. ∆ηλαδή σε προβλήµατα κεντρικής κίνησης, υπάρχει διατήρηση των παρατηρήσιµων
µεγεθών του µέτρου της στροφορµής και της προβολής της επάνω σε έναν άξονα. Από τις
παραπάνω σχέσεις καθώς και τις σχέσεις αντιµετάθεσης των προβολών της στροφορµής, προ-
κύπτει ότι, σε κεντρικά πεδία δυνάµεων, τα ϕυσικά µεγέθη H, l2 και lz είναι συµβιβαστά και
οι αντίστοιχοι τελεστές Ĥ, l̂2 και l̂z έχουν ένα κοινό πλήρες σύνολο ιδιοσυναρτήσεων.
Ιδιότητα 5. Οι µέσες τιµές των τελεστών l̂x και l̂y ως προς τις κοινές ιδιοσυναρτήσεις των
l̂2 και l̂z είναι µηδέν. ∆ηλαδή:

〈l̂x〉Ylm
= 0, 〈l̂y〉Ylm

= 0 (Γʹ.59)

όπου τα l και m χαρακτηρίζουν τις ιδιοτιµές των l̂2 και l̂z και Ylm οι κοινές ιδιοσυναρτήσεις
των l̂2 και l̂z.
Απόδειξη. Οι σχέσεις αυτές αποδεικνύονται αν χρησιµοποιήσουµε τις σχέσεις αντιµετά-
ϑεσης (Γʹ.54), την εξίσωση ιδιοτιµών l̂zYlm = µmYlm και ότι η ιδιοτιµή µm είναι πραγµατικός
αριθµός, αφού ο l̂z είναι ερµιτιανός. ΄Ετσι, η µέση τιµή του 〈l̂x〉Ylm

γράφεται:

〈l̂x〉Ylm
=

1

i~
〈[l̂y, l̂z

]〉Ylm
=

1

i~
〈l̂y l̂z − l̂z l̂y〉Ylm

=
1

i~

[(
Ylm, l̂y l̂zYlm

)− (
Ylm, l̂z l̂yYlm

)]

=
1

i~

[
µm

(
Ylm, l̂yYlm

)− (
l̂zYlm, l̂yYlm

)]
=

1

i~

[
µm

(
Ylm, l̂yYlm

)− µ∗m
(
Ylm, l̂yYlm

)]
= 0

αφού µm = µ∗m. Με όµοιο τρόπο µπορούµε να δείξουµε και τη δεύτερη σχέση.

Ιδιότητα 6. Οι ιδιοτιµές των τελεστών l̂2 και l̂z.
΄Οταν µελετήσουµε τα προβλήµατα της Κβαντοµηχανικής σε κεντρικά πεδία δυνάµεων, η

λύση της εξίσωσης του Shcrödinger ϑα δώσει επίσης τις ιδιοτιµές και τις ιδιοσυναρτήσεις των
τελεστών l̂2 και l̂z. ΄Ενας άλλος τρόπος είναι να χρησιµοποιήσουµε τις σχέσεις αντιµετάθεσης
(Γʹ.54). Η µέθοδος αυτή είναι πολύ χρήσιµη επειδή µπορεί να χρησιµοποιηθεί και σε εκείνες
τις περιπτώσεις που δεν υπάρχει κλασικό ανάλογο. Επειδή η διαδικασία δεν είναι τόσο απλή
όπως στην απόδειξη των προηγούµενων ιδιοτήτων, ϑα χρησιµοποιήσουµε για συντοµογραφία
το συµβολισµό του Dirac και ϑα δώσουµε ορισµένες σχέσεις, η απόδειξη των οποίων αφήνεται
ως άσκηση.

1ο ϐήµα. Αν ονοµάσουµε Ylm = |lm〉 το κοινό σύνολο ιδιοσυναρτήσεων των l̂2 και l̂z, τότε
µπορούµε να γράψουµε τις εξισώσεις ιδιοτιµών:

l̂2|lm〉 = ~2l(l + 1)|lm〉, l̂z|lm〉 = ~m|lm〉 (Γʹ.60αʹ)
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Η σταθερά ~ µπήκε για διαστατικούς λόγους. Επειδή οι τελεστές l̂2 και l̂z είναι ερµιτιανοί, οι
αριθµοί l και m είναι πραγµατικοί και οι ιδιοσυναρτήσεις είναι ορθοκανονικές:

〈l′m′|lm〉 = δll′δmm′

Επειδή 〈lm|̂l2|lm〉 ≥ 0 πρέπει να ισχύει l(l + 1) ≥ 0. Από αυτήν προκύπτει l ≥ 0 .
Επίσης, επειδή 〈l̂2x〉 ≥ 0, 〈l̂2y〉 ≥ 0 και 〈l̂2z〉 ≥ 0 ϑα έχουµε:

〈̂l2〉 = 〈l̂2x〉+ 〈l̂2y〉+ 〈l̂2z〉 ≥ 〈l̂2z〉 ⇒ l(l + 1) ≥ m2 (Γʹ.60βʹ)

∆ηλαδή, υπάρχει ένα άνω όριο και ένα κάτω όριο για τις δυνατές τιµές του m.
2ο ϐήµα. Εισαγάγουµε τους τελεστές:

l̂± = l̂x ± il̂y (Γʹ.61)

Οι τελεστές l̂+ και l̂− λέγονται τελεστές αναβίβασης (raising) και υποβιβασµού (lowering),
αντίστοιχα. Ο λόγος της ονοµασίας τους ϑα ϕανεί παρακάτω.

Για τους τελεστές l̂+ και l̂− ισχύουν τα παρακάτω, ή απόδειξη των οποίων αφήνεται ως
άσκηση:

• Ο l̂+ είναι ερµιτιανός συζυγής του l̂− και αντίστροφα, δηλαδή ισχύει η σχέση:

〈l̂+ψ|ψ〉 = 〈ψ|l̂−ψ〉 (Γʹ.62)

• Ισχύουν οι σχέσεις αντιµετάθεσης:

[l̂+, l̂−] = 2~l̂z, [l̂z, l̂±] = ±~l̂±, [̂l2, l̂±] = 0 (Γʹ.63)

• Ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις:

l̂+l̂− = l̂2 − l̂2z + ~l̂z ⇒ l̂2 = l̂+l̂− + l̂2z − ~l̂z (Γʹ.64αʹ)
l̂−l̂+ = l̂2 − l̂2z − ~l̂z ⇒ l̂2 = l̂−l̂+ + l̂2z + ~l̂z (Γʹ.64βʹ)

3ο ϐήµα. Επειδή l̂2l̂± = l̂±l̂2 (από τη σχέση (Γʹ.63γ)), έχουµε:

l̂2
(
l̂±|lm〉

)
= l̂±

(̂
l2|lm〉

)
= ~2l(l + 1)

(
l̂±|lm〉

)

∆ηλαδή, η κατάσταση l̂±|lm〉 είναι ιδιοσυνάρτηση του τελεστή l̂2 που χαρακτηρίζεται από το
ίδιο l, όπως και η ιδιοσυνάρτηση |lm〉.

Επίσης, επειδή l̂z l̂± = l̂±l̂z ± ~l̂± (από τη σχέση (Γʹ.63ϐ)), έχουµε:

l̂z

(
l̂+|lm〉

)
= (l̂+l̂z + ~l̂+)|lm〉 = ~(m + 1)

(
l̂+|lm〉

)

και
l̂z

(
l̂−|lm〉

)
= (l̂−l̂z − ~l̂−)|lm〉 = ~(m− 1)

(
l̂−|lm〉

)

Οι εξισώσεις αυτές δηλώνουν ότι: η κατάσταση l̂+|lm〉 είναι ιδιοκατάσταση του l̂z που
αντιστοιχεί σε ιδιοτιµή αυξηµένη κατά 1 ως προς το m, ενώ η κατάσταση l̂−|lm〉 είναι ιδιο-
κατάσταση του l̂z που αντιστοιχεί σε τιµή που ελαττώθηκε κατά 1 ως προς το m.. ΄Ετσι,
µπορούµε να γράψουµε:

l̂+|lm〉 = C+(l, m)|l, m + 1〉, l̂−|lm〉 = C−(l, m)|l, m− 1〉 (Γʹ.65)
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όπου C±(l, m) σταθερές που ϑα υπολογιστούν στη συνέχεια.
Από την πρώτη σχέση έχουµε, αν χρησιµοποιήσουµε τη σχέση (Γʹ.64βʹ):

|C+(l, m)|2〈l, m + 1|l,m + 1〉 = 〈l̂+(lm)|l̂+(lm)〉 = 〈lm|l̂−l̂+|lm〉 (Γʹ.66αʹ)
= 〈lm|̂l2 − l̂2z − ~l̂z|lm〉 = ~2[l(l + 1)−m2 −m]

= ~2[l(l + 1)−m(m + 1)] = ~2[(l −m)(l + m + 1)] ≥ 0
(Γʹ.66βʹ)

αφού |C+(l, m)|2 ≥ 0 και 〈l, m + 1|l,m + 1〉 = 1.
΄Οµοια ϐρίσκεται ότι:

|C−(l, m)|2〈l, m− 1|l,m− 1〉 = ~2[l(l + 1)−m(m− 1)] = ~2[(l + m)(l −m + 1)] ≥ 0
(Γʹ.66γʹ)

∆ιαλέγοντας το C±(l,m) ϑετικούς αριθµούς και επειδή 〈l, m± 1|l,m± 1〉 = 1, έχουµε:

C+(l,m) = ~
√

(l −m)(l + m + 1) (Γʹ.67αʹ)
C−(l,m) = ~

√
(l + m)(l −m + 1) (Γʹ.67βʹ)

Από τις σχέσεις (Γʹ.66βʹ) και (Γʹ.66γʹ) διαπιστώνουµε ότι:

l(l + 1) ≥ m(m + 1) και l(l + 1) ≥ m(m− 1)

και επειδή l ≥ 0 καταλήγουµε σε ένα κατώτερο και σε ένα ανώτερο ϕράγµα των δυνατών
τιµών του m. Πρέπει να ισχύει η σχέση:

−l ≤ m ≤ l (Γʹ.68)

Ας υποθέσουµε τώρα ότι mmin είναι η ελάχιστη τιµή του m, τότε:

l̂−|lmmin〉 = 0

αφού η δράση του l̂− ϑα υποβιβάσει το mmin κατά ένα, αλλά µια τέτοια κατάσταση δεν µπορεί
να υπάρξει. Παρατηρώντας το συντελεστής C−(l, mmin), διαπιστώνουµε ότι αυτός γίνεται
µηδέν όταν mmin = −l. Εποµένως, η ελάχιστη τιµή το m είναι: mmin = −l .

Αν mmax είναι η µέγιστη τιµή του m, τότε:

l̂+|lmmax〉 = 0

αφού η δράση του l̂+ ϑα αυξήσει το mmax κατά ένα, αλλά µια τέτοια κατάσταση δεν µπορεί να
υπάρξει. Παρατηρώντας το συντελεστής C+(l, mmin), διαπιστώνουµε ότι αυτός γίνεται µηδέν
όταν mmax = l. Εποµένως η µέγιστη τιµή το m είναι: mmax = l .

Επειδή η µέγιστη τιµή του m πρέπει να προκύψει από την ελάχιστη τιµή του, µε δια-
δοχικές προσθέσεις του 1, συµπεραίνουµε ότι υπάρχουν 2l + 1 τιµές του m για κάθε l.
∆ηλαδή οι τιµές του m είναι:

m = −l, −l + 1, −l + 2, · · · , l − 1, l

Τέλος επειδή το 2l + 1 είναι ακέραιος αριθµός, αφού είναι ο αριθµός των ϐηµάτων από
το −l στο l, το l µπορεί να παίρνει ακέραιες τιµές (όπως στην περίπτωση της τροχιακής
στροφορµής) ή ηµιακέραιες τιµές (όπως στην περίπτωση του σπιν).
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Τα προηγούµενα παριστάνονται, σε ορισµένα ϐι-
ϐλία, µε διαγράµµατα της µορφής του Σχ. Γʹ.1
(που έγινε για την περίπτωση l = 2). Τα διανύ-
σµατα του σχήµατος, υποτίθεται, ότι παριστάνουν
τις πιθανές στροφορµές σε µονάδες ~ που έχουν
όλες το ίδιο µέτρο

√
l(l + 1) =

√
2(2 + 1) =

√
6

και οι συνιστώσες παίρνονται από τις επιτρεπτές
τιµές του m (−2,−1, 0, 1, 2). Σηµειώνεται ότι το
µέτρο των διανυσµάτων είναι µεγαλύτερο από τη
µέγιστη τιµή της z−συνιστώσας. Αυτό σηµαίνει
ότι η στροφορµή δεν µπορεί να έχει τη διεύθυνση
του z−άξονα. Εκ πρώτης όψεως αυτό ϕαίνεται µη
λογικό επειδή ϑα µπορούσαµε να διαλέξουµε το
z−άξονα κατά µήκος της στροφορµής. ΄Οµως κάτι
τέτοιο δεν µπορεί να γίνει επειδή τότε ϑα γνωρίζαµε
και τις τρεις συνιστώσες της στροφορµής, αφού

-2 -1 0 1 2
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0

1

2

 

lx

lz

ly

l

Σχήµα Γʹ.1: .

σύµφωνα µε την αρχή της απροσδιοριστίας αυτό δεν είναι δυνατό. Αν η συνιστώσα l̂z έχει
µια καθορισµένη τιµή, οι συνιστώσες l̂x και l̂y δεν έχουν. ∆εν έχει νόηµα ακόµη να χρη-
σιµοποιούµε διανύσµατα όπως στο Σχ. Γʹ.1. Τουλάχιστον πρέπει να ϕανταζόµαστε ότι το
διάνυσµα της στροφορµής καλύπτει την επιφάνεια ενός κώνου ώστε να υποδηλώνεται ότι οι
συνιστώσες lx και ly είναι ακαθόριστες.

Τέλος είναι εντυπωσιακό ότι χρησιµοποιώντας µόνο τις σχέσεις αντιµετάθεσης των συ-
νιστωσών του τελεστή της στροφορµής µπορέσαµε να αποδείξουµε τις πιο ϐασικές σχέσεις
και ιδιότητες της στροφορµής, χωρίς να έχουµε ϐρει τις ιδιοσυναρτήσεις. Αυτές µπορούν να
ϐρεθούν µε παρόµοια (αλλά κάπως πιο πολύπλοκη) διαδικασία µε αυτήν που χρησιµοποιή-
ϑηκε για τις ιδιοτιµές. ∆εν ϑα ασχοληθούµε σε αυτό το σηµείο µε τις ιδιοσυναρτήσεις. Θα
επανέλθουµε όµως όταν εξετάσουµε τα προβλήµατα σφαιρικής συµµετρίας.

Γʹ.8 Ασκήσεις παραρτήµατος

1. Να δειχθεί ότι: Â2 − B̂2 = (Â + B̂)(Â− B̂) +
[
Â, B̂

]
.

Σηµείωση. Η γνωστή ταυτότητα: α2−β2 = (α+β)(α−β), ισχύει στους τελεστές µόνο όταν οι τελεστές
αντιµετατίθενται.

2. ∆ίνεται ο τελεστής Ta = ea d
dx και η συνάρτηση f(x) = x2. Να δειχθεί ότι: Taf(x) =

f(x + a).

3. Να δειχθεί ότι, αν D̂ =
[
Â, B̂

]
και

[
Â, D̂

]
=

[
B̂, D̂

]
= 0, τότε ισχύουν οι σχέσεις:

α)
[
Â, B̂n

]
= nB̂n−1

[
Â, B̂

]
,

[
Ân, B̂

]
= nÂn−1

[
Â, B̂

]

β)
[
Â, F (B̂)

]
=

[
Â, B̂

]
F ′(B̂),

[
F (Â), B̂

]
=

[
Â, B̂

]
F ′(Â)

όπου F (z) µια αναλυτική συνάρτηση του z και F ′(z) η παράγωγός της.

4. Αν ο τελεστής Â αντιστοιχεί στο παρατηρήσιµο ϕυσικό µέγεθος A(xi, pi) να δειχθεί ότι
ισχύουν οι σχέσεις:

[
xi, Â

]
= i~

∂Â

∂p̂i

,
[
p̂i, Â

]
= −i~

∂Â

∂x̂i
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Σηµείωση. Στις σχέσεις αυτές, οι µερικές παράγωγοι έχουν συµβολικό χαρακτήρα και δηλώνουν ότι
αφού ϐρεθούν οι παράγωγοι ∂A

∂xi
και ∂A

∂pi
γίνονται οι αντικαταστάσεις xi → x̂i και pi → p̂i .

5. Να ελεγχθεί ποιά από τα παρακάτω Ϲεύγη ϕυσικών µεγεθών µπορούν να µετρηθούν
συγχρόνως µε όση ακρίβεια επιθυµούµε και ποιά όχι:

(x, lx), (x, ly), (x, lz), (px, lx), (px, ly), (px, lz)

6. Να ϐρεθούν οι αντιµεταθέτες:
[
x2, l̂x

]
,

[
y2, l̂y

]
,

[
z2, l̂z

]

∆ίνεται ότι:
[
x, p̂x

]
= i~ και ότι ο x̂ αντιµετατίθεται µε τους τελεστές ŷ, ẑ, p̂y και p̂z.

7. Να δειχθεί ότι αν y1 και y2 είναι ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή Â που ανήκουν στην ίδια
ιδιοτιµή, τότε κάθε γραµµικός συνδυασµός είναι πάλι ιδιοσυνάρτηση του Â που ανήκει στην
ίδια ιδιοτιµή.
8. Να δειχθεί ότι: l̂× l̂ = i~ l̂. Οι σχέσεις σντιµετάθεσης µεταξύ των l̂x, l̂y και l̂z ϑεωρούνται
γνωστές.
9. Να δειχθεί ότι αν ο τελεστής του Hamilton ενός σωµατιδίου είναι αναλλοίωτος σε έναν
µετασχηµατισµό συντεταγµένων, τότε ο Ĥ αντιµετατίθεται µε αυτόν τον µετασχηµατισµό.
∆ηλαδή

αν T̂ f(r) = f(r′), και T̂ Ĥ(r) = Ĥ(r) ⇒ [
T̂ , Ĥ

]
= 0

10. Σ’ ένα µονοδιάστατο πρόβληµα το δυναµικό είναι περιοδική συνάρτηση µε περίοδο a.
Να δειχθεί ότι:

[
T̂a, Ĥ

]
= 0, όπου T̂a ο τελεστής µετάθεσης.

11. Σ’ ένα µονοδιάστατο πρόβληµα το δυναµικό παραµένει αναλλοίωτο σε µετασχηµατισµό
αντιστροφής: V (x) = V (−x). Να δειχθεί ότι:

[
Π̂, Ĥ

]
= 0, όπου Π̂ ο τελεστής της parity.

12. T̂a είναι ο τελεστής µετάθεσης: T̂aψ(x) = ψ(x + a). Να δειχθεί ότι:
α) Ο T̂a µπορεί να παρασταθεί µε τη µορφή: T̂a = eiabpx/~, όπου p̂x = −i~ d

dx
.

ϐ) Αν η συνάρτηση g(x) είναι µια περιοδική συνάρτηση µε περίοδο a, τότε η συνάρτη-
ση ψ(x) = einxg(x), όπου n πραγµατικός αριθµός, είναι ιδιοσυνάρτηση του τελεστή T̂a µε
ιδιοτιµή eina.
13. Για τους τελεστές Â, B̂ και Ĉ ισχύουν οι σχέσεις

[
Â, B̂

]
=

[
Â, Ĉ

]
= 0 και

[
B̂, Ĉ

] 6= 0.
Να δειχθεί ότι οι ιδιοτιµές του Â είναι εκφυλισµένες.
14. Να αποδειχθούν οι παρακάτω ιδιότητες του ερµιτιανού συζυγούς:

(
Â†)† = Â,

(
Â1 ± Â2

)†
= Â†

1 ± Â†
2 (Γʹ.69)

(
aÂ

)†
= a∗Â†,

(
Â1Â2

)†
= Â†

2Â
†
1 (Γʹ.70)

15. Να δειχθεί ότι αν οι ερµιτιανοί τελεστές Â και B̂ αντιµετατίθενται τότε ο πίνακας του
τελεστή B̂, ως προς τις ιδιοσυναρτήσεις του Â,είναι διαγώνιος.
16. Να δειχθεί ότι αν

[
Â, B̂

]
= k = ένας αριθµός, τότε:

eλ( bA+ bB) = eλ bA eλ bA e−λ2k/2

όπου λ είναι µια παράµετρος.


