
Kef�laio 3

Basikèc arqèc

3.1 Arq  tou Peristere¸na

Prìtash

'Estw A,B dÔo peperasmèna sÔnola kai mia apeikìnish f : A → B.

(i) An f eÐnai 1− 1 tìte |A| ≤ |B|.

(ii) An f eÐnai epÐ tìte |A| ≥ |B|.

Apìdeixh. 'Askhsh.

H prìtash (i) onom�zetai arq  tou peristere¸na (  arq  tou

Dirichlet). Sth bibliografÐa sun jwc parousi�zetai sthn parak�tw morf :

An gia dÔo peperasmèna sÔnola A,B isqÔei ìti |A| > |B| tìte den up�rqei
mia 1− 1 apeikìnish apì to A sto B.

Sthn pio aplousteumènh morf  thc (apì thn opoÐa èlabe to onom� thc) h
arq  tou peristere¸na diatup¸nei thn profan  parat rhsh ìti:

An up�rqoun n fwlièc (ta stoiqeÐa tou B) gia n + 1 peristèria (ta stoi-
qeÐa tou A), den eÐnai dunatìn k�je peristèri na èqei th dik  tou fwli� (kai
epomènwc dÔo peristèria ja mpoÔn sthn Ðdia fwli�).

H arq  tou peristere¸na èqei pollèc efarmogèc ìpwc faÐnetai kai apì ta
parak�tw paradeÐgmata.

ParadeÐgmata

1. Se k�je om�da 13 atìmwn up�rqoun 2 �toma pou èqoun genèjlia ton Ðdio
m na.
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Pragmatik�, an A eÐnai to sÔnolo twn atìmwn kai B to sÔnolo twn
mhn¸n tou ètouc kai f : A → B einai h apeikìnish h opoÐa antistoiqÐzei
se k�je �tomo ton m na pou genn jhke, tìte epeid  |A| > |B| apì thn
arq  tou peristere¸na èpetai ìti f den eÐnai 1 − 1 kai �ra up�rqoun
x, y ∈ A me f(x) = f(y).

2. An dialèxoume n+ 1 diaforetikoÔc arijmoÔc apo sÔnolo [2n], tìte

(i) up�rqoun dÔo arijmoÐ apì autoÔc pou dialèxame pou diafèroun a-
krib¸c kat� n.

'EstwA to sÔnolo twn n+1 arijm¸n pou dialèxame kai B to sÔnolo
twn zeug¸n

{{1,n+ 1},{2,n+ 2},{3,n+ 3},. . . ,{n,2n}}

Profan¸c ta zeÔgh tou B apoteloÔn mia diamèrish tou [2n] me thn
idiìthta ta stoiqeÐa k�je zeÔgouc na diafèroun akrib¸c n. Jew-
roÔme thn apeikìnish f : A → B h opoÐa antistoiqÐzei ton arijmì x

tou A sto zeÔgoc tou B pou perièqei to x. Epeid 

n+ 1 = |A| > |B| = n

apì thn arq  tou peristere¸na èpetai ìti h f den eÐnai 1 − 1 kai
�ra up�rqoun x, y ∈ A me f(x) = f(y) dhlad  ta x, y diafèroun
akrib¸c kat� n.

(ii) up�rqoun dÔo arijmoÐ apì autoÔc pou dialèxame pou eÐnai diadoqikoÐ.

OrÐzetai to Ðdio sÔnolo A en¸ gia sÔnolo B jewroÔme to sÔnolo
twn zeug¸n

{{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}, . . . , {2n− 1, 2n}}

Profan¸c ta zeÔgh tou B apoteloÔn mia diamèrish tou [2n] me thn
idiìthta ta stoiqeÐa k�je zeÔgouc na eÐnai diadoqikoÐ arijmoÐ. Jew-
roÔme thn apeikìnish g : A → B h opoÐa antistoiqÐzei ton arijmì x
tou A sto zeÔgoc tou B pou perièqei to x. Epeid 

n+ 1 = |A| > |B| = n

apì thn arq  tou peristere¸na èpetai ìti h g den eÐnai 1− 1 kai �ra
up�rqoun x, y ∈ A me g(x) = g(y) dhlad  ta x, y eÐnai diadoqikoÐ
arijmoÐ.
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(iii) up�rqoun dÔo arijmoÐ apì autoÔc pou dialèxame pou èqoun �jroisma
2n+ 1.
(Upìdeixh JewreÐste to sÔnolo

{{1, 2n}, {2, 2n− 1}, . . . , {n, n+ 1}}.)

3. An up�rqoun n �toma se èna dwm�tio, tìte up�rqoun dÔo toul�qiston
�toma pou èqoun ton Ðdio arijmì gnwst¸n sto dwm�tio (jewroÔme ìti h
sqèsh gnwrimÐac eÐnai summetrik ).

Pragmatik�, èstw A to sÔnolo twn n atìmwn kai f : A → N me f(x)
to pl joc twn gnwst¸n tou x ∈ A. Profan¸c

0 ≤ f(x) ≤ n− 1.

ParathroÔme ìti den eÐnai dunatìn na up�rqoun

x, y ∈ A me f(x) = 0 kai f(y) = n− 1

'Ara

  f(x)∈{0,1,. . . ,n− 2} gia k�je x ∈ A,
  f(x) ∈ {1,2,. . . ,n− 1} gia k�je x ∈ A.

Epeid 
|A|> |{0,1,. . . ,n−2}| = |{1,2,. . . ,n−1}| =n−1

apì thn arq  tou peristere¸na èpetai ìti f den eÐnai 1−1 �ra up�rqoun
x, y ∈ A me f(x) = f(y).

Ask seic

1. Na deiqjeÐ ìti an up�rqoun n fwlièc gia kn+ 1 peristèria tìte toul�-
qiston mia fwli� ja èqei k + 1 peristèria.

2. Pìsa �toma qreiazìmaste gia na eÐmaste sÐgouroi ìti 2 �toma ja èqoun
toul�qiston thn Ðdia mèra genèjlia? to Ðdio prìblhma gia 3 �toma? to
Ðdio prìblhma gia q �toma?

3. 'Estw A ⊆ B = {1, 2, . . . , 1002} me |A| = 502. Na deiqjeÐ ìti up�rqei
toul�qiston èna stoiqeÐo tou A pou diaireÐ k�poio �llo stoiqeÐo tou A.

ErgasÐa Na apodeÐxete ìti

1. MetaxÔ 6 atìmwn up�rqoun 3 pou gnwrÐzontai metaxÔ touc   3 pou den
gnwrÐzontai metaxÔ touc.
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3.2 Arq  tou egkleismoÔ-apokleismoÔ

Oi parak�tw kanìnec metaxÔ sunìlwn isqÔoun gia peperasmèna sÔ-

nola

Kanìnac ajroÐsmatoc

|A ∪ B| = |A|+ |B|

ìtan ta A,B eÐnai xèna.
Genikìtera,

|
n⋃

i=1

Ai| =
n∑

i=1

|Ai|

ìtan ta Ai eÐnai an� dÔo xèna.
Kanìnac ginomènou

|A × B| = |A||B|
Genikìtera

|A1 ×A2 × · · · × An| = |A1||A2| · · · |An|

Arq  egkleismoÔ-apokleismoÔ

A ∪ B = |A|+ |B| − |A ∩ B| (1)

Genikìtera

|A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An| = S1−S2+S3 − · · ·+ (−1)n−1Sn, (2)

ìpou
S1 eÐnai to �jroisma twn |Ai|, ∀1 ≤ i ≤ n

S2 eÐnai to �jroisma twn |Ai ∩ Aj|, ìpou 1 ≤ i < j ≤ n
S3 eÐnai to �jroisma twn |Ai ∩ Aj ∩ Ak|, ìpou 1 ≤ i < j < k ≤ n.
· · ·
Sn eÐnai |A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An|.

H arq  egkleismoÔ-apokleismoÔ pollèc forèc dÐnetai sthn epìmenh isodÔ-
namh morf :

'Estw A,B ⊆ E tìte isqÔei

|A ∩ B| = |E| − (|A|+ |B|) + |A ∩ B| (3)
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Genikìtera,

|A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An| = |E| − S1 + S2 − · · ·+ (−1)nSn (4)

Efarmogèc

• 'Otan zhteÐtai o plhj�rijmoc enìc sunìlou, tou opoÐou ta stoiqeÐa èqoun
mia toul�qiston idiìthta apì n dosmènec idiìthtec, tìte efarmìzetai o
pr¸toc tÔpoc.

|A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An| = S1−S2+S3 − · · ·+ (−1)n−1Sn.

• 'Otan zhteÐtai o plhj�rijmoc enìc sunìlou, tou opoÐou ta stoiqeÐa den
èqoun kami� idiìthta apì n dosmènec idiìthtec, tìte efarmìzetai o deÔ-
teroc tÔpoc.

|A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An| = |E|− S1+ S2− S3+ · · ·+(−1)nSn.

ìpou
S1 eÐnai to �jroisma twn |Ai|, ∀1 ≤ i ≤ n

S2 eÐnai to �jroisma twn |Ai ∩ Aj|, ìpou
1 ≤ i < j ≤ n

S3 eÐnai to �jroisma twn |Ai ∩ Aj ∩ Ak|,
ìpou 1 ≤ i < j < k ≤ n.

· · ·
Sn eÐnai |A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An|.

ParadeÐgmata

1. 'Ereuna agor�c gia èna proðìn

Erwthjènta
�toma: 2000

'Atoma pou gnwrÐzoun
to proðìn: 1150

Pantremènoi 1281 632

GunaÐkec 1028 410

Pantremènec
gunaÐkec

838 218

Pìsa apì ta erwthjènta �toma èqoun toul�qiston mia apì tic pa-
rak�tw idiìthtec

gnwrÐzoun to proðìn
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eÐnai pantremènoi
eÐnai gunaÐkec.

JewroÔme ta sÔnola
A1 : �toma pou gnwrÐzoun to proðìn,
A2 : �toma pou eÐnai pantremènoi kai
A3 : �toma pou eÐnai gunaÐkec

Profan¸c,

|A1| = 1150, |A2| = 1281, |A3| = 1028.

|A1 ∩ A2| = 632, |A1 ∩ A3| = 410,
|A2 ∩ A3| = 838, |A1 ∩ A2 ∩ A3| = 218.

'Ara o tÔpoc (1) thc arq c egkleismoÔ-apokleismoÔ (gia n = 3) dÐnei:

A1 ∪ A2 ∪ A3|
= |A1|+ |A2|+ |A3|
− |A1 ∩ A2| − |A1 ∩ A3| − |A2 ∩ A3|
+ |A1 ∩ A2 ∩ A3|

= 1150+1281+1028−632−410−838+218

= 1797.

(Epiplèon, �mesa prokÔptei ìti anÔpandroi �ndrec pou den gnwrÐzoun to
proðìn eÐnai 2000 - 1797 = 203.)

2. Na brejeÐ to pl joc twn arijm¸n tou sunìlou [1000] pou den eÐnai diai-
retoÐ oÔte me to 2, oÔte me to 3, oÔte me to 5.

'Estw ta sÔnola

A1: arijmoÐ tou [1000] pou eÐnai diairetoÐ me to 2.

A2: arijmoÐ tou [1000] pou eÐnai diairetoÐ me to 3.

A3: arijmoÐ tou [1000] pou eÐnai diairetoÐ me to 5.

Tìte,

|A1| =
[
1000
2

]
= 500.

|A2| =
[
1000
3

]
= 333.

|A3| =
[
1000
5

]
= 200.

|A1 ∩ A2| =
[
1000
6

]
= 166.
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|A1 ∩ A3| =
[
1000
10

]
= 100.

|A2 ∩ A3| =
[
1000
15

]
= 66.

|A1 ∩ A2 ∩ A3| =
[
1000
30

]
= 33.

'Ara o tÔpoc (2) thc arq c egkleismoÔ-apokleismoÔ (gia n = 3) dÐnei:

|A1 ∩ A2 ∩ A3|
= |E| − (|A1|+ |A2|+ |A3|)

+ (|A1 ∩ A2|+ |A1 ∩ A3|+ |A2 ∩ A3|)
− |A1 ∩ A2 ∩ A3|

=1000−(500+333+200)+(1667+100+66)−33
= 266.

Ask seic

1. Se mia èreuna tou UpourgeÐou TourismoÔ rwt jhkan 5000 �toma an è-
qoun episkefjeÐ thn Kr th. O parak�tw pÐnakac dÐnei k�poia stoiqeÐa
thc èreunac aut c:

Erwthjènta
�toma: 5000

'Atoma pou eÐqan episke-
fjeÐ thn Kr th: 3620

'Andrec 2597 2007
'Atoma �nw
twn 40 et¸n

2957 2089

'Andrec �nw
twn 40 et¸n

1476 1088

Me qr sh thc arq c egkleismoÔ-apoklei-smoÔ na brejeÐ pìsec gunaÐkec
k�tw twn 40 et¸n den èqoun episkefjeÐ thn Kr th.

2. Se mia aÐjousa brÐskontai n �toma ta opoÐa k�jontai se n karèklec.
Na brejeÐ o arijmìc twn trìpwn pou mporoÔn na all�xoun jèseic ta n

�toma ètsi ¸ste kaneÐc na mhn k�jetai sthn arqik  tou jèsh.
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