
KEF�ALAIO 1

DENDRA

1. BASIKOI ORISMOI - BASIKA APOTELESMATA

'Ena sunektikì �kuklo gr�fhma desm¸n lègetai dèndro (  eleÔjero dèndro).
ParadeÐgmata :

Oi kìmboi enìc dèndrou me bajmì 1 lègontai fÔlla tou dèndrou.
'Ena �kuklo gr�fhma desm¸n lègetai d�soc.

ANAPARASTASH DENDRWN

��Fusikìc�� trìpoc Sthn plhroforik 

Protash 1. Oi parak�tw prot�seic eÐnai isodÔnamec:
1) To G eÐnai dèndro.
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Tournou� Genealogik� dèndra

2) K�je dÔo kìmboi tou G en¸nontai me èna monadikì monop�ti.
3) To G eÐnai sunektikì, me |X| = |E|+ 1.
4) To G den èqei kÔklouc kai |X| = |E|+ 1.
5) To G den èqei kÔklouc kai an en¸soume duo opoiousd pote mh geitonikoÔc kìmbouc
dhmiourgoÔme gr�fhma me akrib¸c èna kÔklo.
6) To G eÐnai sunektikì, den eÐnai pl rec (ektìc an eÐnai to K1,   to K2) kai an en¸soume
dÔo opoiousd pote mh geitonikoÔc kìmbouc dhmiourgoÔme gr�fhma me akrib¸c èna kÔklo.
7) To G den eÐnai toK3∪K1   toK3∪K2, |X| = |E|+1 kai an en¸soume dÔo opoiousd pote
mh geitonikoÔc kìmbouc dhmiourgoÔme gr�fhma me akrib¸c èna kÔklo.

UpenjumÐzoume ìti èna gr�fhma G1 = (X,E1) lègetai genetikì upogr�fhma enìc gra-
f matoc G = (X,E), an E1 ⊆ E. An to G1 eÐnai dèndro, tìte èqoume èna genetikì ( 
gennhtikì,   merikì) dèndro,   dèndro zeÔxhc tou G.
Par�deigma :
(Fusik� mporoÔme na broÔme ki �lla genetik� dèndra gia to Ðdio G).

Protash 2. 'Ena gr�fhma èqei (toul�qiston èna) dèndro zeÔxhc an kai mìno an eÐnai
sunektikì.

Dèndro me rÐza eÐnai èna dèndro me ènan eidik� epilegmèno kìmbo (th rÐza tou dèn-
drou).
'Estw r h rÐza tou dèndrou T . Ta dèndra tou d�souc T − r lègontai upodèndra thc

rÐzac r. Ta dèndra tou d�souc T − r jewroÔntai epÐshc dèndra me rÐza : RÐza kajenìc
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To ��kìkkino�� gr�fhma eÐnai genetikì dèndro tou G.

eÐnai to �llo �kro tou desmoÔ pou perièqei thn rÐza r tou T . H ènnoia twn upodèndrwn
enìc opoioud pote kìmbou (pou den eÐnai fÔllo) orÐzetai an�loga.
ParadeÐgmata :
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OrÐzoume to epÐpedo l(v) enìc kìmbou v tou T wc ex c: l(r) = 1 kai an sto (monadikì)
r − v monop�ti (r, . . . , u, v) èqoume l(u) = i, tìte l(v) = i+ 1.
(Sthn perÐptwsh aut  to u lègetai gonèac tou v kai to v lègetai paidÐ tou u. Paidi�

tou Ðdiou gonèa lègontai adèlfia).
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An up�rqei sto T diadrom  apì èna kìmbo v1 se èna kìmbo vk, h opoÐa qrhsimopoieÐ
kìmbouc me epÐpeda pou suneq¸c aux�noun tìte lème ìti to v1 eÐnai prìgonoc tou vk kai
to vk eÐnai apìgonoc tou v1.
'Enac kìmboc qwrÐc paidi� lègetai fÔllo (  termatikìc kìmboc). Alli¸c lègetai

endi�mesoc kìmboc.
'Uyoc (  b�joc) enìc dèndrou lègetai to megalÔtero apì ta epÐpeda twn kìmbwn tou.
Par�deigma :
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1 : rÐza 2 : gonèac twn 5, 6
5, 6 : paidi� tou 2 4 : gonèac tou 7
7, 8, 9, 10 : paidi� tou 4 15, 16, 17 : adèlfia
2 : prìgonoc twn 5,6, 11,14,18 15 : apìgonoc twn 1, 4, 8, 12
3, 6, 7, 9, 10, 13, 15, 16, 17, 18 : fÔlla
11 : endi�mesoc kìmboc 'Uyoc tou dèndrou = 6.

Parat rhsh : K�poioi suggrafeÐc orÐzoun l(r) = 0 antÐ 1.

DIATETAGMENA DENDRA

'Ena dèndro me rÐza lègetai diatetagmèno an h allag  thc sqetik c jèshc twn upo-
dèndrwn thc rÐzac tou jewreÐtai ìti dhmiourgeÐ mh isìmorfo dèndro.
Par�deigma :

2GG 1

An ta G1, G2 den jewrhjoÔn diatetagmèna tìte G1 ' G2, all� ta diatetagmèna dèndra
G1, G2 den eÐnai isìmorfa. (S' èna diatetagmèno dèndro, ta upodèndra thc rÐzac qarakth-
rÐzontai san pr¸to, deÔtero k.lp. apì arister� prìc ta dexi�).
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G 3

Diatetagmèno d�soc eÐnai èna (diatetagmèno) sÔnolo apì xèna, diatetagmèna dèntra.
Ta trÐa d�sh G1, G2, G3 eÐnai isìmorfa. Den eÐnai ìmwc isìmorfa, an jewrhjoÔn wc

diatetagmèna d�sh.

'Ena diatetagmèno dèndro, sto opoÐo k�je kìmboc epitrèpetai na èqei to polÔ k paidi�,
lègetai k-dèndro.
Par�deigma : To pr¸to kai to deÔtero diatetagmèno dèndro tou diatetagmènou d�souc

G1 tou teleutaÐou paradeÐgmatoc, eÐnai 2-dèndra, en¸ to trÐto eÐnai 3-dèndro.

2. DUADIKA DENDRA

'Ena dèndro me rÐza lègetai duadikì dèndro an k�je kìmboc tou pou den eÐnai fÔllo
èqei eÐte èna aristerì, eÐte èna dexÐ paidÐ, eÐte dÔo paidi� (èna aristerì kai èna dexÐ).

T 1 T 2 T 3

TrÐa duadik� dèndra T1, T2 kai T3.

Parat rhsh : Se antÐjesh me ton genikì orismì twn grafhm�twn, sta duadik� dèndra
sumperilamb�netai kai to kenì duadikì dèndro, dhlad  to dèndro T me X(T ) = ∅.
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ENALLAKTIKOS (ANADROMIKOS) ORISMOS
DUADIKOU DENDROU

Duadikì dèndro eÐnai to kenì gr�fhma kaj¸c kai k�je dèndro pou perièqei mia rÐza ta
upodèndra thc opoÐac eÐnai duadik� dèndra - to aristerì kai to dèxi.
Par�deigma :
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To T eÐnai duadikì dèndro afoÔ h rÐza tou (v1) èqei dÔo duadik� upodèndra :
To T1 (aristerì) kai to T2 (dexÐ) :
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Pr�gmati, to T2 eÐnai duadikì afoÔ h rÐza tou (v2) èqei dÔo duadik� upodèndra : to kenì
(aristerì) kai to kenì (dexÐ). EpÐshc, to T2 eÐnai duadikì afoÔ h rÐza tou (v3) èqei dÔo
duadik� upodèndra : to T3 :
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kai to T4 :
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(Pr�gmati to T3 eÐnai duadikì afoÔ h rÐza tou (v4) èqei dÔo duadik�
upodèndra : to kenì (aristerì) kai to

v

T 5

5

(dexÐ)

EpÐshc to T4 eÐnai duadikì).
An k�je eswterikìc kìmboc èqei akrib¸c dÔo paidi� kai ìla ta fÔlla èqoun to Ðdio

epÐpedo èqoume èna pl rec duadikì dèndro.
Par�deigma :

Parat rhsh : An to Ôyoc enìc pl rouc duadikoÔ dèndrou eÐnai h, tìte to dèndro
autì perièqei profan¸c 2h − 1 akrib¸c kìmbouc.
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DIASQISH DUADIKWN DENDRWN

1) Prodi�taxh : Episkeptìmaste (arijmoÔme) k�je kìmbo prÐn episkefjoÔme (arij-
m soume) se prodi�taxh to aristerì kai to dexÐ upodèndro tou.
Par�deigma :
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��Praktikìc�� trìpoc : Episkeptìmaste (arijmoÔme) thn k�je koruf  mìlic thn prwto-
sunant soume kaj¸c kinoÔmaste ìpwc deÐqnei to sq ma :

1

2

3 4

5

6

7 8

9

10

11

8



2) Endodi�taxh : Episkeptìmaste (arijmoÔme) k�je kìmbo met� thn epÐskeyh (arÐj-
mhsh) se endodi�taxh tou aristeroÔ kai prÐn thn epÐskeyh (arÐjmhsh) se endodi�taxh tou
dexioÔ upodèndrou tou.
Par�deigma :
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3) Metadi�taxh : Episkeptìmaste (arijmoÔme) k�je kìmbo afoÔ èqoume episkefjeÐ
(arijm sei) se metadi�taxh kai to aristerì kai to dexÐ upodèndro tou.
Par�deigma :
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��Praktikìc�� trìpoc : Episkeptìmaste (arijmoÔme) k�je kìmbo thn teleutaÐa for� pou
ton sunant�me (dhlad  kajwc ton egkataleÐpoume gia na p�me proc ton gonèa tou) kaj¸c
kinoÔmaste ìpwc deÐqnei to sq ma :

9



1

2

3

4

5

6

7 8

9

10

11

4) Di�sqish kat� seir� epipèdwn : Episkeptìmaste tic korufèc kat� epÐpedo
(apì to mikrìtero proc to megalÔtero), ìpou se k�je epÐpedo episkeptìmaste tic korufèc
apì ta arister� proc ta dexi�.
Par�deigma :
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SUMPLHRWMENA DUADIKA DENDRA

'Estw T èna pl rec duadikì dèndro Ôyouc h, arijmhmèno kat� seir� epipèdwn kai k
opoiosd pote fusikìc arijmìc mikrìteroc tou 2h − 1.
To dèndro pou prokÔptei an diagr�youme ta k shmeÐa tou T pou eÐnai arijmhmèna me

arijmoÔc megalÔterouc apì 2h − k − 1 onom�zetai sumplhrwmèno duadikì dèndro.
Par�deigma :

1

2 3

4 5 6 7

1 1

2 23

4

8 109

TrÐa sumplhrwmèna duadik� dèndra.

Up�rqoun pollèc akìma eidikèc kathgorÐec duadik¸n dèndrwn : ektetamèna, anaz thshc
(isorrophmèna, AVL) k.lp.

3. DENDRA APOFASEWN

Ston programmatismì suqn� qrhsimopoioÔntai dèndra, (idiaÐtera : duadik� dèndra) gia
na dieukolÔnoun thn èreuna kai th dierèunhsh peript¸sewn kai gia na montelopoi soun th
logik  twn algorÐjmwn.

Protash 3. To Ôyoc h enìc k-dèndrou me l fÔlla eÐnai toul�qiston logk l + 1.

Dèndro apìfashc lègetai èna k-dèndro tou opoÐou k�je eswterik  koruf  parist�-
nei mia er¸thsh gia thn opoÐa prèpei na apofasÐsoume. Oi dunatèc apant seic (apof�seic)
parist�nontai apì touc desmoÔc pou sundèoun ton kìmbo me touc kìmbouc tou epìmenou
epÐpedou. Ta telik� apotelèsmata thc diadikasÐac parist�nontai apì ta fÔlla tou dèndrou.
PolÔ suqn�, oi dunatèc apant seic k�je for� eÐnai : ��Nai�� (N)   ��'Oqi �� (O), opìte to

dèndro apaf�shc eÐnai èna duadikì dèndro, ìpwc faÐnetai sthn parak�tw efarmog .
Efarmog  1 : H logik  tou progr�mmatoc pou brÐskei to max{w, x, y, z}, ìpou

w, x, y, z ∈ R, mporeÐ na parastajeÐ apì to parak�tw duadikì dèndro apof�sewn:
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z :
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x :
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max

w >= y  

w >= z  

x >= y 

w >= x 

x >= z y >= z y >= z 

1 2 3 4 5 6 7 8

1. w ≥ x, y, z
2. z > w ≥ x, y
3. y ≥ z, y > w ≥ x
4. z > y > w ≥ x
5. x > w, x ≥ y, z
6. z > x ≥ y, x > w
7. y ≥ z, y > x > w
8. z > y > x > w.

Ac doÔme t¸ra mia efarmog  pou qrhsimopoieÐ èna 3-dèndro apìfashc:
Efarmog  2 (To prìblhma twn kÐbdhlwn nomism�twn) : 'Ena kanonikì nìmisma èqei

arijmì 0. Up�rqoun n �lla nomÐsmata Ðdia akrib¸c sthn emf�nish me to 0, pou èqoun
ìmwc arijmoÔc 1, 2, . . . , n. Upoyiazìmaste ìti èna nìmisma mporeÐ na eÐnai ��kÐbdhlo�� (eÐte
lÐgo elafrÔtero, eÐte lÐgo barÔtero). Na deiqjeÐ ìti qrei�zontai toul�qiston log3(2n+1)
zugÐsmata se mia zugari� h opoÐa deÐqnei to elafrÔtero kai to barÔtero,   dÔo Ðsou b�rouc

E

B

gia na apofasÐsoume an up�rqei kÐbdhlo nìmisma, poio eÐnai autì kai an eÐnai barÔ   elafrÔ.
Na perigrafeÐ mia diadikasÐa pou na qrhsimopoieÐ akrib¸c autì ton arijmì zugism�twn,

ìtan n = 4.
Ap�nthsh : Up�rqoun 2n+1 pijanec telikèc apant seic (fÔlla) sto dèndro apìfashc,

gia to parap�nw prìblhma
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k, 1B, 1E, 2B, 2E, . . . , nB, nE
kal� to 1 eÐnai to 1 eÐnai to 2 eÐnai to 2 eÐnai to n eÐnai to n eÐnai
ìla barÔ elafrÔ barÔ elafrÔ barÔ elafrÔ

To dèndro apìfashc ed¸ eÐnai èna 3-dèndro, afoÔ k�je for� pou zugÐzoume up�rqoun
trÐa pijan� apotelèsmata :
< : to aristerì eÐnai elafrÔtero,
= : ta dÔo mèrh èqoun to Ðdio b�roc,
> : to aristerì eÐnai barÔtero.
'Ara to Ôyoc tou dèndrou eÐnai toul�qiston log3(2n+1)+1, opìte ta zugÐsmata ja eÐnai

toul�qiston log3(2n + 1) (afoÔ ta fÔlla tou dèndrou apof�sewn dÐnoun tic apant seic
kai ìqi erwt seic-zugÐsmata).
Gia n = 4, èqoume log3(2 · 4+1)+1 = log39+1 = 3, opìte ta zugÐsmata ja eÐnai toul�-

qiston 2. H lÔsh me akrib¸c dÔo zugÐsmata faÐnetai sto parak�tw 3-dèndro apof�sewn:

0,1 2,3

22 3 0 4 3

<

<< <
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=
>

=
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=
>

3B 1E 2B 4B K 4E 2E 1B 3E

Efarmog  3 : Na diataqjoÔn, me th qr sh enìc duadikoÔ dèndrou apof�sewn, treic
diaforetikoÐ ana dÔo arijmoÐ, ekfr�zontac th logik  tou algìrijmou bubblesort.
Ap�nthsh : UpenjumÐzoume ìti sth mèjodo bubblesort sugkrÐnoume (kai diat�soume)

touc arijmoÔc an� dÔo apì p�nw (  apì arister�) proc ta k�tw (  proc ta dexi�), ètsi
¸ste o megalÔteroc arijmìc katal gei teleutaÐoc.
Met�, sthn upolÐsta pou paÐrnoume agnwìntac ton teleutaÐo arijmì, xanak�noume to

Ðdio, k.o.k.
Stouc treic arijmoÔc loipìn, sugkrÐnoume 1o me 2o kai afoÔ touc topojet soume sthn

kat�llhlh seir� (pr¸ta ton mikrì, met� ton meg�lo), sugkrÐnoume 2o me 3o (thc lÐstac
pou mìlic diamorf¸same). B�zoume ton mikrìtero apì autoÔc deÔtero kai ton megalÔ-
tero trÐto (dhlad  teleutaÐo). 'Etsi, mènei na sugkrÐnoume (sthn kainoÔrgia lÐsta pou
mìlic diamorf¸same) 1o me 2o (afoÔ o megalÔteroc apì touc treic èqei  dh topojethjeÐ
teleutaÐoc).

Par�deigma :

1o b ma 2o b ma 3o b ma
8 6 6 4
6 ⇒ 8 4 ⇒ 6
4 4 ⇒ 8 8
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1o b ma : diat�soume 1o, 2o.
2o b ma : diat�soume 2o, 3o thc lÐstac pou diamorf¸same (o megalÔteroc apì touc treÐc
eÐnai o 8.
3o b ma : diat�soume 1o, 2o thc lÐstac pou mìlic diamorf¸same.

EÐmaste loipìn ètoimoi na sqhmatÐsoume to dèndro apìfashc pou ekfr�zei tic parap�nw
skèyeic. (Se k�je koruf , h er¸thsh h opoÐa tÐjetai eÐnai kat� pìson apì touc dÔo
upogrammismènouc arijmoÔc, oi opoÐoi eÐnai autoÐ pou sugkrÐnoume k�je for�, o pr¸toc
eÐnai mikrìteroc apì to deÔtero):

a b c

a b c b a c

b a c b c aa b c a c b

a b c a b cb a c a c b c a b b a c b c a c b a

N

N

N N N N

N

O

O

OOOO

O

ParathroÔme ìti paÐrnoume 8 apant seic, en¸ gnwrÐzoume ìti oi metajèseic tri¸n arijm¸n
eÐnai 3! = 6. Pr�gmati, oi abc, bac emfanÐzontai apì dÔo forèc.
MporoÔme loipìn na ��kladèyoume�� to dèndro apof�sewn, ¸ste na d¸sei akrib¸c mia

for� k�je swst  ap�nthsh (na èqei dhlad  6 fÔlla), an parathr soume ta ex c : To
deÔtero kai to èkto apì ta okt¸ apotelèsmata eÐnai adÔnato na prokÔyoun stic jèseic
autèc : To deÔtero (bac, dhlad  b < a < c) eÐnai kat�lhxh thc arqik c perÐptwshc a < b
(adÔnato) kai to èkto (abc, dhlad  a < b < c) eÐnai kat�lhxh thc arqik c perÐptwshc b < a
(epÐshc adÔnato). Gr�fontac sto dèndro

x y z

antÐ giase k�je perÐptwsh pou ènac goniìc èqei monadikì paidÐ-fÔllo, paÐrnoume telik� to zhtoÔ-
meno duadikì dèndro apìfashc:
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