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Συνέχεια Συνάρτησης
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Ορισμός Συνέχειας Συνάρτησης



Παραδείγματα
Παράδειγμα 1

Παράδειγμα 2



Συνέχεια σε κλειστό διάστημα

Αν η f(x) είναι συνεχής στο x για κάθε x στο (α,β), τότε η f λέγεται συνεχής στο (α,β)

Η συνέχεια σ’ ένα κλειστό διάστημα μπορεί να οριστεί λίγο διαφορετικά: 

Μια συνάρτηση f θα λέγεται συνεχής στο κλειστό [α,β] αν

(1) Η f είναι συνεχής στο x για κάθε x στο (α,β)

(2) lim lim
x x  β-

αν f(x) = f(α) και f(x) = f(β) 



Θεωρήματα-Παράδειγμα

Θεώρημα: Η σύνθεση συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής. 
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Αν η f ειναι συνεχης στο x  ειναι συνεχης στο 

στο x

η f ειναι συνεχης στο x Δ(f)  ε* > 0, δ > 0,  x Δ(f) 

x

Δ(f) και g : R(f) f(x ) R(f)

τοτε η g f ειναι συνεχης 

Επειδη x - x < δ

f(x) - f( ) < ε *

Απο τη συνεχεια
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ε > 0, δ > 0,  f(x) (f) με δ x

ε > 0, δ > 0 αρα και δ > 0,  x Δ(f) με

δ

x

 της g στο f(x ) εχω

R f(x) - f(x ) < g(f(x)) - g(f( )) < ε

Για ε* = δ  εχουμε x - x < δ

f(x) - f(x ) <

g(f(x)) - g(f( )) < ε που σημαινει g f ειναι συν 0στο xεχης 

,
f

Αν f,g συνεχεις τοτε : f +g, f * g, ,g 0, f λf συνεχεις
g

Θεώρημα



Αν η f(x) είναι συνεχής στο [α,β] και f(α)<0<f(β) τότε υπάρχει κάποιο x στο [α,β] 

τετοιο ώστε f(x)=0

Γεωμετρική Σημασία

Η γραφική παράσταση μιας συνεχούς συνάρτησης

που ξεκινάει πάνω από τον οριζόντιο άξονα και

τελειώνει κάτω από αυτό πρέπει να τέμνει αυτόν 

τον άξονα σε κάποιο σημείο

Θεώρημα Bolzano



Αν η f(x) είναι συνεχής στο [α,β] τοτε η f είναι άνω φραγμένη στο [α,β], δηλαδή 

υπάρχει κάποιος αριθμός Μ τέτοιος ώστε f(x)M για κάθε  x στο [α,β] 

Γεωμετρική Σημασία

Η γραφική παράσταση μιας συνεχούς

συνάρτησης βρίσκεται κάτω από κάποια

ευθεία παράλληλη στον οριζόντιο άξονα

Σημείωση: Ισχύει κάτω φραγμένη και

f(x)M

Θεώρημα Μέγιστης & Ελάχιστης Τιμής



Αν η f(x) είναι συνεχής στο [α,β] και ισχύει f(α)<η<f(β) ή f(α)>η>f(β) τότε υπάρχει 

κάποιο ξ στο [α.β] τέτοιο ώστε f(ξ)=η 

Γεωμετρική Σημασία

Κάθε οριζόντια ευθεία μεταξύ των ευθειών

y=f(α), y=f(β) τέμνει τη γραφική παράσταση 

της f σ’ ένα τουλάχιστον σημείο

ξ

Θεώρημα Ενδιάμεσης Τιμής



ΣΗΜΑΝΤΙΚΟ: Θεώρημα Μεταφοράς

Θεώρημα Μεταφοράς
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 Ειναι f(x) = l αν και μονο αν, για καθε ακολουθια (x ) απο το πεδιο ορισμου της f 

με x x  και x x , n να εχουμε f(x ) = l 

Παρατήρηση
(1) Το θεώρημα εφαρμόζεται αρνητικά , δηλαδή για να αποδείξουμε ότι ένα όριο δεν 
υπάρχει. 
Αν για ακολουθίες

(2) Αν για δυο ακολουθίες

Πρέπει να ισχύει για κάθε ακολουθία που συγκλίνει στο x0, η αντίστοιχη ακολουθία
Τιμών να συγκλίνει στο l
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(x ), (y )  Δ(f) - x  και x x  , y x  ειναι

 f(x ) f(y ) τοτε το f(x)δεν υπαρχει

lim lim
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x x
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(x ), (y ) και x x  , y x  με f(x ) f(y ) = l

δεν συνεπαγεται οτι το f(x) = l



Παραδείγματα

Παράδειγμα 1 :

Θα αποδείξουμε ότι το όριο δεν υπάρχει
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Θεωρουμε ακολουθιες x = , ν καιy = ,ν

νπ 1+ 4νπ

τοτε x  και y ενω

1
 f(x ) = sin = sinνπ = 0 

x

1 π
f(y ) = sin = sin + 2νπ = 1 

y 2

f(x ) f(y ) αρα δεν υπαρχει το f(x)










f :  f(x) =

1
sin ,     x 0  

 x

0,          x = 0



Παράδειγμα 2:

Θα αποδείξουμε ότι το όριο δεν υπάρχει για κανένα xo





f(x) =
x,     x  ρητος

 
0, x  αρρητος
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Θεωρουμε ακολουθιες 

ρητων (x ) με x x  . Τοτε f(x ) = 1 f(x ) = 1

 αρρητων (y ) με y x .Τοτε f(y ) = 0 f(y ) = 0

Αρα το f(x) δεν υπαρχει 



Με το θ. μεταφοράς

Παράδειγμα 3 να εξετάσετε αν υπάρχει το όριο

Θα αποδείξουμε ότι το όριο δεν υπάρχει για κανένα xo

f(x) =
x

x

0

0

lim lim

lim
ox x

 



 

ν ν

ν ν

ν ν ν ν

Θεωρουμε ακολουθιες 

(x ) αν x 0 με  x x  

(y ) αν x < 0 με y x  

Τοτε f(x ) = 1 f(x ) = 1 και f(y ) = 0 f(y ) = 0

Αρα το f(x) δεν υπαρχει 


 


f(x) =
1,     x 0x

 
-1,    x  < 0x


