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Βασικές Έννοιες για ορισµό της  Παραγώγου 1

Οι γραφικές �αραστάσεις των συναρτήσεων f(x)=x2 και g(x)=|x| και της h(x)=x-x3/6
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Οι f(x) και g(x) είναι �αραδείγµατα  «κακής συµ�εριφοράς» γιατί λυγίζουν γύρω 
α�ό το µηδέν

Αντιθέτως ή συµ�εριφορά της h(x)

είναι διαφορετική. Μ�ορούµε να 
φέρουµε εφα�τόµενη ευθεία σε 
σηµεία της

Η κλίση της εφα�τόµενης ευθείας στο Α(1,1) �ρέ�ει να είναι ίση µε 
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Σε καµία �ερί�τωση δεν µ�ορούµε να θεωρήσουµε 

ότι «εφα�τοµένη» είναι η ευθεία �ου τέµνει την 

γραφική �αράσταση µόνο µια φορά. 

∆είτε τι συµβαίνει στην f(x)=x2.

Οι ευθείες αυτές δεν είναι και οι δύο εφα�τόµενες, 
άρα χρειαζόµαστε µια ΕΠΙΠΛΕΟΝ ΣΥΝΘΗΚΗ

( )
0 0 0 0

lim lim lim lim 2
h h h h→ → → →

= = = =
2 2f(1+h) - f(1) (1+h +2h) - 1 h +2h

h +2
h h h

Η εφα�τόµενη ευθεία είναι η 

y-1=2(x-1)⇔ y=2x-1

Βασικές Έννοιες για ορισµό της  Παραγώγου 2
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Ορισµός Παραγώγου

Ορισµός:H συνάρτηση f είναι �αραγωγίσιµη στο x0 αν το

υ�άρχει. Σ’ αυτήν την �ερί�τωση το όριο συµβολίζεται µε f’(x0 ) και λέγεται 

�αράγωγος της f στο x0

Ακόµη λέµε ότι η f είναι �αραγωγίσιµη, αν η f είναι �αραγωγίσιµη στο x0 για κάθε x0

στο �εδίο ορισµού της f

0
lim
h→

0 0f(x +h) - f(x )

h

Σχόλιο : Η �ροσθήκη στον ορισµό είναι η εξής: Ορίζουµε την εφα�τοµένη στη γραφική 
�αράσταση της f στο (x0, f(x0)) να είναι η ευθεία �ου �ερνάει α�ό το (x0, f(x0)) και έχει
κλίση f’(x0) 

Εναλλακτικά µ�ορούµε να  έχουµε και τον ε�όµενο ορισµό

Ορισµός Παραγώγου

Ορισµός: Έστω f µια συνάρτηση τέτοια ώστε: (x0-h, x0)∪(x0, x0+h)⊆∆(f). Τότε η 

συνάρτηση f θα λέγεται �αραγωγίσιµη στο x0 , αν το υ�άρχει.

Ο αριθµός λέγεται �αράγωγος της f στο x0. Η f:Α→ℜ θα 

λέγεται �αραγωγίσιµη στο Α, αν είναι �αραγωγίσιµη σε κάθε σηµείο του Α.

Ορισµός Πλευρικών Ορίων

Μ�ορεί να µην υ�άρχει το αλλά µ�ορεί να υ�άρχουν τα �λευρικά 

όρια, ο�ότε έχουµε 

0

lim
x x→

0

0

f(x) - f(x )

x - x

0

lim
x x→

0
0

0

f(x) - f(x )
f'(x ) =

x - x

0

lim
x x→

0

0

f(x) - f(x )

x - x

0 0
lim  lim

x x h

ή
→ − → −

0 0 0
0 0

0

f(x) - f(x ) f(x +h) - f(x )
f'_(x ) = f'_(x ) =

x - x h

0 0
lim  lim

x x h

ή
→ + → +

0 0 0
+ 0 + 0

0

f(x) - f(x ) f(x +h) - f(x )
f' (x ) = f' (x ) =

x - x h

Αν ίσα τότε η f 
�αραγωγίζεται στο x0
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Ορισµός Παραγώγου (2)

Αν η  f:Α→ℜ είναι �αραγωγίσιµη για όλα τα x0 στο Α, τότε ορίζεται µια καινούργια 

συνάρτηση f’ :Α→ℜ �ου θα την λέµε �αράγωγο της f. 

Η �αράγωγος της f στο x0 είναι �ραγµατικός αριθµός, ενώ η �αράγωγος της f στο Α 

είναι συνάρτηση.

Συνήθως χρησιµο�οιούµε και τον συµβολισµό του Leibniz ,
df(x)d df

f(x),
dx dx dx

Παράδειγµα 1: f(x)=x2

Παράδειγµα 2: f(x)=|x-1|

Σηµείωση: Κάθε συνεχής συνάρτηση δεν είναι αναγκαστικά και �αραγωγίσιµη. 
όµως κάθε �αραγωγίσιµη είναι και συνεχής.

Θεώρηµα: Αν η f είναι �αραγωγίσιµη στο x0 τότε είναι και συνεχής στο x0
Το αντίστροφο δεν ισχύει

Ισχύει¨: Αν η f δεν είναι συνεχής στο x0 , τότε δεν είναι και �αραγωγίσιµη στο x0
Π.χ. ∆εν είναι �αραγωγίσιµη στο 0 αφού εκεί δεν 

είναι συνεχής
,

≤




x, x 0

f(x) = 1
sin x > 0

x

Κανόνες Παραγώγισης 
Θεώρηµα: Αν οι f και g είναι �αραγωγίσιµες στο x0, τότε και οι λf, f ± g , f . g , και

f/g , g(x0)±0 είναι �αραγωγίσιµες στο x0, και µάλιστα ισχύουν τα εξής:

(α) (λf)’ (x0) = λf’ (x0)

(β) (f ± g) (x0) = f’ (x0)+ g’ (x0)

(γ) (f . g) (x0) = f’ (x0) g (x0) + f (x0) g’ (x0) 

(δ)

Θεώρηµα (Παράγωγος σύνθετης συνάρτησης)

Αν η f: ∆(f) →ℜ είναι �αραγωγίσιµη στο x0 και η g : R(f) →ℜ είναι �αραγωγίσιµη 
στο β=f(x0) τότε και η gof είναι �αραγωγίσιµη στο x0 και ισχύει:

(gof)’ (x0)=g’(f(x0)) f’(x0)

Θεώρηµα (Παράγωγος αντίστροφης συνάρτησης)

Έστω Ι⊆ℜ ένα διάστηµα και f: Ι →ℜ µια γνήσια µονότονη και συνεχής συνάρτηση 
στο Ι. Αν η f είναι �αραγωγίσιµη στο α∈Ι και f’(α)≠0, τότε η αντίστροφή της 
συνάρτηση f-1: f(Ι) →ℜ είναι �αραγωγίσιµη στο β=f(α) και µάλιστα

 
 
 

'

0 0 0 0
0 2

0

f'(x )g(x ) - f(x )g'(x )f
(x ) =

g g (x )

1
,= =-1 -1

' ' -1

dy1 1
(f )'(β) = Leibnitz x = f (y)

f (α) f (f (β)) dy dy dx
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Παράγωγοι Στοιχειωδών Συναρτήσεων 
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' , {0}

sin ' cos

cos ' sin

1
' ,

cos

1
' ,

sin

= ∈ℜ

= ∈ℜ−

= ∈ℜ

= − ∈ℜ

= ≠ ∈Ζ

= − ≠ ∈Ζ

' logαx xα α , x ,α > 0

log x x
x

x x,x

x x,x

�
tgx ,x k�+ k

x 2

ctgx ,x k� k
x

Αντίστροφες Τριγωνοµετρικές Συναρτήσεις

Ε�ειδή οι τριγωνοµετρικές συναρτήσεις δεν είναι 1-1 �ρέ�ει να τις �εριορίσουµε σε 
κατάλληλα διαστήµατα �ροκειµένου να βρούµε τις αντίστροφες τους. Το 
µεγαλύτερο δυνατό µήκος �ου �αίρνουµε είναι � και συνήθως διαλέγουµε τα 
διαστήµατα 

[-�/2,�/2] για sinx

[0,�] για cosx

(-�/2, �/2) για tan

H αντίστροφη της f(x)=sinx,  -�/2≤x ≤ �/2 συµβολίζεται µε 

arcsin και έχει �εδίο ορισµού το [-1,1]
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Θεώρηµα Rolle

Θεώρηµα: (Θεώρηµα Rolle) Υ�οθέτουµε ότι:

(1)Η f είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [α,β]

(2)Η f είναι �αραγωγίσιµη στο ανοιχτό διάστηµα (α,β)

(3)f(α)=f(β)

τότε υ�άρχει τουλάχιστο ένα c∈(α,β) τέτοιο ώστε: f’(c)=0

Προσοχή: Στην �ερί�τωση �ου f(α)=f(β)=0 τότε το θ. Rolle διατυ�ώνεται ως εξής: 
Μεταξύ δύο ριζών µιας �αραγωγίσιµης συνάρτησης, υ�άρχει τουλάχιστο µια ρίζα 
της �αραγώγου

Γεωµετρικά σηµαίνει ότι υ�άρχει ένα τουλάχιστο σηµείο

c ∈(α,β) τέτοιο ώστε η εφα�τοµένη στο σηµείο x =c είναι

�αράλληλη �ρος τον άξονα των x .

Καµιά α�ό τις υ�οθέσεις δεν µ�ορεί να �αραληφθεί:

[ ]

[ ]
1_

lim
x→

→ℜ

≤



∀ ∈

≠

Eστω f : 0,1

x, 0 x < 1
f(x) =

0, x = 1

H f �αραγωγισιµη στο (0,1) µε f(0) = f(1) = 0. Οµως f'(x) = 1 x (0,1) 

Aυτο συµβαινει γιατι η f δεν ειναι συνεχης στο 0,1 , αφου f(x) = 1 f(1) = 0

(1)

Θεώρηµα Rolle

[ ]

[ ]

1 1_
2 2

 

1 1
2 2lim lim

1 1
2 2

x x→ → +

 ≤
→ℜ 

 ≤ ≤


∈

   = =   
   

+

1
x,  0 x <

2Eστω f : 0,1 f(x) =
1

1 - x, x 1
2

1
H f ειναι συνεχης στο 0,1 µε  f(0) = f(1) = 0 αλλα δεν ειναι �αραγωγισιµη στο (0,1) γιατι 

2

x - 1 - x -1 1
 f'_ = 1 f' = -1

2 2x - x -

Σ ∈υνε�ως δεν υ�αρχει ξ (0,1) : f'(ξ) = 0

[ ]
[ ]

  →ℜ

≠

2Eστω f : 1, 2 f(x) = x

H f ειναι συνεχης στο 1, 2 , �αραγωγισιµη στο (1,2) αλλα η f' δεν µηδενιζεται στο (1, 2)

γιατι f(1) = 1 4 = f(2)

(2)

(3)

Παράδειγµα:

Νδο έχει µια ρίζα η f’(x)

,

 ≠  →ℜ    

1
xsin , x 01

Eστω f : 0, f(x) = x
�

0,  x = 0



7

Θεώρηµα Rolle
Το αντίστροφο του θ.Rolle δεν ισχύει.

∆ηλαδή η f’ µ�ορεί να µηδενίζεται χωρίς να ισχύουν οι τρεις συνθήκες. Άρα οι 
υ�οθέσεις του θ.Rolle είναι ικανές για τον µηδενισµό της �αραγώγου σε κά�οιο σηµείο 
ξ σε ένα διάστηµα (α,β) αλλά όχι αναγκαίες

Θεώρηµα:Έστω f: [α,β] →ℜ είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [α,β] και �αραγωγίσιµη 
στο ανοιχτό διάστηµα (α,β). Αν η �αράγωγος f’(x) δεν έχει ρίζα στο διάστηµα (α,β) τότε 
η f έχει το �ολύ µια ρίζα σ’ αυτό το διάστηµα.

Παρατήρηση: Με το θ.Bolazano εξασφαλίζουµε ότι έχει τουλάχιστο µια ρίζα

Με το �αρα�άνω θεώρηµα ότι έχει το "ολύ µια ρίζα.

Συνδυασµός αυτών δίνει ότι έχει ακριβώς µία ρίζα

Γενίκευση του θεωρήµατος: Αν η f’ έχει µια ρίζα τότε η f έχει το �ολύ δύο ρίζες

Παράδειγµα: Να α�οδείξετε ότι η x-ksinx+1=0 µε 0<k<1, έχει ακριβώς µια �ραγµατική 
ρίζα. 

Θεώρηµα Μέσης Τιµής

Θεώρηµα: (Θεώρηµα Μέσης Τιµής) Υ�οθέτουµε ότι:

(1)Η f είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [α,β]

(2)Η f είναι �αραγωγίσιµη στο ανοιχτό διάστηµα (α,β)

τότε υ�άρχει τουλάχιστο ένα c∈(α,β) τέτοιο ώστε: 

f(β)-f(α)=(β-α) f’(c)

Γεωµετρικά σηµαίνει ότι υ�άρχει ένα τουλάχιστο
σηµείο c ∈(α,β) τέτοιο ώστε

η εφα�τοµένη στο σηµείο x =c είναι �αράλλήλη στην χορδή AB.

Παράδειγµα: 

Να εφαρµόσετε το Θ.Μ.Τ. Τι �αρατηρείτε???

Θεώρηµα: Έστω f: [α,β] →ℜ είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [α,β] και 
�αραγωγίσιµη στο ανοιχτό διάστηµα (α,β). Αν η �αράγωγος f’(x)=0, ∀x∈ (α,β) τότε 
η f είναι σταθερή στο[α,β]

Πόρισµα: Έστω f και g: [α,β] →ℜ είναι συνεχείς στο κλειστό διάστηµα [α,β] και 
�αραγωγίσιµες στο ανοιχτό διάστηµα (α,β). Αν η �αράγωγος f’(x)=g’(x), ∀x∈ (α,β) 
τότε υ�άρχει µια σταθερά c τέτοια ώστε: f(x)=g(x)+c ∀x∈ [α,β]

1

,


<

ℜ →ℜ 
 ≥


23 - x
, x

2Eστω f : f(x) =
1
,  x 1

x
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Θεώρηµα Μέσης Τιµής
Παράδειγµα: Να α�οδείξετε ότι sin2x=1/2(1-cos2x)

Παράδειγµα: Ανισότητες

[ ] :

,1

,1 1 1

≥

< <

< < < < ⇒ < < ⇒ < <

<

x - 1
Νδο < logx < x - 1, x > -1

x

Θεωρουµε f(x) = logx, x 1. Εφαρµοζουµε ΘΜΤ στο διαστηµα 1,x

1
logx - log1 = (x - 1) ξ x

ξ

x - 1 1 1 x - 1 x - 1
logx = ξ x. Αλλα ξ x x - 1

ξ x ξ x ξ

x - 1
logx < x - 1, x > -1

x

Α"ροσδιόριστες Μορφές- Κανόνας De l’ Hospital

Θεώρηµα: Έστω f και g �αραγωγίσιµες στο (α, β). Υ�οθέτουµε ότι:

Αν και τα όρια των f’ και g’ στο x0 είναι 0 Τότε εφαρµόζουµε το θεώρηµα για τις 
δεύτερες �αραγώγους

Παραδείγµατα:

α α

α α

α α

→ →

→ →

→ →

∞

= =

x + x +

x + x +

x + x +

lim f(x) = 0 = lim g(x)  η

lim f(x) = + = lim g(x)

f'(x) f(x)
Αν το lim λ τοτε και lim λ

g'(x) g(x)

( )

( )

( )

0

0

0

0

0, 0

1 1

→

→ +

→

→ +

→+∞

−

= >

 − 
 

x

2x

α

x

x

2x

x

1
x

x

xe log 1+x
lim

x

lim x log x α

lim
x sinx

lim x

lim 1+x
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Μελέτη Συνάρτησης

ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ

Θεώρηµα: Έστω f: Ι →ℜ είναι �αραγωγίσιµη στο Ι, τότε:

1) η f είναι αύξουσα στο Ι αν  και  µόνο αν f’(x)≥0, ∀ x∈I

2) η f είναι φθίνουσα στο Ι αν  και µόνο αν f’(x)≤0, ∀ x∈I

3) Αν f’(x)>0 (αντίστοιχα f’(x)<0) ∀ x∈I τότε γνησίως αύξουσα (αντίστοιχα, γνησίως 
φθίνουσα) χωρίς να ισχύει το αντίστροφο. 

Παράδειγµα Κ µέθοδος του �ρόσηµου των �αραγώγων Κ> ∀xe 1+x, x > 0

Μελέτη Συνάρτησης

ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ

Ορισµός : Έστω f: Ι →ℜ. Θα λέµε ότι η f έχει το�ικό µέγιστο (αντ. το�ικό 
ελάχιστο) στο α∈Ι, αν  και  µόνο αν, υ�άρχει δ>0 τέτοιο ώστε f(x) ≤ f(α) (αντ. 
f(x) ≥ f(α)), ∀ x∈(α-δ, α+δ)∩I

Θεώρηµα: (Θεώρηµα Fermat)

Έστω f: Ι →ℜ, �αρουσιάζει το�ικό ακρότατο στο εσωτερικό σηµείο α ∈Ι. Τότε αν 
υ�άρχει η f’(α), αναγκαστικά θα �ρέ�ει f’(α)=0.

Παρατήρηση

(1) Η συνθήκη f’(α)=0 είναι αναγκαία για την ύ�αρξη ακροτάτου 

αλλά όχι ικανή, �.χ. f(x)=x5

(2) H f µ�ορεί να �αρουσιάζει ακρότατο στο α αλλά η f’(α) να µην 

υ�άρχει. Π.χ. f(x)=|x|

(3) H f’ µ�ορεί να µην υ�άρχει σε ένα σηµείο και να µην 

�αρουσιάζει και ακρότατο �χ.f(x)= [ ]∈3f(x) = x , x -1,1
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Μελέτη Συνάρτησης

ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ

Πιθανά σηµεία ακρότατων:

� Υ�άρχει η �αράγωγος και είναι µηδέν

� ∆εν υ�άρχει η �αράγωγος

Αυτά λέγονται κρίσιµα σηµεία

Π.χ.

Θεώρηµα: (Κριτήριο 1ης �αραγώγου)

Έστω f: [α,β] →ℜ µια συνεχής συνάρτηση, �αραγωγίσιµη στα (α,x0) και (x0,β). Τότε:

1. Αν υ�άρχει µια �εριοχή (x0-δ,  x0+δ)⊆ [α,β] τέτοια ώστε f’(x)≥0 για x0-δ<x<  x0 
και f’(x)≤0  για x0 <x <x0+δ τότε η f έχει το�ικό µέγιστο στο x0

2. Αν υ�άρχει µια �εριοχή (x0-δ,  x0+δ)⊆ [α,β] τέτοια ώστε f’(x) ≤ 0 για x0-δ<x<  x0 
και f’(x) ≥ 0για x0 <x <x0+δ τότε η f έχει το�ικό ελάχιστο στο x0

Παράδειγµα: ,
  

 ≤
ℜ →ℜ 

>

2x x 1
f : f(x) =

2 - x,x 1 

( )
,

  
 <

ℜ→ℜ 
≥

3

2

x x 1
f : f(x) =

x - 2 ,x 1 

Μελέτη Συνάρτησης

ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ

Θεώρηµα: (Κριτήριο 2ης �αραγώγου)

Έστω f: (α,β) →ℜ µια συνάρτηση δύο φορές �αραγωγίσιµη και f’(x0 )=0 µε x0 ∈(α,β)

1. Αν f’’(x0 )>0 τότε η f έχει το�ικό ελάχιστο στο x0
2. Αν f’’(x0 )<0 τότε η f έχει το�ικό µέγιστο στο x0

Παράδειγµα: Να εξεταστεί ως �ρος τα ακρότατα

Ολικό Ελάχιστο και Ολικό Μέγιστο

Βρίσκω τα το�ικά ακρότατα της συνάρτησης και συγκρίνουµε µε τις τιµές της f στα 
άκρα του διαστήµατος, αν αυτό είναι κλειστό, ή µε τα όρια της f στα άκρα αν το 
διάστηµα είναι ανοιχτό. Το µικρότερο είναι το ολικό ελάχιστο και το µεγαλύτερο το 
ολικό µέγιστο

[ )  , ∈f(x) = x+2cosx x 0, 2�
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Ορισµός Παραγώγου

Αναζήτηση ασύµ"τωτων ευθειών

� Στα άκρα των διαστηµάτων του �εδίου ορισµού της στα ο�οία η f δεν ορίζεται

� Στα σηµεία του �εδίου ορισµού της στα ο�οία η f δεν είναι συνεχής

� Στο εφόσον η συνάρτηση είναι ορισµένη σε διάστηµα της µορφής 

Παράδειγµα: Να βρεθούν οι ασύµ�τωτες της γραφικής �αράστασης της συνάρτησης

Παράδειγµα: Να βρεθούν οι ασύµ�τωτες της συνάρτησης 

Παράδειγµα: Να µελετήσετε τη συνάρτηση f(x)=x + sinx στο διάστηµα [-�,�]
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