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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 2 

Γξαθηθή επίιπζε πξνβιεκάηωλ γξακκηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ 

Δλόηεηα 2.1 

Μεζνδνινγία επίιπζεο 

 

2.1.1 Θεωξεηηθό πιαίζην 

 

Σηελ ελφηεηα απηή ζα πεξηγξάςνπκε ηε κεζνδνινγία ηεο γξαθηθήο επίιπζεο 

(graphical solution) ελφο κνληέινπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ. Ζ γξαθηθή επίιπζε 

είλαη πξαθηηθά δπλαηή κφλν φηαλ ην κνληέιν έρεη δχν κεηαβιεηέο απφθαζεο, θαζψο ηφηε 

κφλν είλαη πξαθηηθά δπλαηή ε γξαθηθή παξάζηαζε ζην επίπεδν ηεο αληηθεηκεληθήο 

ζπλάξηεζεο θαη ησλ πεξηνξηζκψλ ηνπ. Ζ ρξήζε ηεο γηα ηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ κε 

ηξεηο κεηαβιεηέο είλαη ζεσξεηηθά δπλαηή, αιιά ζηελ πξάμε ζπάληα ρξεζηκνπνηείηαη 

ιφγσ ηεο δπζθνιίαο ηεο γξαθηθήο απεηθφληζεο ησλ πεξηνξηζκψλ θαη ηεο αληηθεηκεληθήο 

ζπλάξηεζεο ζηνλ ηξηζδηάζηαην ρψξν. Γηα ηελ επίιπζε κνληέισλ κε πεξηζζφηεξεο απφ 

δχν κεηαβιεηέο, ζα ρξεζηκνπνηεζεί ε κέζνδνο Simplex, ε νπνία ζα παξνπζηαζηεί ζε 

επφκελε ελφηεηα. 

Τα βήκαηα πνπ αθνινπζνχληαη γηα ηε γξαθηθή επίιπζε ελφο κνληέινπ γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ είλαη ηα αθφινπζα: 

1. Καηαζθεπάδνπκε έλα δηζδηάζηαην ζχζηεκα αμφλσλ, ζηνλ νξηδφληην άμνλα ηνπ 

νπνίνπ ιακβάλεη ηηκέο ε κεηαβιεηή 1x , ελψ ζηνλ θαηαθφξπθν άμνλά ηνπ ε 

κεηαβιεηή 2x . 

2. Σην ζχζηεκα αμφλσλ πνπ θαηαζθεπάζηεθε, απεηθνλίδνπκε γξαθηθά φινπο ηνπο 

πεξηνξηζκνχο. Σπγθεθξηκέλα, γηα θάζε πεξηνξηζκφ: 

α. Αληηθαζηζηνχκε ηελ αλίζσζε πνπ ηνλ εθθξάδεη κε ηελ αληίζηνηρε εμίζσζε. 

β. Φαξάζζνπκε ηελ επζεία πνπ αληηζηνηρεί ζηελ εμίζσζε απηή. Ζ επζεία απηή     

νλνκάδεηαη πεξηνξηζηηθή επζεία (binding line). 

Ζ ζεηξά γξαθηθήο απεηθφληζεο ησλ πεξηνξηζκψλ δελ επεξεάδεη ηε ιχζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο. 



3. Δληνπίδνπκε ηελ πεξηνρή ζηελ νπνία ηζρχεη θάζε πεξηνξηζκφο. Γηα ην ζθνπφ 

απηφλ, επηιέγνπκε ηπραία έλα ζεκείν θαη εμεηάδνπκε αλ επαιεζεχεη ηνλ 

πεξηνξηζκφ. Σηεv πεξίπησζε φπνπ ηνλ επαιεζεχεη, ν πεξηνξηζκφο ηζρχεη ζην 

εκηεπίπεδν πνπ πεξηέρεη ην ζεκείν, ελψ, ζηελ αληίζεηε πεξίπησζε, ηζρχεη ζην 

ζπκπιεξσκαηηθφ εκηεπίπεδν. Τν ζεκείν πνπ ζπλήζσο επηιέγεηαη είλαη ε αξρή 

ησλ αμφλσλ Ο (0,0), εθηφο απφ ηελ πεξίπησζε φπνπ ε πεξηνξηζηηθή επζεία 

δηέξρεηαη απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ, νπφηε επηιέγεηαη έλα νπνηνδήπνηε άιιν 

ζεκείν. 

4. Πξνζδηνξίδνπκε ηελ πεξηνρή ζηελ νπνία ζπλαιεζεχνπλ φινη νη πεξηνξηζκνί. Ζ 

πεξηνρή απηή νλνκάδεηαη εθηθηή πεξηνρή (feasible region) θαη πεξηιακβάλεη ην 

ζύλνιν ηωλ εθηθηώλ ιύζεωλ (feasible solutions) ηνπ πξνβιήκαηνο. Γεληθά, ε 

εθηθηή πεξηνρή είλαη έλα θπξηό πνιύγωλν (convex polygon), δειαδή έλα 

πνιχγσλν φπνπ θάζε επζχγξακκν ηκήκα ΑΒ πνπ ελψλεη δχν ζεκεία ηνπ, Α θαη 

Β, βξίζθεηαη νιφθιεξν κέζα ζε απηφ (Σρήκα 2.1). Όκσο, ζε νξηζκέλεο εηδηθέο 

πεξηπηψζεηο, ηηο νπνίεο ζα εμεηάζνπκε αλαιπηηθά ζηηο επφκελεο ελφηεηεο, ε 

εθηθηή πεξηνρή κπνξεί είηε λα επεθηείλεηαη επ’ άπεηξνλ πξνο νξηζκέλε 

θαηεχζπλζε, νπφηε νλνκάδεηαη κε θξαγκέλε εθηθηή πεξηνρή (unbounded 

feasible region), είηε λα είλαη ην θελό ζύλνιν (empty set). 

 

 

 

        Σρήκα 2.1 

Κπξηά (α, β) θαη κε θπξηά (γ, δ) πνιχγσλα. 

5. Πξνζδηνξίδνπκε ηε βέιηηζηε ιύζε (optimum solution). Σηε γεληθή πεξίπησζε 

φπνπ ε εθηθηή πεξηνρή είλαη έλα θπξηφ πνιχγσλν, απνδεηθλχεηαη φηη ε βέιηηζηε 

ιχζε είλαη κία απφ ηηο θνξπθέο ηνπ πνιπγψλνπ θαη ν πξνζδηνξηζκφο ηεο κπνξεί 
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λα γίλεη κε κία απφ ηηο δχν κεζφδνπο πνπ πεξηγξάθνληαη ζηε ζπλέρεηα. Ζ 

αληηκεηψπηζε ησλ εηδηθψλ πεξηπηψζεσλ (κε θξαγκέλεο εθηθηήο πεξηνρήο, θελνχ 

ζπλφινπ) ζα εμεηαζηεί ζε επφκελε ελφηεηα.     

 

Μέζνδνο 1 

i. Γίλνπκε κηαλ απζαίξεηε ηηκή ζην Z  θαη ραξάζζνπκε ηελ επζεία ηεο αληηθεηκεληθήο 

ζπλάξηεζεο πνπ πξνθχπηεη ζην ζχζηεκα ησλ αμφλσλ πνπ έρνπκε δεκηνπξγήζεη. 

ii. Αλ ε επζεία ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο ηέκλεη ηελ εθηθηή πεξηνρή, ηε 

κεηαθηλνχκε παξάιιεια, αληίζεηα απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ φηαλ έρνπκε 

πξφβιεκα κεγηζηνπνίεζεο, ή πξνο ηελ αξρή ησλ αμφλσλ φηαλ έρνπκε πξφβιεκα 

ειαρηζηνπνίεζεο, θαη εληνπίδνπκε ηελ ηειεπηαία θνξπθή ή αθξαίν ζεκείν 

(vertex/extreme point) ηνπ πνιπγψλνπ πνπ ζπλαληά πξηλ εγθαηαιείςεη ηελ εθηθηή 

πεξηνρή. Αληίζηνηρα, αλ ε επζεία ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο βξίζθεηαη εθηφο 

ηεο εθηθηήο πεξηνρήο, ηε κεηαθηλνχκε παξάιιεια έηζη ψζηε λα ηέκλεη ηελ εθηθηή 

πεξηνρή θαη εξγαδφκαζηε φπσο αλαθέξακε παξαπάλσ. 

iii. Δληνπίδνπκε ηελ ηειεπηαία θνξπθή ηνπ πνιπγψλνπ απφ ηελ νπνία δηέξρεηαη ε 

παξάιιεια κεηαηνπηζκέλε επζεία πξνηνχ εγθαηαιείςεη ηελ εθηθηή πεξηνρή. 

iv. Με ηε βνήζεηα ησλ δχν πεξηνξηζηηθψλ επζεηψλ πνπ θαζνξίδνπλ ηελ θνξπθή απηή, 

πξνζδηνξίδνπκε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηεο, νη νπνίεο είλαη θαη νη βέιηηζηεο ηηκέο ησλ 

δχν κεηαβιεηψλ απφθαζεο. 

v. Υπνινγίδνπκε ηε βέιηηζηε ηηκή γηα ην Z , αληηθαζηζηψληαο ηηο βέιηηζηεο ηηκέο ησλ 

δχν κεηαβιεηψλ απφθαζεο ζηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε. 

 

Μέζνδνο 2 

i. Με ηε βνήζεηα ησλ πεξηνξηζηηθψλ επζεηψλ αλά δεχγε, νη νπνίεο θαζνξίδνπλ ηηο 

θνξπθέο ηνπ πνιπγψλνπ, πξνζδηνξίδνπκε ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ θνξπθψλ απηψλ. 

ii. Αληηθαζηζηψληαο ηηο ζπληεηαγκέλεο θάζε θνξπθήο ζηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε, 

ππνινγίδνπκε ηελ ηηκή ηνπ Z  γηα θάζε θνξπθή. 

iii. Δπηιέγνπκε ηελ θνξπθή πνπ δίλεη ηε βέιηηζηε ηηκή ζην Z . Οη ζπληεηαγκέλεο ηεο 

απνηεινχλ ηηο βέιηηζηεο ηηκέο ησλ δχν κεηαβιεηψλ απφθαζεο. 



Ζ κεζνδνινγία πνπ παξνπζηάζηεθε ζηελ ελφηεηα απηή ζα εθαξκνζηεί ζηε ζπλέρεηα 

γηα ηε γξαθηθή επίιπζε δχν πξνβιεκάησλ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ, εθ ησλ νπνίσλ 

ην έλα είλαη πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο (maximization problem) θαη ην άιιν πξόβιεκα 

ειαρηζηνπνίεζεο (minimization problem).  

 

2.1.2 Δθαξκνγή ζε πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο  

 

Τν πξφβιεκα κεγηζηνπνίεζεο πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί είλαη απηφ πνπ δηαηππψζεθε 

ζηελ ελφηεηα 1.4.1, εθθξάζηεθε σο κνληέιν γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ θαη 

δηαπηζηψζεθε φηη πιεξνχληαη φιεο νη πξνυπνζέζεηο γηα ηελ επίιπζή ηνπ σο κνληέινπ 

γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ. Kαηά ζπλέπεηα, κπνξνχκε λα πξνρσξήζνπκε ζηε γξαθηθή 

ηνπ επίιπζε ζχκθσλα κε ηε κεζνδνινγία πνπ παξνπζηάζηεθε παξαπάλσ. 

 Τν πξψην βήκα είλαη ε θαηαζθεπή ελφο δηζδηάζηαηνπ ζπζηήκαηνο αμφλσλ, ζηνλ 

νξηδφληην άμνλα ηνπ νπνίνπ ιακβάλεη ηηκέο ε κεηαβιεηή 1x  θαη ζηνλ θαηαθφξπθφ 

ηνπ άμνλα ε κεηαβιεηή 2x . Δπεηδή φκσο ζην ζπγθεθξηκέλν πξφβιεκα ηζρχεη γηα ηηο 

κεηαβιεηέο απφθαζεο ν πεξηνξηζκφο ηεο κε αξλεηηθφηεηαο (δειαδή: 1 2,  0x x  ), ζα 

πεξηνξηζηνχκε ζην πξψην ηεηαξηεκφξην ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ αμφλσλ, ην νπνίν 

αληηζηνηρεί ζηνπο ζεηηθνχο εκηάμνλεο. 

 Τν δεχηεξν βήκα είλαη ε γξαθηθή απεηθφληζε φισλ ησλ πεξηνξηζκψλ ζην ζχζηεκα 

ησλ αμφλσλ. Όπσο ήδε αλαθέξζεθε, γηα θάζε πεξηνξηζκφ αληηθαζηζηνχκε ηελ 

αλίζσζε κε ηελ αληίζηνηρε εμίζσζε θαη ραξάζζνπκε ηελ επζεία πνπ αληηζηνηρεί ζε 

απηήλ. Έηζη: 

 Ζ εμίζσζε ηεο επζείαο πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ πξψην πεξηνξηζκφ είλαη ε 

160042 21  xx θαη ηε ραξάζζνπκε αθνχ πξνζδηνξίζνπκε δχν ζεκεία ηεο: 

- Γηα 01x , έρνπκε: 16004 2x → 4002x  

Άξα, έλα ζεκείν ηεο είλαη ην Α ( 01x , 4002x  ) 

- Αληίζηνηρα, γηα 02x , έρνπκε: 16002 1x  → 8001x  

Άξα, έλα δεχηεξν ζεκείν ηεο είλαη ην Β ( 8001x , 02x ). 



Σρήκα 2.2 

Γξαθηθή απεηθφληζε ησλ πεξηνξηζκψλ 

Καηά ζπλέπεηα, ε δεηνχκελε επζεία είλαη ε ΑΒ, πνπ δηέξρεηαη απφ ηα ζεκεία Α

(0,  400) θαη Β (800,  0) . Πξνθαλψο, εκείο ραξάζζνπκε κφλν ην επζχγξακκν 

ηκήκα ηεο ΑΒ, ην νπνίν βξίζθεηαη ζην πξψην ηεηαξηεκφξην. 

 Με ηνλ ίδην ηξφπν ραξάζζνπκε ηελ επζεία ΓΓ, πνπ αληηζηνηρεί ζην δεχηεξν 

πεξηνξηζκφ  1 26 2 1800x x   αθνχ πξνζδηνξίζνπκε δχν ζεκεία ηεο, έζησ Γ

 1 20,  900x x   θαη Γ  1 2300,  0x x  .  

 Τέινο, ε επζεία πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ ηξίην πεξηνξηζκφ  2 350x   είλαη ε επζεία 

1EE , παξάιιειε πξνο ηνλ άμνλα 1x  πνπ ηέκλεη ηνλ άμνλα ησλ 2x  ζην ζεκείν Δ

1 2( 0, 350)x x  . 

Ζ γξαθηθή απεηθφληζε ησλ παξαπάλσ πεξηνξηζκψλ θαίλεηαη ζην Σρήκα 2.2.  
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 Τν ηξίην βήκα είλαη ν πξνζδηνξηζκφο ηεο πεξηνρήο ζηελ νπνία ηζρχεη, δειαδή 

επαιεζεχεηαη, θάζε πεξηνξηζκφο. Γηα ηα ιφγν απηφ, ρξεζηκνπνηνχκε, φπσο 

αλαθέξζεθε, ηελ αξρή ησλ αμφλσλ Ο ( 1 20,  0x x  ). Σπγθεθξηκέλα, 

αληηθαζηζηνχκε ηηο ηηκέο 01x , 02x  ζην αξηζηεξφ κέινο θάζε πεξηνξηζκνχ θαη 

εμεηάδνπκε αλ αιεζεχεη. Σηελ πεξίπησζε φπνπ αιεζεχεη, ηφηε ν πεξηνξηζκφο ηζρχεη 

 



γηα ην εκηεπίπεδν πνπ πεξηέρεη ηελ αξρή ησλ αμφλσλ, ελψ, ζηελ αληίζεηε πεξίπησζε, 

ηζρχεη γηα ην ζπκπιεξσκαηηθφ εκηεπίπεδν. Έηζη:  

 αληηθαζηζηψληαο 01x  θαη 02x  ζην αξηζηεξό κέινο ηνπ πξώηνπ 

πεξηνξηζκνύ, έρνπκε: 2 0 4 0 1600  ή 0 1600 . Ζ ζρέζε απηή αιεζεχεη θαη, 

θαηά ζπλέπεηα, ν πεξηνξηζκφο ηζρχεη γηα ην εκηεπίπεδν πνπ πεξηέρεη ηελ αξρή ησλ 

αμφλσλ θαη ην νπνίν ζην Σρήκα 2.3 (α) ζεκεηψλεηαη κε γξακκνζθίαζε. Τν 

ζπκπιεξσκαηηθφ ηνπ εκηεπίπεδν, φπνπ ν πεξηνξηζκφο δελ ηζρχεη, παξακέλεη 

ιεπθφ.  

 

Σρήκα 2.3 

Πεξηνρέο επαιήζεπζεο ησλ πεξηνξηζκψλ 

 

 Με ηνλ ίδην ηξφπν, πξνζδηνξίδεηαη ε πεξηνρή ζηελ νπνία επαιεζεχεηαη ν 

δεχηεξνο πεξηνξηζκφο (Σρήκα 2.3 (β)) θαη ν ηξίηνο πεξηνξηζκφο (Σρήκα 2.3 (γ)). 

 Τν ηέηαξην βήκα είλαη ν πξνζδηνξηζκφο ηεο εθηθηήο πεξηνρήο, δειαδή ηεο πεξηνρήο 

ζηελ νπνία ηζρχνπλ φινη νη πεξηνξηζκνί θαη ε νπνία πεξηιακβάλεη ην ζχλνιν ησλ 

εθηθηψλ ιχζεσλ ηνπ πξνβιήκαηνο. Όπσο θαίλεηαη ζην Σρήκα 2.4, ε εθηθηή πεξηνρή 

είλαη ην γξακκνζθηαζκέλν ηκήκα ηνπ πξψηνπ ηεηαξηεκνξίνπ, δειαδή ην θπξηό 

πνιύγωλν ΟΔΘΖΓ. Καζέλα απφ ηα ζεκεία Ο, Δ, Θ, Ζ, Γ νλνκάδεηαη θνξπθή ηεο 

εθηθηήο πεξηνρήο θαη είλαη ην ζεκείν ηνκήο δχν πεξηνξηζηηθψλ επζεηψλ. Οη θνξπθέο 

ηνπ πνιπγψλνπ θαη ηα επζχγξακκα ηκήκαηα πνπ ηηο ζπλδένπλ, δειαδή νη πιεπξέο ή 

νη αθκέο (edges) ηνπ πνιπγψλνπ, αλήθνπλ ζηελ εθηθηή πεξηνρή θαη, επηπιένλ, επάλσ 

ζηα επζχγξακκα απηά ηκήκαηα νη πεξηνξηζκνί ηζρχνπλ σο ηζφηεηεο. 

 

(α) 

 



 

Σρήκα 2.4  

Πξνζδηνξηζκφο ηεο εθηθηήο πεξηνρήο 

 

 Τν πέκπην θαη ηειεπηαίν βήκα είλαη ν εληνπηζκφο ηεο βέιηηζηεο ιχζεο κεηαμχ ησλ 

εθηθηψλ ιχζεσλ ηνπ πξνβιήκαηνο. Όπσο έρεη ήδε αλαθεξζεί, ε βέιηηζηε ιχζε είλαη 

κία απφ ηηο θνξπθέο ηνπ πνιπγψλνπ θαη κπνξεί λα πξνζδηνξηζηεί κε κία απφ ηηο δχν 

παξαθάησ κεζφδνπο:  

Σχκθσλα κε ηελ πξψηε κέζνδν:  

 Λχλνπκε ηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε 1 23 8Z x x   σο πξνο 2x  θαη έρνπκε:  

2 1 2 1 2 1

3
8 3 8 3

8 8

Z
x x Z x x Z x x                                    (2.1) 

Ζ ζπλάξηεζε απηή εθθξάδεη κηα επζεία κε θιίζε (gradient/slope) -3/8, ε νπνία 

ηέκλεη ηνλ άμνλα ησλ 2x  ζην ζεκείν 8Z . Γίλνληαο ζην Z  δηάθνξεο ηηκέο, 

δεκηνπξγνχκε κηα νηθνγέλεηα παξάιιεισλ επζεηψλ κε θιίζε -3/8, νη νπνίεο 

νλνκάδνληαη ηζνζηαζκηθέο (contours) θαη ηέκλνπλ ηνλ άμνλα ησλ 2x  ζε 

δηαθνξεηηθά ζεκεία. Πξνθαλψο, φζν κεγαιχηεξε είλαη ε ηηκή ηνπ Z , ηφζν 

πεξηζζφηεξν απνκαθξχλεηαη ε επζεία απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ. Αληίζεηα, φζν 

κηθξφηεξε είλαη ε ηηκή ηνπ Z , ηφζν πεξηζζφηεξν πιεζηάδεη ζηελ αξρή ησλ 

αμφλσλ. Οη επζείεο απηέο γηα δηάθνξεο ηηκέο ηνπ Z , ζηελ πεξίπησζε 

πξνβιεκάησλ κεγηζηνπνίεζεο, αλαθέξνληαη θαη σο επζείεο ίζνπ θέξδνπο 

(isoprofit lines).   

 



 Γίλνπκε ζην Z  κηα απζαίξεηε ηηκή, αιιά κέζα ζην πιαίζην ηεο αξηζκεηηθήο 

θιίκαθαο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζηνπο άμνλεο, έζησ 1200  . Τφηε ε 

αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε γίλεηαη: 

          
1 23 8 1200  x x     

8

1200

8

3
12  xx            (2.2) 

 Φαξάζζνπκε ηελ επζεία ΗΚ ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο γηα 1200Z  , αθνχ 

πξνζδηνξίζνπκε δχν ζεκεία ηεο, έζησ Η (0, 150) θαη  Κ (400,0).  Πξνθαλψο, εκείο 

ραξάζζνπκε κφλν ην επζχγξακκν ηκήκα ηεο ΗΚ, ην νπνίν βξίζθεηαη ζην πξψην 

ηεηαξηεκφξην (Σρήκα 2.5).  

 Μεηαθηλνχκε παξάιιεια ην επζχγξακκν ηκήκα ΗΚ αληίζεηα απφ ηελ αξρή ησλ 

αμφλσλ, εθφζνλ πξφθεηηαη γηα πξφβιεκα κεγηζηνπνίεζεο ηνπ Ε, νπφηε 

δεκηνπξγείηαη ε νηθνγέλεηα ησλ επζεηψλ ίζνπ θέξδνπο. Παξαηεξνχκε φηη ε 

θνξπθή Θ είλαη ε ηειεπηαία απφ ηελ νπνία δηέξρεηαη ε παξάιιεια κεηαηνπηζκέλε 

επζεία IK, φηαλ θηάζεη ζηε ζέζε ΛΜ θαη πξνηνχ εγθαηαιείςεη ηελ εθηθηή 

πεξηνρή ΟΔΘΖΓ. 

 

Σρήκα 2.5 

Πξνζδηνξηζκφο ηεο βέιηηζηεο ιχζεο 

 Ζ θνξπθή Θ πνπ εληνπίζηεθε παξαπάλσ απνηειεί ηελ ηνκή ησλ πεξηνξηζηηθψλ 

επζεηψλ  

2 350x   θαη 1 22 4 1600x x   

 



            Καηά ζπλέπεηα, νη ζπληεηαγκέλεο ηεο, φπσο πξνθχπηνπλ απφ ηε ιχζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο ησλ δχν απηψλ εμηζψζεσλ, είλαη: 1001x  θαη 3502x  θαη 

απνηεινύλ θαη ηηο βέιηηζηεο ηηκέο ηωλ κεηαβιεηώλ απόθαζεο 1x  θαη 2x   

αληίζηνηρα.    

  Αληηθαζηζηψληαο ηηο βέιηηζηεο απηέο ηηκέο ησλ κεηαβιεηψλ απφθαζεο 1x  θαη 2x  

ζηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε, έρνπκε:  

1 23 8 3 100 8 350 300 2800 3100Z x x Z Z Z              (2.3) 

Ζ ηηκή απηή ηνπ Ε απνηειεί ηε βέιηηζηε ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο 

ζπλάξηεζεο. 

 

Σχκθσλα κε ηε δεχηεξε κέζνδν:  

 Γηα θάζε θνξπθή ηεο εθηθηήο πεξηνρήο ΟΔΘΖΓ εληνπίδνπκε ην δεχγνο ησλ 

πεξηνξηζηηθψλ επζεηψλ πνπ ηελ νξίδνπλ θαη, ιχλνληαο ην ζχζηεκα ησλ 

εμηζψζεψλ ηνπο, ππνινγίδνπκε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηεο. 

 Αληηθαζηζηψληαο ηηο ζπληεηαγκέλεο θάζε θνξπθήο, πνπ ππνινγίζηεθαλ 

παξαπάλσ, ζηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε, ππνινγίδνπκε ηελ ηηκή ηνπ Ε γηα θάζε 

θνξπθή. Οη ζπληεηαγκέλεο θάζε θνξπθήο ηεο εθηθηήο πεξηνρήο θαη νη αληίζηνηρεο 

ηηκέο ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο ζπλνςίδνληαη ζηνλ Πίλαθα 2.1. 

 

Πίλαθαο 2.1 

Τηκέο ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο ζε φιεο ηηο θνξπθέο ηεο εθηθηήο πεξηνρήο 

Κνξπθή 
Σπληεηαγκέλεο 

 21, xx  

Τηκή αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο 

1 23 8x x    

Ο (0,0) 3 0 8 0 0Z       

Δ (0,350) 3 0 8 350 2800Z       

Θ (100,350) 3 100 8 350 3100Z       

Ζ (200,300) 3 200 8 300 3000Z       

Γ (300,0) 3 300 8 0= 900Z      

 

 Με βάζε ηα ζηνηρεία πνπ ππνινγίζηεθαλ παξαπάλσ, επηιέγνπκε ηε βέιηηζηε 

ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο, ε νπνία αληηζηνηρεί ζηελ θνξπθή Θ, φπνπ ε 

αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ιακβάλεη ηε κέγηζηε ηηκή. Σχκθσλα κε ηε ιχζε απηή, 



νη βέιηηζηεο ηηκέο ησλ κεηαβιεηψλ απφθαζεο είλαη 
1x  100 θαη 

2x  350 

αληίζηνηρα, ελψ ε βέιηηζηε ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο είλαη Ζ =3100.  

 Ζ ιχζε απηή, εθθξαζκέλε ζε φξνπο ηνπ πξνβιήκαηνο, ζεκαίλεη φηη ε 

βηνκεραληθή κνλάδα ζα πξέπεη λα παξάγεη θάζε κέξα 1001x  κνλάδεο απφ ην 

πξντφλ 1  θαη 3502x  κνλάδεο απφ ην πξντφλ 2 , ε δηάζεζε ησλ νπνίσλ ζα 

ηεο απνθέξεη ζπλνιηθφ θέξδνο 3100Z   ρξεκαηηθέο κνλάδεο.   

Μεηά ηελ νινθιήξσζε ηεο επίιπζεο ηνχ ππφ κειέηε πξνβιήκαηνο κεγηζηνπνίεζεο αο 

ππνζέζνπκε φηη ζε απηφ ππήξρε έλαο αθφκε πεξηνξηζκφο δνκήο: 
1 2 600x x  . Σηελ 

πεξίπησζε απηή, ην κνληέιν γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ ηνπ πξνβιήκαηνο ζα ήηαλ 

δηαηππσκέλν σο εμήο: 

Μεγηζηνπνίεζε ηεο ζπλάξηεζεο                                                     (2.4) 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

                           3 8

κε πεξηνξηζκνχο δνκήο: 

                           2 4 1600

                           6 2 1800

                            600

                          

Z x x

x x

x x

x x

 

 

 

 

2            350x 

 

1 2

θαη πεξηνξηζκνχο κε αξλεηηθφηεηαο:

                                 , 0x x 
 

Σχκθσλα κε φζα έρνπλ ήδε αλαθεξζεί, πιεξνχληαη φιεο νη πξνυπνζέζεηο γηα ηελ 

επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο σο κνληέινπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ θαη πξνρσξνχκε 

ζηε γξαθηθή ηνπ επίιπζε, αθνινπζψληαο ηε κεζνδνινγία πνπ ήδε παξνπζηάζηεθε. Ζ 

γξαθηθή επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο, θαηά ηα γλσζηά, καο νδεγεί ζην Σρήκα 2.6. Τν 

Σρήκα απηφ ηαπηίδεηαη κε ην Σρήκα 2.5, αθνχ δελ ππάξρεη θακία αιιαγή ζηελ 

αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε θαη ζηνπο ππάξρνληεο πεξηνξηζκνχο, κε κφλε πξνζζήθε ην λέν 

πεξηνξηζκφ  1 2 600x x  , ν νπνίνο απεηθνλίδεηαη κε ηελ επζεία ΝΠ.  



 

Σρήκα 2.6 

Γξαθηθή απεηθφληζε ηνπ πξνβιήκαηνο κε ηελ πξνζζήθε ηνπ λένπ πεξηνξηζκνχ 

 

Όπσο παξαηεξνχκε, ν λένο πεξηνξηζκφο φρη κφλν δελ ζπκκεηέρεη ζηνλ πξνζδηνξηζκφ 

ηεο βέιηηζηεο θνξπθήο, αιιά επηπιένλ δελ επεξεάδεη θαη ηελ εθηθηή πεξηνρή, θαζψο 

βξίζθεηαη εμνινθιήξνπ έμσ απφ απηήλ. Έλαο ηέηνηνο πεξηνξηζκφο νλνκάδεηαη 

πιενλάδωλ πεξηνξηζκόο (redundant constraint). 

Τν γεγνλφο φηη έλαο πεξηνξηζκφο είλαη πιενλάδσλ δελ ηνλ θαζηζηά πεξηηηφ γηα ηε 

κειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο, θαζψο, αλ θάπνηεο ζπλζήθεο κεηαβιεζνχλ, κπνξεί λα γίλεη 

θαζνξηζηηθφο γηα ηε ιχζε. Αλ, γηα παξάδεηγκα, ζην ζπγθεθξηκέλν πξφβιεκα ην δεμηφ 

κέινο ηνπ πιενλάδνληνο πεξηνξηζκνχ ππνδηπιαζηαζηεί, δειαδή αλ ν πεξηνξηζκφο γίλεη 

1 2 300x x  , ηφηε ζα πάςεη λα είλαη πιενλάδσλ, φπσο θαίλεηαη θαη απφ ην Σρήκα 2.7, 

φπνπ ν ηξνπνπνηεκέλνο λένο πεξηνξηζκφο απεηθνλίδεηαη κε ηελ επζεία ΣΤ. Ο πεξηνξηζκφο 

απηφο γίλεηαη δεζκεπηηθφο θαη καδί κε ηνλ πεξηνξηζκφ 1 0x   (επζεία 2Ox ) 

πξνζδηνξίδνπλ ηε βέιηηζηε ιχζε, πνπ είλαη ε θνξπθή Σ (0, 300) ηεο λέαο εθηθηήο 

πεξηνρήο ΟΣΤ. 

 



 

 

Σρήκα 2.7 

Πξνζδηνξηζκφο ηεο βέιηηζηεο ιχζεο  

κεηά ηνλ ππνδηπιαζηαζκφ ηνπ δεμηνχ κέινπο ηνπ πιενλάδνληνο πεξηνξηζκνχ 

2.1.3 Δθαξκνγή ζε πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο  

 

Τν πξφβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί είλαη απηφ πνπ δηαηππψζεθε ζηελ 

ελφηεηα 1.4.2, εθθξάζηεθε σο κνληέιν γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ θαη δηαπηζηψζεθε 

φηη πιεξνχληαη φιεο νη πξνυπνζέζεηο γηα ηελ επίιπζή ηνπ σο κνληέινπ γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ. Καηά ζπλέπεηα κπνξνχκε λα πξνρσξήζνπκε ζηε γξαθηθή ηνπ 

επίιπζε  ζχκθσλα κε ηε κεζνδνινγία πνπ παξνπζηάζηεθε. 

 Τν πξψην βήκα είλαη ε θαηαζθεπή ελφο δηζδηάζηαηνπ ζπζηήκαηνο αμφλσλ 1 2,  x x , 

ζηνλ νξηδφληην άμνλα ηνπ νπνίνπ ιακβάλεη ηηκέο ε κεηαβιεηή 1x  θαη ζηνλ 

θαηαθφξπθφ ηνπ άμνλα ε κεηαβιεηή 2x . Δπεηδή θαη ζηελ πεξίπησζε απηή ηζρχεη γηα 

ηηο κεηαβιεηέο απφθαζεο ν πεξηνξηζκφο ηεο κε αξλεηηθφηεηαο  (δειαδή: 1 2,  0x x  ),  

ζα πεξηνξηζηνχκε ζην πξψην ηεηαξηεκφξην ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ αμφλσλ, ην νπνίν 

αληηζηνηρεί ζηνπο ζεηηθνχο εκηάμνλεο.  
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Σρήκα 2.8 

Γξαθηθή απεηθφληζε ησλ πεξηνξηζκψλ  

 

 Τν δεχηεξν βήκα είλαη ε γξαθηθή απεηθφληζε φισλ ησλ πεξηνξηζκψλ ζην ζχζηεκα 

ησλ αμφλσλ. Τν Σρήκα 2.8 απεηθνλίδεη γξαθηθά θαη ηνπο ηξεηο πεξηνξηζκνχο. 

Σπγθεθξηκέλα: 

 ε επζεία ΑΒ, πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ πξψην πεξηνξηζκφ  1 230 20 1500x x  , 

δηέξρεηαη απφ ηα ζεκεία Α (0,75) θαη Β (50,0)· 

 ε επζεία ΓΓ, πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ δεχηεξν πεξηνξηζκφ  1 25 25 900x x  , 

δηέξρεηαη απφ ηα ζεκεία Γ (0,36) θαη Γ (180,0)· 

 tέινο, ε επζεία ΔΔ1, πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ ηξίην πεξηνξηζκφ  210 200x  , είλαη 

παξάιιειε πξνο ηνλ άμνλα 1x  θαη ηέκλεη ηνλ άμνλα 2x ζην ζεκείν Δ (0,20).  

 

 

Σρήκα 2.9 

Πεξηνρέο επαιήζεπζεο ησλ πεξηνξηζκψλ 

 

 Τν ηξίην βήκα είλαη ν πξνζδηνξηζκφο ηεο πεξηνρήο ζηελ νπνία ηζρχεη θάζε 

πεξηνξηζκφο. Όπσο εχθνια δηαπηζηψλεηαη θαη απεηθνλίδεηαη ζην Σρήκα 2.9, νη ηξεηο 

(α) 

 

 

(α) (β) (γ) 



πεξηνξηζκνί επαιεζεχνληαη ζην εκηεπίπεδν πνπ δελ πεξηέρεη ηελ αξρή ησλ αμφλσλ  Ο 

(0,0). 

 Τν ηέηαξην βήκα είλαη ν πξνζδηνξηζκφο ηεο εθηθηήο πεξηνρήο, δειαδή ηεο πεξηνρήο 

ζηελ νπνία ηζρχνπλ φινη νη πεξηνξηζκνί θαη ε νπνία πεξηιακβάλεη ην ζχλνιν ησλ 

εθηθηψλ ιχζεσλ ηνπ πξνβιήκαηνο. Όπσο θαίλεηαη ζην Σρήκα 2.10, ε εθηθηή πεξηνρή 

είλαη ην γξακκνζθηαζκέλν ηκήκα ηνπ πξψηνπ ηεηαξηεκνξίνπ, δειαδή ην κε 

θξαγκέλν πνιύπιεπξν (unbounded polyhedral) πνπ πξνζδηνξίδεηαη απφ ηα ζεκεία 

2x ΑΘΖΔ1.  

                 

Σρήκα 2.10 

Πξνζδηνξηζκφο ηεο εθηθηήο πεξηνρήο 

 Τν πέκπην θαη ηειεπηαίν βήκα είλαη ν εληνπηζκφο ηεο βέιηηζηεο ιχζεο κεηαμχ ησλ 

εθηθηψλ ιχζεσλ ηνπ πξνβιήκαηνο. Όπσο έρεη ήδε αλαθεξζεί, ε βέιηηζηε ιχζε είλαη 

κία απφ ηηο θνξπθέο ηνπ πνιππιεχξνπ θαη κπνξεί λα πξνζδηνξηζηεί κε κία απφ ηηο 

δχν παξαθάησ κεζφδνπο:  

 

Σχκθσλα κε ηελ πξψηε κέζνδν:  

 Λχλνπκε ηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε 1 2150 250Z x x   σο πξνο 2x  θαη έρνπκε:  

 

2 1 2 1250 150 150 250 250x Z x x x Z       2 13 5 250x x Z           (2.5) 

 Γίλνπκε ζην Z  κηαλ απζαίξεηε αιιά κέζα ζην πιαίζην ηεο αξηζκεηηθήο θιίκαθαο 

πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζηνπο άμνλεο ηηκή, έζησ 30000Z  . Τφηε ε αληηθεηκεληθή 

ζπλάξηεζε γίλεηαη:  

1 2150 250 30000x x  
2 1

3 30000

5 250
x x      (2.6) 

 



 Φαξάζζνπκε ηελ επζεία ΗΚ ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο γηα 30000Z  , αθνχ 

πξνζδηνξίζνπκε δχν ζεκεία ηεο, έζησ Η (0,120) θαη Κ (200,0). Πξνθαλψο, εκείο 

ραξάζζνπκε κφλν ην επζχγξακκν ηκήκα ηεο ΗΚ, ην νπνίν βξίζθεηαη ζην πξψην 

ηεηαξηεκφξην (Σρήκα 2.11). 

 Μεηαθηλνχκε παξάιιεια ην επζχγξακκν ηκήκα ΗΚ πξνο ηελ αξρή ησλ αμφλσλ, 

εθφζνλ πξφθεηηαη γηα πξφβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ Z, θαη δεκηνπξγνχκε ηελ 

νηθνγέλεηα ησλ παξάιιεισλ ηζνζηαζκηθώλ επζεηψλ κε θιίζε 3 5 , νη νπνίεο 

ζηελ πεξίπησζε απηή νλνκάδνληαη επζείεο ίζνπ θόζηνπο (isocost lines), εθφζνλ 

πξφθεηηαη γηα πξφβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ Z , θαη παξαηεξνχκε φηη ε θνξπθή 

Θ είλαη ε ηειεπηαία απφ ηελ νπνία δηέξρεηαη ε παξάιιεια κεηαηνπηζκέλε επζεία 

φηαλ θηάζεη ζηε ζέζε ΛΜ θαη πξνηνχ εγθαηαιείςεη ηελ εθηθηή πεξηνρή ΗΑΘΖΔ1. 

 

Σρήκα 2.11 

Πξνζδηνξηζκφο ηεο βέιηηζηεο ιχζεο 

 Ζ θνξπθή πνπ εληνπίζηεθε παξαπάλσ απνηειεί ηελ ηνκή ησλ πεξηνξηζηηθψλ 

επζεηψλ:  

1 2 1 230 20 1500 θαη 5 25 900x x x x     

Καηά ζπλέπεηα, νη ζπληεηαγκέλεο ηεο, φπσο ππνινγίδνληαη απφ ηε ιχζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο ησλ δχν απηψλ εμηζψζεσλ, είλαη 1x =30 θαη 2x =30.  

  Αληηθαζηζηψληαο ηηο βέιηηζηεο απηέο ηηκέο ησλ κεηαβιεηψλ απφθαζεο 1x  θαη 2x  

ζηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε, έρνπκε:   

1 2150 250Z x x   150 30 250 30Z     12000Z                   (2.7) 

 



Ζ ηηκή απηή ηνπ Z  απνηειεί ηε βέιηηζηε ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο 

ζπλάξηεζεο. 

 

Σύκθωλα κε ηε δεύηεξε κέζνδν πξνζδηνξίδνπκε ηηο ζπληεηαγκέλεο θάζε θνξπθήο 

ηεο εθηθηήο πεξηνρήο θαη γηα θαζεκία απφ απηέο ηελ ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο 

ζπλάξηεζεο. Τα ζηνηρεία απηά ζπλνςίδνληαη ζηνλ Πίλαθα 2.2.  

 

Πίλαθαο 2.2 

 Τηκέο ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο ζε φιεο ηηο θνξπθέο ηεο εθηθηήο πεξηνρήο  

Κνξπθή Σπληεηαγκέλεο  21, xx  
Τηκή αληηθεηκεληθήο 

ζπλάξηεζεο 1 2150 250Z x x   

Α (0,75) 150 0 250 75 18750Z       

Θ (30,30) 150 30 250 30 12000Z       

Ζ (80,20) 150 80 250 20 17000Z       

 

Με βάζε ηα ζηνηρεία πνπ ππνινγίζηεθαλ παξαπάλσ, επηιέγνπκε ηε βέιηηζηε ιχζε 

ηνπ πξνβιήκαηνο, ε νπνία αληηζηνηρεί ζηελ θνξπθή Θ, όπνπ ε αληηθεηκεληθή 

ζπλάξηεζε ιακβάλεη ηελ ειάρηζηε ηηκή.  

Σχκθσλα κε ηε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο, νη βέιηηζηεο ηηκέο ησλ κεηαβιεηψλ απφθαζεο 

είλαη 1x =30 θαη 2x =30, ελψ ε βέιηηζηε ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο είλαη 

12000. Δθθξαζκέλε ζε φξνπο ηνπ πξνβιήκαηνο, ε ιχζε απηή ζεκαίλεη φηη ε 

βηνκεραληθή κνλάδα ζα πξέπεη λα παξάγεη θάζε κέξα 301x  κνλάδεο απφ ην πξντφλ 1  

θαη 302x  κνλάδεο απφ ην πξντφλ 2 , ε απνζήθεπζε ησλ νπνίσλ ζα έρεη ζπλνιηθφ 

θφζηνο 12000Z   ρξεκαηηθέο κνλάδεο.   

 

Δλόηεηα 2.2  

Γηεξεύλεζε ηεο ιύζεο 

2.2.1 Θεωξεηηθό πιαίζην  

 

Σηελ πξνεγνχκελε ελφηεηα παξνπζηάζακε ηελ κεζνδνινγία γξαθηθήο επίιπζεο ελφο 

πξνβιήκαηνο γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ θαη ηνλ εληνπηζκφ ηεο βέιηηζηεο ιχζεο ηνπ.  



Σηελ ελφηεηα απηή, ζα δηεξεπλήζνπκε ην βαζκφ ζηνλ νπνίν ε βέιηηζηε απηή ιχζε 

ηθαλνπνηεί ηνπο πεξηνξηζκνχο ηνπ πξνβιήκαηνο θαη ζπγθεθξηκέλα αλ γηα ηελ επίηεπμή 

ηεο έρεη γίλεη ρξήζε φισλ ησλ δηαζέζηκσλ πφξσλ (ζηελ πεξίπησζε πξνβιήκαηνο 

κεγηζηνπνίεζεο) ή έρνπλ ππεξθαιπθζεί φιεο νη ειάρηζηεο απαηηήζεηο (ζηελ πεξίπησζε 

πξνβιήκαηνο ειαρηζηνπνίεζεο). Ζ δηεξεχλεζε απηή είλαη πνιχ ελδηαθέξνπζα θαη ηα 

ζπκπεξάζκαηά ηεο κπνξεί λα πεξηέρνπλ νηθνλνκηθή πιεξνθφξεζε κε κεγάιν 

επηρεηξεκαηηθφ ελδηαθέξνλ. Σπγθεθξηκέλα, ζηελ πεξίπησζε χπαξμεο αδηάζεησλ πφξσλ, 

ε επηρείξεζε ζα κπνξνχζε λα ηνπο ρξεζηκνπνηήζεη γηα ηελ παξαγσγή θάπνηνπ άιινπ 

πξντφληνο ή λα ηνπο πσιήζεη. Αληίζηνηρα, ζηελ πεξίπησζε ππεξθάιπςεο θάπνησλ 

ειάρηζησλ απαηηήζεσλ, ε επηρείξεζε ζα κπνξνχζε λα εμεηάζεη ην ελδερφκελν λα 

πεξηνξηζηεί ζηελ θάιπςε ησλ ειάρηζησλ απαηηήζεσλ θαη λα ρξεζηκνπνηήζεη ηνπο 

πξφζζεηνπο πφξνπο ζε θάπνηα άιιε δξαζηεξηφηεηα. Τα βαζηθά βήκαηα γηα ηε 

δηεξεχλεζε απηή πεξηγξάθνληαη παξαθάησ γηα έλα πξφβιεκα κεγηζηνπνίεζεο θαη ζηε 

ζπλέρεηα γηα έλα πξφβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο. Αο ζεκεησζεί φηη, κεηά ηελ νινθιήξσζε 

ηεο δηεξεχλεζεο, ε πιεξνθφξεζε γηα ηπρφλ αδηάζεηνπο πφξνπο ή ππεξθαιχςεηο 

ειάρηζησλ απαηηήζεσλ ζα είλαη άκεζα δηαζέζηκε ζηνπο ππεχζπλνπο ψζηε λα ιεθζεί 

ππφςε ζηηο απνθάζεηο ηνπο. 

 

Πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο 

Τα βήκαηα πνπ αθνινπζνχληαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ πξνβιήκαηνο κεγηζηνπνίεζεο κε 

n κεηαβιεηέο θαη m πεξηνξηζκνχο είλαη ηα αθφινπζα:  

 Αληηθαηάζηαζε ζην αξηζηεξφ κέινο θάζε πεξηνξηζκνχ ησλ κεηαβιεηψλ 

απφθαζεο  , 1,...,jx j n  κε ηηο ηηκέο ηνπο, φπσο έρνπλ πξνζδηνξηζηεί ζηε 

βέιηηζηε ιχζε, θαη ππνινγηζκφο ηεο ζπλνιηθήο ηηκήο ηνπ κέινπο απηνχ. 

Πξνθαλψο, γηα θάπνηνπο πεξηνξηζκνχο ηα αξηζηεξά κέιε ζα είλαη ίζα κε ηα 

αληίζηνηρα δεμηά, γεγνλφο πνπ ζεκαίλεη φηη νη πφξνη πνπ αληηζηνηρνχλ ζηνπο 

πεξηνξηζκνχο απηνχο έρνπλ δηαηεζεί πιήξσο. Αληίζηνηρα, γηα ηνπο ππφινηπνπο 

πεξηνξηζκνχο ηα αξηζηεξά κέιε ζα είλαη κηθξφηεξα απφ ηα αληίζηνηρα δεμηά, 

γεγνλφο πνπ ζεκαίλεη φηη κέξνο ησλ πφξσλ πνπ αληηζηνηρνχλ ζηνπο πεξηνξηζκνχο 

απηνχο έρεη κείλεη αδηάζεην.  



 Μεηαηξνπή φισλ ησλ πεξηνξηζκψλ απφ αληζφηεηεο ζε ηζφηεηεο κε ηελ πξνζζήθε 

ζηα αξηζηεξά κέιε ηνπο αληίζηνηρσλ βνεζεηηθψλ κεηαβιεηψλ , 1,...,is i m , νη 

νπνίεο νλνκάδνληαη ραιαξέο κεηαβιεηέο ή κεηαβιεηέο πεξηζωξίνπ (slack 

variables) θαη εθθξάδνπλ ηηο πνζφηεηεο ησλ πφξσλ πνπ έρνπλ κείλεη αδηάζεηεο. 

Κάζε ραιαξή κεηαβιεηή εκθαλίδεηαη ζε έλα κφλν πεξηνξηζκφ κε ζπληειεζηή 

κνλάδα. Δπηπιένλ, φιεο νη ραιαξέο κεηαβιεηέο εκθαλίδνληαη θαη ζηελ 

αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε κε ζπληειεζηή 0 θαη, θαηά ζπλέπεηα, δελ επεξεάδνπλ 

ηελ ηηκή ηεο. Πξνθαλψο γηα φζνπο πεξηνξηζκνχο ήηαλ ήδε ηζφηεηεο, ε ηηκή ηνπ is  

είλαη κεδεληθή  0is , ελψ γηα ηνπο ππφινηπνπο πεξηνξηζκνχο ε ηηκή ηνπ is  

είλαη ζεηηθή  0is   θαη ίζε κε ηε δηαθνξά ηεο κέγηζηεο πνζφηεηαο ηνπ 

δηαζέζηκνπ πφξνπ (δεμηφ κέξνο ηνπ πεξηνξηζκνχ) θαη ηεο πνζφηεηαο ηνπ πφξνπ 

πνπ έρεη θαηαλαισζεί (ππνινγηζζείζα ηηκή ηνπ αξηζηεξνχ κέινπο ηνπ 

πεξηνξηζκνχ).  

Οινθιεξψλνληαο, νθείινπκε λα αλαθέξνπκε φηη νη πεξηνξηζκνί κε 0is  

νλνκάδνληαη δεζκεπηηθνί πεξηνξηζκνί (binding constraints) ή ελεξγνί πεξηνξηζκνί 

(active constraints), ζπκκεηέρνπλ ζηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο βέιηηζηεο ιχζεο θαη, φπσο ζα 

δνχκε θαιχηεξα ζηηο εθαξκνγέο πνπ ζα αλαιπζνχλ, ε βέιηηζηε θνξπθή ηεο εθηθηήο 

πεξηνρήο είλαη ε ηνκή ησλ επζεηψλ πνπ ηνπο εθθξάδνπλ. Αληίζηνηρα, νη πεξηνξηζκνί κε 

0is   νλνκάδνληαη κε δεζκεπηηθνί (non-binding/loose constraints) ή αδξαλείο 

πεξηνξηζκνί (inactive constraints) θαη δελ ζπκκεηέρνπλ ζηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο 

βέιηηζηεο ιχζεο.  

 

Πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο  

Τα βήκαηα πνπ αθνινπζνχληαη ζηελ πεξίπησζε ελφο πξνβιήκαηνο ειαρηζηνπνίεζεο, 

κε n κεηαβιεηέο θαη m πεξηνξηζκνχο, είλαη ηα αθφινπζα:  

 Αληηθαηάζηαζε ζην αξηζηεξφ κέινο θάζε πεξηνξηζκνχ ησλ κεηαβιεηψλ 

απφθαζεο , 1,...,jx j n  κε ηηο ηηκέο ηνπο, φπσο έρνπλ πξνζδηνξηζηεί ζηε 

βέιηηζηε ιχζε, θαη ππνινγηζκφο ηεο ζπλνιηθήο ηηκήο ηνπ κέινπο απηνχ. 

Πξνθαλψο, γηα θάπνηνπο πεξηνξηζκνχο ηα αξηζηεξά κέιε ζα είλαη ίζα κε ηα 

αληίζηνηρα δεμηά, γεγνλφο πνπ ζεκαίλεη φηη νη απαηηήζεηο πνπ αληηζηνηρνχλ ζηνπο 



πεξηνξηζκνχο απηνχο έρνπλ απιψο θαιπθζεί. Αληίζηνηρα, γηα ηνπο ππφινηπνπο 

πεξηνξηζκνχο ηα αξηζηεξά κέιε ζα είλαη κεγαιχηεξα απφ ηα αληίζηνηρα δεμηά, 

γεγνλφο πνπ ζεκαίλεη φηη νη απαηηήζεηο έρνπλ ππεξθαιπθζεί. 

 Μεηαηξνπή φισλ ησλ πεξηνξηζκψλ απφ αληζφηεηεο ζε ηζφηεηεο κε ηελ αθαίξεζε 

απφ ηα αξηζηεξά κέιε ηνπο ησλ αληίζηνηρσλ βνεζεηηθψλ κεηαβιεηψλ ie ,   

1,...,i m , νη νπνίεο νλνκάδνληαη πιενλαζκαηηθέο κεηαβιεηέο ή κεηαβιεηέο 

πιενλάζκαηνο (excess/surplus variables) θαη εθθξάδνπλ ηηο πνζφηεηεο θαηά ηηο 

νπνίεο έρνπλ ππεξθαιπθζεί νη ειάρηζηεο απαηηήζεηο. Δπηπιένλ, φιεο νη 

πιενλαζκαηηθέο κεηαβιεηέο εκθαλίδνληαη θαη ζηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε κε 

ζπληειεζηή 0 θαη, θαηά ζπλέπεηα, δελ επεξεάδνπλ ηελ ηηκή ηεο. Πξνθαλψο, γηα 

φζνπο πεξηνξηζκνχο ήηαλ ήδε ηζφηεηεο, ε ηηκή ηνπ ie  είλαη κεδεληθή  0ie , 

ελψ γηα ηνπο ππφινηπνπο πεξηνξηζκνχο ε ηηκή ηνπ ie  είλαη ζεηηθή ( 0ie  ) θαη ίζε 

κε ηε δηαθνξά ηεο ειάρηζηεο απαίηεζεο παξαγσγήο (δεμηφ κέινο ηνπ 

πεξηνξηζκνχ) θαη ηεο πνζφηεηαο πνπ έρεη παξαρζεί (ππνινγηζζείζα ηηκή ηνπ 

αξηζηεξνχ κέινπο ηνπ πεξηνξηζκνχ).  

Οινθιεξψλνληαο, νθείινπκε λα αλαθέξνπκε φηη, φπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ησλ 

πξνβιεκάησλ κεγηζηνπνίεζεο, νη πεξηνξηζκνί κε 1 0e   νλνκάδνληαη δεζκεπηηθνί ή 

ελεξγνί πεξηνξηζκνί, ζπκκεηέρνπλ ζηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο βέιηηζηεο ιχζεο θαη, φπσο 

ζα δνχκε θαιχηεξα ζηηο εθαξκνγέο πνπ ζα αλαιπζνχλ, ε βέιηηζηε θνξπθή ηεο εθηθηήο 

πεξηνρήο είλαη ε ηνκή ησλ επζεηψλ πνπ ηνπο εθθξάδνπλ. Αληίζηνηρα, νη πεξηνξηζκνί κε 

0ie   νλνκάδνληαη κε δεζκεπηηθνί ή αδξαλείο θαη δελ ζπκκεηέρνπλ ζηνλ 

πξνζδηνξηζκφ ηεο βέιηηζηεο ιχζεο.  

2.2.2 Δθαξκνγή ζε πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο  

 

Ωο πξφβιεκα κεγηζηνπνίεζεο γηα ηελ εθαξκνγή ηεο κεζνδνινγίαο δηεξεχλεζεο ηνπ 

βαζκνχ ρξεζηκνπνίεζεο ησλ δηαζέζηκσλ πφξσλ, ε νπνία παξνπζηάζηεθε ζηελ 

πξνεγνχκελε ππνελφηεηα, ζα ρξεζηκνπνηεζεί ην πξφβιεκα πνπ δηαηππψζεθε θαη 

επηιχζεθε γξαθηθά ζηελ ελφηεηα 2.1.2. 



Πξνθεηκέλνπ λα δηεξεπλήζνπκε αλ γηα ηελ επίηεπμε ηεο βέιηηζηεο ιχζεο 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ φινη νη δηαζέζηκνη πφξνη ή ππάξρνπλ αθφκα θάπνηνη αδηάζεηνη, 

εξγαδφκαζηε, ζχκθσλα κε φζα αλαθέξζεθαλ παξαπάλσ, σο εμήο:  

 Σην αξηζηεξφ κέινο θάζε πεξηνξηζκνχ δνκήο, αληηθαζηζηνχκε ηηο κεηαβιεηέο 

απφθαζεο κε ηηο ηηκέο ηνπο 1001x , 3502x , φπσο έρνπλ πξνζδηνξηζηεί ζηε 

βέιηηζηε ιχζε, θαη έρνπκε:  

2 100 4 350 1600 = δεμηφ κέινο     (1600) 

6 100 2 350 1300 δεμηφ κέινο      (1800) 

             1 350  350= δεμηφ κέινο   (350) 

 Μεηαηξέπνπκε φινπο ηνπο πεξηνξηζκνχο απφ αληζφηεηεο ζε ηζφηεηεο κε ηελ 

πξνζζήθε ζηα αξηζηεξά κέιε ηνπο ησλ ραιαξψλ κεηαβιεηψλ is , 1,...,i n .  

Με βάζε ηα παξαπάλσ, ην πξφβιεκα ιακβάλεη ηελ αθφινπζε θαλνληθή κνξθή: 

           Μεγηζηνπνίεζε ηεο ζπλάξηεζεο      (2.8) 

 1 2 1 2 33 8 0 0 0Z x x s s s     , 

κε πεξηνξηζκνχο δνκήο: 

 160000142 32121  sssxx  

  180001026 32121  sssxx  

         3501003 3212  sssx  

 θαη πεξηνξηζκνχο κε αξλεηηθφηεηαο:  

                             1 2 1 2 30,  0,  0,  0,  0x x s s s      

Παξαηεξψληαο ηνπο πεξηνξηζκνχο δνκήο θαη ιακβάλνληαο ππφςε φζα ζρεηηθά έρνπλ 

αλαθεξζεί παξαπάλσ, εχθνια ζπλάγεηαη φηη ζηε βέιηηζηε ιχζε νη ηξεηο ραιαξέο 

κεηαβιεηέο ιακβάλνπλ ηηο ηηκέο  

 01s , 2 21800 1300 500s s    , 03s     

Απηφ ζεκαίλεη φηη γηα ηελ επίηεπμε ηεο βέιηηζηεο ιχζεο εμαληιήζεθε ν δηαζέζηκνο 

ρξφλνο εξγαζίαο θαη ε δηαζέζηκε πνζφηεηα ηνπ πιηθνχ 3Y , ελψ έκεηλαλ αδηάζεηεο (1800-

1300) = 500 κνλάδεο ηνπ πιηθνχ 2Y . Καηά ζπλέπεηα, ε βέιηηζηε ιχζε ζα κπνξνχζε λα 

δηαηππσζεί σο εμήο:  



 Παξαγσγή:   
1 100x  , 3502x    

Αδηάζεηνη πφξνη 01s , 5002s , 03s   

 Κέξδνο:  3100Z    

Οινθιεξψλνληαο, νθείινπκε λα αλαθέξνπκε φηη ν πξψηνο θαη ν ηξίηνο πεξηνξηζκφο, 

κε ραιαξέο κεηαβιεηέο 1 0s   θαη 03s  αληίζηνηρα, είλαη δεζκεπηηθνί θαη θαζνξίδνπλ 

ηε βέιηηζηε ιχζε. Αληίζεηα, ν δεχηεξνο πεξηνξηζκφο, κε ραιαξή κεηαβιεηή 2 500 0s  

, είλαη κε δεζκεπηηθφο θαη δελ ζπκκεηέρεη ζηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο βέιηηζηεο θνξπθήο. 

Όια ηα παξαπάλσ δηαπηζηψλνληαη θαη γεσκεηξηθά ζην Σρήκα 2.5. 

2.2.3 Δθαξκνγή ζε πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο 

 

Ωο πξφβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο γηα ηελ εθαξκνγή ηεο κεζνδνινγίαο ηνπ βαζκνχ 

θάιπςεο ησλ ειάρηζησλ απαηηήζεσλ, ε νπνία παξνπζηάζηεθε ζε πξνεγνχκελε 

ππνελφηεηα, ζα ρξεζηκνπνηεζεί ην πξφβιεκα πνπ δηαηππψζεθε θαη επηιχζεθε γξαθηθά 

ζηελ ελφηεηα 2.1.3. 

Πξνθεηκέλνπ λα δηεξεπλήζνπκε αλ γηα ηελ επίηεπμε ηεο βέιηηζηεο ιχζεο 

θαιχθζεθαλ/ππεξθαιχθζεθαλ νη ειάρηζηεο απαηηήζεηο ρξήζεο ησλ δηαζέζηκσλ πφξσλ, 

εξγαδφκαζηε, ζχκθσλα κε φζα αλαθέξζεθαλ παξαπάλσ, σο εμήο:  

 Σην αξηζηεξφ κέινο θάζε πεξηνξηζκνχ δνκήο αληηθαζηζηνχκε ηηο κεηαβιεηέο 

απφθαζεο κε ηηο ηηκέο ηνπο 30,30 21  xx , φπσο έρνπλ πξνζδηνξηζηεί ζηε 

βέιηηζηε ιχζε θαη έρνπκε:  

30 30 20 30 1500 δεμηφ κέινο      (1500) 

5 30 25 30 900 δεμηφ κέινο      (900) 

10 30 300 δεμηφ κέινο    (200)           

 Μεηαηξέπνπκε φινπο ηνπο πεξηνξηζκνχο απφ αληζφηεηεο ζε ηζφηεηεο, κε ηελ 

πξνζζήθε ζηα αξηζηεξά κέιε ηνπο ησλ πιενλαζκαηηθψλ κεηαβιεηψλ , 1,...,ie i n . 

Με βάζε ηα παξαπάλσ, ην πξφβιεκα ιακβάλεη ηελ αθφινπζε θαλνληθή κνξθή: 

Διαρηζηνπνίεζε ηεο ζπλάξηεζεο       (2.9) 

                            1 2 1 2 3150 250 0 0 0Z x x e e e      



1 2 1 2 3

1 2 1 2 3

2 1 2 3

κε πεξηνξηζκνχο δνκήο:

                           30 20 1 0 0 1500

                             5 25 0 1 0 900

                                      10 0 0 1 200

θαη πεξηνξηζκν

x x e e e

x x e e e

x e e e

    

    

   

1 2 1 2 3

χο κε αξλεηηθφηεηαο:

                           0, 0, 0,  0,  0x x e e e    

 

 

Παξαηεξψληαο ηνπο πεξηνξηζκνχο δνκήο θαη ιακβάλνληαο ππφςε φζα έρνπλ 

αλαθεξζεί παξαπάλσ, εχθνια ζπλάγεηαη φηη ζηε βέιηηζηε ιχζε νη ηξεηο πιενλαζκαηηθέο 

κεηαβιεηέο ιακβάλνπλ ηηο ηηκέο 

 
1 2 3 30, 0, 300 200 100e e e e       

Απηφ ζεκαίλεη φηη γηα ηελ επίηεπμε ηεο βέιηηζηεο ιχζεο θαιχθζεθαλ νη ειάρηζηεο 

απαηηήζεηο ρξήζεο ησλ απνζεκάησλ ησλ πιηθψλ 1Y  θαη 2Y  θαη ππεξθαιχθζεθε θαηά 

(300-200) = 100 κνλάδεο ε ειάρηζηε απαίηεζε ρξήζεο ησλ απνζεκάησλ ηνπ πιηθνχ  3Y . 

Καηά ζπλέπεηα, ε βέιηηζηε ιχζε ζα κπνξνχζε λα δηαηππσζεί σο εμήο:  

 Παξαγσγή:     1 30x  , 2 30x     

Υπεξθάιπςε   απαηηήζεσλ:  1 0e  ,  2 0e  , 3 100e    

 Κφζηνο:   12000Z    

Οινθιεξψλνληαο, νθείινπκε λα αλαθέξνπκε φηη ν πξψηνο θαη ν δεχηεξνο πεξηνξηζκφο, 

κε πιενλαζκαηηθέο κεηαβιεηέο 1 0e   θαη 2 0e   αληίζηνηρα, είλαη δεζκεπηηθνί 

πεξηνξηζκνί, ελψ, αληίζεηα, ν ηξίηνο πεξηνξηζκφο, κε πιενλαζκαηηθή κεηαβιεηή 

3 100 0e   , είλαη κε δεζκεπηηθφο θαη δελ ζπκκεηέρεη ζηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο βέιηηζηεο 

ιχζεο. Όια ηα παξαπάλσ δηαπηζηψλνληαη θαη γεσκεηξηθά ζην Σρήκα 2.11. 

Δλόηεηα 2.3  

Δηδηθέο πεξηπηώζεηο 

2.3.1 Δηζαγωγή   

 

Σηα πξνβιήκαηα πνπ παξνπζηάζηεθαλ ζηηο πξνεγνχκελεο ππνελφηεηεο, ε γξαθηθή 

επίιπζή ηνπο νδήγεζε ζηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο κνλαδηθήο βέιηηζηεο ιχζεο, δειαδή ηεο 



ιχζεο πνπ βειηηζηνπνηεί ηελ ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο. Ζ βέιηηζηε ιχζε 

εληνπίζηεθε ζε κία απφ ηηο θνξπθέο ηεο εθηθηήο πεξηνρήο. Απηφ φκσο δελ ζπκβαίλεη 

πάληνηε. Αληίζεηα, ππάξρνπλ θαη πεξηπηψζεηο πξνβιεκάησλ ρσξίο κνλαδηθή βέιηηζηε 

ιχζε, ηα νπνία απαηηνχλ ηδηαίηεξε αληηκεηψπηζε. Τέηνηα πξνβιήκαηα είλαη ηα εμήο:   

 Πξνβιήκαηα κε άπεηξεο ιχζεηο.  

 Πξνβιήκαηα ρσξίο εθηθηή ιχζε.  

 Με θξαγκέλα πξνβιήκαηα.  

Οη παξαπάλσ πεξηπηψζεηο δελ εκθαλίδνληαη ζπρλά ζηελ πξάμε, αιιά φηαλ 

εκθαλίδνληαη, απηφ ηηο πεξηζζφηεξεο θνξέο νθείιεηαη ζε ζθάικαηα θαηά ηελ αλάπηπμε 

ηνπ κνληέινπ. Σηε ζπλέρεηα νη πεξηπηψζεηο απηέο ζα κειεηεζνχλ αλαιπηηθά κέζα απφ 

παξαιιαγέο ηνπ αξρηθνχ πξνβιήκαηνο πνπ δηαηππψζεθε ζηελ ελφηεηα 1.4.1. 

2.3.2 Πξόβιεκα κε άπεηξεο ιύζεηο 

 

Σηελ παξαιιαγή απηή, ε κνλαδηθή δηαθνξνπνίεζε ζε ζρέζε κε ην αξρηθφ πξφβιεκα 

είλαη ε κεηαβνιή ηεο ηηκήο ηνπ αληηθεηκεληθνχ ζπληειεζηή ηεο κεηαβιεηήο 1x  απφ 

1c 3  ζε 1c 4 . Έηζη, ην αξρηθφ πξφβιεκα επαλαδηαηππψλεηαη σο εμήο:  

Μεγηζηνπνίεζε ηεο ζπλάξηεζεο        (2.10) 

1 2

1 2

1 2

2

4 8

κε πεξηνξηζκνχο δνκήο: 

                           2 4 1600

                           6 2 1800

                                      350

θαη πεξηνξηζκνχο κε

                           Z = x + x

x x

x x

x

 

 



1 2

 αξλεηηθφηεηαο:

                                 , 0x x 

        



   

Σρήκα 2.12 

Γξαθηθή απεηθφληζε ησλ πεξηνξηζκψλ θαη πξνζδηνξηζκφο ηεο εθηθηήο πεξηνρήο 

Λχλνληαο ηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε 1 24 8Z x x   σο πξνο 2x , έρνπκε:  

2 1-8 = -4 +x x Z 2 18 = -4 +x x Z 
2 1

1 Z
x = - +

2 8
x                        (2.11) 

Άξα, ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε είλαη κηα επζεία κε θιίζε 
1

2
 , δειαδή ίζε κε ηελ 

θιίζε ηεο πξψηεο πεξηνξηζηηθήο επζείαο ΑΒ ( 1 22 4 1600x x  ). Σπλεπψο, νη δχν απηέο 

επζείεο είλαη παξάιιειεο. Όπσο θαίλεηαη θαη απφ ην Σρήκα 2.13, θαζψο κεηαθηλείηαη 

παξάιιεια ε επζεία ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο, δεκηνπξγψληαο αληίζηνηρεο επζείεο 

ίζνπ θέξδνπο, πξνηνχ εγθαηαιείςεη ηελ εθηθηή πεξηνρή, δελ δηέξρεηαη απιψο απφ κηα 

θνξπθή ηεο, αιιά ζπκπίπηεη κε ην επζχγξακκν ηκήκα ΘΖ. 

 



 

Σρήκα 2.13 

Γξαθηθή απεηθφληζε ησλ επζεηψλ ίζνπ θέξδνπο 

Αληηθαζηζηψληαο δηαδνρηθά ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ Θ (100, 350) θαη Ζ (200, 

300) ζηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε, έρνπκε:  

 γηα ην ζεκείν : 4 100 8 350 3200        

 γηα ην ζεκείν : 4 200 8 300 3200         

Σπκπεξαίλνπκε ινηπφλ φηη θαη νη δχν απηέο θνξπθέο είλαη βέιηηζηεο. Δπηπιένλ φκσο, 

δελ είλαη νη κφλεο. Τν ίδην ηζρχεη θαη γηα φια ηα ζεκεία ηνπ επζχγξακκνπ ηκήκαηνο ΘΖ. 

Δπνκέλσο, έρνπκε λα επηιέμνπκε κεηαμχ άπεηξσλ βέιηηζησλ ιχζεσλ, πνπ φιεο 

βξίζθνληαη πάλσ ζην επζχγξακκν ηκήκα ΘΖ (πεξηιακβαλνκέλσλ θαη ησλ δχν αθξαίσλ 

ζεκείσλ ηνπ) θαη δίλνπλ ηελ ίδηα ηηκή ζην .Z  Ζ επηινγή απηή κπνξεί λα βαζηζηεί ζε 

δηάθνξα θξηηήξηα. Έλα ηέηνην θξηηήξην επηινγήο ζα κπνξνχζαλ λα είλαη νη ηηκέο ησλ 

ζπληεηαγκέλσλ ησλ δηαθφξσλ ζεκείσλ, νη νπνίεο ζηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε 

εθθξάδνπλ ηνλ αξηζκφ ησλ κνλάδσλ 1x  θαη 2x  πνπ παξάγνληαη απφ ηα δχν πξντφληα 1Π  

θαη 2Π  αληίζηνηρα. Έηζη νη θνξπθέο Θ ή Ζ ζα επηιεγνχλ σο βέιηηζηε ιχζε, αλ ε 

επηρείξεζε επηζπκεί λα παξάγεη ην κέγηζην δπλαηφ αξηζκφ κνλάδσλ απφ ηα πξντφληα 2Π  

ή 1Π αληίζηνηρα. Αληίζεηα, αλ ε επηρείξεζε επηζπκεί λα παξάγεη έλα ζπλνιηθφ αξηζκφ 

κνλάδσλ θαη απφ ηα δχν πξντφληα, ίζν κε έλα ζηαζκηζκέλν κέζν φξν ησλ κνλάδσλ πνπ 

κπνξνχλ λα παξαρζνχλ ζηηο δχν θνξπθέο Θ θαη Ζ, ηφηε ζα επηιέμεη έλα ζεκείν Ν ηνπ 

επζχγξακκνπ ηκήκαηνο ΘΖ, ηέηνην ψζηε:  

 



Ν      Ζ α 100,350 1 α 200,300 , 0 α 1                    (2.12) 

φπνπ α θαη  1 α νη επηζπκεηνί ζπληειεζηέο ζηάζκηζεο. Ο κέζνο απηφο φξνο 

νλνκάδεηαη θπξηόο ζπλδπαζκόο (convex combination), επεηδή νη ζπληειεζηέο βαξχηεηάο 

ηνπ έρνπλ άζξνηζκα ηε κνλάδα θαη αληηζηνηρεί ζε έλα ζπλνξηαθό ζεκείν (boundary 

point) πνπ αλήθεη ζηελ αθκή πνπ ζπλδέεη ηα δχν αθξαία ζεκεία ηνπ επζχγξακκνπ 

ηκήκαηνο. 

Αλ, γηα παξάδεηγκα, α = 0,40 , νπφηε 1-α = 0,60 , ηφηε:  

0,4 (100,350)    0,6 (200,300)  (160,320)                       (2.13) 

Με άιια ιφγηα, ε επηρείξεζε ζα παξάγεη 160 κνλάδεο απφ ην πξντφλ Π1 θαη 320 κνλάδεο 

απφ ην πξντφλ Π2. Σηελ πεξίπησζε απηή έρνπκε:  

4 160+8 320 = 640+2560 = 3200Ζ        (2.14) 

Οινθιεξψλνληαο ηελ ππνελφηεηα, ζεκεηψλνπκε φηη ζην πξφβιεκα απηφ ζα είρακε 

επίζεο άπεηξεο ιχζεηο αλ ε επζεία ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο ήηαλ παξάιιειε θαη 

πξνο νπνηνδήπνηε άιιν επζχγξακκν ηκήκα απφ απηά πνπ θαζνξίδνπλ ηελ εθηθηή 

πεξηνρή. 

 

2.3.3 Πξόβιεκα ρωξίο εθηθηή ιύζε 

 

Σηελ παξαιιαγή απηή, ε κνλαδηθή δηαθνξνπνίεζε ζε ζρέζε κε ην αξρηθφ πξφβιεκα 

είλαη ε αληηθαηάζηαζε ηνπ ηξίηνπ πεξηνξηζκνχ 2x 350  απφ ηνλ αληίζηνηρν 2x 450 . 

Έηζη, ην αξρηθφ πξφβιεκα δηακνξθψλεηαη σο εμήο: 

 Μεγηζηνπνίεζε ηεο ζπλάξηεζεο      (2.15) 

1 2

1 2

1 2

2

                           3 8

κε πεξηνξηζκνχο δνκήο:

                           2 4 1600

                           6 2 1800

                                      450

θαη πεξηνξηζκνχο κε 

x x

x x

x x

x

  

 

 



1 2

αξλεηηθφηεηαο:

                                 , 0x x 

 



   Ζ γξαθηθή απεηθφληζε ησλ πεξηνξηζκψλ ηνπ πξνβιήκαηνο θαη ν πξνζδηνξηζκφο ηεο 

εθηθηήο πεξηνρήο, ε νπνία έγηλε ζχκθσλα κε φζα αλαθέξζεθαλ ζηελ ελφηεηα 2.1.1, 

παξνπζηάδνληαη ζην Σρήκα 2.14. 

x
2

x1
300 800

450

900

A

B

Γ

Δ Δ1

O Γ

400

 

 Σρήκα 2.14 

Γξαθηθή απεηθφληζε ησλ πεξηνξηζκψλ 

 

Παξαηεξψληαο ην Σρήκα 2.14, δηαπηζηψλνπκε φηη δελ ππάξρνπλ ζεκεία πνπ 

ηθαλνπνηνχλ φινπο ηνπο πεξηνξηζκνχο. Καηά ζπλέπεηα, δελ ππάξρεη εθηθηή ιχζε θαη ε 

εθηθηή πεξηνρή είλαη ην θελό ζύλνιν.  

Αληηθαζηζηψληαο ηελ ειάρηζηε απαίηεζε παξαγσγήο γηα ην πξντφλ 2   2 450x   

ζηνπο δχν πξνεγνχκελνπο πεξηνξηζκνχο, έρνπκε:  

 2 1 2 1 14 2 4 450 2 1800x x x x      , κε ζηαζεξά δεμηνχ κέινπο ην 1600 

1 2 1 16 2 6 2 450 6 900x x x x      , κε ζηαζεξά δεμηνχ κέινπο ην 1800 

Παξαηεξνχκε, ινηπφλ, φηη γηα λα ηθαλνπνηεζεί ε απαίηεζε παξαγσγήο 450 

ηνπιάρηζηνλ κνλάδσλ ηνπ πξντφληνο 2 , ρξεηάδνληαη 1800 ηνπιάρηζηνλ κνλάδεο ηνπ 

πξψηνπ πφξνπ, ελψ ε επηρείξεζε δηαζέηεη κφλν 1600 κνλάδεο, θαη 900 ηνπιάρηζηνλ 

κνλάδεο ηνπ δεχηεξνπ πφξνπ, ελψ ε επηρείξεζε δηαζέηεη 1800. Άξα, ε αλππαξμία 

εθηθηήο ιύζεο νθείιεηαη ζηελ αλεπάξθεηα ηνπ πξώηνπ πόξνπ. 

Αλ νη δηαζέζηκεο κνλάδεο ηνπ πξψηνπ πφξνπ απμεζνχλ ζε 1800, κεηαβάιινληαο 

αληίζηνηρα θαη ην δεχηεξν κέινο ηνπ πξψηνπ πεξηνξηζκνχ, ε αληίζηνηρε πεξηνξηζηηθή 

 

 



επζεία ζα κεηαθηλεζεί πξνο ηα δεμηά θαη ζα ηέκλεη ηνλ άμνλα 2x  ζην ζεκείν A (0,450) , 

εθεί δειαδή αθξηβψο  ζεκείν E  πνπ ηνλ ηέκλεη θαη ε πεξηνξηζηηθή επζεία πνπ 

αληηζηνηρεί ζηνλ ηξίην πεξηνξηζκφ. Σην ζεκείν απηφ ηζρχεη θαη ν δεχηεξνο πεξηνξηζκφο.  
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Σρήκα 2.15 

Μεηαβνιή ηεο εθηθηήο πεξηνρήο  

ιφγσ κεηαβνιήο ηνπ δεμηνχ κέινπο ηνπ πξψηνπ πεξηνξηζκνχ (
1

1800b  ) 

Καηά ζπλέπεηα, φπσο θαίλεηαη θαη απφ ην Σρήκα 2.15, ε εθηθηή πεξηνρή απνηειείηαη 

απφ έλα κνλαδηθφ ζεκείν, ην A' E  (0, 450). Ζ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε, πνπ 

απεηθνλίδεηαη κε ηε δηαθεθνκκέλε γξακκή, δηέξρεηαη απφ ην ζεκείν απηφ, ην νπνίν 

απνηειεί ηε βέιηηζηε ιχζε. Ζ ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο ζην ζεκείν απηφ είλαη 

ε εμήο: 

1 23 8 3 0 8 450 0 3600 3600Z x x Z            (2.16) 

Αλ ε δηαζέζηκε πνζφηεηα ηνπ πξψηνπ πφξνπ απμεζεί αθφκε πεξηζζφηεξν, ηφηε ε 

επηρείξεζε ζα κπνξνχζε λα ηε ρξεζηκνπνηήζεη, ζε ζπλδπαζκφ κε ηπρφλ 

αρξεζηκνπνίεηεο πνζφηεηεο ησλ δχν άιισλ πφξσλ, απμάλνληαο ηελ παξαγσγή ηεο θαη 

εθφζνλ ππάξρεη δήηεζε γηα απηήλ θαη ηα θέξδε ηεο. Τν Σρήκα 2.16 παξνπζηάδεη ηελ 

εθηθηή πεξηνρή ησλ ιχζεσλ φηαλ ε δηαζέζηκε πνζφηεηα ηνπ πξψηνπ πφξνπ είλαη 2200 

κνλάδεο. Όπσο παξαηεξνχκε, ε εθηθηή πεξηνρή είλαη ην ηεηξάπιεπξν A PNE . 

Απεηθνλίδνληαο ηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε θαη ηηο επζείεο ίζνπ θέξδνπο, 

 



δηαπηζηψλνπκε φηη ην βέιηηζην ζεκείν είλαη ε θνξπθή A . Τν ζεκείν απηφ είλαη ε ηνκή 

ησλ επζεηψλ 
1 22 4 1600x x   θαη 

1 0x   κε ζπληεηαγκέλεο (0,550). Ζ ηηκή ηεο 

αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο ζην ζεκείν απηφ είλαη ε εμήο:  

1 23 8 3 0 8 550 4400Z x x          (2.17) 

 

Σρήκα 2.16 

Μεηαβνιή ηεο εθηθηήο πεξηνρήο  

ιφγσ κεηαβνιήο ηνπ δεμηνχ κέινπο ηνπ πξψηνπ πεξηνξηζκνχ (
1

2200b  ) 

Οινθιεξψλνληαο ηελ ελφηεηα απηή, ζεκεηψλνπκε φηη, φπσο θαίλεηαη θαη απφ ην 

πξνεγνχκελν παξάδεηγκα, ε κε χπαξμε εθηθηήο ιχζεο ζε θάπνην πξφβιεκα νθείιεηαη 

θαηά θχξην ιφγν ζηνπο πεξηνξηζκνχο ηνπ. Καηά ζπλέπεηα, ζηηο πεξηπηψζεηο απηέο ε 

δηεξεχλεζε θαη ε αλαδήηεζε ησλ αηηηψλ πνπ πξνθαινχλ ην πξφβιεκα ζα πξέπεη λα 

επηθεληξσζεί ζηνπο πεξηνξηζκνχο θαη εηδηθφηεξα ζηνπο ηερλνινγηθνχο ζπληειεζηέο ησλ 

κεηαβιεηψλ θαη ζηηο ζηαζεξέο ησλ δεμηψλ κειψλ ηνπο. 

 

2.3.4 Με θξαγκέλν πξόβιεκα 

Σηελ παξαιιαγή απηή, ε δηαθνξνπνίεζε ζε ζρέζε κε ην αξρηθφ πξφβιεκα είλαη ε 

δηαγξαθή ησλ δχν πξψησλ πεξηνξηζκψλ δνκήο θαη ε πξνζζήθε ελφο λένπ, ηνπ 1 450x  . 

Έηζη ην αξρηθφ πξφβιεκα επαλαδηαηππψλεηαη σο εμήο:   

 



Μεγηζηνπνίεζε  ηεο ζπλάξηεζεο       (2.18) 

1 2

1

2

1 2

                           3 8

κε πεξηνξηζκνχο δνκήο:     

                            450

                            350

θαη πεξηνξηζκνχο κε αξλεηηθφηεηαο:

                            , 0

Z x x

x

x

x x

 







 

Ο πξψηνο πεξηνξηζκφο δνκήο αθνξά ηελ ειάρηζηε δήηεζε γηα ην πξψην πξντφλ, ελψ ν 

δεχηεξνο πεξηνξηζκφο αθνξά ηε δηαζεζηκφηεηα ηνπ πφξνπ πνπ απαηηείηαη γηα ηελ 

παξαγσγή ηνπ δεχηεξνπ πξντφληνο. Ζ γξαθηθή επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο, δειαδή ε 

γξαθηθή παξάζηαζε ησλ πεξηνξηζκψλ (ζπκπαγείο επζείεο) θαη ησλ επζεηψλ ίζνπ 

θέξδνπο, δειαδή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο γηα δηάθνξεο ηηκέο ηνπ Z  

(δηαθεθνκκέλεο επζείεο), εκθαλίδεηαη ζην Σρήκα 2.17. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σρήκα 2.17 

Γξαθηθή απεηθφληζε ησλ πεξηνξηζκψλ θαη ηεο εθηθηήο πεξηνρήο 

 

Όπσο θαίλεηαη απφ ην Σρήκα 2.17, ε εθηθηή πεξηνρή είλαη κε θξαγκέλε θαη, 

επνκέλσο, εθηείλεηαη πξνο ην άπεηξν. Δπηπιένλ, θαζψο ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε 

κεηαθηλείηαη πξνο ηα δεμηά, ε ηηκή ηεο απμάλεηαη ζπλερψο. Άξα, αλεμάξηεηα απφ ην πνηα 

είλαη ε ηξέρνπζα ηηκή πνπ ιακβάλεη ην Ε, ππάξρεη πάληνηε κία εθηθηή ιχζε πνπ κπνξεί 

λα ηνπ δψζεη κεγαιχηεξε ηηκή. Καηά ζπλέπεηα, έρνπκε έλα κε θξαγκέλν πξόβιεκα 

(unbounded problem) θαη ε ηηκή ηνπ Z ηείλεη ζην άπεηξν. 

Σπκπεξαζκαηηθά, ε χπαξμε κε θξαγκέλεο πεξηνρήο δελ απνηειεί πξφβιεκα. Απηφ 

άιισζηε θάλεθε θαη απφ ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ειαρηζηνπνίεζεο ζηελ ελφηεηα 

1.4.2, φπνπ ε εθηθηή πεξηνρή ήηαλ κε θξαγκέλε, αιιά ππήξρε βέιηηζηε ιχζε. Όηαλ, 

 



φκσο, φπσο ζηελ παξνχζα πεξίπησζε ηνπ πξνβιήκαηνο κεγηζηνπνίεζεο, ε χπαξμε κε 

θξαγκέλεο εθηθηήο πεξηνρήο νδεγεί ζε απεξηφξηζηε αχμεζε ηεο ηηκήο ηεο αληηθεηκεληθήο 

ζπλάξηεζεο, ηόηε έρνπκε κε θξαγκέλν πξόβιεκα. Τν ίδην ζπκβαίλεη θαη ζηελ 

πεξίπηωζε πξνβιήκαηνο ειαρηζηνπνίεζεο, όηαλ ε ύπαξμε κε θξαγκέλεο πεξηνρήο 

νδεγεί ζε απεξηόξηζηε κείωζε ηεο ηηκήο ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο. 

Οινθιεξψλνληαο ηελ ππνελφηεηα απηή, ζεκεηψλνπκε φηη έλα κε θξαγκέλν πξφβιεκα 

νθείιεηαη θαηά θχξην ιφγν ζε ινγηθφ ζθάικα θαηά ηε δεκηνπξγία ηνπ κνληέινπ. Δθφζνλ 

ην ζθάικα εληνπηζηεί, ην πξφβιεκα κπνξεί λα γίλεη επηιχζηκν, αλάινγα κε ηελ 

πεξίπησζε, κε ηελ αληηθαηάζηαζε ησλ εζθαικέλσλ πεξηνξηζκψλ, ηελ πξνζζήθε λέσλ 

πεξηνξηζκψλ, ηε κεηαβνιή ηεο θιίζεο ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο θαη ηε κεηαβνιή 

ηνπ θξηηεξίνπ απφδνζεο. 

Δλόηεηα 2.4  

Αλάιπζε επαηζζεζίαο ηεο ιύζεο  

 

2.4.1 Δηζαγωγή  

 

Σηελ ελφηεηα 1.3.2 αλαθεξζήθακε ζηηο βαζηθέο πξνυπνζέζεηο πνπ πξέπεη λα 

πιεξνχληαη έηζη ψζηε έλα πξφβιεκα λα κπνξεί λα εθθξαζηεί σο κνληέιν γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ. Μία απφ απηέο είλαη ε πξνϋπόζεζε ηεο βεβαηόηεηαο, ζχκθσλα κε 

ηελ νπνία νη ηηκέο φισλ ησλ παξακέηξσλ ηνπ πξνβιήκαηνο, δειαδή ησλ αληηθεηκεληθψλ 

ζπληειεζηψλ, ησλ ηερλνινγηθψλ ζπληειεζηψλ θαη ησλ δεμηψλ κειψλ ησλ πεξηνξηζκψλ, 

είλαη ζηαζεξέο θαη δηαηεξνχληαη ζην ρξνληθφ νξίδνληα ηνχ ππφ κειέηε πξνβιήκαηνο. 

Σηελ πξαγκαηηθφηεηα, φκσο, ε πξνυπφζεζε απηή είλαη πξαθηηθά αδχλαην λα ηζρχεη 

πιήξσο, θαζψο νη ηηκέο ησλ παξακέηξσλ απηψλ είλαη ζπλήζσο εθηηκήζεηο ή πξνβιέςεηο 

ησλ πξαγκαηηθψλ ηηκψλ πνπ εκπεξηέρνπλ ην ζθάικα εθηίκεζεο/πξφβιεςεο θαη, 

επηπιένλ, δελ παξακέλνπλ ζηαζεξέο δηαρξνληθά. Γηα παξάδεηγκα, ε δήηεζε ελφο 

πξντφληνο δελ είλαη πάληνηε γλσζηή νχηε ζηαζεξή θαη ην ίδην ηζρχεη γηα ηηο ηηκέο ησλ 

πξψησλ πιψλ ή ησλ ηειηθψλ πξντφλησλ. Γηα ην ιφγν απηφλ, είλαη πνιχ ζεκαληηθφ ε 

επίιπζε ελφο πξνβιήκαηνο θαη ν εληνπηζκφο ηεο βέιηηζηεο ιχζεο ηνπ λα αθνινπζνχληαη 

απφ ηελ αλάιπζε επαηζζεζίαο (sensitivity/postoptimality analysis) ηεο ιύζεο. Ζ 

αλάιπζε απηή δηεξεπλά ηηο κεηαβνιέο πνπ ζπκβαίλνπλ ζηε βέιηηζηε ιχζε ελφο 



πξνβιήκαηνο φηαλ ππάξρνπλ κηθξέο ή κεγαιχηεξεο κεηαβνιέο ζηηο ηηκέο ησλ 

παξακέηξσλ ηνπ. Γηεξεπλά, γηα παξάδεηγκα, πψο ζα κεηαβιεζεί ην ζπλνιηθφ θέξδνο κηαο 

επηρείξεζεο αλ ε ηηκή πψιεζεο ελφο απφ ηα πξντφληα ηεο απμεζεί θαηά θάπνην 

ζπγθεθξηκέλν πνζφ ή πνζνζηφ, ή ζε πνην δηάζηεκα κπνξεί λα θπκαίλεηαη ε ηηκή 

πψιεζεο ελφο άιινπ πξντφληνο ηεο ρσξίο λα κεηαβιεζεί ην βέιηηζην πξφγξακκα 

παξαγσγήο ηεο. 

Δίλαη πξνθαλέο φηη ηα ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηελ αλάιπζε επαηζζεζίαο 

ηεο ιχζεο ελφο πξνβιήκαηνο έρνπλ ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ γηα ηνπο δηνηθνχληεο  κηαλ 

επηρείξεζε, θαζψο ηνπο επηηξέπνπλ λα εληνπίδνπλ ηηο επαίζζεηεο παξακέηξνπο ηνπ 

πξνβιήκαηνο, ψζηε λα ηηο πξνζεγγίδνπλ κε κεγαιχηεξε πξνζνρή. 

Έλαο ηξφπνο πξνζέγγηζεο ηεο αλάιπζεο επαηζζεζίαο ηεο ιχζεο ελφο πξνβιήκαηνο 

είλαη ε ελζσκάησζε ζην κνληέιν πνπ ην εθθξάδεη ηεο κεηαβνιήο ηεο παξακέηξνπ πνπ 

ζέινπκε λα δηεξεπλήζνπκε θαη ε εθ λένπ επίιπζή ηνπ. Ζ πξνζέγγηζε απηή, φκσο, εθηφο 

ηνπ φηη είλαη εμαηξεηηθά ρξνλνβφξα, δελ δηεξεπλά ζηελ νπζία ην κεραληζκφ επεξεαζκνχ 

ηεο ιχζεο απφ ηε κεηαβνιή ηεο παξακέηξνπ, αιιά δίλεη κφλν ην ηειηθφ απνηέιεζκα. Γηα 

ην ιφγν απηφ, ζηελ παξνχζα ππνελφηεηα ζα παξνπζηάζνπκε κηα δηαθνξεηηθή 

πξνζέγγηζε ηεο αλάιπζεο επαηζζεζίαο ηεο ιχζεο ελφο πξνβιήκαηνο κέζσ ηεο γξαθηθήο 

επίιπζήο ηνπ, ε νπνία καο βνεζά λα θαηαλνήζνπκε απηφλ αθξηβψο ην κεραληζκφ 

επεξεαζκνχ ηεο ιχζεο ελφο πξνβιήκαηνο. Σπγθεθξηκέλα, ζα κειεηήζνπκε ηηο επηπηψζεηο 

πνπ επηθέξνπλ ζηε βέιηηζηε ιχζε θαη ζηελ ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο ελφο 

πξνβιήκαηνο νη κεηαβνιέο ζηνπο αληηθεηκεληθνχο ζπληειεζηέο θαη ζηα δεμηά κέιε ησλ 

πεξηνξηζκψλ. 

Μεηαβνιέο ζε θάπνηνλ αληηθεηκεληθό ζπληειεζηή επεξεάδνπλ ηελ θιίζε ηεο 

αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο, γεγνλφο πνπ κπνξεί λα νδεγήζεη ζε δηαθνξεηηθή επηινγή 

βέιηηζηεο θνξπθήο, δειαδή ζε κεηαβνιή ηεο βέιηηζηεο ιχζεο. Τν πξψην δεηνχκελν απφ 

ηελ αλάιπζε επαηζζεζίαο ηεο ιχζεο ζηελ πεξίπησζε απηή είλαη λα πξνζδηνξίζνπκε ην 

δηάζηεκα κέζα ζην νπνίν κπνξεί λα κεηαβάιιεηαη ε ηηκή ελφο αληηθεηκεληθνχ 

ζπληειεζηή, φηαλ νη ηηκέο φισλ ησλ άιισλ παξακέηξσλ παξακέλνπλ ζηαζεξέο, ψζηε λα 

κε κεηαβιεζεί ε βέιηηζηε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο. Τν δηάζηεκα απηφ νλνκάδεηαη εύξνο 

επαηζζεζίαο ηνπ αληηθεηκεληθνύ ζπληειεζηή (objective function coefficient sensitivity 



range). Πξνθαλψο, φζν κηθξφηεξν είλαη ην εχξνο απηφ, ηφζν πην επαίζζεηε ζεσξείηαη ε 

ιχζε ζε αιιαγέο ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ ζπληειεζηή. 

Μεηαβνιέο ζην δεμηό κέινο θάπνηνπ πεξηνξηζκνύ πξνθαινχλ παξάιιειε 

κεηαηφπηζε ηεο αληίζηνηρεο πεξηνξηζηηθήο επζείαο, είηε πξνο ηα δεμηά είηε πξνο ηα 

αξηζηεξά ηεο ηξέρνπζαο ζέζεο ηεο, γεγνλφο πνπ κπνξεί λα νδεγήζεη, αλάινγα θαη κε ην 

αλ ν πεξηνξηζκφο είλαη δεζκεπηηθφο, ή κε, ζε κεηαβνιή ηεο εθηθηήο πεξηνρήο θαη 

κεηαηφπηζε ηεο βέιηηζηεο θνξπθήο, δειαδή ηεο βέιηηζηεο ιχζεο. Τν πξψην δεηνχκελν 

απφ ηελ αλάιπζε επαηζζεζίαο ηεο ιχζεο ζηελ πεξίπησζε απηή είλαη λα πξνζδηνξίζνπκε 

ην δηάζηεκα κέζα ζην νπνίν κπνξεί λα κεηαβάιιεηαη ε ηηκή ηνπ δεμηνχ κέινπο ηνπ 

πεξηνξηζκνχ, φηαλ νη ηηκέο φισλ ησλ άιισλ παξακέηξσλ παξακέλνπλ ζηαζεξέο, ψζηε λα 

κε κεηαβιεζεί ε βέιηηζηε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο. Τν δηάζηεκα απηφ νλνκάδεηαη εύξνο 

επαηζζεζίαο ηνπ δεμηνύ κέινπο ηνπ πεξηνξηζκνύ (right hand side sensitivity range). 

Πξνθαλψο, φπσο θαη ζηελ πξνεγνχκελε πεξίπησζε, φζν κηθξφηεξν είλαη ην εχξνο απηφ, 

ηφζν πην επαίζζεηε ζεσξείηαη ε ιχζε ζε αιιαγέο ηνπ δεμηνχ κέινπο ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ 

πεξηνξηζκνχ. 

Οινθιεξψλνληαο ζεκεηψλνπκε φηη ζηελ ελφηεηα απηή ε αλάιπζε επαηζζεζίαο ζα 

πεξηνξηζζεί ζηελ πεξίπησζε πνπ θάζε θνξά κεηαβάιιεηαη ε ηηκή ηνπ αληηθεηκεληθνχ 

ζπληειεζηή κηαο κφλν κεηαβιεηήο ή ηνπ δεμηνχ κέινπο ελφο κφλνλ πεξηνξηζκνχ. Ζ 

δηεξεχλεζε ηεο πεξίπησζεο φπνπ κεηαβάιινληαη ηαπηφρξνλα νη ηηκέο πεξηζζνηέξσλ ηνπ 

ελφο αληηθεηκεληθψλ ζπληειεζηψλ ή δεμηψλ κειψλ πεξηνξηζκψλ, ζα εμεηαζζεί ζηελ 

ελφηεηα 3.5, φπνπ ζα επαλέιζνπκε ζην ζέκα ηεο αλάιπζεο επαηζζεζίαο, γηα λα ην 

κειεηήζνπκε ζην πιαίζην φρη πιένλ ηεο γξαθηθήο, αιιά ηεο καζεκαηηθήο επίιπζεο ελφο 

πξνβιήκαηνο. 

Όζα ζεσξεηηθά αλαθέξζεθαλ παξαπάλσ γηα ηελ αλάιπζε επαηζζεζίαο ηεο ιχζεο 

ελφο πξνβιήκαηνο ζα εθαξκνζηνχλ ζηε ζπλέρεηα ζε δχν πξνβιήκαηα γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ, εθ ησλ νπνίσλ ην έλα είλαη κεγηζηνπνίεζεο θαη ην άιιν 

ειαρηζηνπνίεζεο.  

 

 

 



2.4.2 Δθαξκνγή ζε πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο  

 

Ωο πξφβιεκα κεγηζηνπνίεζεο γηα ηελ εθαξκνγή ηεο αλάιπζεο επαηζζεζίαο ηεο ιχζεο 

πνπ παξνπζηάζηεθε ζηελ πξνεγνχκελε ππνελφηεηα ζα ρξεζηκνπνηεζεί ην πξφβιεκα πνπ 

δηαηππψζεθε θαη επηιχζεθε γξαθηθά ζηελ ππνελφηεηα 2.1.2. 

Σηελ παξνχζα ππνελφηεηα, εθαξκφδνληαο ηελ αλάιπζε επαηζζεζίαο, ζα 

δηεξεπλήζνπκε ηηο κεηαβνιέο πνπ επηθέξνπλ ζηε βέιηηζηε ιχζε θαη ζηελ ηηκή ηεο 

αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο νη κεηαβνιέο, αθελφο, ζηνπο αληηθεηκεληθνχο ζπληειεζηέο 

θαη, αθεηέξνπ, ζηα δεμηά κέιε ησλ πεξηνξηζκψλ ηνπ πξνβιήκαηνο. 

 

2.4.2.1 Μεηαβνιέο ζηνπο αληηθεηκεληθνύο ζπληειεζηέο  

 

Όπσο έρεη ήδε αλαθεξζεί, νη κεηαβνιέο ζε θάπνηνλ αληηθεηκεληθφ ζπληειεζηή 

επεξεάδνπλ ηελ θιίζε ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο θαη, θαηά ζπλέπεηα, ηε βέιηηζηε 

ιχζε. Τν δεηνχκελν εδψ είλαη λα πξνζδηνξηζηεί, γηα θάζε αληηθεηκεληθφ ζπληειεζηή, ην 

εχξνο ηεο επαηζζεζίαο ηνπ, δειαδή ην δηάζηεκα ζην νπνίν κπνξεί λα κεηαβάιιεηαη, φηαλ 

νη ηηκέο ησλ ππφινηπσλ παξακέηξσλ είλαη ζηαζεξέο, έηζη ψζηε λα κε κεηαβάιιεηαη ε 

βέιηηζηε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο.  

Σην  ζπγθεθξηκέλν πξφβιεκα, ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε εθθξάδεηαη απφ ηελ 

εμίζσζε:  

21 83 xxZ   ή Zxx  12 38  ή 
88

3
12

Z
xx     (2.19) 

Άξα ε θιίζε ηεο είλαη: 
3

8
    

Τν πξψην καο βήκα, ινηπφλ, είλαη λα πξνζδηνξίζνπκε ηα φξηα ηνπ δηαζηήκαηνο ζηα 

νπνία κπνξεί λα ιακβάλεη ηηκέο ε θιίζε ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο ρσξίο λα 

κεηαβάιιεηαη ε βέιηηζηε ιχζε.  

Σην Σρήκα 2.5 κε ηε γξαθηθή επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο πνπ παξνπζηάζηεθε ζηελ 

ππνελφηεηα 2.1.2, παξαηεξνχκε ηελ πεξηνρή ΟΔΘΖΓ ησλ εθηθηψλ ιχζεσλ θαη ηε 

βέιηηζηε θνξπθή Θ (100, 350), γηα ηελ νπνία ε ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο 

είλαη: 3100Z  . Τν επζχγξακκν ηκήκα ΛΜ, ην νπνίν εκθαλίδεηαη σο δηαθεθνκκέλν, 

παξηζηάλεη ηελ επζεία πνπ αληηζηνηρεί ζηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε γηα 3100.Z   



Οπνηαδήπνηε αιιαγή ζε θάπνηνλ απφ ηνπο δχν αληηθεηκεληθνχο ζπληειεζηέο 

επεξεάδεη ηελ θιίζε ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο, ε νπνία ηζνχηαη κε ην ιφγν, κε 

αξλεηηθφ πξφζεκν, ησλ δχν αληηθεηκεληθψλ ζπληειεζηψλ. Καηά ζπλέπεηα, γηα θάζε 

αιιαγή ζηνπο ζπληειεζηέο ηεο, ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε πεξηζηξέθεηαη, κε θέληξν ηε 

βέιηηζηε θνξπθή Θ, είηε θαηά ηε θνξά ησλ δεηθηψλ ηνπ ξνινγηνχ είηε θαηά ηελ αληίζεηε 

θνξά. 

Όηαλ θηλείηαη θαηά ηε θνξά ησλ δεηθηψλ ηνπ ξνινγηνχ (Σρήκα 2.18 (α)), ε θνξπθή Θ 

ζα ζπλερίζεη λα είλαη ε βέιηηζηε ιχζε κέρξη ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε λα ζπκπέζεη κε 

ην επζχγξακκν ηκήκα ΘΖ. Τν επζχγξακκν ηκήκα ΘΖ παξηζηάλεη ηελ επζεία:  

    1 22 4 1600x x   2 14 2 1600x x   
2 1

1
400

2
x x                   (2.20) 

ηεο νπνίαο ε θιίζε είλαη 
2

1
1  . Όηαλ ζπκβεί απηφ, ζα ππάξρνπλ άπεηξεο βέιηηζηεο  

ιχζεηο θαη ζπγθεθξηκέλα νη θνξπθέο Θ θαη Ζ θαζψο θαη φια ηα (άπεηξα) ζεκεία ηνπ 

επζχγξακκνπ ηκήκαηνο ΘΖ. Αλ ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ζπλερίζεη λα πεξηζηξέθεηαη 

κε ηελ ίδηα θνξά, ε θνξπθή Θ ζα πάςεη λα είλαη ε βέιηηζηε ιχζε θαη ηε ζέζε ηεο ζα 

ιάβεη ε θνξπθή Ζ (200,300). 

Αληίζηνηρα, φηαλ ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε θηλείηαη αληίζεηα πξνο ηε θνξά ησλ 

δεηθηψλ ηνπ ξνινγηνχ (Σρήκα 2.18 (β)), ε θνξπθή Θ ζα ζπλερίζεη λα είλαη ε βέιηηζηε 

ιχζε κέρξη ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε λα ζπκπέζεη κε ην επζχγξακκν ηκήκα ΔΘ. Τν  

επζχγξακκν ηκήκα ΔΘ παξηζηάλεη ηελ επζεία:  

                                     3502x  3500 21 xx  3500 12  xx                           (2.21) 

ηεο νπνίαο ε θιίζε είλαη 2 0.    

 



 

 

Σρήκα 2.18 

Μεηαβνιή ηεο βέιηηζηεο ιχζεο ιφγσ κεηαβνιήο ηεο θιίζεο ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο 

 

Όηαλ ζπκβεί απηφ, ζα ππάξρνπλ άπεηξεο βέιηηζηεο ιχζεηο θαη ζπγθεθξηκέλα  νη 

θνξπθέο Δ θαη Θ θαζψο θαη φια ηα (άπεηξα) ζεκεία ηνπ επζχγξακκνπ ηκήκαηνο ΔΘ. Αλ 

ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ζπλερίζεη λα πεξηζηξέθεηαη κε ηελ ίδηα θνξά, ε θνξπθή Θ ζα 

πάςεη λα είλαη ε βέιηηζηε ιχζε θαη ηε ζέζε ηεο ζα ιάβεη ε θνξπθή Δ (0,350). 

Με βάζε ηα παξαπάλσ, ζπλάγεηαη φηη, αλεμάξηεηα απφ ηελ πεγή πξνέιεπζεο ηεο 

κεηαβνιήο, φζν ε θιίζε ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο ιακβάλεη ηηκέο ζην δηάζηεκα [

1/ 2,0 ], δειαδή ζην δηάζηεκα πνπ νξίδεηαη απφ ηηο θιίζεηο ησλ επζεηψλ πνπ 

αληηζηνηρνχλ ζηνπο δχν δεζκεπηηθνχο πεξηνξηζκνχο, ηφηε ε ιχζε πνπ έρεη βξεζεί 

(θνξπθή Θ) ζα παξακέλεη ε βέιηηζηε, ελψ ζηα άθξα ηνπ δηαζηήκαηνο ζα ππάξρνπλ 

άπεηξεο ελαιιαθηηθέο βέιηηζηεο ιχζεηο. 

Έρνληαο πξνζδηνξίζεη ηα φξηα ηνπ δηαζηήκαηνο ζην νπνίν κπνξεί λα ιακβάλεη ηηκέο ε 

θιίζε ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο ρσξίο λα κεηαβάιιεηαη ε βέιηηζηε ιχζε, ζα 

πξνρσξήζνπκε ζηνλ πξνζδηνξηζκφ ηνπ εχξνπο επαηζζεζίαο γηα θάζε αληηθεηκεληθφ 

ζπληειεζηή, δειαδή ηνπ δηαζηήκαηνο ζην νπνίν κπνξεί λα θηλείηαη ρσξίο λα 

κεηαβάιιεηαη ε βέιηηζηε ιχζε. 

(α) 

 

(α) (β) 



Αξρίδνπκε απφ ηνλ αληηθεηκεληθφ ζπληειεζηή ηεο κεηαβιεηήο 1x , ηνλ νπνίν 

ζπκβνιίδνπκε κε 1c  θαη ηνπ νπνίνπ ε ηξέρνπζα ηηκή είλαη 31c . Σχκθσλα κε ηα 

παξαπάλσ, έρνπκε:  

1
0

2
    11

0
2 8

c
     11

0
2 8

c
  

10 4c    

δειαδή 1c   [0,4] 

Άξα, φηαλ ε ηηκή πψιεζεο 1c  ηνπ πξντφληνο 1  θηλείηαη ζην δηάζηεκα [0,4], ε 

θνξπθή Θ (100,350) παξακέλεη ε βέιηηζηε. Σηα άθξα ηνπ δηαζηήκαηνο απηνχ έρνπκε, 

εθηφο ηεο Θ, άπεηξεο βέιηηζηεο ελαιιαθηηθέο ιχζεηο ιφγσ ηεο ζχκπησζεο ηεο 

αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο κε ηηο δεζκεπηηθέο πεξηνξηζηηθέο επζείεο 3502x  θαη   

160042 21  xx  αληίζηνηρα. Αο ζεκεησζεί φηη, παξ’ φιν πνπ φηαλ ην 1c  θηλείηαη ζηo 

δηάζηεκα [0,4] ε βέιηηζηε ιχζε δελ κεηαβάιιεηαη, ε ηηκή Z  ηεο αληηθεηκεληθήο 

ζπλάξηεζεο, δειαδή ην ζπλνιηθφ θέξδνο ηεο επηρείξεζεο, κεηαβάιιεηαη, θαζψο 

εμαξηάηαη απφ ην 1c . Έηζη, γηα 1 2c  , έρνπκε: 2 100 8 350Z     , δειαδή 3000Z  , 

αληί 3100Z   πνπ είρακε γηα 1c  =3. 

Γλσξίδνληαο πιένλ ην εχξνο επαηζζεζίαο ηνπ ζπληειεζηή 1c , κπνξνχκε ελαιιαθηηθά 

λα πξνζδηνξίζνπκε, ηφζν ζε απφιπηνπο φξνπο ( 1c ) φζν θαη ζε πνζνζηφ ( 1c %), ην 

εχξνο ηεο απφθιηζεο απφ ηελ ηξέρνπζα ηηκή ηνπ 31c , γηα ην νπνίν ε βέιηηζηε ιχζε 

δελ κεηαβάιιεηαη. Πξνθαλψο, αθνχ 1c =3 θαη 10 4c  , έρνπκε: 13 1c    , δειαδή:  

1c [-3,1] ή 1100 (%) 33c    , δειαδή 1c (%) [-100,33]. 

Σπλνςίδνληαο ηα επξήκαηα γηα ην ζπληειεζηή 1c , έρνπκε:  

1 [0,4]c  , 1c [-3,1] θαη 1c (%) [-100,33]                           (2.22) 

Έρνληαο πξνζδηνξίζεη ηα παξαπάλσ δηαζηήκαηα, κπνξνχκε πιένλ, εχθνια θαη άκεζα, 

λα δηαπηζηψζνπκε αλ κεηαβάιιεηαη ε βέιηηζηε ιχζε φηαλ ν αληηθεηκεληθφο ζπληειεζηήο 

1c  ηεο κεηαβιεηήο 1x  απμεζεί ή κεησζεί θαηά έλα ζπγθεθξηκέλν πνζφ ή πνζνζηφ. Έηζη, 

αλ, γηα παξάδεηγκα, ν ζπληειεζηήο 1c  κεησζεί θαηά δχν κνλάδεο ( 1c = -2), ε βέιηηζηε 

ιχζε δελ κεηαβάιιεηαη, θαζψο ε κεηαβνιή απηή ζεκεηψλεηαη εληφο ηνπ δηαζηήκαηνο     

[-3,1] πνπ πξνζδηνξίζηεθε παξαπάλσ. Αληίζεηα, αλ ν ζπληειεζηήο 1c  απμεζεί θαηά 40% 



(
1c %=40), ηφηε ε βέιηηζηε ιχζε ζα κεηαβιεζεί, θαζψο ε κεηαβνιή απηή ζεκεηψλεηαη 

εθηφο ηνπ δηαζηήκαηνο [-100,33], πνπ επίζεο πξνζδηνξίζηεθε παξαπάλσ. 

Έρνληαο νινθιεξψζεη ηε δηεξεχλεζε γηα ηνλ αληηθεηκεληθφ ζπληειεζηή 1c  ηεο 

κεηαβιεηήο 1x , ζα πξνρσξήζνπκε ζηε δηεξεχλεζε ηνπ ζπληειεζηή ηεο κεηαβιεηήο 2x , 

ηνλ νπνίν ζπκβνιίδνπκε κε 2c  θαη ηνπ νπνίνπ ε ηξέρνπζα ηηκή είλαη: 82c . Σχκθσλα 

κε φζα έρνπλ αλαθεξζεί κέρξη ηψξα, γλσξίδνπκε φηη 
1

0
2

    ή 
2

1 3
0

2 c
     θαη, 

εξγαδφκελνη φπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ 1c , βξίζθνπκε ηειηθά φηη:  

        2 2 26,+ , -2,+  θαη % -25,+c c c                       (2.23)

 Με βάζε ηα παξαπάλσ, κπνξνχκε λα δηαπηζηψλνπκε, εχθνια θαη άκεζα, αλ 

κεηαβάιιεηαη ε βέιηηζηε ιχζε φηαλ ν ζπληειεζηήο 
2c  απμάλεηαη ή κεηψλεηαη θαηά 

θάπνην πνζφ ή πνζνζηφ. 

 

2.4.2.2 Μεηαβνιέο ζηα δεμηά κέιε ηωλ πεξηνξηζκώλ 

 

Όπσο έρεη ήδε αλαθεξζεί, κεηαβνιέο ζην δεμηφ κέινο θάπνηνπ πεξηνξηζκνχ 

πξνθαινχλ παξάιιειε κεηαηφπηζε ηεο αληίζηνηρεο πεξηνξηζηηθήο επζείαο, είηε πξνο ηα 

δεμηά είηε πξνο ηα αξηζηεξά ηεο ηξέρνπζαο ζέζεο ηεο, γεγνλφο πνπ κπνξεί λα νδεγήζεη, 

αλάινγα κε ην αλ ν πεξηνξηζκφο είλαη δεζκεπηηθφο, ή κε, ζε κεηαβνιή ηεο εθηθηήο 

πεξηνρήο θαη κεηαηφπηζε ηεο βέιηηζηεο θνξπθήο, δειαδή ηεο βέιηηζηεο ιχζεο. Τν 

δεηνχκελν εδψ είλαη λα πξνζδηνξηζηεί, γηα ην δεμηφ κέινο θάζε πεξηνξηζκνχ, ην εχξνο 

ηεο επαηζζεζίαο ηνπ, δειαδή ην δηάζηεκα ζην νπνίν κπνξεί λα κεηαβάιιεηαη ε ηηκή ηνπ, 

φηαλ νη ηηκέο ησλ ππφινηπσλ παξακέηξσλ είλαη ζηαζεξέο, έηζη ψζηε λα κε κεηαβάιιεηαη 

ε βέιηηζηε ιχζε. 

Σην Σρήκα 2.5 κε ηε γξαθηθή επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο, ην νπνίν παξνπζηάζηεθε 

ζηελ ππνελφηεηα 2.1.2, παξαηεξνχκε ηηο πεξηνξηζηηθέο επζείεο ΑΒ, ΓΓ θαη ΔΔ1, νη νπνίεο 

αληηζηνηρνχλ ζηνπο ηξεηο πεξηνξηζκνχο θαη πξνζδηνξίδνπλ ηελ πεξηνρή ησλ εθηθηψλ 

ιχζεσλ ΟΔΘΖΓ θαη ηε βέιηηζηε θνξπθή Θ (100,350), γηα ηελ νπνία ε ηηκή ηεο 

αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο είλαη: 3100Z  . Παξαηεξνχκε, επίζεο, φηη νη πεξηνξηζκνί 



πνπ αληηζηνηρνχλ ζηηο επζείεο  1 22 4 1600x x    θαη  1 2 350x   είλαη 

δεζκεπηηθνί, θαζψο πξνζδηνξίδνπλ ηε βέιηηζηε θνξπθή Θ. Αληίζεηα, ν πεξηνξηζκφο πνπ 

αληηζηνηρεί ζηελ επζεία  1 26 2 1800x x    δελ είλαη δεζκεπηηθφο, θαζψο δελ 

ζπκκεηέρεη ζηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο βέιηηζηεο θνξπθήο Θ.  

Δπεηδή ε επίδξαζε πνπ έρεη ζηε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο κία κεηαβνιή ζην δεμηφ κέινο 

ελφο πεξηνξηζκνχ δηαθέξεη αλάινγα κε ην αλ ν πεξηνξηζκφο ηνπ νπνίνπ ην δεμηφ κέινο  

κεηαβάιιεηαη είλαη δεζκεπηηθφο, ή κε, ζα εμεηάζνπκε αξρηθά ηελ πεξίπησζε ησλ 

δεζκεπηηθψλ πεξηνξηζκψλ θαη ζηε ζπλέρεηα ηνπ κε δεζκεπηηθνχ. 

Αξρίδνπκε κε ηνλ πξψην δεζκεπηηθφ πεξηνξηζκφ θαη ζπκβνιίδνπκε κε 1b  ην δεμηφ 

κέινο ηνπ. Ζ πεξηνξηζηηθή επζεία πνπ αληηζηνηρεί ζε απηφλ είλαη ε εμήο:  

1
1 2 1 2 1

1
2 4  

2 4

b
x x b x x           (2.24) 

Γηα ηελ ηξέρνπζα ηηκή ηνπ δεμηνχ κέινπο, ε αληίζηνηρε πεξηνξηζηηθή επζεία ζπκπίπηεη 

κε ην επζχγξακκν ηκήκα ΑΒ. Καζψο ην 1b  αξρίδεη λα κεηαβάιιεηαη, ε θιίζε ηεο 

πεξηνξηζηηθήο επζείαο παξακέλεη ζηαζεξή θαη ίζε κε -1/2, αθνχ δελ επεξεάδεηαη απφ ην 

1b , αιιά ζπγρξφλσο ε επζεία ΑΒ αξρίδεη λα κεηαηνπίδεηαη παξάιιεια είηε πξνο ηα δεμηά 

είηε πξνο ηα αξηζηεξά ηεο ηξέρνπζαο ζέζεο, αλάινγα κε ην αλ ην 1b  απμάλεηαη ή 

κεηψλεηαη. Καηά ηε κεηαηφπηζε απηή, ην ζεκείν Θ θηλείηαη πάλσ ζην επζχγξακκν ηκήκα  

ΔΝ.  

Καηά ηε κεηαθίλεζε ηνπ ζεκείνπ Θ πάλσ ζην ΔΝ, κεηαβάιινληαη νη ζπληεηαγκέλεο 

ηνπ, θαζψο θαη ην ζρήκα ηεο πεξηνρήο ησλ εθηθηψλ ιχζεσλ. Γηα ηελ αξηζηεξή αθξαία 

ζέζε ηνπ Θ, δειαδή φηαλ ην Θ ζπκπίπηεη κε ην Δ (0,350), ε πεξηνξηζηηθή επζεία έρεη 

κεηαηνπηζηεί ζηε ζέζε   θαη ε πεξηνρή ησλ εθηθηψλ ιχζεσλ είλαη ε   , αληί ηεο 

αξρηθήο ΟΔΘΖΓ (Σρήκα 2.19 ((α)).  

Αληίζηνηρα, γηα ηε δεμηά αθξαία ζέζε ηνπ Θ, δειαδή φηαλ ην Θ ζπκπίπηεη κε ην Ν 

(1100/6=183.33 , 350), ε πεξηνξηζηηθή επζεία έρεη κεηαηνπηζηεί ζηε ζέζε     θαη ε 

πεξηνρή ησλ εθηθηψλ ιχζεσλ είλαη ε ΟΔΝΓ (Σρήκα 2.19 (β)). 

Πάλησο, φζν ην ζεκείν Θ παξακέλεη ζην επζχγξακκν ηκήκα ΔΝ, εμαθνινπζεί λα 

είλαη ην βέιηηζην ζεκείν. Μφιηο φκσο βξεζεί έμσ απφ ην ηκήκα απηφ, είηε πξνο ηα δεμηά 

ηνπ Ν είηε πξνο ηα αξηζηεξά ηνπ Δ, ηφηε παχεη πιένλ λα είλαη ην βέιηηζην ζεκείν.   



Με βάζε ηα παξαπάλσ, είκαζηε πιένλ έηνηκνη λα πξνζδηνξίζνπκε ην εχξνο ηεο 

επαηζζεζίαο ηνπ 
1b . Πξνο ην ζθνπφ απηφλ, αληηθαζηζηνχκε ζηo αξηζηεξφ κέινο ηεο 

πεξηνξηζηηθήο επζείαο 
1 2 12 4x x b   ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ αθξαίσλ ζεκείσλ Δ θαη Ν 

θαη ππνινγίδνπκε ηηο αληίζηνηρεο ηηκέο ηνπ 1b . 

 

 

 

Σρήκα 2.19 

Μεηαβνιή ηεο εθηθηήο πεξηνρήο  

ιφγσ κεηαβνιήο ηνπ δεμηνχ κέινπο ηνπ πξψηνπ πεξηνξηζκνχ ( 1b ) 

 

Έηζη ζην ζεκείν Δ (0,350) έρνπκε 1b =1400. Αληίζηνηρα, ζην ζεκείν Ν (1100 6 , 350 ) 

έρνπκε 1 1766.67b  . Άξα, ην εχξνο ηεο επαηζζεζίαο ηνπ 1b  είλαη ην δηάζηεκα [1400 ,  

1766.67], δειαδή  1 1400,1766.67b  .  

Γλσξίδνληαο πιένλ ην εχξνο επαηζζεζίαο ηνπ πφξνπ 1b , κπνξνχκε ελαιιαθηηθά λα 

πξνζδηνξίζνπκε, ηφζν ζε απφιπηνπο φξνπο  1b φζν θαη ζε πνζνζηφ ( 1b %), ην εχξνο 

ηεο απφθιηζήο ηνπ απφ ηελ ηξέρνπζα ηηκή ηνπ 16001b , γηα ην νπνίν ε βέιηηζηε ιχζε 

δελ κεηαβάιιεηαη. Πξνθαλψο, αθνχ 16001b  θαη 11400 1766.67b  , έρνπκε:  

 1 1200 176.67      δειαδή     200,176.67b b        

 
1

12.5 % 11.1b     δειαδή    1 % 12.5,11.1b    

Σπλνςίδνληαο ηα επξήκαηα γηα ην ζπληειεζηή 1b , έρνπκε:  

(α) 

 
(α) (β) 



 1 1400 ,1766.67b  ,  1 200,176.67b    θαη    1 % 12.5,11.1b        (2.25) 

Έρνληαο πξνζδηνξίζεη ηα παξαπάλσ δηαζηήκαηα, κπνξνχκε πιένλ, εχθνια θαη άκεζα, 

λα δηαπηζηψζνπκε αλ κεηαβάιιεηαη ε βέιηηζηε ιχζε θαζψο θαη αλ θαη θαηά πφζν 

κεηαβάιινληαη νη ηηκέο ησλ κεηαβιεηψλ απφθαζεο θαη ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο, 

φηαλ ν πφξνο 1b  απμεζεί ή κεησζεί θαηά έλα ζπγθεθξηκέλν πφζν ή πνζνζηφ. Έηζη, αλ, 

γηα παξάδεηγκα, ην 1b  απμεζεί θαηά 100 κνλάδεο ( 1001b ), ε βέιηηζηε ιχζε 

παξακέλεη ην ζεκείν Θ, γηαηί ε κεηαβνιή απηή είλαη εληφο ηνπ δηαζηήκαηνο πνπ 

πξνζδηνξίζηεθε παξαπάλσ, αιιά νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ, δειαδή νη ηηκέο ησλ κεηαβιεηψλ 

απφθαζεο θαη ε ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο κεηαβάιινληαη.  

Αληίζεηα, αλ ν πφξνο 1b  κεησζεί θαηά 20%, ε βέιηηζηε ιχζε κεηαβάιιεηαη, θαζψο ε 

κεηαβνιή απηή ζεκεηψλεηαη εθηφο ηνπ δηαζηήκαηνο [-12.5,11.1], πνπ επίζεο 

πξνζδηνξίζηεθε παξαπάλσ. Σηελ πεξίπησζε απηή, πξέπεη λα εληνπίζνπκε ηε λέα 

βέιηηζηε ιχζε θαη ζηε ζπλέρεηα ηηο ηηκέο ησλ κεηαβιεηψλ απφθαζεο θαη ηεο 

αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο. 

Έρνληαο πξνζδηνξίζεη ην εχξνο ηεο επαηζζεζίαο ηνπ 1b , κπνξνχκε λα πξνρσξήζνπκε 

ζηνλ πξνζδηνξηζκφ ηνπ ξπζκνχ κεηαβνιήο ησλ 1 2,  θαη x x Z
 
φηαλ ην 1b  θηλείηαη εληφο ησλ 

νξίσλ ηεο επαηζζεζίαο ηνπ. 

Πξνθαλψο, θαζψο ε πξψηε πεξηνξηζηηθή επζεία κεηαηνπίδεηαη παξάιιεια, ε ζέζε 

ηνπ Θ κεηαβάιιεηαη, θαη ζε θάζε λέα ηνπ ζέζε νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ πξνθχπηνπλ απφ ηε 

ιχζε ηνπ ζπζηήκαηoο:  

1 2 1 22 4 1600  θαη 350x x b x      

Λχλνληαο ην ζχζηεκα απηφ, έρνπκε:  

1
1 2100 , 350

2

b
x x


                                              (2.26) 

Καηά ζπλέπεηα, ε ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο γίλεηαη:  

1
1 23 8 3 100 8 350

2

b
Z x x

 
      

 


1
2

3
3100 bZ                      (2.27) 

Οη ηξεηο παξαπάλσ ζρέζεηο εθθξάδνπλ ην ξπζκφ κεηαβνιήο ησλ δχν κεηαβιεηψλ 

απφθαζεο 1x  θαη 2x  θαη ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο Z, φηαλ ην δεμηφ κέινο ηνπ 

πξψηνπ πεξηνξηζκνχ θηλείηαη κέζα ζηα φξηα ηεο επαηζζεζίαο ηνπ. Όπσο θαίλεηαη, γηα 



θάζε κεηαβνιή ηνπ πξψηνπ πφξνπ θαηά 1b , ε ηηκή ηνπ 1x  κεηαβάιιεηαη θαηά 
1 2b , ε 

ηηκή ηνπ 2x  παξακέλεη ακεηάβιεηε θαη ε ηηκή ηνπ   κεηαβάιιεηαη θαηά 
13 2b . 

Δηδηθφηεξα, γηα θάζε αχμεζε ηνπ πφξνπ 
1b  θαηά 1 κνλάδα (

1 1b  ), ε ηηκή ηεο 

αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο απμάλεηαη θαηά 3 2  κνλάδεο. Ζ βειηίσζε ηεο 

αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο φηαλ ην δεμηφ κέινο ελφο πεξηνξηζκνχ απμεζεί θαηά κία 

κνλάδα, παξακέλνληαο φκσο κέζα ζην εχξνο ηεο επαηζζεζίαο ηνπ, δειαδή ε νξηαθή 

αμία (marginal value) κηαο κνλάδαο ηνπ αληίζηνηρνπ πφξνπ νλνκάδεηαη ζθηώδεο ηηκή 

(shadow price) ή δπϊθή ηηκή (dual price) ηνπ αληίζηνηρνπ πφξνπ. Άξα, ε ζθηψδεο ηηκή 

ηνπ πφξνπ 1b  είλαη 3 2 . Αο ζεκεησζεί φηη ε ζθηψδεο ηηκή ελφο πφξνπ παξακέλεη 

ζηαζεξή κέζα ζηα φξηα επαηζζεζίαο ηνπ, αιιά δελ ζπκβαίλεη ην ίδην έμσ απφ απηά.  

Έρνληαο νινθιεξψζεη ηε δηεξεχλεζε γηα ηνλ πξψην πεξηνξηζκφ, ζπλερίδνπκε κε ην 

δεχηεξν δεζκεπηηθφ πεξηνξηζκφ 2 350.x   Σπκβνιίδνπκε κε 3b  ην δεμηφ κέινο ηνπ, ηνπ 

νπνίνπ ε ηξέρνπζα ηηκή είλαη 3503b , ελψ ε πεξηνξηζηηθή επζεία πνπ αληηζηνηρεί ζε 

απηφ είλαη 32 bx  . 

Ζ επζεία απηή είλαη παξάιιειε πξνο ηνλ άμνλα 1x  θαη ηέκλεη ηνλ άμνλα 2x  ζην 

ζεκείν  30, b . Γηα ηελ ηξέρνπζα ηηκή ηνπ δεμηνχ κέινπο 3503b , ε πεξηνξηζηηθή απηή 

επζεία ζπκπίπηεη κε ην επζχγξακκν ηκήκα 1.EE  

Καζψο ην 3b  αξρίδεη λα κεηαβάιιεηαη, ε πεξηνξηζηηθή επζεία παξακέλεη παξάιιειε 

πξνο ηνλ άμνλα 1x , αιιά ζπγρξφλσο αξρίδεη λα κεηαηνπίδεηαη παξάιιεια, είηε πξνο ηα 

πάλσ είηε πξνο ηα θάησ ζε ζρέζε κε ηελ ηξέρνπζα ζέζε ηεο, αλάινγα κε ην αλ ην 3b  

απμάλεηαη ή κεηψλεηαη. Καηά ηε κεηαηφπηζε απηή, ην ζεκείν Θ θηλείηαη πάλσ ζην 

επζχγξακκν ηκήκα ΑΖ θαη, πξνθαλψο, κεηαβάιινληαη νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ αιιά θαη ην 

ζρήκα ηεο πεξηνρήο ησλ εθηθηψλ ιχζεσλ. Δλδεηθηηθά αλαθέξνπκε φηη, γηα ηελ αξηζηεξή 

αθξαία ζέζε ηνπ Θ, δειαδή φηαλ ην Θ ζπκπίπηεη κε ην Α  0, 400 , ε πεξηνξηζηηθή 

επζεία ΔΔ1 έρεη κεηαηνπηζηεί ζηε ζέζε 1A   (δειαδή ην Δ΄ ζπκπίπηεη κε ην Α), θαη ε 

πεξηνρή ησλ εθηθηψλ ιχζεσλ είλαη ε ΟΑΖΓ (Σρήκα 2.20 (α)). Αληίζηνηρα, γηα ηε δεμηά 

αθξαία ζέζε ηνπ Θ, δειαδή φηαλ ην Θ ζπκπίπηεη κε ην Ζ (200, 300), ε πεξηνξηζηηθή 

επζεία ΔΔ1 έρεη κεηαηνπηζηεί ζηε ζέζε 1
   , θαη ε πεξηνρή ησλ εθηθηψλ ιχζεσλ είλαη ε 



 

   (Σρήκα 2.20 (β)). Πάλησο, φζν ην Θ παξακέλεη ζην επζχγξακκν ηκήκα ΑΖ, 

εμαθνινπζεί λα είλαη ην βέιηηζην ζεκείν. Μφιηο φκσο βξεζεί έμσ απφ ην ηκήκα απηφ, 

είηε πξνο ηα δεμηά ηνπ Ζ είηε πξνο ηα αξηζηεξά ηνπ Α, ηφηε παχεη πιένλ λα είλαη ην 

βέιηηζην ζεκείν.   

Με βάζε ηα παξαπάλσ, είκαζηε πιένλ έηνηκνη λα πξνζδηνξίζνπκε ην εχξνο ηεο 

επαηζζεζίαο ηνπ 3b . Δξγαδφκελνη φπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ 1b , βξίζθνπκε φηη:  

       3 3 3300,400 , 50,50  θαη Γ % 14.29,14.29b b b        (2.28) 

 
 

                     

                                                     Σρήκα 2.20 

                                      Μεηαβνιή ηεο εθηθηήο πεξηνρήο 

            ιφγσ κεηαβνιήο ηνπ δεμηνχ κέινπο ηνπ ηξίηνπ πεξηνξηζκνχ ( 3b ) 

 

Μεηά ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηνπ εχξνπο ηεο επαηζζεζίαο ηνπ 3b , πξνρσξνχκε ζηνλ 

ππνινγηζκφ ηνπ ξπζκνχ κεηαβνιήο ησλ 1 2,  θαη x x Ζ  φηαλ ην 3b  θηλείηαη ζηα φξηα ηεο 

επαηζζεζίαο ηνπο. Δξγαδφκελνη φπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ 1b , βξίζθνπκε φηη: 
  
   

1 3 2 3 3100 2 , 350 , 3100 2x b x b Z b                                     (2.29) 

Όπσο θαίλεηαη, γηα θάζε κεηαβνιή ηνπ ηξίηνπ πφξνπ θαηά 3b , ε ηηκή ηνπ 1x  

κεηαβάιιεηαη θαηά - 32 b , ε ηηκή ηνπ 2x  κεηαβάιιεηαη θαηά 3b  θαη ε ηηκή ηνπ Z 

κεηαβάιιεηαη θαηά 32 b . Καηά ζπλέπεηα, ε ζθηώδεο ηηκή ηνπ πόξνπ 3b  είλαη 2.    

 

(α) (β) 



Αθνχ νινθιεξψζακε ηε δηεξεχλεζε ησλ δεζκεπηηθψλ πεξηνξηζκψλ, ζα 

πξνρσξήζνπκε ζηε δηεξεχλεζε ηνπ κε δεζκεπηηθνχ πεξηνξηζκνχ  180026 21  xx . 

Σπκβνιίδνπκε κε 2b  ην δεμηφ κέινο ηνπ, ηνπ νπνίνπ ε ηξέρνπζα ηηκή είλαη 2 1800.b   Ζ 

πεξηνξηζηηθή επζεία πνπ αληηζηνηρεί ζε απηφ είλαη:  

1 2 26 2x x b   2 1 22 6x x b    2 1 23 2x x b                          (2.30) 

Γηα ηελ ηξέρνπζα ηηκή ηνπ δεμηνχ κέινπο 2 1800,b   ε πεξηνξηζηηθή απηή επζεία 

ζπκπίπηεη κε ην επζχγξακκν ηκήκα ΓΓ. 

Καζψο ην 2b  αξρίδεη λα κεηαβάιιεηαη, ε θιίζε ηεο πεξηνξηζηηθήο επζείαο παξακέλεη 

ζηαζεξή θαη ίζε κε -3, αθνχ δελ εμαξηάηαη απφ ην 2b , αιιά ζπγρξφλσο ε επζεία αξρίδεη 

λα κεηαηνπίδεηαη παξάιιεια, είηε πξνο ηα δεμηά είηε πξνο ηα αξηζηεξά ηεο ηξέρνπζαο 

ζέζεο ηεο, αλάινγα κε ην αλ ην 2b  απμάλεηαη ή κεηψλεηαη. Καηά ηε κεηαηφπηζε απηή, ην 

ζεκείν Θ, δειαδή ε βέιηηζηε ιχζε, δελ κεηαθηλείηαη, θαζψο ε επζεία ΓΓ δελ κεηέρεη 

ζηνλ θαζνξηζκφ ηεο ζέζεο ηνπ.  

Όηαλ ην 2b  απμάλεηαη, ε εθηθηή πεξηνρή επεθηείλεηαη. Γηα παξάδεηγκα, αλ ε ΓΓ 

κεηαθηλεζεί ζηε ζέζε    , ε εθηθηή πεξηνρή γίλεηαη     (Σρήκα 2.21 (α)). Απηφ, 

φκσο, δελ έρεη θακία επίπησζε ζηε βέιηηζηε ιχζε, ε νπνία εμαθνινπζεί λα είλαη ην 

ζεκείν Θ, θαζψο ε πεξηνξηζηηθή επζεία ΓΓ δελ ζπκκεηέρεη ζηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο. Καηά 

ζπλέπεηα, ην αλψηεξν φξην ηνπ δηαζηήκαηνο επαηζζεζίαο ηνπ 2b  είλαη ην  . 

   

 

(β) (α) 



 

Σρήκα 2.21 
Μεηαβνιή ηεο εθηθηήο πεξηνρήο  

ιφγσ κεηαβνιήο ηνπ δεμηνχ κέινπο ηνπ δεχηεξνπ πεξηνξηζκνχ (
2b ) 

 

Αληίζεηα, φηαλ ην 2b  κεηψλεηαη, ε εθηθηή πεξηνρή ζπξξηθλψλεηαη. Απηφ δελ έρεη 

θακία επίπησζε ζηε βέιηηζηε ιχζε φζν ε κεηαθηλνχκελε επζεία ΓΓ παξακέλεη κε 

πεξηνξηζηηθή, δειαδή κέρξη λα θηάζεη ζηε ζέζε    , νπφηε θαη νη ηξεηο πεξηνξηζηηθέο 

επζείεο ηέκλνληαη ζην ζεκείν Θ (Σρήκα 2.21 (β)).  

Αληηθαζηζηψληαο ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ αθξαίνπ ζεκείνπ Θ (100, 350) ζην αξηζηεξφ 

κέινο ηεο πεξηνξηζηηθήο επζείαο 1 2 26 2x x b   έρνπκε:  

2 2 26 100 2 350 600 700 1300b b b          

Με βάζε ηα παξαπάλσ, πξνθχπηεη φηη:  

       2 2 21300, , 500,  θαη % 27.78,b b b           (2.31) 

Μεηά ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηνπ εχξνπο επαηζζεζίαο ηνπ , πξνρσξνχκε ζηνλ 

πξνζδηνξηζκφ ηνπ ξπζκνχ κεηαβνιήο ησλ 1 2,  θαη x x Ζ , φηαλ ην 2b  θηλείηαη ζηα φξηα ηεο 

επαηζζεζίαο ηνπ. Δξγαδφκελνη φπσο θαη ζηηο πεξηπηψζεηο ησλ 1 3θαηb b , παξαηεξνχκε 

φηη, φηαλ ε πεξηνξηζηηθή επζεία κεηαηνπίδεηαη αιιά ην 2b  δηαηεξείηαη ζηα φξηα ηεο 

επαηζζεζίαο ηνπ, ε ζέζε ηνπ Θ δελ κεηαβάιιεηαη θαη νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ παξακέλνπλ 

ζηαζεξέο. Καηά ζπλέπεηα, ν ξπζκφο κεηαβνιήο ησλ 1 2,  θαη x x Ζ  είλαη κεδεληθφο θαη, 

επηπιένλ, εθφζνλ ε ηηκή ηνπ Ε παξακέλεη ζηαζεξή, ε ζθηώδεο ηηκή ηνπ πόξνπ 2b  είλαη 

0.  

Οινθιεξψλνληαο ηελ ππνελφηεηα απηή, ζεκεηψλνπκε κηα ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηηο 

ραιαξέο κεηαβιεηέο ησλ πεξηνξηζκψλ κε ηηο ζθηψδεηο ηηκέο ησλ αληίζηνηρσλ πφξσλ. 

Όπσο πξνθχπηεη απφ φζα αλαθέξζεθαλ παξαπάλσ, φηαλ έλαο πεξηνξηζκφο είλαη 

δεζκεπηηθφο ε ζθηψδεο ηηκή ηνπ αληίζηνηρνπ πφξνπ είλαη κε κεδεληθή, αιιά παξάιιεια, 

φπσο γλσξίδνπκε απφ ηελ ππνελφηεηα 2.2.1, ε ραιαξή κεηαβιεηή πνπ αληηζηνηρεί ζε 

απηφλ είλαη κεδεληθή. Αληίζηνηρα, φηαλ ν πεξηνξηζκφο είκαη κε δεζκεπηηθφο, ε ζθηψδεο 

ηηκή ηνπ αληίζηνηρνπ πφξνπ είλαη κεδεληθή, αιιά ε ραιαξή κεηαβιεηή πνπ αληηζηνηρεί 

ζε απηφλ είλαη κε κεδεληθή. Καηά ζπλέπεηα, ζε θάζε πεξίπησζε ην γηλφκελν ηεο ραιαξήο 

2b

 

(α) 



κεηαβιεηήο ελφο πεξηνξηζκνχ επί ηε ζθηψδε ηηκή ηνπ αληίζηνηρνπ πφξνπ είλαη κεδεληθφ. 

Ζ ηδηφηεηα απηή νλνκάδεηαη ζπκπιεξωκαηηθή ραιαξόηεηα (complementary slackness). 

2.4.3 Δθαξκνγή ζε πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο  

 

Ωο πξφβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο, γηα ηελ εθαξκνγή ηεο αλάιπζεο επαηζζεζίαο πνπ 

παξνπζηάζηεθε ζε πξνεγνχκελε ππνελφηεηα, ζα ρξεζηκνπνηεζεί ην πξφβιεκα πνπ 

δηαηππψζεθε ζηελ ππνελφηεηα 1.4.2 θαη επηιχζεθε γξαθηθά ζηελ ππνελφηεηα 2.1.3.  

Σηελ παξνχζα ππνελφηεηα, εθαξκφδνληαο ηελ αλάιπζε επαηζζεζίαο, ζα 

δηεξεπλήζνπκε ηηο κεηαβνιέο πνπ επηθέξνπλ ζηε βέιηηζηε ιχζε θαη ζηελ ηηκή ηεο 

αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο νη κεηαβνιέο ζηνπο αληηθεηκεληθνχο ζπληειεζηέο θαη ζηα 

δεμηά κέιε ησλ πεξηνξηζκψλ ηνπ πξνβιήκαηνο. 

 

2.4.3.1 Μεηαβνιέο ζηνπο αληηθεηκεληθνύο ζπληειεζηέο  

 

Τν δεηνχκελν εδψ είλαη λα πξνζδηνξηζηεί, γηα θάζε αληηθεηκεληθφ ζπληειεζηή, ην 

εχξνο ηεο επαηζζεζίαο ηνπ, δειαδή ην δηάζηεκα ζην νπνίν κπνξεί λα κεηαβάιιεηαη, φηαλ 

νη ηηκέο ησλ ππφινηπσλ παξακέηξσλ είλαη ζηαζεξέο, έηζη ψζηε λα κε κεηαβάιιεηαη ε 

βέιηηζηε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 

Σην  ζπγθεθξηκέλν πξφβιεκα, ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε εθθξάδεηαη απφ ηελ 

εμίζσζε:  

  
1 2 2 1 2 1

3
150 250 250 150

5 250

Z
Z x x x x Z x x                        (2.32) 

Άξα ε θιίζε ηεο είλαη: 
3

.
5

    

Τν πξψην καο βήκα, ινηπφλ, είλαη λα πξνζδηνξίζνπκε ηα φξηα ηνπ δηαζηήκαηνο ζηα 

νπνία κπνξεί λα ιακβάλεη ηηκέο ε θιίζε ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο ρσξίο λα 

κεηαβάιιεηαη ε βέιηηζηε ιχζε.  

Δξγαδφκελνη θαηά ηα γλσζηά, βξίζθνπκε φηη, αλ ε θιίζε ηεο αληηθεηκεληθήο 

ζπλάξηεζεο ιακβάλεη ηηκέο ζην δηάζηεκα [-3/2, -1/5], δειαδή ζην δηάζηεκα πνπ 

νξίδεηαη απφ ηηο θιίζεηο ησλ επζεηψλ πνπ αληηζηνηρνχλ ζηνπο δχν δεζκεπηηθνχο 



πεξηνξηζκνχο, ηφηε ε ιχζε πνπ έρεη βξεζεί (θνξπθή Θ) ζα παξακέλεη ε βέιηηζηε, ελψ 

ζηα άθξα ηνπ δηαζηήκαηνο ζα ππάξρνπλ άπεηξεο ελαιιαθηηθέο βέιηηζηεο ιχζεηο. 

Έρνληαο πξνζδηνξίζεη ηα φξηα ηνπ δεηνχκελνπ δηαζηήκαηνο, ζην νπνίν κπνξεί λα 

ιακβάλεη ηηκέο ε θιίζε ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο ρσξίο λα κεηαβάιιεηαη ε 

βέιηηζηε ιχζε, ζα πξνρσξήζνπκε ζηνλ πξνζδηνξηζκφ ηνπ εχξνπο ηεο επαηζζεζίαο γηα 

θάζε αληηθεηκεληθφ ζπληειεζηή, δειαδή ηνπ δηαζηήκαηνο ζην νπνίν κπνξεί λα θηλείηαη 

ρσξίο λα κεηαβάιιεηαη ε βέιηηζηε ιχζε. 

Αξρίδνπκε απφ ηνλ αληηθεηκεληθφ ζπληειεζηή ηεο κεηαβιεηήο 1x , ηνλ νπνίν 

ζπκβνιίδνπκε κε 1c  θαη ηνπ νπνίνπ ε ηξέρνπζα ηηκή είλαη 1501c . Δξγαδφκελνη φπσο 

θαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ πξνβιήκαηνο κεγηζηνπνίεζεο, βξίζθνπκε φηη:  

       1 1 150,375 , 100,225  θαη % 66.67,150c c c                     (2.33) 

Αληίζηνηρα, γηα ην ζπληειεζηή 
2c , ηνπ νπνίνπ ε ηξέρνπζα ηηκή είλαη:

2 250c  , 

βξίζθνπκε φηη:  

       2 2 2100,750 , 150,500  θαη % 60,200c c c                     (2.34) 

Έρνληαο πξνζδηνξίζεη ηα παξαπάλσ δηαζηήκαηα, κπνξνχκε πιένλ λα δηαπηζηψλνπκε, 

εχθνια θαη άκεζα, αλ κεηαβάιιεηαη ε βέιηηζηε ιχζε φηαλ νη ζπληειεζηέο 1c  ή 2c  

αληίζηνηρα απμάλνληαη ή κεηψλνληαη θαηά θάπνην πνζφ ή πνζνζηφ. 

 

2.4.3.2 Μεηαβνιέο ζηα δεμηά κέιε ηωλ πεξηνξηζκώλ 

 

Τν δεηνχκελν εδψ είλαη λα πξνζδηνξηζηεί, γηα ην δεμηφ κέινο θάζε πεξηνξηζκνχ, ην 

εχξνο ηεο επαηζζεζίαο ηνπ, δειαδή ην δηάζηεκα ζην νπνίν κπνξεί λα κεηαβάιιεηαη ε 

ηηκή ηνπ, φηαλ νη ηηκέο ησλ ππφινηπσλ παξακέηξσλ είλαη ζηαζεξέο, έηζη ψζηε λα κε 

κεηαβάιιεηαη ε βέιηηζηε ιχζε. 

Αξρίδνπκε κε ηνλ πξψην δεζκεπηηθφ πεξηνξηζκφ θαη ζπκβνιίδνπκε κε 1b  ην δεμηφ 

κέινο ηνπ, ηνπ νπνίνπ ε ηξέρνπζα ηηκή είλαη: 1 1500b  .  

Δξγαδφκελνη θαηά ηα γλσζηά, βξίζθνπκε φηη:  

 1 720,2800b  ,  1 780,1300b      1θαη % 52,86.67b      (2.35) 



Σηε ζπλέρεηα, εξγαδφκελνη επίζεο φπσο ζηελ πεξίπησζε ηνπ πξνβιήκαηνο 

κεγηζηνπνίεζεο, βξίζθνπκε φηη ν ξπζκφο κεηαβνιήο ησλ δχν κεηαβιεηψλ απφθαζεο 

1 2 θαη xx  θαη ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο ,Z  φηαλ ην 
1b  θηλείηαη κέζα ζηα φξηα ηεο 

επαηζζεζίαο ηνπ, δίλεηαη απφ ηηο ζρέζεηο: 

1 1 1
1 2

5 50
30 , 30 , 12000

130 130 13

b b b
x x

  
                              (2.36) 

Όπσο θαίλεηαη, γηα θάζε κεηαβνιή ηνπ πξψηνπ πφξνπ θαηά 1b , ε ηηκή ηνπ 1x  

κεηαβάιιεηαη θαηά 
15 130b , ε ηηκή ηνπ 2x  κεηαβάιιεηαη θαηά 

1 130b  θαη ε ηηκή 

ηνπ Z κεηαβάιιεηαη θαηά 150 13b . 

Δηδηθφηεξα, γηα θάζε αχμεζε ηνπ πφξνπ 1b  θαηά 1 κνλάδα ( 1 1b  ), ε ηηκή ηεο 

αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο απμάλεηαη θαηά 50 13  κνλάδεο. Όπσο έρεη ήδε αλαθεξζεί, 

ζηελ πεξίπησζε ηνπ πξνβιήκαηνο κεγηζηνπνίεζεο, ε βειηίσζε ηεο αληηθεηκεληθήο 

ζπλάξηεζεο, φηαλ ην δεμηφ κέινο ελφο πεξηνξηζκνχ απμεζεί θαηά κία κνλάδα, 

παξακέλνληαο φκσο κέζα ζην εχξνο ηεο επαηζζεζίαο ηνπ, δειαδή ε νξηαθή αμία κηαο 

κνλάδαο ηνπ αληίζηνηρνπ πφξνπ νλνκάδεηαη ζθηώδεο ηηκή ή δπϊθή ηηκή ηνπ 

αληίζηνηρνπ πφξνπ. Άξα, ε ζθηψδεο ηηκή ηνπ πφξνπ 1b  είλαη 50 13 . Αο ζεκεησζεί φηη ε 

ζθηψδεο ηηκή ελφο πφξνπ παξακέλεη ζηαζεξή κέζα ζηα φξηα ηεο επαηζζεζίαο ηνπ, αιιά 

δελ ζπκβαίλεη ην ίδην έμσ απφ απηά. 

 Έρνληαο νινθιεξψζεη ηε δηεξεχλεζε γηα ηνλ πξψην πεξηνξηζκφ, ζπλερίδνπκε κε ην 

δεχηεξν δεζκεπηηθφ πεξηνξηζκφ 1 25 25 900x x  . Σπκβνιίδνπκε κε 2b  ην δεμηφ κέινο 

ηνπ, ηνπ νπνίνπ ε ηξέρνπζα ηηκή είλαη: 2 900b  .  

Δξγαδφκελνη θαηά ηα γλσζηά, βξίζθνπκε φηη:  

2

4100
683.33,1875

6
b

 
  

 
,  2 216.67,975b    θαη    2 % 24.11,108.33b    (2.37) 

Σηε ζπλέρεηα, εξγαδφκελνη φπσο ζηελ πεξίπησζε ηνπ πξνβιήκαηνο κεγηζηνπνίεζεο 

βξίζθνπκε φηη ν ξπζκφο κεηαβνιήο ησλ δχν κεηαβιεηψλ απφθαζεο 1 2 θαη x x θαη ηεο 

αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο Z , φηαλ ην 1b  θηλείηαη κέζα ζηα φξηα ηεο επαηζζεζίαο ηνπ, 

δίλεηαη απφ ηηο ζρέζεηο: 



2 2 2
1 2

4 6 450
30 ,  30 ,  1200

130 130 65

b b b
x x

  
          (2.38) 

Όπσο θαίλεηαη, γηα θάζε κεηαβνιή ηνπ ηξίηνπ πφξνπ θαηά 
2b , ε ηηκή ηνπ 

1x  

κεηαβάιιεηαη θαηά 24 130b  , ε ηηκή ηνπ Σθάικα! Τα αληηθείκελα δελ κπνξνύλ λα 

δεκηνπξγεζνύλ από ηελ επεμεξγαζία θωδηθώλ πεδίωλ. κεηαβάιιεηαη θαηά 
26 130b  θαη ε 

ηηκή ηνπ   κεηαβάιιεηαη θαηά 2450 65b . Άξα, ε ζθηψδεο ηηκή ηνπ πφξνπ 2b  είλαη 

450 65 .  

Αθνχ νινθιεξψζνπκε ηε δηεξεχλεζε ησλ δεζκεπηηθψλ πεξηνξηζκψλ, ζα 

πξνρσξήζνπκε ζηε δηεξεχλεζε ηνπ κε δεζκεπηηθνχ πεξηνξηζκνχ  210 200x  . 

Σπκβνιίδνπκε κε 3b  ην δεμηφ κέινο ηνπ, ηνπ νπνίνπ ε ηξέρνπζα ηηκή είλαη: 
3 200b  .  

Δξγαδφκελνη θαηά ηα γλσζηά, βξίζθνπκε φηη:  

 3 0,300b  ,  3 200,100b      3θαη % 100,50b      (2.39) 

Τέινο, εξγαδφκελνη φπσο θαη ζηελ αληίζηνηρε πεξίπησζε ηνπ πξνβιήκαηνο 

κεγηζηνπνίεζεο, δηαπηζηψλνπκε φηη, φηαλ ε πεξηνξηζηηθή επζεία κεηαηνπίδεηαη αιιά ην 

 δηαηεξείηαη ζηα φξηα ηεο επαηζζεζίαο ηνπ, ε ζέζε ηνπ Θ δελ κεηαβάιιεηαη θαη νη 

ζπληεηαγκέλεο ηνπ παξακέλνπλ ζηαζεξέο. Καηά ζπλέπεηα, ν ξπζκφο κεηαβνιήο ησλ  

1 2 θαη,x x Z  είλαη κεδεληθφο θαη, επηπιένλ, ε ζθηψδεο ηηκή ηνπ πφξνπ 3b  είλαη 0.  

Οινθιεξψλνληαο ηελ ππνελφηεηα απηή, νθείινπκε λα ζεκεηψζνπκε φηη 

επηβεβαηψλεηαη ε ζρέζε ηεο ζπκπιεξσκαηηθήο ραιαξφηεηαο πνπ —φπσο έρνπκε ήδε 

αλαθέξεη ζηελ πεξίπησζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο κεγηζηνπνίεζεο— ζπλδέεη ηηο ραιαξέο 

κεηαβιεηέο ησλ πεξηνξηζκψλ κε ηηο ζθηψδεηο ηηκέο ησλ αληίζηνηρσλ πφξσλ ηνπο. 

Πξάγκαηη, ζε θάζε πεξίπησζε ην γηλφκελν ηεο ραιαξήο κεηαβιεηήο ελφο πεξηνξηζκνχ 

επί ηε ζθηψδε ηηκή ηνπ αληίζηνηρνπ πφξνπ είλαη κεδεληθφ.  

 

2.4.4 Κόζηνο επθαηξίαο 

 

Πνιιέο θνξέο, θαηά ηελ επίιπζε ελφο πξνβιήκαηνο γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ, 

δηαπηζηψλεηαη φηη ε βέιηηζηε ιχζε ηνπ πεξηέρεη κεηαβιεηέο απφθαζεο 
jx  κε κεδεληθή 

3b



ηηκή ( 0jx  ). Ζ είζνδνο κηαο ηέηνηαο, κε βαζηθήο, κεηαβιεηήο ζηε βάζε θαη ε 

παξαγσγή κηαο κνλάδαο ηεο ζα επηβαξχλνπλ ηελ ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο 

θαηά έλα πνζφ πνπ νλνκάδεηαη θόζηνο επθαηξίαο (opportunity cost) ή κεηωκέλν θόζηνο 

(reduced cost). Με άιια ιόγηα, ην θόζηνο επθαηξίαο κηαο κε βαζηθήο κεηαβιεηήο 

είλαη ην πνζό θαηά ην νπνίν ζα επηβαξπλζεί ε ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο 

αλ ε κεηαβιεηή απηή θαηαζηεί βαζηθή θαη παξαρζεί κία κνλάδα ηεο. Ζ επηβάξπλζε 

απηή είλαη ε κείσζε ηεο ηηκήο ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο ζηελ πεξίπησζε ηεο 

κεγηζηνπνίεζεο θαη ε αχμεζε ηεο ηηκήο ηεο ζηελ πεξίπησζε ηεο ειαρηζηνπνίεζεο. Με 

βάζε ηα παξαπάλσ, γηα λα θαηαζηεί βαζηθή κηα κε βαζηθή κεηαβιεηή, ζα πξέπεη λα 

κεδεληζηεί ην θφζηνο επθαηξίαο ηεο. Ο απινχζηεξνο ηξφπνο γηα λα γίλεη απηφ είλαη λα 

κεηαβιεζεί ηζφπνζα ν αληηθεηκεληθφο ζπληειεζηήο ηεο. Γηα ην ιφγν απηφλ, πνιιέο θνξέο 

αλαθέξεηαη φηη ην θόζηνο επθαηξίαο κηαο κε βαζηθήο κεηαβιεηήο είλαη ε ηηκή θαηά 

ηελ νπνία ζα πξέπεη λα κεηαβιεζεί ν αληηθεηκεληθόο ζπληειεζηήο ηεο ώζηε λα 

θαηαζηεί βαζηθή. Πξνθαλψο, ην θφζηνο επθαηξίαο γηα ηηο βαζηθέο κεηαβιεηέο είλαη 

κεδεληθφ.  

Γεληθά, ην θφζηνο επθαηξίαο (ν
jc ) κηαο κε βαζηθήο κεηαβιεηήο 

jx  δίλεηαη απφ ηνλ 

αθφινπζν ηχπν:  

ν
jc =

1

n

j ij i

i

c a m


                                                    (2.40) 

φπνπ:  
jc   ν αληηθεηκεληθφο ζπληειεζηήο ηεο  

ija   ν ηερλνινγηθφο ζπληειεζηήο ηεο ζηνλ πεξηνξηζκφ i  

im   ε ζθηψδεο ηηκή ηνπ πεξηνξηζκνχ i 

 

Ζ ηηκή ηνπ θφζηνπο επθαηξίαο κηαο κε βαζηθήο κεηαβιεηήο κπνξεί λα είλαη ζεηηθή ή 

αξλεηηθή. Σηελ πξάμε, φκσο, αγλννχκε ην πξφζεκν ηνπ θφζηνπο επθαηξίαο ηεο 

κεηαβιεηήο θαη ζεσξνχκε ηελ απφιπηε ηηκή ηνπ, ε νπνία εθθξάδεη ηε βειηίσζε πνπ 

ρξεηάδεηαη ν αληηθεηκεληθφο ζπληειεζηήο ηεο γηα λα θαηαζηεί ε κεηαβιεηή απηή βαζηθή.  

Βειηίσζε ηνπ αληηθεηκεληθνχ ζπληειεζηή ζεσξείηαη εθείλε ε κεηαβνιή ηνπ πνπ απμάλεη 

ηελ ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο ζηελ πεξίπησζε ελφο πξνβιήκαηνο 

κεγηζηνπνίεζεο θαη ηε κεηψλεη ζηελ πεξίπησζε ελφο πξνβιήκαηνο ειαρηζηνπνίεζεο.  



Τα παθέηα ινγηζκηθνχ γηα ηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ 

πνπ ζα παξνπζηαζηνχλ ζην θεθάιαην 5 δίλνπλ ην θφζηνο επθαηξίαο γηα φιεο ηηο κε 

βαζηθέο κεηαβιεηέο κε κεδεληθή ηηκή ζηε βέιηηζηε ιχζε.  

  

 


