
30/3/2011

1

Ε�ιχειρησιακή ΈρευναΕ�ιχειρησιακή Έρευνα

Εργαστήριο Ποσοτικών Μεθόδων
Τµήµα ∆ιοίκησης Ε�ιχειρήσεων

Πανε�ιστήµιο Αιγαίου

Ε�ίλυση �.γ.�. µε τη µέθοδο SIMPLEX

ΠεριεχόµεναΠεριεχόµενα

Μέθοδος SIMLEX

� Κανονική & Τυ�ική Μορφή Προβλήµατος

� Πρόβληµα Μεγιστο�οίησης

� Πρόβληµα Ελαχιστο�οίησης

� Ειδικές Περι�τώσεις

� Ανάλυση Ευαισθησίας
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Μορφές ΠροβλήµατοςΜορφές Προβλήµατος
� Υ�άρχουν τρεις µορφές του µοντέλου ενός �ροβλήµατος  γραµµικού 
�ρογραµµατισµού και συγκεκριµένα η γενική µορφή (general form), η 
κανονική µορφή (canonical form) και η τυ�ική µορφή (standard form).

� Ένα �ρόβληµα γραµµικού 
ρογραµµατισµού µ�ορεί να εµφανιστεί µε µια 
�οικιλία διαφορετικών µορφών ως �ρος

◦ Το είδος της αντικειµενικής συνάρτησης (µεγιστο�οίηση ή ελαχιστο�οίηση)

◦ Τον τύ�ο των �εριορισµών δοµής 

◦ Το �εδίο ορισµού των µεταβλητών α�οφάσεων (µη αρνητικές µεταβλητές, 
µεταβλητές χωρίς �εριορισµό στο �ρόσηµο, άνω-κάτω φραγµένες µεταβλητές)

3

Γενική Μορφή �.γ.�.Γενική Μορφή �.γ.�.

4

Μεγιστο�οίηση/ Ελαχιστο�οίηση της 
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� Ορισµός: Ένα �.γ.�. είναι σε κανονική µορφή αν

◦ είναι �ρόβληµα µεγιστο�οίησης (ελαχιστο�οίησης)

◦ όλοι οι �εριορισµοί είναι ανισώσεις µε φορά ≤ (≥)

◦ όλες οι µεταβλητές είναι µη αρνητικές

Κανονική Μορφή Κανονική Μορφή �.γ.��.γ.�.. [[11]]
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Ελαχιστο�οίηση τηςΜεγιστο�οίηση της

Βασικοί Μετασχηµατισµοί για την Βασικοί Μετασχηµατισµοί για την 
µετατρο�ή ενός �.γ.� α�ό τη Γενική στην µετατρο�ή ενός �.γ.� α�ό τη Γενική στην 
Κανονική Μορφή [1]Κανονική Μορφή [1]

≥
≤

•Αλλαγή φοράς των �εριορισµών
Σε ορισµένες �ερι�τώσεις, κά�οιοι �εριορισµοί ενός �ροβλήµατος
έχουν φορά αντίθετη α�ό αυτή �ου α�αιτείται, δηλαδή είναι τύ�ου
στην �ερί�τωση της µεγιστο�οίησης και τύ�ου      στην �ερί�τωση 
της ελαχιστο�οίησης. Οι �εριορισµοί αυτοί �ολλα�λασιάζονται ε�ί
(-1), ο�ότε η φορά τους αντιστρέφεται

•Μετατρο�ή �εριορισµών ισότητας σε �εριορισµούς ανισότητας
Σε ορισµένες �ερι�τώσεις, κά�οιοι �εριορισµοί ενός �ροβλήµατος 
είναι εξισώσεις και όχι ανισότητες, ό�ως α�αιτείται. Κάθε 
�εριορισµός ισότητας 

αντικαθίσταται α�ό δύο �εριορισµούς ανισότητας, τύ�ου  
αντίστοιχα, οι ο�οίοι ισχύουν ταυτόχρονα 

Προφανώς, το σύστηµα των δύο αυτών ανισώσεων είναι ισοδύναµο 
µε την αρχική εξίσωση  
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Βασικοί Μετασχηµατισµοί για την Βασικοί Μετασχηµατισµοί για την 
µετατρο�ή ενός �.γ.� α�ό τη Γενική στην µετατρο�ή ενός �.γ.� α�ό τη Γενική στην 
Κανονική Μορφή [2] Κανονική Μορφή [2] 
•Μετατρο�ή αρνητικών µεταβλητών α�όφασης σε µη αρνητικές

Σε ορισµένες �ερι�τώσεις, κά�οιες µεταβλητές είναι αρνητικές, σε    
αντίθεση µε αυτό �ου α�αιτείται. Κάθε αρνητική µεταβλητή,            , 
αντικαθίσταται α�ό µια νέα                , η ο�οία είναι µη αρνητική ( ).

•Μετατρο�ή µεταβλητών α�όφασης χωρίς �εριορισµό ως �ρος το �ρόσηµο σε µη 
αρνητικές 

Σε ορισµένες �ερι�τώσεις, κά�οιες µεταβλητές α�όφασης σε αντίθεση µε 
αυτό �ου α�αιτείται, λαµβάνουν τιµές σε όλο τον άξονα των 
�ραγµατικών αριθµών. Κάθε τέτοια µεταβλητή (χωρίς �εριορισµό ως 
�ρος το �ρόσηµο)           δηλαδή                     αντικαθίσταται α�ό τη 
διαφορά δύο άλλων     και      ,οι ο�οίες είναι µη αρνητικές. Με άλλα 
λόγια,                      ό�ου             και
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Βασικοί Μετασχηµατισµοί για την Βασικοί Μετασχηµατισµοί για την 
µετατρο�ή ενός �.γ.� α�ό τη Γενική στην µετατρο�ή ενός �.γ.� α�ό τη Γενική στην 
Κανονική Μορφή [3] Κανονική Μορφή [3] 
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Τυ�ική Μορφή σε �ρόβληµα Τυ�ική Μορφή σε �ρόβληµα 
maxmax
�Μεγιστο�οίηση της συνάρτησης
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Τυ�ική Μορφή σε �ρόβληµα Τυ�ική Μορφή σε �ρόβληµα 
minmin
� Ελαχιστο�οίηση της συνάρτησης
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Αρχικός Πίνακας Αρχικός Πίνακας SimplexSimplex

11

Μέθοδος Μέθοδος SimplexSimplex-- ΦάσειςΦάσεις
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Πρόβληµα Μεγιστο�οίησηςΠρόβληµα Μεγιστο�οίησης

Μεγιστο�οίηση της συνάρτησης
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m χαλαρές µεταβλητές n µεταβλητές α�όφασης

Μοναδιαίος Πίνακας
Σχηµατίζεται α�ό τις 
χαλαρές µεταβλητές

Η φάση αυτή �εριλαµβάνει τα �αρακάτω τρία βήµατα:

◦ Εντο�ισµός των µεταβλητών �ου θα �εριλαµβάνονται στην 
αρχική λύση.

◦ ∆ηµιουργία του αρχικού Πίνακα Simplex.

◦ Προσδιορισµός της αρχικής λύσης.

Πως ξεκινάµε?Πως ξεκινάµε?
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Πως εντο�ίζω την αρχική λύση?? Πως εντο�ίζω την αρχική λύση?? 

Στο σύστηµα των �εριορισµών κάθε χαλαρή µεταβλητή εµφανίζεται 
σε µια µόνο εξίσωση µε συντελεστή µονάδα.

Πρακτικά σηµαίνει ότι µηδενίζοντας όλες τις µεταβλητές α�όφασης 
καθορίζονται αυτόµατα οι τιµές των χαλαρών µεταβλητών (κάθε 
µία α�ό αυτές �αίρνει την τιµή του δεύτερου µέλους της εξίσωσης 
στην ο�οία βρίσκεται). 

ΑΡΑ οι µεταβλητές �ου α�οτελούν την αρχική λύση είναι οι 
χαλαρές µεταβλητές .

Πως φτιάχνω τον Αρχικό Πίνακα Πως φτιάχνω τον Αρχικό Πίνακα SimplexSimplex?? ?? 
((Initial Simplex TableauInitial Simplex Tableau))

1 2 1 20 0 .... 0 0 0 .... 0 0n nZ c c c b b b Z= ⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅ → =

Η αρχική λύση 
α�ό τις χαλαρές 
µεταβλητές

Ο µοναδιαίος 
�ίνακας

α�ό τις χαλαρές 
µεταβλητές
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Βελτιώνεται η τρέχουσα λύση ???Βελτιώνεται η τρέχουσα λύση ???

Υ�άρχει έστω και µία µη βασική µεταβλητή, η είσοδοςείσοδος της ο�οίας στο 
σύνολο των βασικών µεταβλητών, µε ταυτόχρονη έξοδοέξοδο α�ό αυτό µιας 
ήδη βασικής µεταβλητής, θα βελτιώσει τη λύση �ου έχει 
�ροσδιορισθεί???????????

Η είσοδος είσοδος µιας νέας µεταβλητής στο σύνολο των βασικών θα ε�ηρεάσει 
την τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης

Τι σηµαίνει η είσοδος µιας νέας µεταβλητής??Τι σηµαίνει η είσοδος µιας νέας µεταβλητής??

1. Η θετική ε�ίδραση α�ό την είσοδο µιας νέας µεταβλητής οφείλεται 
στα έσοδα �ου θα �ροέλθουν α�ό την �ώληση των µονάδων της 
µεταβλητής αυτής �ου θα �αραχθούν.

2. Η αρνητική ε�ίδραση α�ό την είσοδο µιας νέας µεταβλητής 
οφείλεται στη χρήση �όρων για την �αραγωγή µονάδων της νέας 
µεταβλητής, οι ο�οίοι δεν θα είναι �λέον διαθέσιµοι για την 
�αραγωγή µονάδων των ήδη βασικών µεταβλητών, µε α�οτέλεσµα να 
µειωθεί η συνολική �αραγωγή τους και αντίστοιχα τα έσοδα α�ό την 
�ώλησή τους.

3. Η καθαρή συνεισφορά α�ό την είσοδο µιας νέας µεταβλητής θα είναι 
η διαφορά της αρνητικής α�ό τη θετική ε�ίδραση της, στα συνολικά 
έσοδα της ε�ιχείρησης
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Πως υ�ολογίζουµε τις ε�ιδράσεις??Πως υ�ολογίζουµε τις ε�ιδράσεις??

1. Θετική ε�ίδραση:
Η �αραγωγή µιας µονάδας α�ό τη νέα µεταβλητή θα α�οφέρει έσοδα 
ίσα µε τον αντικειµενικό συντελεστή της.

2. Αρνητική ε�ίδραση:
Η �αραγωγή µιας µονάδας α�ό τη νέα µεταβλητή θα µειώσει

Α. Κάθε διαθέσιµο �όρο για την �αραγωγή των ήδη �αραγόµενων 
�ροϊόντων και συνε�ώς τον όγκο �αραγωγής τους, κατά την 
�οσότητα του �όρου �ου α�αιτείται για την �αραγωγή µιας 
µονάδας του νέου �ροϊόντος, δηλαδή κατά την τιµή του 
τεχνολογικού συντελεστή της νέας µεταβλητής στον αντίστοιχο 
�εριορισµό.
Β. Τα έσοδα α�ό τη διάθεση των ήδη �αραγόµενων �ροϊόντων 
κατά το γινόµενο της µείωσης του όγκου �αραγωγής τους ε�ί 
την αντίστοιχή τιµή �ώλησης τους, δηλαδή την τιµή του 
αντικειµενικού συντελεστή τους

Πως υ�ολογίζουµε τις ε�ιδράσεις??Πως υ�ολογίζουµε τις ε�ιδράσεις??

3. Η καθαρή συνεισφορά
Για τον υ�ολογισµό της καθαρής συνεισφοράς µιας νέας µεταβλητής, 
αφαιρούµε την αρνητική ε�ίδραση της στα συνολικά έσοδα της 
ε�ιχείρησης α�ό την αντίστοιχη θετική.
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Τι θα γίνει αν στην αρχική λύση εισέλθει η Τι θα γίνει αν στην αρχική λύση εισέλθει η xx11????
ΑΠΛΑΑΠΛΑ

1. Η θετική ε�ίδραση α�ό την είσοδο της στη βάση, θα είναι η αύξηση των 
συνολικών εσόδων της ε�ιχείρησης κατά τον αντικειµενικό συντελεστή 
της 

2. Η αρνητική ε�ίδραση α�ό την είσοδο της στη βάση, θα είναι η µείωση 
του όγκου �αραγωγής κάθε µίας α�ό τις ήδη υ�άρχουσες βασικές 
µεταβλητές και η συνε�ακόλουθη µείωση των εσόδων α�ό την �ώληση 
τους

Συντελεστές ΑνταλλαγήςΣυντελεστές Ανταλλαγής
Η µείωση του όγκου �αραγωγής των βασικών µεταβλητών εκφράζει την 
ανταλλαγή (exchange) ή υ�οκατάσταση (substitution) �ου �ρέ�ει να 
γίνει στη χρήση �όρων, µεταξύ αυτών και της εισερχόµενης στη βάση µη 
βασικής µεταβλητής, η ο�οία θα α�ορροφήσει κά�οιους α�ό τους 
υ�άρχοντες �όρους για την �αραγωγή της. 

Για το λόγο αυτό οι τεχνολογικοί συντελεστές εκφράζουν τη µείωση του 
όγκου �αραγωγής των βασικών µεταβλητών, ονοµάζονται και 
συντελεστές ανταλλαγής ή υ�οκατάστασης (exchange / substitution 
coefficients).
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∆ιαφορική α�όδοση∆ιαφορική α�όδοση
Η καθαρή συνεισφορά, α�ό την είσοδο της µεταβλητής  στη βάση, είναι  
και εκφράζει τη καθαρή αύξηση ή µείωση �ου θα ε�ιφέρει στην τιµή της 
αντικειµενικής συνάρτησης, δηλαδή στα κέρδη της ε�ιχείρησης, η είσοδος 
της µεταβλητής  στο σύνολο των βασικών µεταβλητών και η �αραγωγή 
µιας µονάδας της.  Η καθαρή συνεισφορά ονοµάζεται και διαφορική 
α�όδοση της µεταβλητής . 

Η διαδικασία υ�ολογισµού των διαφορικών α�οδόσεων των µη βασικών 
µεταβλητών γίνεται µέσω του τύ�ου 

ό�ου
οι τεχνολογικοί συντελεστές

οι αντικειµενικοί συντελεστές των  µη βασικών µεταβλητών

οι αντικειµενικοί συντελεστές των  βασικών µεταβλητών 

*

*

1

1...

m

j j j j ij j
i

j m n

c z c a cδ
=
= +

= − = −∑

,  1... , 1...ija i m j n= =

,  1...jc j m=

*
, 1...

j
c j m n= +

…Back to Simplex tableau…Back to Simplex tableau

1 2 1 20 0 .... 0 0 0 .... 0 0n nZ c c c b b b Z= ⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅ → =

Η αρχική λύση 
α�ό τις χαλαρές 
µεταβλητές

Ο µοναδιαίος 
�ίνακας

α�ό τις χαλαρές 
µεταβλητές

Οι διαφορικές α�οδόσεις 
ως κριτήριο αριστότητας
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Κριτήριο βελτιστο�οίησης (optimality criterion) ή συνθήκη αριστότητας

(optimality condition) ή κριτήριο τερµατισµού (termination criterion)

Κριτήριο Βελτιστο�οίησηςΚριτήριο Βελτιστο�οίησης

≤

j

j j

1. Αν όλες οι µη βασικές µεταβλητές εµφανίζουν δ <0, τότε η λύση είναι ΒΕΛΤΙΣΤΗ

2. Αν όλες οι µη βασικές µεταβλητές εµφανίζουν δ 0 και τουλάχιστον µια δ = 0 τότε

    ο λύτης α�οφαζίζει

          να µην ε

. 

jισαχθεί µεταβλητή µε δ = 0 και η τρέχουσα λύση είναι η βέλτιστη

          να εισαχθεί και η διερεύνηση θα �ρέ�ει να συνεχιστεί µε την είσοδο στη βάση µιας

          νέας µεταβλητής  Η µεταβλητή �ου θα 

 

j

j

j

εισέλθει στη βάση είναι αυτή �ου έχει δ = 0

          αν υ�άρχει µόνο µία, ή µία αυθαίρετα ε�ιλεγµένη µεταξύ αυτών �ου έχουν δ = 0

3. Αν τουλάχιστον µία α�ό τις µη βασικές µεταβλητέςεµφανίζει  δ >0τότε η 

0
j

δ >

j

τρέχουσα λύση 

    δεν είναι η βέλτιστη 

    Ως  (entering variable) θα ε�ιλεγεί αυτή �ου έχει αν υ�άρχει µόνο µία,  

    ή αυτή µε το µεγαλύτερο  δ

         Ε�ι�λέον, στην �ερί�

εισερχόµενη µεταβλητή

τωση �ου η µέγιστη τιµή αντιστοιχεί σε �ερισσότερες α�ό µία µεταβλητές, 

        δηλαδή έχουµε ισοβαθµία εισερχόµενης µεταβλητής τότε ε�ιλέγεται µία α�ό αυτές . αυθαίρετα

Η µέθοδος Simplex βέβαια θα συγκλίνει στο ίδιο τελικό α�οτέλεσµα

� Βήµα 1ο: Εντο�ισµός της εισερχόµενης µη βασικής µεταβλητής.

◦ Ε�ειδή  δκ>δλ η µεταβλητή xκ θα είναι η νέα εισερχόµενη µη βασική µεταβλητή καθώς η 

είσοδος της στη βάση

◦ Η στήλη της  στον Πίνακα Simplex ονοµάζεται αξονική στήλη ή στήλη οδηγός

� Βήµα 2ο : Εντο�ισµός της εξερχόµενης βασικής µεταβλητής. 

◦ Κριτήριο για την ε�ιλογή, µεταξύ αυτών, της εξερχόµενης µεταβλητής, α�οτελούν οι τιµές 

στη στήλη «Πηλίκο» ό�ου το�οθετούνται οι λόγοι δηλαδή οι λόγοι των τιµών των 

�όρων ή των δεξιών µελών των �εριορισµών �ρος τους αντίστοιχους τεχνολογικούς 

συντελεστές 

Κριτήριο εφικτότητας (feasibility criterion) ή κανόνας ελάχιστου �ηλίκου (minimum 

ratio rule) ως εξερχόµενη βασική µεταβλητή ε�ιλέγεται αυτή �ου αντιστοιχεί στον 

µικρότερο θετικό λόγο.

Σε Ισοβαθµία εξερχόµενης µεταβλητής (leaving variable tie) ε�ιλέγεται και �άλι αυθαίρετα µία 

α�ό τις µεταβλητές �ου αντιστοιχούν στο ελάχιστο �ηλίκο ως εξερχόµενη. 

Υ�άρχει καλλίτερη λύση?Υ�άρχει καλλίτερη λύση?

1i i
b a
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…Back to Simplex tableau…Back to Simplex tableau

1 2 1 20 0 .... 0 0 0 .... 0 0n nZ c c c b b b Z= ⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅ → =

Η αρχική λύση 
α�ό τις χαλαρές 
µεταβλητές

Ο µοναδιαίος 
�ίνακας

α�ό τις χαλαρές 
µεταβλητές

Οι διαφορικές α�οδόσεις 
ως κριτήριο αριστότητας

Η �οσότητα της 
µεταβλητής  �ου θα 

µ�ορούσε να �αραχθεί, 
αν το σύνολο του 
αντίστοιχου �όρου 

χρησιµο�οιούνταν για το 
σκο�ό αυτό

� Βήµα 3ο: ∆ηµιουργία του νέου Πίνακα Simplex.

Σειρά  νέου Πίνακα Σειρά  νέου Πίνακα SimplexSimplex = Σειρά  �ροηγούµενου Πίνακα = Σειρά  �ροηγούµενου Πίνακα SimplexSimplex --
(Συντελεστής, στη σειρά  του �ροηγούµενου �ίνακα της εισερχόµενης στο νέο (Συντελεστής, στη σειρά  του �ροηγούµενου �ίνακα της εισερχόµενης στο νέο 
�ίνακα µεταβλητής) �ίνακα µεταβλητής) ×× (Σειρά του νέου �ίνακα �ου βρίσκεται στη θέση της (Σειρά του νέου �ίνακα �ου βρίσκεται στη θέση της 
αξονικής σειράς του �ροηγούµενου �ινάκα)αξονικής σειράς του �ροηγούµενου �ινάκα)

1
c

( ) ( )1 2 12 11 1 11 11 1 111
, ,...., ,0,1,....,0, 1, , ,....,1 ,0,....0,

m m mn m nm
a a a b a a a a a a b a− =

Η sm σειρα γίνεται
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� Οι τιµές των βασικών µεταβλητών οι ο�οίες σηµειώνονται στην 
�ρώτη στήλη του Πίνακα µε την ένδειξη «Βάση» ισούνται µε τις 
αντίστοιχες τιµές �ου εµφανίζονται στην �ροτελευταία στήλη του µε 
τη ένδειξη «∆εξιά µέλη».

Προσδιορισµός της νέας λύσης Προσδιορισµός της νέας λύσης 

1 21 1 1 1 1

1 2 2 1

11 1 11 11

0 .... 0 0 0 ( )m

n m

b a b a b b
Z c c c b b Z c

a a a a

   
= + ⋅ + + ⋅ + ⋅ − + + ⋅ − → =   

   
…

� Αρχική Βασική Εφικτή Λύση: Θέτουµε όλες τις n µεταβλητές ίσες µε
µηδέν και βρίσκουµε τις τιµές για τις χαλαρές

MMέθοδοςέθοδος Simplex Simplex /Μεγιστο�οίηση/Μεγιστο�οίηση

Maximization of

Subject to

and

1 2
Z = 3x + 8x

≤1 22x + 4x 1600

≤
1 2

6x + 2x 1800

≤
2

x 350

≥
1 2

x , x 0

Τυ�ικήΜορφή Προβλήµατος

Maximization of

Subject to

and

1 2 3
0 0 0s s s+ + +

1 2
Z = 3x + 8x

1 2 3
1 0 0s s s+ + + =1 22x + 4x 1600

1 2 3
0 1 0s s s+ + + =

1 2
6x + 2x 1800

1 2 3
 0  0  1  s s s+ + + =

2
x 350

1 2 3
, , ,s s s ≥

1 2
x , x 0
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Μη βασικές µεταβλητές: (x1=0,x2=0)

Βασικές Μεταβλητές(s1=1600,s2=1800,s3=350)

Αντικειµενική Συνάρτηση Z=0

Μέθοδος Μέθοδος Simplex : 1Simplex : 1stst tableautableau

ΒάσηΒάσηΒάσηΒάση Μεταβλητές

Αντικειµενικοί Συντελεστές Μεταβλητές
3 8 0 0 0

∆εξιό∆εξιό∆εξιό∆εξιό

µέλοςµέλοςµέλοςµέλος
Πηλίκο

x1 x2 s1
s2 s3

0 s1 2 4 1 0 0 1600

0 s2 6 2 0 1 0 1800

0 s3 0 1 0 0 1 350

Z=

Οι παραπάνω πληροφορίες  για το ποιες ειναι οι βασικές 

µεταβλητές φαίνονται στην Bασική στήλη ενώ οι τιµές 

τους  φαίνονται στην στήλη ∆εξιο Μέλος

Αυτή η λύση ειναι βέλτιστη?
Η αντικειµενική συνάρτηση Z=3x1+8x2 sείναι µηδέν, άρα η λύση µ�ορεί να
βελτιωθεί αυξάνοντας τις µονάδες �αραγωγής x1 ή x2.

Μέθοδος Μέθοδος Simplex : 1Simplex : 1stst tableautableau

Εισερχόµενη µεταβλητή 
είναι αυτή µε τη 
µεγαλύτερη διαφορική 
α�όδοση

Εξερχόµενη µεταβλητή: υ�ολογίζοντας τα µη αρνητικά �ηλίκα α�ό τα
στοιχεία της στήλης ∆εξιό Μέλος µε τους αντίστοιχους συντελεστές α�ό
τους �εριορισµούς �ου αντιστοιχούν στην στήλη της εισερχόµενης x2,
�ροσδιορίζουµε το µικρότερο �ηλίκο, το ο�οίο υ�οδυκνείει και την
εξερχόµενη µεταβλητή

(minimum)

Το ελάχιστο µη 

αρνητικό πηλίκο, 

µας υποδεικνύει την 

τρεχουσα βασική 

µεταβλητή s3 ως 

εξερχόµενη 

µεταβλητή της 

οποίας τη θέση θα 

πάρει η µεταβλητή 

x2

ΒάσηΒάσηΒάσηΒάση Μεταβλητές

Αντικειµενικόι 

Συντελστές
Μεταβλητές

3 8 0 0 0
∆εξιό ∆εξιό ∆εξιό ∆εξιό 

ΜέλοςΜέλοςΜέλοςΜέλος
Πηλίκο

x1 x2 s1
s2 s3

0 s1 2 4 1 0 0 1600 1600/4=400

0 s2 6 2 0 1 0 1800 1800/2=900

0 s3 0 1 0 0 1 350 350/1=350

zj
0 0 0 0 0

Z=0
cj-zj

3 8 0 0 0

.
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Μέθοδος Μέθοδος Simplex 2Simplex 2οο ΒήµαΒήµα
� Νεες µη βασικές Μεταβλητές: (x1,s3)

� Βασικές Μεταβλητές (s1,s2,x2)

� Η στήλη �ου αντιστοιχεί στην εισερχόµενη µεταβλητή ονοµάζεται αξονική στήλη,
ενώ η γραµµή �ου αντοστοιχεί στην εισερχόµενη µεταβλητή αξονική γραµµή. Η
τοµή της αξονικήσ στήλης και της αξονικής γραµµής δίνουν το αξονικό στοιχείο

ΒάσηΒάσηΒάσηΒάση Μεταβλητές

Αντικειµενικ

οί 

Συντελεστές

Μεταβλητέ

ς

3 8 0 0 0
∆εξιό∆εξιό∆εξιό∆εξιό

ΜέλοςΜέλοςΜέλοςΜέλος
Πηλίκο

x1 x2 s1
s2 s3

0 s1 2 4 1 0 0 1600 1600/4=400

0 s2 6 2 0 1 0 1800 1800/2=900

0 s3 0 1 0 0 1 350 350/1=350

zj
0 0 0 0 0

Z=0
cj-zj

3 8 0 0 0

(αξονική 

γραµµή)

(αξονική στήλη)

Αξονικό 

στοιχείο

ΜέθοδοςΜέθοδος Simplex Simplex 22οο ΒήµαΒήµα
Νεα Βασική Λύση

1. Αξονική γραµµή

a) Αντικαθιστούµε στη βάση την εξερχόµενη µεταβλητή µε την εισερχόµενη

b) Νεα αξονική Γραµµή=

Τρέχουσα αξονική γραµµή/αξονικό στοιχείο

2. Όλες οι υ�όλοι�ες γραµµές

Νέα γραµµή= (Τρέχουσα Γραµµή)-Αντίστοιχος συντελεστής �εριορισµών

της αξονικής στήλης )x(νέα αξονική γραµµή)

ΒάσηΒάσηΒάσηΒάση Μεταβλητές

Αντικειµενικ

οί 

Συντελεστές

Μεταβλητέ

ς

3 8 0 0 0
∆εξιό ∆εξιό ∆εξιό ∆εξιό 

ΜέλοςΜέλοςΜέλοςΜέλος
Πηλίκο

x1 x2 s1
s2 s3

0 s1 2 4 1 0 0 1600 1600/4=400

0 s2 6 2 0 1 0 1800 1800/2=900

0 s3 0 1 0 0 1 350 350/1=350

zj
0 0 0 0 0

Z=0
cj-zj

3 8 0 0 0

(αξονική 

γραµµή)

(αξονική στήλη)

Αξονικό 

στοιχείο
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� Αντικαθιστώ την s3 στη Βάση µε τη x2
◦ Νέα αξονική γραµµή x2=Τρέχουσα γραµµή της s3 /1

� Νέα γραµµή s1=Τρέχουσα γραµµή s1- (4) x νέα αξονική γραµµή x2

� Νέα γραµµή s2=Τρέχουσα Γραµµή s2-(2) x νέα αξονική γραµµή x2

� ∆ιαφορική α�όδοση

δ1=c1-z1 =3-(2*0+6*0+0*8)=3

δ2=c2-z2 =8-(0*0+0*0+1*8)=0

δ3=c3-z3 =0-(1*0+0*0+0*8)=0

δ4=c4-z4 =0-(0*0+1*0+0*8)=0

δ5=c5-z5 =0-(-4*0-2*0+1*8)=-8

Μέθοδος Μέθοδος Simplex Method: 2Simplex Method: 2ndnd tableautableau

( )0 1 0 0 1 350
, , , , , 0,1, 0, 0,1, 350

1 1 1 1 1 1

  = 
 

ΒάσηΒάσηΒάσηΒάση Μεταβλητές

Αντικειµενικ

οί 

Συντελεστές

Μεταβλητέ

ς

3 8 0 0 0 ∆εξιό Μέλος∆εξιό Μέλος∆εξιό Μέλος∆εξιό Μέλος Πηλίκο

x1 x2 s1
s2 s3

0 s1 2 0 1 0 -4 200 =200/2=100

0000 s2 6 0 0 1 -2 1100 1100/6

8 x2 0 1 0 0 1 350 IGNOREIGNOREIGNOREIGNORE

zj
0 8 0 0 8

Z=3*0+8*350=2800
cj-zj

3333 0000 0000 0000 ----8888

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
2, 4,1, 0, 0,1600 4 0,1, 0, 0,1, 350 2, 4,1, 0, 0,1600 0, 4, 0, 0, 4,1400

2 0, 4 4,1 0, 0 0, 0 4,1600 1400 2, 0,1, 0, 4, 200

− = − =

− − − − − − = −

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
6, 2, 0,1, 0,1800 2 0,1, 0, 0,1, 350 6, 2, 0,1, 0,1800 0, 2, 0, 0, 2, 700

6 0, 2 2, 0 0,1 0, 0 2,1800 700 6, 0, 0,1, 2,1100

− = − =

− − − − − − = −

Σύνθηκη Αριστότητας: Όλες οι διαφορετικές α�οδόσεις των µεταβλητών ειναι <=0.  

Μέθοδος Μέθοδος Simplex : 3Simplex : 3rdrd tableautableau

� Αντικαθιστώ την s1 στη Βάση µε τη x1
Νέα αξονική γραµµή x1=Τρέχουσα γραµµή s1 /2

� Νέα γραµµή s1=Τρέχουσα Γραµµή s1 -(2) x νέα αξονική γραµµή x1
� Νέα γραµµή s3=Τρέχουσα Γραµµή s3-(0) x νέα αξονική γραµµή x2

ΒάσηΒάσηΒάσηΒάση Μεταβλητές

Αντικειµενικοί 

Συντελεστές
Μεταβλητές

3 8 0 0 0 ∆εξιό∆εξιό∆εξιό∆εξιό ΜέλοςΜέλοςΜέλοςΜέλος Πηλίκο

x1 x2 s1
s2 s3

3 x1 1 0 1/2 0 -2 100

0000 s2
0000 0000 ----3333 1111 10101010 500500500500

8 x2 0 1 0 0 1 350

zj
3 8 3/2 0 2

Z=3*100+8*350=3100
cj-zj

0000 0000 ----3/23/23/23/2 0000 ----2222

2 0 1 0 4 200 1
, , , , , 1, 0, ,0, 2,100

2 2 2 2 2 2 2

   − = −   
   

ΟΙ βέλτιστες τιµές των 

µεταβλητών φαίναονται 

στη στήλη ∆εξιό Μέλος 

x1=100, x2=350 

Η τιµή της Z=3100
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ΠαράδειγµαΠαράδειγµα µε την εµε την ε--τεχνικήτεχνική

Ένας τρα�εζικός οργανισµός σχεδιάζει να ε�ενδύσει έως 100 εκατ. ευρώ σε
χορηγήσεις δανείων και σε αγορές οµολόγων. Η τρέχουσα α�όδοση των
χορηγούµενων δανείων και των υ�ό αγορά οµολόγων είναι 10% και 5%
αντίστοιχα ε�ί του �οσού της ε�ένδυσης. Αντίθετα, ο �ιστωτικός κίνδυνος
των χορηγούµενων δανείων είναι µεγαλύτερος α�ό τον αντίστοιχο της
αγοράς οµολόγων. Τέλος, µε βάση ιστορικά στοιχεία �ου τηρούνται, η
διοίκηση της τρά�εζας θεωρεί ότι για να ε�ιτευχθεί υψηλή α�όδοση της
ε�ένδυσης και �αράλληλα να �εριοριστεί ο �ιστωτικός κίνδυνος θα �ρέ�ει
το �οσό �ου θα ε�ενδυθεί στην αγορά των οµολόγων να µην είναι
µικρότερο του 1/3 του �οσού �ου θα ε�ενδυθεί στη χορήγηση των
δανείων και το σύνολο της ε�ένδυσης σε οµόλογα να µην υ�ερβαίνει τα 20
εκατ. ευρώ. Με βάση τα στοιχεία αυτά, να διατυ�ωθεί το µαθηµατικό
µοντέλο �ου �ροσδιορίζει το βέλτιστο ε�ενδυτικό σχέδιο �ου µεγιστο�οιεί
την α�όδοση του τρα�εζικού οργανισµού.

ΠαράδειγµαΠαράδειγµα µε την εµε την ε--τεχνικήτεχνική

Max

με περιορισμούς

1 2

1 2

1 2

2

     , 0      

 100 

3 0

         20

x x

x x

x x

x

≥

+ ≤

− ≤

≤

1 2
0.1 0.05Z x x= +
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ΠαράδειγµαΠαράδειγµα µε την εµε την ε--τεχνικήτεχνική

Πρόβληµα Ελαχιστο�οίησηςΠρόβληµα Ελαχιστο�οίησης

Τι διαφορά υ�άρχει σε σχέση µε το �ρόβληµα µεγιστο�οίησης??Τι διαφορά υ�άρχει σε σχέση µε το �ρόβληµα µεγιστο�οίησης??

Οι δύο διαφορο�οιήσεις αφορούν

1. τον εντο�ισµό των µεταβλητών �ου α�οτελούν την αρχική 
βασική εφικτή λύση και 

2. το κριτήριο βελτιστο�οίησης (κριτήριο τερµατισµού της 
διαδικασίας αναζήτησης µιας καλύτερης, α�ό την τρέχουσα, 
λύσης)
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Πρόβληµα Ελαχιστο�οίησηςΠρόβληµα Ελαχιστο�οίησης
m χαλαρές µεταβλητές n µεταβλητές α�όφασης

Ο Μοναδιαίος Πίνακας
∆ΕΝ σχηµατίζεται

Ελαχιστο�οίηση της συνάρτησης

1 1 2 2 1 2

11 1 12 2 1 1 2 1

21 1 22 2 2

                           .... 0 0 .... 0

µε περιορισµούς δοµής

                      ....   1  0 .... 0 

                      ....   

n n m

n n m

n n

Z c x c x c x e e e

a x a x a x e e e b

a x a x a x

= + + + + + + +

+ + + − + + + =

+ + + +
1 2 2

1 1 2 2 1 2

1 2 1 2

0  1 .... 0 

                         

                      ....   0  0 ....  1 

και περιορισµούς µη αρνητικότητας

                      0, 0,...., 0, 0,

m

m n mn n m m

n

e e e b

a x a x a x e e e b

x x x e e

− + + =

+ + + + + + − =

≥ ≥ ≥ ≥

�

0.... 0me≥ ≥

Κάθε �λεονασµατική µεταβλητή εµφανίζεται σε µία µόνο εξίσωση µε 
συντελεστή όχι µονάδα, ό�ως στην �ερί�τωση της µεγιστο�οίησης, αλλά (-1). 

Πως θα εντο�ίσω την αρχική λύση?? Πως θα εντο�ίσω την αρχική λύση?? 

Αρχική λύση?Αρχική λύση?

Μηδενίζοντας όλες οι µεταβλητές α�όφασης, καθορίζονται αυτόµατα 
οι τιµές των �λεονασµατικών µεταβλητών, καθώς κάθε µια α�’ αυτές 
�αίρνει την αντίθετη τιµή του δεύτερου µέλους της εξίσωσης στην 
ο�οία βρίσκεται (έχουν συντελεστή (-1)).

Η τιµή όµως αυτή είναι αρνητική, γεγονός �ου �αραβιάζει τη 
συνθήκη µη αρνητικότητας αλλά και δεν συνάδει µε το φυσικό νόηµα 
της µεταβλητής.

Για να ξε�εραστεί το �ρόβληµα των αρνητικών µεταβλητών αλλά και 
της έλλειψης του µοναδιαίου �ίνακα και να �ροχωρήσουµε στην 
αναζήτηση της αρχικής λύσης εισάγουµε στο µοντέλο 

τεχνητές µεταβλητές (artificial variables). 
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Τεχνητές ΜεταβλητέςΤεχνητές Μεταβλητές

� Σε κάθε �εριορισµό στον ο�οίο υ�άρχει �λεονασµατική µεταβλητή  
�ροσθέτουµε µία τεχνητή µεταβλητή       . 

� Οι µεταβλητές αυτές δε συνδέονται λογικά µε το �ρόβληµα

� Η ύ�αρξή τους µετά την ε�ίλυση του �ροβλήµατος στη βέλτιστη λύση, 
ΣΗΜΑΙΝΕΙ ότι το αρχικό �ρόβληµα δεν έχει εφικτή λύση. 

� Χρησιµο�οιούνται για τη δηµιουργία του αρχικού �ίνακα Simplex.

� Κάθε µία α�ό αυτές �ροστίθεται στην αντικειµενική συνάρτηση 
�ολλα�λασιασµένη µ’ έναν �ολύ µεγάλο θετικό συντελεστή Μ.

Ο συντελεστής αυτός εκφράζει τη µοναδιαία συνεισφορά της στην τιµή της αντικειµενικής 
συνάρτησης και µ�ορεί να θεωρηθεί ως �οινή για την είσοδο της στη βάση.

� Είναι �ροφανές ότι η ύ�αρξη τεχνητής µεταβλητής σ’ έναν �εριορισµό 
�ου είναι ήδη σε µορφή ισότητας έχει νόηµα µόνο αν η τεχνητή αυτή 
µεταβλητή έχει τιµή µηδέν στην βέλτιστη λύση. 

( )ie

( )ia

Πρόβληµα Ελαχιστο�οίησης µε ΜΠρόβληµα Ελαχιστο�οίησης µε Μ--µέθοδοµέθοδο

1 1 2 2 1 2 1 2

11 1 12 2 1 1 2 1 2 1

2

                        .... 0 0 .... 0 ....

µε περιορισµούς δοµής

                    .... 1 0 .... 0 1 0 ... 0 

                    

n n n m

n n m m

Z c x c x c x e e e a a a

a x a x a x e e e a a a b

a

= + + + + + + + +Μ +Μ + +Μ

+ + + − + + + + + + + =

1 1 22 2 2 1 2 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2

.... 0 1 .... 0 0 1 ... 0 

                                

                   .... 0 0 .... 1 0 1 ... 1 

και περιορισµούς µη αρνητικότητας

n m m

m m mn n m m m m

x a x a x e e e a a a b

a x a x a x e e e a a a b

+ + + + − + + + + + + =

+ + + + + + − + + + + =

�

1 1 1
                   0,...., 0, 0,  ....,  ,  0,  ....,  0

n m m
x x e e o a a≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥

Αρχική Λύση: Μηδενίζοντας όλες τις µεταβλητές α�όφασης και τις 
�λεονασµατικές µεταβλητές, καθορίζονται αυτόµατα οι τιµές των 
τεχνητών µεταβλητών καθώς κάθε µία α�’ αυτές �αίρνει τη θετική τιµή 
του δεύτερου µέλους της εξίσωσης στην ο�οία βρίσκεται. 
Οι µεταβλητές �ου α�οτελούν την αρχική λύση είναι οι τεχνητές 
µεταβλητές 1 2,  ,  ...,  ma a a
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Βελτιώνεται η τρέχουσα λύση ???Βελτιώνεται η τρέχουσα λύση ???

Υ�άρχει έστω και µία µη βασική µεταβλητή, η είσοδοςείσοδος της ο�οίας στο 
σύνολο των βασικών µεταβλητών, µε ταυτόχρονη έξοδοέξοδο α�ό αυτό µιας 
ήδη βασικής µεταβλητής, θα βελτιώσει τη λύση �ου έχει 
�ροσδιορισθεί???????????

Η είσοδος είσοδος µιας νέας µεταβλητής στο σύνολο των βασικών θα ε�ηρεάσει 
την τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης τόσο θετικά        όσο και 
αρνητικά 

� Η καθαρή µεταβολή στη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης α�ό την 
είσοδο στη βάση µιας νέας µεταβλητής, ονοµάζεται διαφορική α�όδοση

( )jc

( )
j

z

*

*

1

1...

m

j j j j ij j
i

j m n

c z c a cδ
=
= +

= − = −∑

,  1... , 1...
ij

a i m j n= =

,  1...
j

c j m=

*
, 1...

j
c j m n= +

Η λύση ε�ιδέχεται βελτίωση όταν υ�άρχουν αρνητικές διαφορικές 
α�οδόσεις

Κριτήριο Βελτιστο�οίησηςΚριτήριο Βελτιστο�οίησης

>

≥

j

j j

1. Αν όλες οι µη βασικές µεταβλητές εµφανίζουν δ 0, τότε η λύση είναι ΒΕΛΤΙΣΤΗ

2. Αν όλες οι µη βασικές µεταβλητές εµφανίζουν δ 0 και τουλάχιστον µια δ = 0 τότε

    ο λύτης α�οφαζίζει

          να µην ε

. 

jισαχθεί µεταβλητή µε δ = 0 και η τρέχουσα λύση είναι η βέλτιστη

          να εισαχθεί και η διερεύνηση θα �ρέ�ει να συνεχιστεί µε την είσοδο στη βάση µιας

          νέας µεταβλητής  Η µεταβλητή �ου θα 

 

j

j

j

εισέλθει στη βάση είναι αυτή �ου έχει δ = 0

          αν υ�άρχει µόνο µία, ή µία αυθαίρετα ε�ιλεγµένη µεταξύ αυτών �ου έχουν δ = 0

3. Αν τουλάχιστον µία α�ό τις µη βασικές µεταβλητέςεµφανίζει  δ <0τότε η 

0
j

δ <

j

τρέχουσα λύση 

    δεν είναι η βέλτιστη 

    Ως  (entering variable) θα ε�ιλεγεί αυτή �ου έχει αν υ�άρχει µόνο µία,  

    ή αυτή µε το µεγαλύτερο  σε α�όλυτη τιµή δ

         Ε�ι�

εισερχόµενη µεταβλητή

λέον, στην �ερί�τωση �ου η µέγιστη τιµή αντιστοιχεί σε �ερισσότερες α�ό µία µεταβλητές, 

        δηλαδή έχουµε ισοβαθµία εισερχόµενης µεταβλητής τότε ε�ιλέγεται µία α�ό αυτές . αυθαίρετα

Η µέθοδος Simplex βέβαια θα συγκλίνει στο ίδιο τελικό α�οτέλεσµα
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ΜΜ--µέθοδοςµέθοδος

ΜΜ--µέθοδοςµέθοδος
Μέθοδος του µεγάλου Μ (big M method) χρησιµο�οιείται κάθε φορά �ου 
δεν σχηµατίζεται ο µοναδιαίος �ίνακας. 

Εµφανίζεται σε:

�ροβλήµατα �ροβλήµατα maxmax

1. Πρόκειται για �ροβλήµατα εκφρασµένα στη γενική τους 
µορφή ό�ου υ�άρχουν και �εριορισµοί τύ�ου 

2. Η τεχνητή µεταβλητή αφαιρείται α�ό την αντικειµενική 
συνάρτηση �ολλα�λασιασµένη µε έναν �ολύ µεγάλο 
θετικό συντελεστή Μ. 

3. Ο συντελεστής αυτός εκφράζει τη µοναδιαία συνεισφορά 
της στην τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης και 
µ�ορεί να θεωρηθεί ως �οινή για την είσοδο της στη 
βάση.  

�ροβλήµατα �ροβλήµατα minmin

((ό,τιό,τι 
εριγράψαµε 
ριν)
εριγράψαµε 
ριν)

≥



30/3/2011

25

Μέθοδος Μέθοδος Simplex Simplex //Ελαχιστο�οίησηΕλαχιστο�οίηση
ΓΕΝΙΚΗ ΜΟΡΦΗ ΤΥΠΙΚΗ ΜΟΡΦΗ

Minimization of Minimization of 

Subject to Subject to

and and

Minimization of

Subject to

and

≥1 2x , x 0

1 2
Z = 150x + 250x

≥
1 2

30x + 20x 1500

≥1 25x + 25x 900

≥210x 200

≥
1 2

x , x 0

1 2 3
0 0e e e− + + =

1 2
30x + 20x 1500

1 2 30 1 0e e e+ − + =1 25x + 25x 900

1 2 3
0 0 1e e e+ + − =

2
10x 200

1 2 3
0 0 0e e e+ + +

1 2
Z = 150x + 250x

Α�ουσία µοναδιαίου

1 2 3 1 2 3
0 0 0e e e Ma Ma Ma+ + + + + +

1 2
Z = 150x + 250x

1 2 3 1 2 3
0 0 1 0 0e e e a a a− + + + + + =

1 2
30x + 20x 1500

1 2 3 1 2 30 1 0 0 1 0e e e a a a+ − + + + + =1 25x + 25x 900

1 2 3 1 2 30 0 1   0 0 1e e e a a a+ + − + + + =210x 200

1 2 3 1 2 3, , , , , ,e e e a a a ≥1 2x , x 0

Μοναδιαίος Πίνακας

11οο tableau Simplextableau Simplex

Η αρχική λύση α�οτελείται α�ό τις τεχνητές µεταβλητές

Είναι βέλτιστη η λύση???
ΌΧΙ αφού δ1 και δ2 είναι αρνητικά
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� Εισερχόµενη µεταβλητή είναι εκείνη µε την µικρότερη τιµή (ή η 
µεταβλητή  µε µεγαλύτερη α�όλυτη τιµή

δ1=c1-z1 =150-(30*M+5*M+0*M)=150-35M

δ2=c2-z2 =250-(20*M+25*M+10*M)=250-55M

δ3=c3-z3 =0- (-1*M+0*M+0*M)=0+M

δ4=c4-z4 = 0- (0*M-1*M+0*M)=0+M

δ5=c5-z5 =0- (0*M+0*M-1*M)=0+M

δ6=c6-z6 =M- (1*M+0*M+0*M)=0

δ7=c7-z7 =M- (0*M+1*M+0*M)=0

δ8=c8-z8 =M- (0*M+0*M+1*M)=0

� M →∞, δ2<δ1, εισερχόµενη µεταβλητή x2 και εξερχόµενη µεταβλητή a3

Μέθοδος Μέθοδος Simplex /Simplex /Ελαχιστο�οίησηΕλαχιστο�οίηση

Ποια µεταβλητή εισέρχεται? Ποια εξέρχεται?Ποια µεταβλητή εισέρχεται? Ποια εξέρχεται?

δ2<δ1 η µεταβλητή x2 θα είναι η νέα εισερχόµενη µεταβλητή καθώς ή 
είσοδος της στη βάση θα �ροκαλέσει τη µέγιστη δυνατή µείωση της τιµής 
της αντικειµενικής συνάρτησης

αξονική στήλη

0, 1, 0, 0, -1/10, 0, 0, 1, 20
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22οο tableau Simplextableau Simplex
Nέα αξονική γραµµή 0, 1, 0, 0, -1/10, 0, 0, 1/10, 20
Νέα 1η γραµµή: (30, 20, -1, 0, 0, 1, 0, 0, 1500)-20*(0, 1, 0, 0, -1/10, 0, 0, 1/10, 20)=

= (30-0, 20-20*1, -1-0, 0-0, 0-20*(-1/10), 1-0, 0-20*1/10, 1500-400)=
= (30, 0, -1, 0, 2, 1, -2, 1100)

Νεα 2η γραµµή: (5, 25, 0, -1, 0, 0, 1, 0, 900)-25*(0, 1, 0, 0, -1/10, 0, 0, 1/10, 20)=
=(5-0, 25-25, 0-0, -1-0, 0+25/10, 0-0, 1-0, 0-25*1/10, 900-500)=
=(5, 0, 0, -1, 2.5, 0, 1, -2.5, 400)

33οο tableau Simplextableau Simplex
Nέα αξονική γραµµή 1, 0, -1/30, 0, 1/15, 1/30, 0, -1/15, 1100/30
Νέα 2η γραµµή: 

(5, 0, 0, -1, 2.5, 0, 1, -2.5, 400)-5*(1, 0, -1/30, 0, 1/15, 1/30, 0, -1/15, 1100/30)                  
= (5-5, 0-0, 0+5/30, -1-0, 2.5-5*1/15, 0-1/30, 1-0, -2.5-5*(-1/15), 400-1100/30)=

= (0,0,+5/30,-1, 65/30, -1/30, 1, -65/30, 6500/30 )
Νεα 3η γραµµή: (0,1,0,0,-1/10, 0, 0, 1/10, 20)-0*0*(1, 0, -1/30, 0, 1/15, 1/30, 0, -1/15, 
1100/30)
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33οο tableau Simplextableau Simplex
5 65 60 65 5

5 15 10 10 2 , 'αρα15 5
30 30 30 30 30

65 35 10
15 5 20

30 30 3

65 95 155
15 15 30

30 30 30

M M M M M M

M M

M M

οχι

ναι

ναι

− < − ⇔ − < − ⇔ − < − − < −

− < − + ⇔ < Μ

− < − + ⇔ < Μ

44οο tableau Simplextableau Simplex

e3
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� Ειδικές Περι�τώσεις µε τη Μέθοδο 
Simplex

Πρόβληµα µεγιστο�οίησης µε τη ΜΠρόβληµα µεγιστο�οίησης µε τη Μ--
µέθοδοµέθοδο

1 2

1 2

2

1 2

1 2

1 2

max 50 40

3 5 150

           20

8 5 300

    50

, 0

Z x x

x x

x

x x

x x

x x

= +

+ ≤

≤

+ ≤

+ ≥

≥

1 2

1 2

2

1 2

1 2

1 2 3 1 1

1 2 3 1 1

1 2 3 1 1

1 2 3 1 1

1 2 3 1 1

max 50 40

3 5 150

           20

8 5 300

    50

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

Z x x

x x

x

x x

x x

s s s e Ma

s s s e a

s s s e a

s s s e a

s s s e a

= +

+

=

+ =

+

+ + + + −

+ + + + + =

+ + + + +

+ + + + +

+ + + − + =

Ε�ειδή δεν σχηµατίζεται ο Ι4 (λεί�ει η 4Ε�ειδή δεν σχηµατίζεται ο Ι4 (λεί�ει η 4ηη στήλη, εισάγουµε  την τεχνητή στήλη, εισάγουµε  την τεχνητή 
µεταβλητή α1 στον 4µεταβλητή α1 στον 4οο �εριορισµό)�εριορισµό)
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Πρόβληµα µεγιστο�οίησης µε τη ΜΠρόβληµα µεγιστο�οίησης µε τη Μ--
µέθοδοµέθοδο

Η βάση έχει τις χαλαρές 
και την τεχνητή µεταβλητή

22οο & 3o tableau Simplex& 3o tableau Simplex
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Πρόβληµα µε ά�ειρες λύσειςΠρόβληµα µε ά�ειρες λύσεις

Πρόβληµα µε ά�ειρες λύσειςΠρόβληµα µε ά�ειρες λύσεις
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Πρόβληµα χωρίς εφικτή λύσηΠρόβληµα χωρίς εφικτή λύση

Πρόβληµα χωρίς εφικτή λύσηΠρόβληµα χωρίς εφικτή λύση

8

0
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Μη φραγµένο �ρόβληµαΜη φραγµένο �ρόβληµα

Μη φραγµένο �ρόβληµαΜη φραγµένο �ρόβληµα
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Ανάλυση ΕυαισθησίαςΑνάλυση Ευαισθησίας

Μεταβολές στους αντικειµενικούς Μεταβολές στους αντικειµενικούς 
συντελεστές συντελεστές 

� Έστω ότι ο συντελεστής  µιας µεταβλητής α�όφασης , βασικής ή µη, 

µεταβάλλεται κατά   , ο�ότε ή νέα του τιµή είναι

� Για τη διερεύνηση των ε�ι�τώσεων της αλλαγής αυτής

◦ στη βέλτιστη λύση &

◦ στην  τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης

χρησιµο�οιούµε τον τελικό Πίνακα Simplex  ό�ου

(α) αντικαθιστούµε στην αντίστοιχη γραµµική αρχική τιµή του   
συντελεστή

(β) Υ�ολογίζουµε εκ νέου τα στοιχεία του τελικού Πίνακα Simplex �ου 
ε�ηρεάζονται α�ό την αλλαγή αυτή. 

j
c

j
x

jc∆

*j j jc c c= + ∆
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Μεταβολές στους αντικειµενικούς Μεταβολές στους αντικειµενικούς 
συντελεστές συντελεστές 

Αν η µεταβλητή είναι βασικήβασική τότε α�ό την αλλαγή του συντελεστή της ε�ηρεάζονται

τα στοιχεία της σειράς           για την      ΚΑΙ τις µη βασικές µεταβλητές

τα στοιχεία της σειράς                για τις µη βασικές µεταβλητές

η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης

Αν η µεταβλητή είναι ΜΗΜΗ βασικήβασική τότε α�ό την αλλαγή του συντελεστή της 

ε�ηρεάζεται

µόνο το στοιχείο της σειράς για τη µεταβλητή αυτή.

Στη συνέχεια α    ανάλογα µε το 
�ρόβληµα �ου ε�ιλύουµε

j
x" "

j
z

" "
j j

c z−

Z

" "
j j

c z−

εφαρµόζουµε το κριτήριο αριστότητας 

ΠαράδειγµαΠαράδειγµα-- Μεταβολή Αντικειµενικοί Μεταβολή Αντικειµενικοί 
ΣυντελεστέςΣυντελεστές
Μεταβάλλουµε το συντελεστή 

* *

1 1 1 1 1 1 1
3    3c c c c c c c= →∆ = + ∆ ⇔ = +∆
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Η �ροσδιορισθείσα λύση θα �αραµένει βέλτιστη αν οι νέες διαφορετικές 
α�οδόσεις είναι µη θετικές, δηλαδή

Σηµειώνεται ότι όσο το       , δηλαδή η εκάστοτε µεταβολή του αντικειµενικού 
συντελεστή  της , �αραµένει στο διάστηµα [-3 , 1] , η τιµή της αντικειµενικής 
συνάρτησης µεταβάλλεται και δίνεται α�ό τον τύ�ο

3
0δ ≤ 5

0δ ≤

3 1 1 1 1

5 1 1 1

3 1 1 3 1 3
0 0 3

2 2 2 2 2 2

0 2 2 0 2 2 1

c c c c

c c c

δ

δ

≤ → − − ∆ ≤ → − ∆ ≤ → ∆ ≥ − → ∆ ≥ −

≤ → − + ∆ ≤ → ∆ ≤ →∆ ≤

1
3 1c− ≤ ∆ ≤

1
c∆

1 1 2 1 2 3 1 2 1 1 1
(3 ) 8 0 0 0 3 8 ( ) 3100 100Z c x x s s s x x c x c

Z

∗ = + ∆ + + + + = + + ∆ = + ∆
�����

ΠαράδειγµαΠαράδειγµα-- Μεταβολή Αντικειµενικοί Μεταβολή Αντικειµενικοί 
ΣυντελεστέςΣυντελεστές--ΒΑΣΙΚΗ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΒΑΣΙΚΗ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗ

ΠαράδειγµαΠαράδειγµα-- Μεταβολή Αντικειµενικοί Μεταβολή Αντικειµενικοί 
Συντελεστές ΜΗ ΒΑΣΙΚΗ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣυντελεστές ΜΗ ΒΑΣΙΚΗ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗ

*

3 3 3 3
0    0c c c c= →∆ = + ∆

*

3 3 3 3

3 3 3
0 0 [ , ]

2 2 2
c c c c∆ − ≤ ⇔ ∆ ≤ ⇔ = + ∆ ∈ −∞
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Ταυτόχρονη µεταβολή αντικειµενικών Ταυτόχρονη µεταβολή αντικειµενικών 
συντελεστώνσυντελεστών
Περί�τωση 1η:
Όλοι οι µεταβαλλόµενοι αντικειµενικοί συντέλεσες αφορούν ΜΗ ΒΑΣΙΚΕΣ ΜΗ ΒΑΣΙΚΕΣ 

ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ 
Η τρέχουσα λύση 

�αραµένει βέλτιστη αν η µεταβολή της τιµής κάθε �εριορισµού 
εµ�ί�τει στα όρια ευαισθησίας της. 
�αύει να είναι βέλτιστη αν η τιµή ενός τουλάχιστον α�ό τους 
αντικειµενικούς συντελεστές είναι εκτός των  ορίων ευαισθησίας του

Περί�τωση 2η

Ένας τουλάχιστον α�ό αυτούς τους αντικειµενικούς συντελεστές αφορά 
ΒΑΣΙΚΗ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΒΑΣΙΚΗ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗ.

Εδώ εφαρµόζουµε τον κανόνα του �οσοστού 100%

Για όλους τους αντικειµενικούς συντελεστές της συνάρτησης �ου µεταβάλλονται,
αθροίζουµε το �οσοστό µεταβολής και το συγκρίνουµε µε το ε�ιτρε�όµενο. Αν το
άθροισµα αυτό δεν υ�ερβαίνει το 100%, τότε η τρέχουσα λύση �αραµένει η
βέλτιστη, µε διαφορετική φυσικά τιµή για την αντικειµενική συνάρτηση. Στην
αντίθετη �ερί�τωση, η τρέχουσα λύση �αύει να είναι η βέλτιστη λύση.

Ταυτόχρονη µεταβολή αντικειµενικών Ταυτόχρονη µεταβολή αντικειµενικών 
συντελεστώνσυντελεστών
Έστω ότι µεταβάλλονται ταυτόχρονα c1 και c2

Συγκεκριµένα  έχουµε αύξηση c1 κατά 0.2 µονάδες και µείωση c2 κατά 1.5 µονάδα

τότε

Ε�ειδή η ε�ιτρε�όµενη αύξηση για τον συντελεστή της �ρώτης 
µεταβλητής είναι µέχρι 1 µονάδα η αύξηση κατά 0.2 
αντι�ροσω�εύει ένα �οσοστό [0.2/1]*100%=20% της συνολικής 
ε�ιτρε�όµενης αύξησης

Ε�ειδή η ε�ιτρε�όµενη µείωση για τον συντελεστή της δεύτερης 
µεταβλητής είναι µέχρι 2 µονάδες η µείωση κατά 1,5 µονάδα 
αντι�ροσω�εύει ένα �οσοστό [1,5/2]*100%=75% της συνολικής 
ε�ιτρε�όµενης αύξησης

ΑΡΑ η ΒΕΛΤΙΣΗ ΛΥΣΗ ΠΑΡΑΜΕΝΕΙ

[ ]2
2,c∆ ∈ − +∞

1
3 1c− ≤ ∆ ≤

Το συνολικό �οσοστό µεταβολής σε σχέση µε το ε�ιτρε�όµενο είναι 
20%+75%=95% �ου είναι µικρότερο του 100%. 
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Ταυτόχρονη µεταβολή αντικειµενικών Ταυτόχρονη µεταβολή αντικειµενικών 
συντελεστώνσυντελεστών
Έστω ότι µεταβάλλονται ταυτόχρονα c1 και c2

Συγκεκριµένα  έχουµε αύξηση c1 κατά 0.2 µονάδες και µείωση c1 κατά 1.8 µονάδα

τότε

Ε�ειδή η ε�ιτρε�όµενη αύξηση για τον συντελεστή της �ρώτης 
µεταβλητής είναι µέχρι 1µονάδα η αύξηση κατά 0.2 
αντι�ροσω�εύει ένα �οσοστό [0.2/1]*100%=20% της συνολικής 
ε�ιτρε�όµενης αύξησης

Ε�ειδή η ε�ιτρε�όµενη µείωση για τον συντελεστή της δεύτερης 
µεταβλητής είναι µέχρι 2 µονάδες η µείωση κατά 1,5 µονάδα 
αντι�ροσω�εύει ένα �οσοστό [1,8/2]*100%=90% της συνολικής 
ε�ιτρε�όµενης αύξησης

ΑΡΑ η ΒΕΛΤΙΣΗ ΛΥΣΗ ∆ΕΝ ΙΣΧΥΕΙ

[ ]2
2,c∆ ∈ − +∞

1
3 1c− ≤ ∆ ≤

Το συνολικό �οσοστό µεταβολής σε σχέση µε το ε�ιτρε�όµενο είναι 
20%+90%=110% �ου είναι µικρότερο του 100%. 

Μεταβολές στους διαθέσιµους �όρουςΜεταβολές στους διαθέσιµους �όρους

Έστω ότι ο διαθέσιµος �όρος    , �ου αντιστοιχεί στον �εριορισµό i,  

µεταβάλλεται κατά       , ο�ότε η νέα του τιµή είναι

Η µόνη τρο�ο�οίηση �ου �ρέ�ει να γίνει στον αρχικό Πίνακα Simplex είναι 
η αλλαγή στη στήλη «∆εξιό µέλος»

�Για τη διερεύνηση των ε�ι�τώσεων της αλλαγής αυτής

◦ στη βέλτιστη λύση &

◦ στην  τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης

χρησιµο�οιούµε τον τελικό Πίνακα Simplex  ό�ου

a. Υ�ολογίζουµε τα γινόµενα της µεταβολής        του �όρου i, ε�ί τα στοιχεία της 
στήλης της χαλαρής µεταβλητής �ου αντιστοιχεί στον �όρο i .

b. Υ�ολογίζουµε το γινόµενο της µεταβολής  του �όρου , ε�ί το στοιχείο j

c. Προσαυξάνουµε τα στοιχεία της στήλης «∆εξιό µέλος» κατά το αντίστοιχα 
γινόµενα �ου υ�ολογίστηκαν στο βήµα  a

d. Προσαυξάνουµε την τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης κατά το γινόµενο �ου 
υ�ολογίστηκε στο βήµα b

i
b

i
b∆

i ib b+ ∆

ib∆

j
b∆

Εφαρµόζουµε το κριτήριο µη αρνητικότητας 
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Παράδειγµα: Μεταβολή στα δεξιά µέληΠαράδειγµα: Μεταβολή στα δεξιά µέλη

∆b1

1

ι περιορισµοί της µη αρνητικότητας συναληθεύουν στο

 200 1667b

Ο

− ≤ ∆ ≤

* * *

1 2 3
, , 0b b b ≥

Ταυτόχρονη µεταβολή δεξιών σταθερώνΤαυτόχρονη µεταβολή δεξιών σταθερών

Περί�τωση 1η:

Όλα τα µεταβαλλόµενα δεξιά µέλη των �εριορισµών αφορούν ΜΗ ΜΗ 
∆ΕΣΜΕΥΤΙΚΟΥΣ ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΥΣ∆ΕΣΜΕΥΤΙΚΟΥΣ ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΥΣ

Η τρέχουσα λύση 

�αραµένει βέλτιστη αν η µεταβολή της τιµής κάθε δεξιού µέλους εµ�ί�τει 
στα όρια ευαισθησίας της

�αύει να είναι βέλτιστη αν η τιµή ενός τουλάχιστον δεξιού µέλους είναι 
εκτός των  ορίων ευαισθησίας του

Περί�τωση 2η:

Ένα τουλάχιστον α�ό τα µεταβαλλόµενα µέρη αφορά ∆ΕΣΜΕΥΤΙΚΟ ∆ΕΣΜΕΥΤΙΚΟ 
ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟ. 

Εφαρµόζουµε τον κανόνα του �οσοστού 100%. 

Συγκεκριµένα, για τα δεξιά µέλη των �εριορισµών της συνάρτησης �ου
µεταβάλλονται, αθροίζουµε το �οσοστό µεταβολής και το συγκρίνουµε µε το
ε�ιτρε�όµενο. Αν το άθροισµα αυτό δεν υ�ερβαίνει το 100% της
ε�ιτρε�όµενης µεταβολής, τότε η τρέχουσα λύση �αραµένει η βέλτιστη, µε
διαφορετική φυσικά τιµή για την αντικειµενική συνάρτηση. Στην αντίθετη
�ερί�τωση, η τρέχουσα λύση �αύει να είναι η βέλτιστη λύση.
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Το δεξιό µέλος  του �ρώτου �εριορισµού αυξηθεί κατά 50 µονάδες και το δεξιό 
µέλος  του τρίτου �εριορισµού, µειωθεί κατά 25 µονάδες

Η ε�ιτρε�όµενη αύξηση είναι µέχρι 166,67, ο�ότε η αύξηση
αντι�ροσω�εύει ένα �οσοστό [50/166,67]*100%=30% της 
συνολικής ε�ιτρε�όµενης αύξησης

Η ε�ιτρε�όµενη µείωση είναι µέχρι 50, η µείωση του κατά 25 
αντι�ροσω�εύει ένα �οσοστό [25/50]*100%=50% της συνολικής 
ε�ιτρε�όµενης µείωσης

Το συνολικό �οσοστό µεταβολής σε σχέση µε το ε�ιτρε�όµενο είναι 
30%+50%=80% �ου είναι µικρότερο του 100%. 

ΑΡΑ ∆ΕΝ ΘΑ ΕΠΗΡΕΑΣΤΕΙ Η Βέλτιστη Λύση 

ΘΑ ΑΛΛΑΞΕΙ Η ΤΙΜΗ ΤΗΣ ΑΝΤΙΚΕΙΜΕΝΙΚΗΣ

Παράδειγµα: Παράδειγµα: TTαυτόχρονηαυτόχρονη Μεταβολή στα Μεταβολή στα 
δεξιά µέλη ∆ΕΣΜΕΥΤΙΚΩΝ ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΩΝδεξιά µέλη ∆ΕΣΜΕΥΤΙΚΩΝ ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΩΝ

[ ]3
50,b∆ ∈ − +∞

1
 200 1667b− ≤ ∆ ≤


