
13/4/2011

1

Ε�ιχειρησιακή ΈρευναΕ�ιχειρησιακή Έρευνα

Εργαστήριο Ποσοτικών Μεθόδων
Τµήµα ∆ιοίκησης Ε�ιχειρήσεων

Πανε�ιστήµιο Αιγαίου

∆υϊκό Πρόβληµα

Το δυϊκό �ρόβληµα µ�ορεί να δηµιουργηθεί α�ό ο�οιοδή�οτε �ρωτεύον, 
ακολουθώντας κά�οιους συγκεκριµένους κανόνες µετατρο�ής.

Η α�λούστερη �ερί�τωση µετατρο�ής είναι όταν το µοντέλο του 
�ρωτεύοντος �ροβλήµατος (µεγιστο�οίησης ή ελαχιστο�οίησης) βρίσκεται 
στην κανονική του µορφή, δηλαδή όταν όλοι οι �εριορισµοί του είναι της 
µορφής  ή  αντίστοιχα και όλες οι µεταβλητές α�όφασης ικανο�οιούν τη 
συνθήκη της µη αρνητικότητας. 

∆υικό Πρόβληµα∆υικό Πρόβληµα
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1. Όταν το �ρωτεύον είναι �ρόβληµα µεγιστο�οίησης (ελαχιστο�οίησης), 
τότε το δυϊκό του είναι �ρόβληµα ελαχιστο�οίησης (µεγιστο�οίησης).

2. Οι �εριορισµοί του �ρωτεύοντος �ροβλήµατος αλλάζουν φορά στο 
δυϊκό. 

3. Το δυϊκό �ρόβληµα έχει τόσες µεταβλητές α�όφασης όσοι και οι 
�εριορισµοί του �ρωτεύοντος . Οι µεταβλητές αυτές ονοµάζονται 
δυϊκές µεταβλητές (dual variables) και συµβολίζονται µε .

4. Το δυϊκό �ρόβληµα έχει τόσους �εριορισµούς όσες και οι µεταβλητές 
α�όφασης του �ρωτεύοντος .

5. Οι αντικειµενικοί συντελεστές του δυϊκού �ροβλήµατος είναι τα δεξιά 
µέλη των �εριορισµών του �ρωτεύοντος .

6. Τα δεξιά µέλη των �εριορισµών του δυϊκού είναι οι αντικειµενικοί 
συντελεστές του �ρωτεύοντος 

Βασικοί ΚανόνεςΒασικοί Κανόνες

Πρωτεύον στην κανονική του µορφήΠρωτεύον στην κανονική του µορφή

1 1 2 2

11 1 12 2 1 1 1

21 1 22 2 2 2 2

                           ....

µε περιορισµούς δοµής 

                           ....  ( )

                           ....  ( )

              

n n

n n

n n

Z c x c x c x

a x a x a x b b

a x a x a x b b

= + + +

+ + + ≤ ≥

+ + + ≤ ≥

1 1 2 2

1 2

                                     ...

                           .... ( )

και περιρισµούς µη αρνητικότητας

                             0,  0,  ....,  0

m m mn n m m

n

a x a x a x b b

x x x

+ + + ≤ ≥

≥ ≥ ≥

Μεγιστο�οίηση (Ελαχιστο�οίηση) της συνάρτησης
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…Το ∆υικό του…Το ∆υικό του

Ελαχιστο�οίηση (Μεγιστο�οίηση) της συνάρτησης
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Μετατρο�έςΜετατρο�ές

Πρωτεύον ∆υϊκό

Max Z Min W

Περιορισµός i τύπου ≥ Μεταβλητή wi ≤ 0

Περιορισµός i τύπου ≤ Μεταβλητή wi ≥ 0

Περιορισµός i τύπου = wi ∈ ℜ

Μεταβλητή xj ≥ 0 Περιορισµός j τύπου ≥

Μεταβλητή xj ≤ 0 Περιορισµός j τύπου ≤

x j ∈ ℜ Περιορισµός j τύπου =

Συντελεστές αντικ. συναρτ. β΄ µέλη περιορισµών

β΄ µέλη περιορισµών Συντελεστές αντικ. συναρτ.

Θεώρηµα: Το δυϊκό του δυϊκού είναι το �ρωτεύον
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Παράδειγµα Παράδειγµα 11

Το αρχικό �.γ.�. ειναι

max Ζ (60x1+30 x2+20x3 )
Subject to:

8x1+ 6  x2 + x3 ≤≤≤≤48

4x1+ 2  x2 +1.5x3 ≤≤≤≤20

2x1 +1.5x2 +0.5x3 ≤≤≤≤8

x1,x2,x3 ≥≥≥≥0

Παράδειγµα Παράδειγµα 11

Να βρεθεί το δυϊκό του �.γ.�

minW (48y1+20 y2+8y3 )

Subject to:
8y1+ 4y2 + 2 y3 >=60

6y1 + 2y2 + 1.5y3 >=30

y1 +     1.5y2+ 0.5y3 >=20

y1,y2y3 ≥≥≥≥0
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Οικονοµική Ερµηνεία του ∆υϊκού �ροβλήµατοςΟικονοµική Ερµηνεία του ∆υϊκού �ροβλήµατος

Παράδειγµα: Ένα ξυλουργείο �αράγει θρανία, τρα�έζια και καρέκλες. Οι 
α�αιτήσεις του κάθε �ροϊόντος σε �ρώτες ύλες φαίνονται στον �αρακάτω 
�ίνακα

Η αγορά µ�ορεί να α�ορροφήσει ο�οιονδή�οτε αριθµό σε θρανία και 
καρέκλες και τρα�έζια µ�ορούν να �ωληθούν.

Ο ξυλουργός θέλει να µεγιστο�οιήσει τις εισ�ράξεις του.

Η άριστη λύση είναι (2,0,8,24,0,0) και η τιµή της αντικειµενικής είναι
280.000 χρηµατικές µονάδες 

Το σχέδιο �αραγωγής είναι 
x1=2 θρανία
x2= 0 τρα�έζια
x3= 8 καρέκλες
s1= 24µέτρα ξυλείας µένουν αχρησιµο�οίητα
s2= 0
s3= 0

Οικονοµική Ερµηνεία του ∆υϊκού �ροβλήµατοςΟικονοµική Ερµηνεία του ∆υϊκού �ροβλήµατος
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Το δυϊκό �ρόβληµα του �.γ.�. είναι

min  (48w1+8w2+20w3 )
Subject to:

8w1    + 2  w2 + 4   w3 ≥≥≥≥ 60000
6w1 + 1.5w2 + 2   w3 ≥≥≥≥ 30000
w1 + 0.5w2 + 1.5w3 ≥≥≥≥ 20000
wi ≥≥≥≥0 , i=1,2,3

Σχετίζεται µε
τα θρανία

Σχετίζεται µε
τρα�έζια

Σχετίζεται µε
καρέκλες

Σχετίζεται µε
την ξυλεία

Σχετίζεται µε
την κατασκευή

Σχετίζεται µε
το φινίρισµα

Οικονοµική Ερµηνεία του ∆υϊκού �ροβλήµατοςΟικονοµική Ερµηνεία του ∆υϊκού �ροβλήµατος

� Ας υ�οθέσουµε ότι ένας εργολάβος θέλει να αγοράσει όλους τους �όρους 
�ου έχει στη διάθεσή του το ξυλουργείο.

� Πρέ�ει να οριστεί µια τιµή ανά µονάδα κάθε �όρου �ου είναι 
διατεθειµένος ο εργολάβος να �ληρώσει

◦ w1=τιµή ανά µέτρο ξυλείας

◦ w2=τιµή �ου �ληρώνει για µια ώρα κατασκευής

◦ w3= τιµή �ου �ληρώνει για µια ώρα φινιρίσµατος

� Οι τιµές αυτές θα �ροσδιοριστούν α�ό την λύση του δυϊκού, ενώ το 
συνολικό κόστος θα �ροσδιοριστεί α�ό την τιµή της αντικειµενικής
(48w1+8w2+20w3 ) (ΣΤΟΧΟΣ του κόστους είναι η ελαχιστο�οίηση)

Οικονοµική Ερµηνεία του ∆υϊκού �ροβλήµατοςΟικονοµική Ερµηνεία του ∆υϊκού �ροβλήµατος
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� Τι �εριορισµούς έχει ο εργολάβος στην �ροσ�άθειά του να ορίσει 
τις τιµές στην κάθε µονάδα �όρου του ξυλουργείου???

� Ο εργολάβος �ρέ�ει να �ροσφέρει στον ξυλουργό τουλάχιστον 
60.000 χρηµατικές µονάδες για να αγοράσει ένα συνδυασµό 
�όρων ο ο�οίος �εριλαµβάνει 8 µέτρα ξύλου, 2 ώρες κατασκευής 
και 4 ώρες φινιρίσµατος, ΜΙΑ ΚΑΙ Ο ΞΥΛΟΥΡΓΟΣ ΜΠΟΡΕΙ ΝΑ 
ΧΡΗΣΙΜΟΠΟΙΗΣΕΙ ΑΥΤΟΥΣ τους ΠΟΡΟΥΣ ΓΙΑ ΝΑ 
ΚΑΤΑΣΚΕΥΑΣΕΙ EΝΑ ΘΡΑΝΙΟ ΤΟ ΟΠΟΙΟ ΘΑ ΠΟΥΛΗΣΕΙ 
ΠΡΟΣ 60.000 χρηµ. µονάδες.

� Αφού ο εργολάβος �ροσφέρει (8w1+2w2+4w3) χρ. µονάδες για 
τους �όρους �ου �αράγουν ένα θρανίο θα �ρέ�ει να ορίσει τα 
w1,w2,w3 έτσι ώστε

8w1+2w2+4w3 ≥≥≥≥ 60000

Οικονοµική Ερµηνεία του ∆υϊκού �ροβλήµατοςΟικονοµική Ερµηνεία του ∆υϊκού �ροβλήµατος
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Οικονοµική Ερµηνεία του ∆υϊκού �ροβλήµατοςΟικονοµική Ερµηνεία του ∆υϊκού �ροβλήµατος
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Οικονοµική Ερµηνεία του ∆υϊκού �ροβλήµατοςΟικονοµική Ερµηνεία του ∆υϊκού �ροβλήµατος

Εύρεση της λύσης του δυϊκού α�ό τη Εύρεση της λύσης του δυϊκού α�ό τη 
λύση του �ρωτεύοντοςλύση του �ρωτεύοντος
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Εύρεση της λύσης του δυϊκού α�ό τη Εύρεση της λύσης του δυϊκού α�ό τη 
λύση του �ρωτεύοντοςλύση του �ρωτεύοντος

Παράδειγµα 2Παράδειγµα 2
Να διατυ�ωθεί το δυικό �ρόβληµα του �αρακάτω �ροβλήµατος και α�ό τον τελικό 
�ίνακα Simplex του �ρωτεύοντος να βρεθεί η  λύση του

Μεγιστο�οίηση της συνάρτησης
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Παράδειγµα 2Παράδειγµα 2


