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Ε�ιχειρησιακή ΈρευναΕ�ιχειρησιακή Έρευνα

Τµήµα  ∆ιοίκησης Ε�ιχειρήσεων
Εργαστήριο Ποσοτικών Μεθόδων

Πανε�ιστήµιο Αιγαίου

Γραµµικός Προγραµµατισµός

ΠεριεχόµεναΠεριεχόµενα

� Γραφική Μέθοδος Ε�ίλυσης

� Πρόβληµα µε Ά�ειρες λύσεις

� Πρόβληµα χωρίς εφικτή �εριοχή

� Μη φραγµένο �ρόβληµα
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Γραφική Μέθοδος Ε�ίλυσης Γραφική Μέθοδος Ε�ίλυσης (ΠΟΤΕ?)(ΠΟΤΕ?)

Στόχος του µαθήµατος είναι η �αρουσίαση της µεθόδου  της γραφικής 
ε�ίλυσης �ροβληµάτων γραµµικού �ρογραµµατισµού. 

Η γραφική ε�ίλυση είναι δυνατή όταν το µοντέλο έχει µόνο δύο 
µεταβλητές α�όφασης καθώς τότε µόνο είναι δυνατή η γραφική 
�αράσταση στο ε�ί�εδο της αντικειµενικής συνάρτησης και των 
�εριορισµών του. 

Για την ε�ίλυση µοντέλων µε �ερισσότερες α�ό δύο µεταβλητές θα 
χρησιµο�οιηθεί, µια διαφορετική µέθοδος, η µέθοδος Simplex.
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Βήµατα Γραφικής Ε�ίλυσης �.γ.�.Βήµατα Γραφικής Ε�ίλυσης �.γ.�.
Βήµα 1ο: Κατασκευάζουµε ένα δισδιάστατο σύστηµα αξόνων, στον 

οριζόντιο άξονα του ο�οίου �αίρνει τιµές η µεταβλητή x1, ενώ στον 
κατακόρυφο άξονα του η µεταβλητή x2.

Βήµα 2ο Στο σύστηµα αξόνων �ου κατασκευάστηκε α�εικονίζουµε 
γραφικά όλους τους �εριορισµούς. 

Βήµα 3ο Εντο�ίζουµε την �εριοχή στην ο�οία ισχύει κάθε �εριορισµός. 

Βήµα 4οΠροσδιορίζουµε την �εριοχή στην ο�οία συναληθεύθουν όλοι 
οι �εριορισµοί. (feasible region)

Βήµα 5ο Εντο�ίζουµε την κορυφή α�ό την ο�οία διέρχεται η ευθεία της 
αντικειµενικής συνάρτησης �ριν εγκαταλείψει την εφικτή �εριοχή 

Βήµα 6οΠροσδιορίζουµε τη βέλτιστη λύση 

Εφαρµογή σε Πρόβληµα Μεγιστο�οίησηςΕφαρµογή σε Πρόβληµα Μεγιστο�οίησης

Μεγιστο�οίηση της συνάρτησης           

µε �εριορισµούς δοµής

και �εριορισµούς µη αρνητικότητας

1 2Z = 3x +8x

≤1 22x +4x 1600

1 26x +2x 1800≤
≤2x 350

≥1 2x , x 0
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Εφαρµογή σε Πρόβληµα Μεγιστο�οίησηςΕφαρµογή σε Πρόβληµα Μεγιστο�οίησης

Βήµα 1ο: Κατασκευάζουµε ένα δισδιάστατο σύστηµα αξόνων

1ος �εριορισµός1ος �εριορισµός
Βήµα 2ο Στο σύστηµα αξόνων �ου κατασκευάστηκε α�εικονίζουµε 

γραφικά όλους τους �εριορισµούς 

Βήµα 3ο Εντο�ίζουµε την �εριοχή στην ο�οία ισχύει κάθε �εριορισµός

Ο �εριορισµός ισχύει στο 
ηµιε�ί�εδο �ου είναι 
χρωµατισµένο γαλάζιο

≤1 22x +4x 1600

για x1=0,x2=400⇒⇒⇒⇒ A(0,400)
για x2=0, x1=800⇒⇒⇒⇒ B(800,0)
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2ος �εριορισµός2ος �εριορισµός

Βήµα 2ο& Βήµα 3ο

Ο �εριορισµός ισχύει στο 
ηµιε�ί�εδο �ου είναι 
χρωµατισµένο ροζ

για x1=0,x2=900⇒⇒⇒⇒ Γ(0,900)
για x2=0, x1=300⇒⇒⇒⇒ ∆(300,0)

≤1 26x +2x 1800

3ος �εριορισµός3ος �εριορισµός

Ο �εριορισµός ισχύει στο 
ηµιε�ί�εδο �ου είναι 
χρωµατισµένο �ράσινο

≤2x 350

Βήµα 2ο& Βήµα 3ο
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Προσδιορισµός Εφικτής Περιοχής Προσδιορισµός Εφικτής Περιοχής 
(Βήµα 4(Βήµα 4οο))

Εφικτή ΠεριοχήΕφικτή Περιοχή

. 

� Η εφικτή �εριοχή είναι το κυρτό 
�ολύγωνο ΟΕΘΗ∆. 

� Κάθε ένα α�ό τα σηµεία Ο,Ε,Θ,Η,∆ 
ονοµάζεται κορυφή της εφικτής 
�εριοχής και είναι το σηµείο τοµής 
δύο �εριοριστικών ευθειών



7/4/2016

7

Βήµα 5Βήµα 5οο: Προσδιορισµός Βέλτιστης Λύσης: Προσδιορισµός Βέλτιστης Λύσης

� Λύνουµε την αντικειµενική συνάρτηση  ως �ρος  και 
έχουµε,

� ∆ίνοντας στο  διάφορες τιµές, δηµιουργούµε µια 
οικογένεια �αράλληλων ευθειών µε κλίση -3/8 οι 
ο�οίες τέµνουν τον άξονα των  σε διαφορετικά σηµεία. 

(isoprofit lines).

2 1 2 1 2 1

3
8 3 8 3

8 8

Z
x x Z x x Z x x− = − → = − + → = − +

Υ�ολογισµός Ζ στις κορυφές της Υ�ολογισµός Ζ στις κορυφές της 
εφικτής �εριοχήςεφικτής �εριοχής
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Εφαρµογή σε Πρόβληµα Μεγιστο�οίησηςΕφαρµογή σε Πρόβληµα Μεγιστο�οίησης

Μεγιστο�οίηση της συνάρτησης           

µε �εριορισµούς δοµής

και �εριορισµούς µη αρνητικότητας

1 2Z = 3x +8x

≤1 22x +4x 1600

1 26x +2x 1800≤
≤2x 350

≥1 2x , x 0

Η έννοια του �λεονάζοντος �εριορισµούΗ έννοια του �λεονάζοντος �εριορισµού

1 2

1 2

1 2

1 2

                           3 8

µε περιορισµούς δοµής 

                           2 4 1600

                           6 2 1800

                            600

                           

Z x x

x x

x x

x x

= +

+ ≤

+ ≤

+ ≤

2
           350x ≤

1 2

και περιορισµούς µη αρνητικότητας

                                 , 0x x ≥

Μεγιστο�οίηση της συνάρτησης
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Γραφική Α�εικόνιση µε ευθεία ΝΠΓραφική Α�εικόνιση µε ευθεία ΝΠ

Ο νέος �εριορισµός όχι µόνο δε συµµετέχει στον 
�ροσδιορισµό της βέλτιστης κορυφής αλλά ε�ι�λέον 
δεν ε�ηρεάζει και την εφικτή �εριοχή, καθώς 
βρίσκεται εξ ολοκλήρου έξω α�ό αυτή.

Ένας τέτοιος �εριορισµός ονοµάζεται �λεονάζων 
�εριορισµός (redundant constraint).

Παράδειγµα [1]Παράδειγµα [1]

Η βιοτεχνία χρωµάτων «Χρωτέξ Α.Ε.» κατασκευάζει δύο είδη χρωµάτων
�λαστικά και υδροχρώµατα, τα ο�οία στη συνέχεια διαθέτει χοντρικά στην
αγορά. Η �αράγωγη τους γίνεται α�οκλειστικά σχεδόν α�ό τα υλικά Α και
Β σύµφωνα µε τα �ιο κάτω ηµερήσια δεδοµένα.

    ΠλαστικΠλαστικΠλαστικΠλαστικόόόό    ΥδρΥδρΥδρΥδρόχρωµαόχρωµαόχρωµαόχρωµα    ∆ιαθ∆ιαθ∆ιαθ∆ιαθέσιµες Ποσέσιµες Ποσέσιµες Ποσέσιµες Ποσότητεςότητεςότητεςότητες    
ΥλικΥλικΥλικΥλικό Αό Αό Αό Α    1 2 6 
ΥλικΥλικΥλικΥλικό Βό Βό Βό Β    2 1 8 

 

Οι ηµερήσιες α�αιτήσεις σε υδρόχρωµα δεν ξε�ερνούν τις α�αιτήσεις σε
�λαστικά χρώµατα το συν ένα τόνο και η µέγιστη ηµερήσια ζήτηση των
υδροχρωµάτων �εριορίζεται στους 2 τόνους. Αν το κέρδος ανά τόνο
�λαστικού ανέρχεται στις 300.000 χ.µ και ανά τόνο υδροχρώµατος στις
200.000 χ.µ �ροσδιορίστε τις ηµερήσιες �αραγόµενες �οσότητες για το κάθε
είδος χρώµατος ώστε να µεγιστο�οιούνται τα ολικά κέρδη της βιοµηχανίας.
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Μεταβλητές:

x1:οι τόνοι της ηµερήσιας �αραγωγής σε �λαστικά χρώµατα

x2:οι τόνοι της ηµερήσιας �αραγωγής σε υδροχρώµατα

Η µεγιστο�οίηση του κέρδους α�ό την �ώληση x1 τόνων �λαστικού και x2
τόνων υδροχρώµατος δεδοµένου ότι 1 τόνος �λαστικό �ωλείται 300.000 χ.µ
και ένας τόνος υδρόχρωµα 200.000 χ.µ

z=300x1+200 x2

Περιορισµοί:

�εριορισµοί αναφέρονται στην διαθεσιµότητα των υλικών Α και Β

Α�αιτήσεις στο υλικό Α ≤ διαθέσιµη �οσότητα του υλικού Α άρα

x1+2 x2 ≤≤≤≤ 6

Α�αιτήσεις στο υλικό Β ≤ διαθέσιµη �οσότητα του υλικού Β άρα

2x1+x2 ≤≤≤≤ 8

Παράδειγµα [1]

Οι �εριορισµοί αναφέρονται στην ζήτηση της των χρωµάτων  

Α�αιτήσεις της αγοράς σε υδρόχρωµα 

x2 ≤≤≤≤ 2 (τόνοι)

Α�αιτήσεις αγοράς σε υδρόχρωµα σε σχέση µε τα �λαστικά άρα

x2 ≤≤≤≤ x1+1

Οι �οσότητες των χρωµάτων δεν µ�ορούν να είναι αρνητικοί αριθµοί

x2 ≥≥≥≥0, x1 ≥≥≥≥0

Οι �αράµετροι �αραµένουν αµετάβλητες κατά την διάρκεια του 
�ροβλήµατος

κόστος , διαθεσιµότητα κλ�.

Παράδειγµα [1]Παράδειγµα [1]
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Max z=300x1+200 x2
Subject to:

x1 +  2 x2 ≤≤≤≤ 6

2x1 +  x2 ≤≤≤≤ 8

x2 ≤≤≤≤ 2 

-x1  + x2 ≤≤≤≤ +1

x1 ≥≥≥≥0

x2 ≥≥≥≥0

Παράδειγµα [1]Παράδειγµα [1]

x1

x2

x1,x2 ≥≥≥≥ 0

x1+2x2 ≤≤≤≤ 6
για x1=0,x2=3 ⇒⇒⇒⇒ A(0,3)
για x2=0, x1=6⇒⇒⇒⇒ B(6,0)

Β

Α

2x2x2x2x1111+x+x+x+x2222 ≤≤≤≤ 8888
για για για για xxxx1111=0,x=0,x=0,x=0,x2222=8 =8 =8 =8 ⇒⇒⇒⇒ ΓΓΓΓ(0,8)(0,8)(0,8)(0,8)
για για για για xxxx2222=0, x=0, x=0, x=0, x1111====4444⇒⇒⇒⇒ ∆∆∆∆((((4444,,,,0000))))

∆∆∆∆

ΓΓΓΓ

-x1+x2 ≤≤≤≤ 1
για x1=0,x2=1⇒⇒⇒⇒ Ε(0,1)
για x2=0, x1=-1⇒⇒⇒⇒ Ζ(-1,0)

Ε

xxxx2222 ≤≤≤≤ 2222

Παράδειγµα [1]Παράδειγµα [1]
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Η ζητούµενη εφικτή �εριοχή είναι η 
ΟΛΜΝΡΚ

Κ=(4,0)
Ρ=(10/3,4/3)
Ν=(2,2)
Μ=(1,2)
Λ=(0,1)

xxxx1111

xxxx2222

ΓΓΓΓ

ΚΚΚΚ

ΛΛΛΛ

ΜΜΜΜ ΝΝΝΝ
ΡΡΡΡ

ΟΟΟΟ

Παράδειγµα [1]Παράδειγµα [1]

xxxx1111

xxxx2222

ΚΚΚΚ

ΛΛΛΛ

ΜΜΜΜ ΝΝΝΝ
ΡΡΡΡ

ΟΟΟΟ

Υ�άρχουν �ολλές εφικτές λύσεις, για να βρούµε
βέλτιστη λύση �αρατηρούµε την κατεύθυνση στην 

ο�οία µεγαλώνει η αντικειµενική συνάρτηση

Έστω η 
z=300x1+200x2=600 (ε1)
z=300x1+200x2=900…(ε2)

Πρόκειται για ευθείες �αράλληλες και συνεχώς
α�οµακρυσµένες α�ό την αρχή των αξόνων

Άριστη λύση x1=10/3 τόνοι �λαστικό, x2=4/3 τόνοι υδρόχρωµα και
κέρδος z=38/3 χ.µ

εεεε1111

εεεε2222 εεεε3333

εεεε3333

Παράδειγµα [1]Παράδειγµα [1]
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Ελαχιστο�οίηση της συνάρτησης           

µε �εριορισµούς δοµής

και �εριορισµούς µη αρνητικότητας

≥1 2x , x 0

1 2Z = 150x +250x

≥1 230x +20x 150

≥1 25x +25x 900
≥210x 200

Εφαρµογή σε Πρόβληµα Ελαχιστο�οίησηςΕφαρµογή σε Πρόβληµα Ελαχιστο�οίησης

Εφαρµογή σε Πρόβληµα Ελαχιστο�οίησηςΕφαρµογή σε Πρόβληµα Ελαχιστο�οίησης

1ος �εριορισµός1ος �εριορισµός ≥1 230x +20x 150



7/4/2016

14

Εφαρµογή σε Πρόβληµα Ελαχιστο�οίησηςΕφαρµογή σε Πρόβληµα Ελαχιστο�οίησης

2ος �εριορισµός2ος �εριορισµός ≥1 25x +25x 900

Εφαρµογή σε Πρόβληµα Ελαχιστο�οίησηςΕφαρµογή σε Πρόβληµα Ελαχιστο�οίησης

≥210x 200
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Εφικτή ΠεριοχήΕφικτή Περιοχή

Η εφικτή �εριοχή είναι το γραµµοσκιασµένο τµήµα του �ρώτου τεταρτηµορίου 
�ου �ροσδιορίζεται α�ό τα σηµεία ΑΘΗΕ1. 

Υ�ολογισµός Ζ στις κορυφές της Υ�ολογισµός Ζ στις κορυφές της 
εφικτής �εριοχήςεφικτής �εριοχής
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∆ιερεύνηση Λύσης

Πρόβληµα Γραµµικού ΠρογραµµατισµούΠρόβληµα Γραµµικού Προγραµµατισµού

� Σε κάθε �.γ.�. �ρέ�ει κά�οιος να µ�ορεί να διακρίνει:

◦ Ένα σύνολο δραστηριοτήτων µεταβλητών α�όφασης (n �λήθος). Η 
τιµή κάθε µιας α�ό τις µεταβλητές  xj (j=1,2,…,n) �ροσδιορίζεται α�ό 
την ε�ίλυση του �ροβλήµατος.

◦ Ένα σύνολο �όρων (m το �λήθος) �ου διατίθενται σε �εριορισµένες 

�οσότητες για την εκτέλεση των δραστηριοτήτων. (�εριορισµοί)

◦ Ένα σύνολο τεχνολογικών �εριορισµών οι ο�οίοι εκφράζουν τους 

νόµους λειτουργίας των δραστηριοτήτων.(συντελεστές �εριορισµών)

◦ Ένα σύνολο θεσµολογικών �εριορισµών οι ο�οίοι εκφράζουν 

διοικητικής και οργανωτικής φύσεως α�οφάσεις.(αντικειµενικοί 

συντελεστές)

◦ Ένα µέτρο z της α�οδοτικότητας του συστήµατος

◦ Ε
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∆ιαθεσιµότητα Πόρων & ∆ιαθεσιµότητα Πόρων & 
αντικειµενικοί συντελεστέςαντικειµενικοί συντελεστές

◦ Συµβολίζουµε µε αij την �οσότητα του �όρου i �ου καταναλώνεται 

για την �αραγωγή µιας µονάδας της µεταβλητής j (i=1,2,…,m, 

j=1,2,…,n)

Eίναι η συνολική �οσότητα του �όρου i �ου θα χρησιµο�οιηθεί 

Η �οσότητα αυτή δεν µ�ορεί να υ�ερβαίνει την διαθέσιµη bi
(i=1,2,…,m) 

◦ Συµβολίζουµε µε cj την µεταβολή �ου θα �ροκύψει στην 

αντικειµενική συνάρτηση Ζ α�ό την µεταβολή κατά µια µονάδα της 

τιµής της µεταβλητής xj (j=1,2,…,n).

Eίναι ένα µέτρο α�οδοτικότητας του συστήµατος (η 
αντικειµενική συνάρτηση

∑
=

n

j

jij xa
1

∑
=

n

j

jj xc
1

Πρόβληµα Μεγιστο�οίησηςΠρόβληµα Μεγιστο�οίησης
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Χαλαρές ΜεταβλητέςΧαλαρές Μεταβλητές

Μετατρο�ή όλων των �εριορισµών α�ό ανισότητες σε ισότητες

Αυτό γίνεται µε την �ροσθήκη στα αριστερά µέλη τους αντίστοιχων
βοηθητικών µεταβλητών , οι ο�οίες ονοµάζονται
χαλαρές µεταβλητές (slackslack variablesvariables) και εκφράζουν τις �οσότητες
των �όρων �ου έχουν µείνει αδιάθετες.

Κάθε χαλαρή µεταβλητή εµφανίζεται σε ένα µόνο �εριορισµό µε
συντελεστή µονάδαµονάδα. Ε�ι�λέον όλες οι χαλαρές µεταβλητές
εµφανίζονται και στην αντικειµενική συνάρτηση µε συντελεστήσυντελεστή 00
και κατά συνέ�εια δεν ε�ηρεάζουν την τιµή της.

Προφανώς για όσους �εριορισµούς ήταν ήδη ισότητες η τιµή του
είναι µηδενική ενώ για τους υ�όλοι�ους η τιµή του είναι θετικήθετική
καικαι ίσηίση µεµε τητη διαφοράδιαφορά τηςτης µέγιστηςµέγιστης �οσότητας�οσότητας τουτου διαθέσιµουδιαθέσιµου
�όρου�όρου (δεξιό(δεξιό µέροςµέρος τουτου �εριορισµού)�εριορισµού) καικαι τηςτης �οσότητας�οσότητας τουτου �όρου�όρου
�ου�ου έχειέχει καταναλωθείκαταναλωθεί (υ�ολογισθείσα(υ�ολογισθείσα τιµήτιµή τουτου αριστερούαριστερού µέλουςµέλους
τουτου �εριορισµού)�εριορισµού)..

mis i .....1, =

∆εσµευτικοί & Μη∆εσµευτικοί & Μη-- ∆εσµευτικοί ∆εσµευτικοί 
ΠεριορισµοίΠεριορισµοί

� Οι �εριορισµοί µε             ονοµάζονται δεσµευτικοί �εριορισµοί 

(binding constraintsbinding constraints) ΚΑΙ ) ΚΑΙ συµµετέχουν στον �ροσδιορισµό της 

βέλτιστης λύσης και η βέλτιστη κορυφή της εφικτής �εριοχής είναι 

η τοµή των ευθειών �ου τους εκφράζουν. 

� Αντίστοιχα οι �εριορισµοί µε               ονοµάζονται µη δεσµευτικοί 

(nonnon--binding constraintsbinding constraints) και δεν συµµετέχουν στον �ροσδιορισµό 

της βέλτιστης λύσης. 

0=is

0≥is
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Πρόβληµα Ελαχιστο�οίησηςΠρόβληµα Ελαχιστο�οίησης

Πλεονασµατικές ΜεταβλητέςΠλεονασµατικές Μεταβλητές

Η µετατρο�ή όλων των �εριορισµών α�ό ανισότητες σε ισότητες  
γίνεται 

µε την αφαίρεση α�ό τα αριστερά µέλη των �εριορισµών των 
αντίστοιχων βοηθητικών µεταβλητών     , οι ο�οίες 
ονοµάζονται �λεονασµατικές µεταβλητές ((surplus variablessurplus variables) και 
εκφράζουν τις �οσότητες κατά τις ο�οίες έχουν υ�ερκαλυφθεί οι ελάχιστες 
α�αιτήσεις. 

Ε�ι�λέον, όλες οι �λεονασµατικές µεταβλητές εµφανίζονται και 
στην αντικειµενική συνάρτηση µε συντελεστή 0 και κατά συνέ�εια 
δεν ε�ηρεάζουν την τιµή της. 

Προφανώς, για όσους �εριορισµούς ήταν ήδη ισότητες η τιµή του  
είναι µηδενική  ενώ για τους υ�όλοι�ους η τιµή του  είναι αρνητική 
(< 0) και ίση µε τη διαφορά της �οσότητας �ου έχει �αραχθεί 
(υ�ολογισθείσα τιµή του αριστερού µέλους του �εριορισµού) και της 
ελάχιστης α�αίτησης �αραγωγής (δεξιό µέλος του �εριορισµού

ie mi .....1=
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Ειδικές Περι�τώσειςΕιδικές Περι�τώσεις

�� Προβλήµατα µε ά�ειρες λύσεις Προβλήµατα µε ά�ειρες λύσεις 

�� Προβλήµατα χωρίς εφικτή λύσηΠροβλήµατα χωρίς εφικτή λύση

�� Μη φραγµένα �ροβλήµαταΜη φραγµένα �ροβλήµατα

Πρόβληµα µε ά�ειρες λύσειςΠρόβληµα µε ά�ειρες λύσεις

1 2

1 2

1 2

Μεγιστοποίηση της συνάρτησης 

4 8

µε περιορισµούς δοµής 

                           2 4 1600

                           6 2 1800

                                   

                           Z = x + x

x x

x x

+ ≤

+ ≤

2

1 2

   350

και περιορισµούς µη αρνητικότητας

                                 , 0

x

x x

≤

≥
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Εφικτή ΠεριοχήΕφικτή Περιοχή-- Ά�ειρες ΛύσειςΆ�ειρες Λύσεις

Πρόβληµα µε µη εφικτή �εριοχή Πρόβληµα µε µη εφικτή �εριοχή 

1 2

1 2

1 2

2

                           3 8

µε περιορισµούς δοµής

                           2 4 1600

                           6 2 1800

                                      450

και περιορισµούς µη α

x x

x x

x x

x

Ζ = +

+ ≤

+ ≤

≥

1 2

ρνητικότητας

                                 , 0x x ≥

Μεγιστοποίηση της συνάρτησης
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Εφικτή �εριοχή το κενό σύνολοΕφικτή �εριοχή το κενό σύνολο

Αλλαγή στο ∆εξιό µέλος του �εριορισµούΑλλαγή στο ∆εξιό µέλος του �εριορισµού

Αν οι διαθέσιµες µονάδες του πρώτου 

πόρου αυξηθούν σε 1800 

ΤΟΤΕ
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Αλλαγή στο ∆εξιό µέλος του �εριορισµούΑλλαγή στο ∆εξιό µέλος του �εριορισµού

Αν η διαθέσιµη �οσότητα του �ρώτου �όρου
είναι 2200 µονάδες

Μη φραγµένο ΠρόβληµαΜη φραγµένο Πρόβληµα

1 2

1

2

Μεγιστοποίηση  της συνάρτησης 

                           3 8

µε περιορισµούς δοµής     

                            450

                            350

και περιορισµούς µη αρνητικότητας

       

Z x x

x

x

= +

≥

≤

1 2
                     , 0x x ≥
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x
2

Μη φραγµένο ΠρόβληµαΜη φραγµένο Πρόβληµα

Ανάλυση Ευαισθησίας
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Άρση Αβεβαιότητας??

� Σύµφωνα µε την υ�όθεση της βεβαιότητας οι τιµές όλων των 
�αραµέτρων του �ροβλήµατος, δηλαδή των αντικειµενικών 
συντελεστών, των τεχνολογικών συντελεστών και των δεξιών 
µελών των �εριορισµών είναι σταθερές και διατηρούν τις τιµές 
τους στον χρονικό ορίζοντα του υ�ό µελέτη �ροβλήµατος. 

� Στην �ραγµατικότητα όµως η υ�όθεση αυτή είναι �ρακτικά 
αδύνατο να ισχύει �λήρως, καθώς οι τιµές των �αραµέτρων 
αυτών είναι συνήθως εκτιµήσεις ή �ροβλέψεις των 
�ραγµατικών τιµών �ου εµ�εριέχουν το σφάλµα 
εκτίµησης/�ρόβλεψης και ε�ι�λέον δεν �αραµένουν σταθερές 
διαχρονικά. 

…Λύση / Η ανάλυση Ευαισθησίας

� Για το λόγο αυτό είναι �ολύ σηµαντικό η ε�ίλυση ενός 
�ροβλήµατος και ο εντο�ισµός της βέλτιστης λύσης του να 
ακολουθείται α�ό την ανάλυση ευαισθησίας της λύσης 
(sensitivity analysis). 

� Η ανάλυση αυτή διερευνά τις µεταβολές �ου συµβαίνουν στη 
βέλτιστη λύση ενός �ροβλήµατος όταν υ�άρχουν µικρές ή 
µεγαλύτερες µεταβολές στις τιµές των �αραµέτρων του.

� ∆ιερευνά, για �αράδειγµα, �ως θα µεταβληθεί το συνολικό 
κέρδος µιας ε�ιχείρησης αν η τιµή �ώλησης ενός α�ό τα 
�ροϊόντα της αυξηθεί κατά κά�οιο συγκεκριµένο �οσό ή 
�οσοστό η σε �οιο διάστηµα µ�ορεί να κυµαίνεται η τιµή 
�ώλησης ενός άλλου �ροϊόντος της χωρίς να µεταβληθεί το 
βέλτιστο �ρόγραµµα �αραγωγής της.
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Θα µελετήσουµε τις ε�ι�τώσειςε�ι�τώσεις �ου θα έχουν 

1) στη βέλτιστη λύσηβέλτιστη λύση και 

2) στην τιµή της αντικειµενικήςτιµή της αντικειµενικής ενός �ροβλήµατος 

ΜΕΤΑΒΟΛΕΣ ΜΕΤΑΒΟΛΕΣ 

I. στους αντικειµενικούς συντελεστές και

II. σ τα δεξιά µέλη των �εριορισµών.

Ποια η διαφορά βέλτιστης λύσης και τιµής αντικειµενικής 

συνάρτησης???

Τι σηµαίνει µεταβολήµεταβολή σε κά�οιον 
αντικειµενικό συντελεστή ????

ΑΛΛΑΓΗ  στην κλίση της αντικειµενικής συνάρτησης

∆ηλαδή?????∆ηλαδή?????

Μ�ορεί κάτι τέτοιο να οδηγήσει σε διαφορετική ε�ιλογή βέλτιστης 
κορυφής

∆ηλαδή????????∆ηλαδή????????

ΜΕΤΑΒΟΛΗΜΕΤΑΒΟΛΗ της βέλτιστης λύσης. 
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Εύρος ευαισθησίας του αντικειµενικού 
συντελεστή

ΟΠΟΤΕ???ΟΠΟΤΕ???

Το ζητούµενο είναι να �ροσδιορίσουµε  το διάστηµα µέσα στο ο�οίο
µ�ορεί να µεταβάλλεται η τιµή ενός αντικειµενικού συντελεστή, όταν 
οι τιµές όλων των άλλων �αραµέτρων �αραµένουν σταθερές, ώστε να µη 
µεταβληθεί η βέλτιστη λύση του �ροβλήµατος. 

Το διάστηµα αυτό ονοµάζεται εύρος ευαισθησίας του 
αντικειµενικού συντελεστή (objective function coefficient 
sensitivity range). 

Προφανώς, όσο µικρότερο είναι το εύρος αυτό τόσο �ιο ευαίσθητη θεωρείται 
η λύση σε αλλαγές του συγκεκριµένου συντελεστή.

Τι σηµαίνει µεταβολές στο δεξιό µέλος 
κά�οιου �εριορισµού????

Παράλληλη  µετατό�ιση της αντίστοιχης �εριοριστικής ευθείας, 

είτε �ρος τα δεξιά 

είτε �ρος τα αριστερά της τρέχουσας θέσης της 

Γεγονός �ου µ�ορεί να οδηγήσει, ανάλογα και µε

αν ο �εριορισµός είναι δεσµευτικός ή όχι, 

σε 

1.1. µεταβολή της εφικτήςµεταβολή της εφικτής �εριοχής και 

2.2. µετατό�ιση τη βέλτιστηςµετατό�ιση τη βέλτιστης κορυφής δηλαδή της βέλτιστης 
λύσης



7/4/2016

28

Εύρος ευαισθησίας του δεξιού µέλους 
του �εριορισµού

Το ζητούµενο στην �ερί�τωση αυτή είναι να �ροσδιορίσουµε το 
διάστηµα µέσα στο ο�οίο µ�ορεί να µεταβάλλεται η τιµή του 
δεξιού µέλους του �εριορισµού, όταν οι τιµές όλων των άλλων 

�αραµέτρων �αραµένουν σταθερές, ώστε να µη 
µεταβληθεί η βέλτιστη λύση του. 

Το διάστηµα αυτό ονοµάζεται εύρος ευαισθησίας του δεξιού 
µέλους του �εριορισµού (right hand side sensitivity range). 

Προφανώς, ό�ως και στη �ροηγούµενη �ερί�τωση, όσο µικρότερο 
είναι το εύρος αυτό τόσο �ιο ευαίσθητη θεωρείται η λύση σε αλλαγές 
του συγκεκριµένου συντελεστή.

Εφαρµογή σε Πρόβληµα Μεγιστο�οίησηςΕφαρµογή σε Πρόβληµα Μεγιστο�οίησης

Μεγιστο�οίηση της συνάρτησης           

µε �εριορισµούς δοµής

και �εριορισµούς µη αρνητικότητας

1 2Z = 3x +8x

≤1 22x +4x 1600

1 26x +2x 1800≤
≤2x 350

≥1 2x , x 0
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Μεταβολές στους αντικειµενικούς 
συντελεστές 
Το ζητούµενο εδώ είναι να �ροσδιορισθεί, για κάθε αντικειµενικό 
συντελεστή, το εύρος ευαισθησίας του.

Αντικειµενική Συνάρτηση

Άρα �ρέ�ει να �ροσδιορίσουµε τα όρια του διαστήµατος στα ο�οία
µ�ορεί να �αίρνει τιµές η κλίση της αντικειµενικής συνάρτησης χωρίς να
µεταβάλλεται η βέλτιστη λύση.

21
83 xxZ +=

2 1 2 1

3
8 3

8 8

Z
x x Z x x⇔ = − + ⇔ = − + ⇔

3
λ = -

8

Προσδιορισµός Εφικτής ΠεριοχήςΠροσδιορισµός Εφικτής Περιοχής

Παρατηρούµε την �εριοχή ΟΕΘΗ∆ των εφικτών λύσεων και τη βέλτιστη 
κορυφή Θ (100, 350), για την ο�οία η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης 
είναι .

Το ευθύγραµµο τµήµα ΛΜ, το ο�οίο 
εµφανίζεται ως διακεκοµµένο, 
�αριστάνει την ευθεία �ου αντιστοιχεί 
στην αντικειµενική συνάρτηση για 
βέλτιστη λύση. 
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Περιστροφή της Ζ µε κέντρο Θ  κατά την 
φόρα των δεικτών του ωρολογίου
Όταν κινείται κατά την φορά των δεικτών του ωρολογίου η κορυφή Θ θα 
συνεχίσει να είναι η βέλτιστη λύση µέχρι  η αντικειµενική συνάρτηση να 
συµ�έσει µε το ευθύγραµµο τµήµα ΘΗ. 

Το ευθύγραµµο τµήµα ΘΗ �αριστάνει 
την ευθεία 

2 1

1
400

2
x x= − +

2

1
1
−=λ

Περιστροφή της Ζ µε κέντρο Θ  κατά την 
φόρα των δεικτών του ωρολογίου
� Όταν συµβεί αυτό θα υ�άρχουν ά�ειρες βέλτιστες λύσεις  και 

συγκεκριµένα οι κορυφές Θ και Η καθώς και όλα τα  (ά�ειρα) σηµεία του 
ευθύγραµµου τµήµατος ΘΗ. 

Αν η αντικειµενική συνάρτηση συνεχίσει 
να �εριστρέφεται  µε την ίδια φορά, η 
κορυφή Θ θα �άψει να είναι η βέλτιστη 
λύση και τη θέση της θα �άρει η κορυφή 

` Η (200,300).

.
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Περιστροφή της Ζ µε κέντρο Θ  κατά φόρα 
αντίθετη των δεικτών του ωρολογίου

Η κορυφή Θ θα συνεχίσει να είναι η βέλτιστη λύση µέχρι η
αντικειµενική συνάρτηση να συµ�έσει µε το ευθύγραµµο τµήµα ΕΘ. Το
ευθύγραµµο τµήµα ΕΘ �αριστάνει την ευθεία

Όταν συµβεί αυτό θα υ�άρχουν ά�ειρες βέλτιστες 
λύσεις και συγκεκριµένα  οι κορυφές Ε και Θ 
καθώς και όλα τα (ά�ειρα)σηµεία του
ευθύγραµµου τµήµατος ΕΘ. Αν η αντικειµενική 
συνάρτηση συνεχίσει να �εριστρέφεται µε την 
ίδια φορά η κορυφή  Θ θα �άψει να είναι η 
βέλτιστη λύση και τη θέση της θα �άρει η κορυφή 
Ε (0,300).

0
2
=λ3500

12
+−= xx

Που διατηρείται η βέλτιστη λύση?

� Ανεξάρτητα α�ό �ού �ροέρχεται η µεταβολή, όσο η κλίση της 

αντικειµενικής συνάρτησης �αίρνει τιµές στο διάστηµα , 

δηλαδή στο διάστηµα �ου ορίζεται α�ό τις κλίσεις των 

ευθειών �ου αντιστοιχούν στους δύο δεσµευτικούς 

�εριορισµούς, τότε η λύση �ου έχει βρεθεί (κορυφή Θ) θα 

�αραµένει βέλτιστη, ενώ στα άκρα του διαστήµατος θα 

υ�άρχουν ά�ειρες εναλλακτικές βέλτιστες λύσεις.

� Έχοντας  �ροσδιορίσει τα όρια του διαστήµατος, στο ο�οίο 

µ�ορεί να �αίρνει τιµές η κλίση της αντικειµενικής συνάρτησης 

χωρίς να µεταβάλλεται η βέλτιστη λύση, θα �ροχωρήσουµε στον 

�ροσδιορισµό του εύρους ευαισθησίας για κάθε αντικειµενικό 

συντελεστή, δηλαδή του διαστήµατος στο ο�οίο µ�ορεί να 

κινείται χωρίς να µεταβάλλεται η βέλτιστη λύση.

1
,0

2

 − 
 
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Αντικειµενικός συντελεστής     της 
µεταβλητής 

� Όταν η τιµή �ώλησης  του �ροϊόντος  κινείται στο διάστηµα 
[0,4] η κορυφή Θ (100,350) �αραµένει βέλτιστη 

� Στα άκρα του διαστήµατος αυτού έχουµε, εκτός της Θ, 
ά�ειρες ακόµη βέλτιστες εναλλακτικές λύσεις λόγω 
σύµ�τωσης της αντικειµενικής συνάρτησης µε τις δεσµευτικές 
�εριοριστικές ευθείες  και    αντίστοιχα. 

�� ΠΡΟΣΟΧΗΠΡΟΣΟΧΗΗ βέλτιστη λύση δεναλλάζει, η τιµή της

αντικειµενικής συνάρτησης, δηλαδή το συνολικό κέρδος

της επιχείρησης, µεταβάλλεται

1
x

1
c

1 1

1

1 1 1
0 0 0 0 4

2 2 8 2 8

c c
cλ− ≤ ≤ ⇔ − ≤ − ≤ ⇔ ≥ ≥ ⇔ ≤ ≤

350
2
=x 160042

21
=+ xx

Μεταβολές στα δεξιά µέλη των 
�εριορισµών

Η ε�ίδραση �ου έχει στη λύση του �ροβλήµατος µία 
µεταβολή στο δεξιό µέλος ενός �εριορισµού διαφέρει 
ανάλογα µε το αν ο �εριορισµός του ο�οίου το δεξιό µέλος  
µεταβάλλεται είναι δεσµευτικός η όχι θα εξετάσουµε την 
�ερί�τωση 

• των δεσµευτικών �εριορισµών και 

• του µη δεσµευτικού.
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Μεταβολή σε δεξιό µέλος δεσµευτικού 
�εριορισµού

Η �εριοριστική ευθεία η ο�οία αντιστοιχεί σε αυτόν είναι

Καθώς το b1 αρχίζει να µεταβάλλεται η κλίση της �εριοριστικής ευθείας
�αραµένει σταθερή και ίση µε -1/2, αφού δεν ε�ηρεάζεται α�ό το b1.

H ευθεία ΑΒ αρχίζει να µετατο�ίζεται �αράλληλα είτε �ρος τα δεξιά είτε
�ρος τα αριστερά της τρέχουσας θέσης, ανάλογα µε το αν το b1
αυξάνεται ή µειώνεται.

Κατά τη µετατό�ιση αυτή το σηµείο Θ κινείται �άνω στο ευθύγραµµο
τµήµα ΕΝ.

1
b

≤

=
1 22x + 4x 1600

1600

1

1 2 1 2 1

1
2 4  ή 

2 4

b
x x b x x+ = = − +

Mετακίνηση του Θ �άνω στο ΕΝ 

Στο σηµείο Ε (0,350) έχουµε b1=1400

Στο σηµείο N                 έχουµε b1=1766,67

Άρα το εύρος ευαισθησίας του  είναι το διάστηµα [1400 , 1766,67]

1100 6 , 350
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Σκιώδης τιµής

Η βελτίωση της αντικειµενικής συνάρτησης όταν το 

δεξιό µέλος ενός �εριορισµού αυξηθεί κατά µία 

µονάδα, �αραµένοντας όµως µέσα στο εύρος 

ευαισθησίας του, δηλαδή η οριακή αξία (marginal 

value) µιας µονάδας του αντίστοιχου �όρου, 

ονοµάζεται σκιώδης τιµή (shadow price) ή δυϊκή 

τιµή (dual price) του αντίστοιχου �όρου. 

� Καθώς το b2 αρχίζει να µεταβάλλεται, η κλίση της �εριοριστικής 
ευθείας �αραµένει σταθερή και η ευθεία αρχίζει να µετατο�ίζεται 
�αράλληλα, είτε �ρος τα δεξιά είτε �ρος τα αριστερά της 
τρέχουσας θέσης της, ανάλογα µε το αν το b2 αυξάνεται και 
µειώνεται. 

� Κατά τη µετατό�ιση αυτή το σηµείο Θ, δηλαδή η βέλτιστη λύση, 
δε µετακινείται καθώς η ευθεία Γ∆ δε µετέχει στον καθορισµό 
της θέσης του. 

Μεταβολή σε δεξιό µέλος µη-δεσµευτικού 
�εριορισµού

1 2 2 2 1 2 2 1 2
6 2 2 6 3 2x x b x x b x x b+ = ⇔ = + ⇔ = − +
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Eύρος ευαισθησίας b2

� Όταν το  αυξάνεται η εφικτή �εριοχή 
ε�εκτείνεται. 

� Αυτό όµως δεν έχει καµία ε�ί�τωση στη βέλτιστη 
λύση, η ο�οία εξακολουθεί να είναι το σηµείο Θ, 
καθώς η �εριοριστική ευθεία Γ∆ δεν συµµετέχει 
στον �ροσδιορισµό της. 

� Όταν το b2 µειώνεται η εφικτή 
�εριοχή συρρικνώνεται. Αυτό 
δεν έχει καµία ε�ί�τωση στη 
βέλτιστη λύση όσο η 
µετακινούµενη ευθεία Γ∆ 
�αραµένει µη �εριοριστική.

[ )2
1300,b ∈ +∞

Συµ�ληρωµατική χαλαρότητα

� Όταν ένας �εριορισµός είναι δεσµευτικός η σκιώδης τιµή του 
αντίστοιχου �όρου είναι µη µηδενική αλλά η χαλαρή 
µεταβλητή �ου αντιστοιχεί σε αυτόν είναι µηδενική.

� Αντίστοιχα, όταν ο �εριορισµός είµαι µη δεσµευτικός, η σκιώδης 
τιµή του αντίστοιχου �όρου είναι µηδενική αλλά η χαλαρή 
µεταβλητή �ου αντιστοιχεί σε αυτόν είναι µη µηδενική. 

� Κατά συνέ�εια, σε κάθε �ερί�τωση το γινόµενο, της χαλαρής 
µεταβλητής ενός �εριορισµού ε�ί την σκιώδη τιµή του 
αντίστοιχου �όρου, είναι µηδενικό. Η ιδιότητα αυτή ονοµάζεται 
συµ�ληρωµατική χαλαρότητα (complementary slackness).
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� Κατά την ε�ίλυση ενός �ροβλήµατος Γραµµικού Προγραµµατισµού, 
δια�ιστώνεται ότι η βέλτιστη λύση του �εριέχει µεταβλητές α�όφασης  
µε µηδενική τιµή 

� Η είσοδος µιας τέτοιας, µη βασικής µεταβλητής, στη βάση και η 
�αραγωγή µιας µονάδας της θα ε�ιβαρύνει,  την τιµή της 
αντικειµενικής συνάρτησης κατά ένα �οσό �ου ονοµάζεται κόστος 
ευκαιρίας (opportunity cost) ή µειωµένο κόστος (reduced cost). 

� Η ε�ιβάρυνση αυτή είναι µείωση της τιµής της αντικειµενικής 
συνάρτησης στην �ερί�τωση µεγιστο�οίησης και αύξηση της τιµής 
της, σε �ερί�τωση ελαχιστο�οίησης. 

Ευκαιριακό Κόστος

� Το κόστος ευκαιρίας μιας μη βασικής μεταβλητήςμη βασικής μεταβλητήςμη βασικής μεταβλητήςμη βασικής μεταβλητής, 
είναι το ποσόποσόποσόποσό κατά το οποίο θα επιβαρυνθεί η τιμήεπιβαρυνθεί η τιμήεπιβαρυνθεί η τιμήεπιβαρυνθεί η τιμή
της αντικειμενικής συνάρτησης, αν η μεταβλητή αυτή 
καταστεί βασική βασική βασική βασική και παραχθεί μία μονάδα της. 

� Το κόστος ευκαιρίας για τις βασικές µεταβλητές είναι βασικές µεταβλητές είναι 
µηδενικόµηδενικό. 
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� Το κόστος ευκαιρίας ( ) µιας µη βασικής µεταβλητής δίνεται α�ό τον

τύ�ο

� Η τιµή του κόστους ευκαιρίας µιας µη βασικής µεταβλητής µ�ορεί να
είναι θετική ή αρνητική.

� Βελτίωση του αντικειµενικού συντελεστή θεωρείται εκείνη η µεταβολή
του η ο�οία αυξάνει την τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης, στην
�ερί�τωση �ροβλήµατος µεγιστο�οίησης και τη µειώνει στην �ερί�τωση
�ροβλήµατος ελαχιστο�οίησης.
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